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Ïðåäèñëîâèå àâòîðà

Ïðåäëàãàåìîå ó÷åáíîå ïîñîáèå â ôîðìå êóðñà ëåêöèé ñîñòàâëåíî â
ñîîòâåòñòâèè ñ ó÷åáíîé ïðîãðàììîé êàôåäðû íåáåñíîé ìåõàíèêè, àñò-
ðîìåòðèè è ãðàâèìåòðèè ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ìîñêîâñêîãî Ãîñó-
äàðñòâåííîãî Óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà.

Â îñíîâó êóðñà ëåêöèé ïîëîæåíî ñîäåðæàíèå ñïåöèàëüíîãî êóðñà,
êîòîðûé ÷èòàåòñÿ äëÿ ñòóäåíòîâ ñòàðøèõ êóðñîâ êàôåäðû íà ïðîòÿ-
æåíèè ïîñëåäíèõ 30 ëåò. Ñíà÷àëà, äî 1991 ãîäà ëåêöèè ÷èòàëèñü ïðî-
ôåññîðîì Å.Ï. Àêñåíîâûì, çàòåì àâòðîì íàñòîÿùåãî ïîñîáèÿ. Áîëü-
øàÿ ÷àñòü ñîäåðæàíèÿ íàïèñàíà ïî ëåêöèÿì Å.Ï. Àêñåíîâà. Àâòîð
ïîñòàðàëñÿ ñîõðàíèòü ïîðÿäîê èçëîæåíèÿ ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùå-
íèé, ïðèíÿòûé â ó÷åáíèêàõ Ã.Í. Äóáîøèíà (1975) è Ì. Ô. Ñóááîòèíà
(1968).

Ñîäåðæàíèå êóðñà ëåêöèé áûëî ÷àñòè÷íî àäàïòèðîâàíî àâòîðîì
â ñîîòâåòñòâè ñî ñòèëåì è ñîäåðæàíèåì ðàáîò ïî ïðàêòè÷åñêîé íåáåñ-
íîé ìåõàíèêå, âåäóùèõñÿ â îòäåëå íåáåñíîé ìåõàíèêè Ãîñóäàðñòâåí-
íîãî àñòðîíîìè÷åñêîãî èíñòèòóòà èìåíè Ï.Ê. Øòåðíáåðãà ÌÃÓ. Â
÷àñòíîñòè, äîáàâëåíû îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé, äàíà ïîñòàíîâ-
êà çàäà÷ ïðàêòè÷åñêîé íåáåñíîé ìåõàíèêè.

Â öåëîì ïðåäëàãàåìûé êóðñ ëåêöèé ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì ýòàïîì
ïðè ïîäãîòîâêå ñïåöèàëèñòîâ ïî íåáåñíîé ìåõàíèêå è àñòðîìåòðèè.

Ðåäàêöèîííàÿ ïðàâêà ðóêîïèñè áûëà ñäåëàíà äîöåíòîì êàôåäðû
íåáåñíîé ìåõàíèêè, àñòðîìåòðèè è ãðàâèìåòðèè ôèçè÷åñêîãî ôàêóëü-
òåòà ÌÃÓ Øèðìèíûì Ã.È.
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Ãëàâà 1. Ââåäåíèå

1.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ íåáåñíîé ìåõàíèêè

Íåáåñíàÿ ìåõàíèêà � îáëàñòü àñòðîíîìè÷åñêîé íàóêè, êîòîðàÿ çà-
íèìàåòñÿ èçó÷åíèåì äâèæåíèé íåáåñíûõ òåë ïîä äåéñòâèåì åñòåñòâåí-
íûõ ñèë ïðèðîäû.

Ïðåäìåòîì íåáåñíîé ìåõàíèêè ÿâëÿþòñÿ ìåõàíè÷åñêèå ôîðìû
äâèæåíèÿ ìàòåðèè.

Öåëü íåáåñíîé ìåõàíèêè - ïîçíàíèå çàêîíîâ ïðèðîäû, óïðàâëÿþ-
ùèõ ìåõàíè÷åñêèìè äâèæåíèÿìè íåáåñíûõ òåë.

Îáúåêòû èññëåäîâàíèé.
Îáúåêòû èññëåäîâàíèé â íåáåñíîé ìåõàíèêå - âñåâîçìîæíûå ìàòå-

ðèàëüíûå îáðàçîâàíèÿ îò ìåëü÷àéøèõ ÷àñòèö êîñìè÷åñêîé ïûëè äî
êîëîññàëüíûõ ñèñòåì òèïà çâåçäíûõ ñêîïëåíèé, ãàëàêòèê è ñêîïëå-
íèé ãàëàêòèê.

Îñíîâíûì ïîíÿòèåì â íåáåñíîé ìåõàíèêå ÿâëÿåòñÿ íåáåñíîå òåëî.
Èññëåäóþòñÿ äâèæåíèÿ åñòåñòâåííûõ è ñóùåñòâóþùèõ èëè ïðîåêòè-
ðóåìûõ èñêóññòâåííûõ íåáåñíûõ òåë. Îäíàêî ôàêòè÷åñêè íà ýòîì
ïóòè îïåðèðóþò ñ ìîäåëÿìè íåáåñíûõ òåë, êîòîðûõ â ïðèðîäå íå ñó-
ùåñòâóåò, íî êîòîðûå â èçâåñòíîé ìåðå ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò ðåàëüíûõ
íåáåñíûõ òåë. Ïðèìåðàìè òàêèõ îáúåêòîâ ìîãóò ñëóæèòü ìàòåðè-
àëüíàÿ òî÷êà èëè àáñîëþòíî òâåðäîå îäíîðîäíîå òåëî, îãðàíè÷åííîå
òðåõîñíûì îäíîðîäíûì ýëëèïñîèäîì.

Çàêîíû äâèæåíèÿ. Ðåàëüíûì ïðîÿâëåíèåì äâèæåíèÿ íåáåñíûõ
òåë ÿâëÿåòñÿ èçìåíåíèå èõ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ, êîòîðîå îïðå-
äåëÿåòñÿ âçàèìíûìè ðàññòîÿíèÿìè. Äëÿ çàäàíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû
íåáåñíûõ òåë ñëåäóåò çàäàòü çàêîí èçìåíåíèÿ èõ âçàèìíûõ ðàññòî-
ÿíèé âî âðåìåíè. Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ çàêîíîâ äâèæåíèÿ
èñïîëüçóþòñÿ òå èëè èíûå ôóíêöèè âðåìåíè.

Äëÿ óäîáíîãî îòîáðàæåíèÿ äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë îïåðèðóþò ïî-
íÿòèÿìè ñèñòåìû îòñ÷åòà, ñèñòåìû êîîðäèíàò è øêàëû âðåìåíè. Àá-
ñòðàêòíîå ïîíÿòèå ñèñòåìû êîîðäèíàò òàê èëè èíà÷å ñâÿçûâàþò ñ
ðåàëüíûìè îáúåêòàìè. Ïðèìåðàìè ìîãóò ñëóæèòü Ãðèíâè÷ñêèé ìå-
ðèäèàí íà Çåìëå èëè âíåãàëàêòè÷åñêèå ðàäèîèñòî÷íèêè èçëó÷åíèÿ.
Àáñòðàêòíîå ïîíÿòèå øêàëû âðåìåíè ðåàëèçóåòñÿ ðåàëüíûìè ôèçè-
÷åñêèìè ïðîöåññàìè. Ïðèìåðàìè ìîãóò ñëóæèòü âðàùåíèå Çåìëè èëè
ýëåêòðîìàãíèòíîå èçëó÷åíèå àòîìà.
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Çàêîíû âçàèìîäåéñòâèÿ. Îñíîâîé äëÿ èçó÷åíèÿ äâèæåíèÿ íå-
áåñíûõ òåë ÿâëÿþòñÿ ñòðîãî óñòàíîâëåííûå èç íàáëþäåíèé çàêîíû
ôèçèêè, êîòîðûå îïèñûâàþò âçàèìîäåéñòâèÿ òåë èëè âîçäåéñòâèÿ íà
íèõ òîé ñðåäû, â êîòîðîé îíè äâèæóòñÿ. Ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìîé
çàêîíîâ âçàèìîäåéñòâèÿ íåáåñíûõ òåë îêàçûâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò âçàèìíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
íåáåñíûìè òåëàìè èëè èõ êîîðäèíàòû.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Îò äðóãèõ àñòðîíîìè÷åñêèõ äèñöèïëèí
íåáåñíàÿ ìåõàíèêà îòëè÷àåòñÿ ëèøü ìåòîäàìè èññëåäîâàíèÿ, ñðåäè
êîòîðûõ ñëåäóåò âûäåëèòü ñëåäóþùèå òðè ãðóïïû ìåòîäîâ: àíàëè-
òè÷åñêèå, ÷èñëåííûå, êà÷åñòâåííûå.

Àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû äàþò âîçìîæíîñòü ïîëó÷àòü íàáîð àíà-
ëèòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé, ïîçâîëÿþùèõ ðàññ÷èòûâàòü ïîëîæåíèÿ è
ñêîðîñòè íåáåñíûõ òåë íà çàäàííûå ìîìåíòû âðåìåíè, ìèíóÿ êàêèå-
ëèáî ïðîìåæóòî÷íûå èõ çíà÷åíèÿ. Íåäîñòàòêàìè àíàëèòè÷åñêèõ ìå-
òîäîâ ÿâëÿþòñÿ áîëüøàÿ òðóäîåìêîñòü è íàðàñòàþùàÿ ãðîìîçäêîñòü
âûêëàäîê ñ ðîñòîì íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè ðàñ÷åòà äâèæåíèÿ. Êðîìå
òîãî, àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû íå äàþò âîçìîæíîñòè ñóäèòü î ñâîéñòâàõ
èññëåäóåìûõ äâèæåíèé íà î÷åíü áîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè. Åùå
îäíèì èõ íåäîñòàòêîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðèìåíèìû îíè íå êî âñåì
êîñìè÷åñêèì îáúåêòàì.

Îãðàíè÷åíèÿ, ñâîéñòâåííûå àíàëèòè÷åñêèì ìåòîäàì, íå ðàñïðî-
ñòðàíÿþòñÿ íà ÷èñëåííûå ìåòîäû, êîòîðûå ïðèãîäíû äëÿ ðàñ÷åòà
äâèæåíèé ëþáûõ íåáåñíûõ òåë è èõ ñèñòåì ñ íàïåðåä çàäàííîé òî÷-
íîñòüþ. Ñ âíåäðåíèåì â íàó÷íûå èññëåäîâàíèÿ ìîùíûõ âû÷èñëèòåëü-
íûõ ìàøèí èëè êîìïüþòåðîâ ñ÷èòàâøàÿñÿ ïðåæäå ÷ðåçìåðíîé òðó-
äîåìêîñòü ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïåðåñòàëà áûòü ïðåïÿòñòâèåì äëÿ èõ
ïðèìåíåíèÿ. Íî è ó íèõ åñòü ñâîÿ àõèëëåñîâà ïÿòà � ýòî íåóêëîí-
íîå íàêîïëåíèå ïîãðåøíîñòè ñ óâåëè÷åíèåì èíòåðâàëà èíòåãðèðîâà-
íèÿ ïðè íåâîçìîæíîñòè ñòðîãèõ îöåíîê ðîñòà ýòîé ïîãðåøíîñòè. Åùå
îäèí íåäîñòàòîê ýòèõ ìåòîäîâ � ÷èñëåííàÿ ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ ðå-
çóëüòàòîâ è íåèçáåæíîñòü ðàñ÷åòà ïðîìåæóòî÷íûõ ýòàïîâ, õîòÿ çà-
÷àñòóþ öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íàÿ êîíôèãóðàöèÿ èëè
ñîñòîÿíèå äâèæåíèÿ â êîíöå èíòåãðèðîâàíèÿ.

Êà÷åñòâåííûå ìåòîäû íåáåñíîé ìåõàíèêè ïîçâîëÿþò ñóäèòü î
ñâîéñòâàõ äâèæåíèé íåáåñíûõ òåë áåç ïîëíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ (àíà-
ëèòè÷åñêîãî èëè ÷èñëåííîãî) äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Àíàëèòè÷åñêèå, ÷èñëåííûå è êà÷åñòâåííûå ìåòîäû ïðîäîëæà-
þò ïðèìåíÿòüñÿ â ñîâðåìåííîé íåáåñíîé ìåõàíèêå, ïðè÷åì êðàñîòà è
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âûñîêàÿ ýôôåêòèâíîñòü àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ óäà÷íî ñî÷åòàåòñÿ ñ
ïðîñòîòîé è óíèâåðñàëüíîñòüþ ìåòîäîâ ÷èñëåííûõ, à âñå ýòî äîïîë-
íÿåòñÿ êîñìîãîíè÷åñêîé âàæíîñòüþ âûâîäîâ, ïîëó÷àåìûõ êà÷åñòâåí-
íûìè ìåòîäàìè èññëåäîâàíèé.

Ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü. Â íåáåñíîé ìåõàíèêå èñïîëüçóþò ïîíÿ-
òèå ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè. Ìîäåëü îïèñûâàåòñÿ ñîñòàâîì äâèæóùèõñÿ
îáúåêòîâ, èõ ñâîéñòâàìè, çàäàíèåì ñèë, äåéñòâóþùèõ íà îòäåëüíûå
êîìïîíåíòû ìîäåëè. Ìåõàíè÷åñêèå ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ ëèáî äëÿ
ïðèáëèæåííîãî îïèñàíèÿ äâèæåíèé íåáåñíûõ òåë, ëèáî êàê îñíîâà
äëÿ ðàçðàáîòêè áîëåå òî÷íûõ ìåòîäîâ îïèñàíèÿ èõ äâèæåíèé.

Çàäà÷åé íåáåñíîé ìåõàíèêè ñ÷èòàåòñÿ ïîñòðîåíèå è èññëåäîâàíèå
ðàçëè÷íûõ ìåõàíè÷åñêèõ ìîäåëåé. Êîíå÷íàÿ öåëü � ýòî èçó÷åíèå è
îïèñàíèå äâèæåíèé ðåàëüíûõ íåáåñíûõ òåë.

Ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü, áóäó÷è, êàê ïðàâèëî, ïðèáëèæåííûì îïè-
ñàíèåì äâèæåíèÿ ñèñòåìû ðåàëüíûõ íåáåñíûõ òåë, ìîæåò ïðèíöè-
ïèàëüíî îò íåå îòëè÷àòüñÿ. Â ÷àñòíîñòè, ñâîéñòâà òåë â ìîäåëè ìî-
ãóò íå ñîîòâåòñòâîâàòü ðåàëüíîñòè, à çàêîíû äåéñòâóþùèõ ñèë ìîãóò
çàäàâàòüñÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì. Ïðèìåðàìè ìîãóò ñëóæèòü çàäà-
÷à î äâèæåíèè êîíå÷íîãî ÷èñëà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, â êîòîðîé
íåáåñíûå òåëà íå èìåþò ðàçìåðîâ, èëè îãðàíè÷åííàÿ çàäà÷à òðåõ
òåë, â êîòîðîé âçàèìîäåéñòâèå òåë íå óäîâëåòâîðÿåò òðåòüåìó çà-
êîíó Íüþòîíà. Êîãäà ïðèíèìàþòñÿ âî âíèìàíèå ôîðìû è ðàçìåðû
íåáåñíûõ òåë, ãîâîðÿò î ïîñòóïàòåëüíî-âðàùàòåëüíîì äâèæå-
íèè. Ðàññìàòðèâàþò îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå â çàäà÷å äâóõ òåë, êî-
ãäà íà÷àëî ñèñòåìû îòñ÷åòà ïîìåùàåòñÿ â öåíòð ìàññ îäíîãî èç íèõ,
è áàðèöåíòðè÷åñêîå äâèæåíèå, ïðè êîòîðîì íà÷àëî ïîìåùåíî â öåíòð
ìàññ îáîèõ òåë. Ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëüþ äâèæåíèÿ òðåõ è áîëåå ìàòå-
ðèàëüíûõ òî÷åê ìîæåò áûòü ìîäåëü äâèæåíèÿ â íåèçìåííîé ïëîñêî-
ñòè. Â îãðàíè÷åííîé çàäà÷å òðåõ òåë ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ìîäåëü
êðóãîâîãî äâèæåíèÿ äâóõ èç íèõ.

Ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ çàäà÷è íåáåñíîé ìåõàíèêè � ýòî ëèáî âû÷èñ-
ëåíûå íà çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè ïîëîæåíèå è ñêîðîñòü íåáåñíîãî
òåëà, ëèáî íàéäåííûå ñâîéñòâà åãî äâèæåíèÿ. Åñëè èçó÷àåòñÿ äâèæå-
íèå ðåàëüíîãî íåáåñíîãî òåëà, òî ðåøåíèå äîëæíî áûòü ìàêñèìàëüíî
áëèçêèì ê ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèé. Ïðè ýòîì òî÷íîñòü òåîðèè äîëæ-
íà áûòü ëó÷øå òî÷íîñòè íàáëþäåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå óñïåøíûé ïðî-
ãíîç äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà îáåñïå÷èâàåòñÿ íå òîëüêî òî÷íîñòüþ
íàáëþäåíèé, íî òàêæå äîñòàòî÷íîé âåëè÷èíîé èíòåðâàëà âðåìåíè,
íà êîòîðîì âûïîëíåíû íàáëþäåíèÿ.
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Ìû íå çíàåì òî÷íî, êàê óñòðîåíû íåáåñíûå òåëà è ïî êàêèì òî÷-
íûì çàêîíàì îíè äâèæóòñÿ. Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ äîâîëüñòâîâàòüñÿ
èçó÷åíèåì ìîäåëåé äâèæåíèÿ, âûäâèãàÿ òó èëè èíóþ ñìåëóþ ãèïîòå-
çó î òîì, ÷òî íàøè ìîäåëè ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò äåéñòâèòåëüíîñòè.

Íàáëþäåíèÿ. Èçìåðÿåìûå âåëè÷èíû. Èñòî÷íèêîì íàøèõ
çíàíèé î íåáåñíûõ òåëàõ ÿâëÿþòñÿ íàáëþäåíèÿ. Íàáëþäàÿ, ìû íå
ìîæåì äîâîëüñòâîâàòüñÿ êîíñòàòàöèåé ôàêòà íàëè÷èÿ íåáåñíîãî òåëà
íà íåáå. Â ïðîöåññå àñòðîíîìè÷åñêèõ íàáëþäåíèé âûïîëíÿþòñÿ èçìå-
ðåíèÿ òåõ èëè èíûõ âåëè÷èí. Äåëàåòñÿ ýòî ñ ïîìîùüþ ðàçíîîáðàçíûõ
ïðèáîðîâ. Â îòëè÷èå îò êîîðäèíàò, èçìåðÿåìàÿ âåëè÷èíà âñåãäà ðå-
àëüíà. Îíà îáðàçóåòñÿ â èçìåðèòåëüíîì ïðèáîðå. Àñòðîíîìû èìåþò
äåëî ñ áîãàòûì ðàçíîîáðàçèåì ïðèáîðîâ è èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ãîâîðèòü î íàáëþäåíèÿõ íåáåñíûõ òåë,
âñåãäà ïðåäïîëàãàÿ ïðè ýòîì ïîëó÷åíèå çíà÷åíèé òîé èëè èíîé èç-
ìåðÿåìîé âåëè÷èíû íà íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè � ìîìåíò èçìå-
ðåíèÿ.

Òî÷íîñòü àñòðîíîìè÷åñêèõ èçìåðåíèé äîñòèãëà óæå òàêîãî óðîâ-
íÿ, ÷òî ñòàëà çàìåòíîé íåàäåêâàòíîñòü íüþòîíîâîé ìåõàíèêè íàáëþ-
äàåìîìó äâèæåíèþ íåáåñíûõ òåë. Â áîëåå òî÷íîé îáùåé òåîðèè îòíî-
ñèòåëüíîñòè (ÎÒÎ) âðåìÿ òå÷åò ðàçëè÷íî â ëþáûõ äâóõ òî÷êàõ ïðî-
ñòðàíñòâà. Äëÿ ñâÿçè øêàë âðåìåíè â ðàìêàõ ÎÒÎ íóæíî ó÷èòûâàòü
äâèæåíèå òåë è èõ ìàññû.

Ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ. Èçó÷àÿ ïëàíåòû è ñïóòíèêè, çâåçäû è
ãàëàêòèêè ìû íåÿâíî ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå âðåìÿ îñòàþòñÿ ïîñòî-
ÿííûìè íåêîòîðûå ïàðàìåòðû, ïðèñóùèå íåáåñíûì òåëàì è èõ äâè-
æåíèþ. Ê íèì îòíîñÿòñÿ ìàññû, ðàçìåðû è ôîðìû òåë, ïàðàìåòðû
îðáèò è ìíîãèå äðóãèå âåëè÷èíû. Ýòè ïàðàìåòðû íåâîçìîæíî íåïî-
ñðåäñòâåííî èçìåðèòü ñ ïîìîùüþ èìåþùèõñÿ ïðèáîðîâ. Îäíàêî èõ
çíà÷åíèÿ ðåàëüíî ïðîÿâëÿþò ñåáÿ â íàáëþäàåìîì äâèæåíèè íåáåñ-
íûõ òåë. Áóäåì íàçûâàòü â äàëüíåéøåì òàêèå âåëè÷èíû ïàðàìåòðà-
ìè äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë.

Â íåáåñíîé ìåõàíèêå òàêæå èçó÷àåòñÿ äâèæåíèå íåáåñíûõ òåë ñ ïå-
ðåìåííûìè ìàññàìè. Íàïðèìåð, äâèæåíèå òàê íàçûâàåìîé íîðìàëü-
íîé çâåçäû, ìàññà êîòîðîé óìåíüøàåòñÿ ñî âðåìåíåì, è òåìï ïîòå-
ðè ìàññ ñîñòàâëÿåò îò 10−12M⊙ äî 10−7M⊙ â ãîä. Ìàññà íåéòðîííîé
çâåçäû óâåëè÷èâàåòñÿ ñ òåìïîì àêðåöèè îò 10−7M⊙ äî 10−4M⊙ â ãîä.
Çäåñü M⊙ � ìàññà Ñîëíöà. Âîçìîæíû ñëó÷àè, êîãäà íå òîëüêî ìàññû,
íî è ôîðìû è ðàçìåðû çâåçä ìîãóò èçìåíÿòüñÿ, íàïðèìåð, â çàäà÷å
î äâèæåíèè çâåçäû â òåñíûõ äâîéíûõ çâåçäíûõ ñèñòåìàõ.
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Ñèñòåìû êîîðäèíàò. Èçìåðÿåìûå âåëè÷èíû íå äàþò íàãëÿäíûõ
ïðåäñòàâëåíèé î êîíôèãóðàöèè ñèñòåìû òåë è òåì áîëåå íåïðèãîäíû
íåïîñðåäñòâåííî äëÿ âûðàæåíèÿ îáùèõ çàêîíîâ äâèæåíèÿ. Óäîáíûì
ñðåäñòâîì îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïîëîæåíèÿ òåë è íàïðàâ-
ëåíèé íà íåáåñíûå ñâåòèëà ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò. Êîãäà ãîâî-
ðÿò î ïîëîæåíèè ñâåòèëà èëè îá îðèåíòàöèè òåëà â íåêîòîðîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò, èìåþòñÿ â âèäó àáñòðàêòíûå îñè êîîðäèíàò â ïðîñòðàí-
ñòâå è âîîáðàæàåìûå ëèíèè íà íåáå. Ñèñòåìû êîîðäèíàò âûáèðàþòñÿ
òàê, ÷òîáû äàòü ÿñíîå ïðåäñòàâëåíèå î çàêîíàõ è ñâîéñòâàõ äâèæåíèÿ
íåáåñíûõ òåë.

Âûáîð ñèñòåìû êîîðäèíàò îáóñëîâëåí óäîáñòâîì îïèñàíèÿ è èçó-
÷åíèÿ äâèæåíèÿ êîíêðåòíîãî íåáåñíîãî òåëà. Íà÷àëî è îñè êîîðäèíàò
ñâÿçûâàþò ëèáî ñ äåòàëÿìè îáúåêòà, íàïðèìåð ñ ãðèíâè÷ñêèì ìå-
ðèäèàíîì Çåìëè, ëèáî ñ åãî äèíàìè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, íàïðèìåð,
ñ ãëàâíûìè îñÿìè èíåðöèè òåëà, ëèáî ñî ñâîéñòâàìè äâèæåíèÿ, íà-
ïðèìåð ñ îñüþ âðàùåíèÿ òåëà, ëèáî ñ ïîëîæåíèåì òåëà â íåêîòîðûé
ìîìåíò âðåìåíè, ëèáî âûáèðàþò ñèñòåìó êîîðäèíàò äðóãèì ñïåöè-
àëüíûì îáðàçîì.

×àùå äðóãèõ èñïîëüçóþòñÿ ñèñòåìû ïðÿìîóãîëüíûõ èëè äåêàðòî-
âûõ êîîðäèíàò è îáîçíà÷àþò åå íà÷àëî áóêâîé O, à îñè áóêâàìè x,
y, z. Ñòîëü æå ÷àñòî ïðèìåíÿþòñÿ ñèñòåìû ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ñ
îáîçíà÷åíèåì öåíòðàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ áóêâîé r, øèðîòû - áóêâîé φ
è äîëãîòû - áóêâîé λ.

Çàêîíû äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë � ýòî çàâèñèìîñòè êîîðäè-
íàò òåë îò âðåìåíè è ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ. Çàâèñèìîñòè ìîãóò ïðè-
íèìàòü ðàçëè÷íûå ôîðìû. ×àùå âñåãî èñïîëüçóþòñÿ àíàëèòè÷åñêèå
ôóíêöèè, îïèñûâàþùèå ÿâíóþ çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò îò âðåìåíè.
Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ çàâèñèìîñòü äàåòñÿ â íåÿâíîé ôîðìå, òîãäà
êîîðäèíàòû ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì âû÷èñëåíèé ïî ôîðìóëàì ïîñëåäî-
âàòåëüíûìè ïðèáëèæåíèÿìè. Çàêîí äâèæåíèÿ ìîæåò èìåòü ôîðìó
÷èñëîâûõ òàáëèö, â êîòîðûõ çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò íåáåñíûõ òåë çàäà-
íû íà ðÿä ôèêñèðîâàííûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè, îáû÷íî ñëåäóþùèõ ñ
êàêèì-òî ïîñòîÿííûì øàãîì. Ïðè òàêîì ÷èñëåííîì çàäàíèè çàêîíà
äâèæåíèÿ òåðÿåòñÿ çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò îò ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ
íåáåñíîãî òåëà. Â ýòîì ñëó÷àå çàòðóäíåí àíàëèç ñâîéñòâ äâèæåíèÿ, è
ìû îãðàíè÷åíû òåì èíòåðâàëîì âðåìåíè, äëÿ êîòîðîãî êîîðäèíàòû
áûëè âû÷èñëåíû.

Êîîðäèíàòû íåáåñíûõ òåë ÿâëÿþòñÿ àáñòðàêòíûìè ïîíÿòèÿìè.
Èõ íåëüçÿ èçìåðèòü íèêàêèìè ïðèáîðàìè. Ñèñòåìû êîîðäèíàò ìî-
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äåëèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë è àëãîðèòìîâ è ÿâëÿþòñÿ ñîñòàâíîé
÷àñòüþ ìîäåëè äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë.

Ìîäåëü äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà. Â îáùåì ñëó÷àå ïîä ìî-
äåëüþ äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü íåêîòîðóþ
ñîâîêóïíîñòü ñðåäñòâ, ïîçâîëÿþùèõ îïðåäåëÿòü çíà÷åíèÿ èçìåðÿå-
ìîé âåëè÷èíû íà ëþáûå çàäàííûå ìîìåíòû âðåìåíè ïðè èçâåñòíûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë.

Ðåàëèçàöèè ìîäåëè äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà ìîãóò èìåòü âåñüìà
ðàçëè÷íûå ôîðìû. Ýòî ìîãóò áûòü ìàòåìàòè÷åñêèå ôîðìóëû, íàïè-
ñàííûå âðó÷íóþ íà áóìàãå èëè îïóáëèêîâàííûå â âèäå ïå÷àòíîãî ìà-
òåðèàëà. Ýòî ìîãóò áûòü íàïå÷àòàííûå ÷èñëîâûå òàáëèöû çíà÷åíèé
êîîðäèíàò. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ è ôîðìóëû è òàáëèöû îòîáðàæàþòñÿ
â ïàìÿòè êîìïüþòåðîâ. Ïðè ýòîì ôîðìóëû ïðåîáðàçóþòñÿ â àëãîðèò-
ìû âû÷èñëåíèé, à òàáëèöû äîñòóïíû âû÷èñëèòåëüíûì ïðîãðàììàì,
ðåøàþùèì òå èëè èíûå çàäà÷è. Îäíàêî äàæå â ýïîõó ìîùíîé âû÷èñ-
ëèòåëüíîé òåõíèêè â íåñêîëüêèõ íàó÷íûõ öåíòðàõ ìèðà ñîçäàþòñÿ è
ïå÷àòàþòñÿ â ôîðìå àñòðîíîìè÷åñêèõ åæåãîäíèêîâ êîîðäèíàòû îñ-
íîâíûõ íåáåñíûõ òåë, âû÷èñëåííûå íà íåñêîëüêî ëåò âïåðåä.

Îòêóäà æå áåðóòñÿ çàêîíû äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë? Â ñòàðûå âðå-
ìåíà îíè óñòàíàâëèâàëèñü â êèíåìàòè÷åñêîé ôîðìå ïî÷òè ýìïèðè÷å-
ñêè èç ïðîñòûõ íàáëþäåíèé. Ñåé÷àñ æå, êîíå÷íî, çàêîíû äâèæåíèÿ
íàõîäÿò â ïðîöåññå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò íåáåñíûõ òåë. Ñîñòàâëÿþò ýòè óðàâíå-
íèÿ íà îñíîâå ñòðîãî óñòàíîâëåííûõ çàêîíîâ ôèçèêè, êîòîðûå îïè-
ñûâàþò âçàèìîäåéñòâèÿ òåë èëè âîçäåéñòâèÿ íà íèõ òîé ñðåäû, â
êîòîðîé îíè äâèæóòñÿ. Ýòî äåëàåòñÿ â ðàìêàõ êàêîé-ëèáî ìåõàíè-
÷åñêîé ìîäåëè. ×åòêî ôèêñèðóþòñÿ âñå ôàêòîðû, âëèÿþùèå íà äâè-
æåíèå êàæäîãî òåëà ñèñòåìû è âêëþ÷åííûå â ðàññìàòðèâàåìóþ ìî-
äåëü. Ïðîöåññ óñòàíîâëåíèÿ çàêîíîâ äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë, à òàêæå
åãî ðåçóëüòàò � ñàìè çàêîíû äâèæåíèÿ, íàçûâàþò òåîðèåé äâèæåíèÿ.
Èìåííî ýòèì çàíèìàåòñÿ íåáåñíàÿ ìåõàíèêà.

Â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå çàäà÷ íåáåñíîé ìåõàíèêè íåâîçìîæ-
íî ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ. Ïðèõîäèòñÿ äîâîëüñòâîâàòüñÿ ëèáî ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì
èñïîëüçóåìûõ òî÷íûõ óðàâíåíèé, ëèáî òî÷íûì ðåøåíèåì áîëåå ïðè-
áëèæåííûõ óðàâíåíèé. Ïðèìåíÿþòñÿ êàê àíàëèòè÷åñêèå, òàê è ÷èñ-
ëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â îáîèõ ñëó-
÷àÿõ ðåøåíèå îáëàäàåò ïîãðåøíîñòüþ.

Ðåçóëüòàòû è âûâîäû íåáåñíîé ìåõàíèêè ÿâíî è íåçðèìî ïðèñóò-
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ñòâóþò âî ìíîãèõ äðóãèõ îáëàñòÿõ íàóêè è ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíî-
ñòè ÷åëîâåêà.

1.2. Çàäà÷è ïðàêòè÷åñêîé íåáåñíîé ìåõàíèêè

Èòàê, ìû îïðåäåëèëè îñíîâíûå ïîíÿòèÿ íåáåñíîé ìåõàíèêè. Òå-
ïåðü âûÿñíèì, â êàêèõ ñîîòíîøåíèèÿõ îíè íàõîäÿòñÿ è êàê îíè ñëó-
æàò öåëÿì ïðàêòè÷åñêîãî ïîçíàíèÿ ïðèðîäû.

Ðåøàÿ çàäà÷è íåáåñíîé ìåõàíèêè, ìû ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòü íà-
õîäèòü ïîëîæåíèå è ñêîðîñòü íåáåñíîãî òåëà íà çàäàííûå ìîìåíòû
âðåìåíè â ïðîøëîì èëè â áóäóùåì. Ýòîò ðåçóëüòàò äîëæåí íàèëó÷-
øèì îáðàçîì ñîãëàñîâûâàòüñÿ ñ äàííûìè íàáëþäåíèé. Ïðèìåð òàêèõ
ðåçóëüòàòîâ � ýòî âû÷èñëåíèå ýôåìåðèä íåáåñíûõ òåë.

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷ íåáåñíîé ìåõàíèêè ìîãóò îïðåäåëÿòü-
ñÿ ñâîéñòâà äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà. Ïðè ýòîì ñàìî äâèæåíèå, ò. å.
ïîëîæåíèå è ñêîðîñòü íà çàäàííûå ìîìåíòû âðåìåíè, ìîæåò îñòà-
âàòüñÿ íåèçâåñòíûì. Â êà÷åñòâå ñâîéñòâà äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë ìî-
æåò ðàññìàòðèâàòüñÿ åãî óñòîé÷èâîñòü. Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ íàñ èíòåðå-
ñóåò áëèçîñòü äâèæåíèÿ ãðóïïû òåë ê ðåçîíàíñíîìó äâèæåíèþ. Èç-
âåñòíà òàêæå è ïðîáëåìà íåîïðåäåëåííîñòè ðåøåíèÿ äåòåðìèíèðî-
âàííûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ïîðÿäîê ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè äâèæåíèÿ ðå-
àëüíûõ íåáåñíûõ òåë.

Íà Ðèñ. 1 èçîáðàæåíà ñõåìà èçó÷åíèÿ äèíàìèêè íåáåñíûõ òåë íà
îñíîâå íàáëþäåíèé. Íà ëþáîì ýòàïå èññëåäîâàíèé ìû ôèêñèðóåì ñî-
ñòàâ èçó÷àåìîé ñèñòåìû íåáåñíûõ òåë. Óñòàíîâëåííûå íà òåêóùèé ìî-
ìåíò âðåìåíè çàêîíû âçàèìîäåéñòâèÿ òåë (ãðàâèòàöèîííîå ïðèòÿæå-
íèå, ñîïðîòèâëåíèå ñðåäû) ïîçâîëÿþò çàïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Èñïîëüçóÿ àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû ìîæíî íàéòè
îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî îáùåå ðåøåíèå
çíà÷åíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ (ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ) ïîëó÷èì
èñêîìóþ ìîäåëü äâèæåíèÿ ñèñòåìû íåáåñíûõ òåë. Ðåøàÿ óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ ìåòîäàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè èçâåñòíûõ íà-
÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ) òàêæå ïîëó÷àåì ìîäåëü
äâèæåíèÿ ñèñòåìû íåáåñíûõ òåë. Íåêîòîðûå ïðåäâàðèòåëüíûå çíà÷å-
íèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ îáû÷íî áûâàþò èçâåñòíû èç ïðåäøåñòâó-
þùèõ èññëåäîâàíèé. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè äâèæåíèÿ ïîòðåáóþòñÿ
òàêæå çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèÿ äâè-
æåíèÿ ïîñðåäñòâîì çàêîíîâ âçàèìîäåéñòâèÿ (íàïðèìåð, ìàññû òåë).

Îñíîâíûì ïðîöåññîì èçó÷åíèÿ äèíàìèêè íåáåñíûõ òåë ÿâëÿåòñÿ
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Ðèñ. 1: Ñõåìà ïðîöåññà èçó÷åíèÿ äèíàìèêè íåáåñíûõ òåë.

óòî÷íåíèå ìîäåëè íà îñíîâå àñòðîíîìè÷åñêèõ íàáëþäåíèé. Íàáëþäå-
íèÿ äàþò íàì çíà÷åíèÿ èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí. Íàçîâåì èõ èçìåðåííû-
ìè çíà÷åíèÿìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ìû èìååì ìîäåëü äâèæåíèÿ, êîòî-
ðàÿ äëÿ òîãî è ñëóæèò, ÷òîáû ïðåäâû÷èñëÿòü èçìåðÿåìûå âåëè÷èíû.
Ìû ìîæåì âû÷èñëèòü èçìåðÿåìûå âåëè÷èíû èìåííî íà ìîìåíòû íà-
áëþäåíèé. Ðåçóëüòàòû íàçûâàþòñÿ âû÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè èçìå-
ðÿåìîé âåëè÷èíû. Ðàçíûå ïî ïðîèñõîæäåíèþ çíà÷åíèÿ îäíîé è òîé
æå âåëè÷èíû áóäóò ðàçëè÷àòüñÿ ìåæäó ñîáîé. Ýòó ðàçíîñòü çíà÷åíèé
ìû îáîçíà÷àåì íà Ðèñ. 1 ñèìâîëè÷åñêè ÷åðåç "O-C"(O � observatum,
C � calculatum). Ðàçíîñòü åñòåñòâåííà, òàê êàê â íåé ïðèñóòñòâóåò
ïîãðåøíîñòü íàáëþäåíèé è ïîãðåøíîñòü ìîäåëè äâèæåíèÿ íåáåñíîãî
òåëà. Îäíàêî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ðàçíîñòè "O-C"áóäóò ïðåâûøàòü
ïîãðåøíîñòü ìîäåëè è ïîãðåøíîñòü íàáëþäåíèé. Íîâûå, áîëåå òî÷-
íûå íàáëþäåíèÿ îáíàðóæèâàþò ðàññîãëàñîâàíèå ìîäåëè ñ äåéñòâè-
òåëüíîñòüþ. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ðàññîãëàñîâàíèþ ïðèïèñûâàþò íàèáîëåå
ïðîñòóþ è íàèáîëåå âåðîÿòíóþ ïðè÷èíó � íåòî÷íîñòü ïðèíÿòûõ çíà-
÷åíèé ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà. Â äåëî âêëþ÷àåòñÿ ïðî-
öåññ, íàçûâàåìûé óòî÷íåíèåì ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ èç íàáëþäåíèé.
×àùå âñåãî æåëàåìîå ñîãëàñîâàíèå òåîðèè ñ íàáëþäåíèÿìè äîñòèãà-
åòñÿ ïóòåì óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ, è ðàçíîñòè "O-C"ñíîâà îêàçûâà-
þòñÿ â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòåé ìîäåëè è íàáëþäåíèé.
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Â íåêîòîðûõ ðåäêèõ ñëó÷àÿõ íå óäàåòñÿ äîáèòüñÿ ñîãëàñîâàíèÿ
òåîðèè ñ íàáëþäåíèÿìè � ðàçíîñòè "O-C"îñòàþòñÿ çíà÷èòåëüíûìè.
Òîãäà ïðèõîäèòñÿ ñîâåðøåíñòâîâàòü ïðèìåíÿåìûå ìåòîäû ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ è ìåòîäû âû÷èñëåíèé. Ýòî íàèáîëåå òðóäîåì-
êàÿ ÷àñòü íåáåñíîé ìåõàíèêè. Çàíîâî ïåðåñìàòðèâàþòñÿ ôàêòîðû,
âëèÿþùèå íà äâèæåíèå êàæäîãî íåáåñíîãî òåëà. Âûâîäÿòñÿ íîâûå,
áîëåå òî÷íûå ôîðìóëû òåîðèè. Êàê ñëåäñòâèå, ôîðìóëû ñòàíîâÿòñÿ
áîëåå äëèííûìè. Ðàçðàáàòûâàþòñÿ è ïðèìåíÿþòñÿ áîëåå òî÷íûå ìå-
òîäû âû÷èñëåíèé. Êàê ñëåäñòâèå, íåîáõîäèìîå âû÷èñëèòåëüíîå âðå-
ìÿ ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàåòñÿ. Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ âñåé ýòîé
âåñüìà òðóäîåìêîé ðàáîòû óäàåòñÿ ñîãëàñîâàòü ðåçóëüòàòû òåîðèè è
íàáëþäåíèé.

Â åùå áîëåå ðåäêèõ ñëó÷àÿõ ðàññîãëàñîâàíèå òåîðèè ñ íàáëþäå-
íèÿìè îñòàåòñÿ ñóùåñòâåííûì, ñêîëüêî íè ïûòàþòñÿ èññëåäîâàòå-
ëè óòî÷íèòü ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ è óñîâåðøåíñòâîâàòü ìîäåëü äâè-
æåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå îáîáùåíèÿ ôàêòîâ, ïðîâåðêè íîâûõ ãèïîòåç è
âûñøåãî íàïðÿæåíèÿ èíòåëëåêòà ñîâåðøàåòñÿ îòêðûòèå. Ìîãóò áûòü
îòêðûòû ðàíåå íåèçâåñòíûå íåáåñíûå òåëà èëè íîâûå çàêîíû âçàè-
ìîäåéñòâèÿ íåáåñíûõ òåë. Â òàêîé ñèòóàöèè ðåçêî ðàñøèðÿþòñÿ íà-
øè îáùèå ïðåäñòàâëåíèÿ îá îêðóæàþùåì ìèðå. Äåëàåòñÿ îáîáùåíèå
îñíîâíûõ çàêîíîâ ïðèðîäû. Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ýêñïåðèìåí-
òàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ïðè àíàëèçå
íåîáúÿñíèìîé ÷àñòè ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ïåðèãåëèÿ îðáèòû Ìåðêó-
ðèÿ.

Ïðèâåäåííàÿ çäåñü ñõåìà, êàê ëþáàÿ ñõåìà, ñóõà è îãðàíè÷åííà,
òàê êàê îíà ëèøü â îáùåì âèäå îòðàæàåò ðàçíîîáðàçíûå íàó÷íûå
èçûñêàíèÿ è íàêîïëåíèå ôàêòîâ, ôàíòàçèè è îøèáêè.

Îòìåòèì, ÷òî îïèñàííûé ïðîöåññ èìååò òàêæå ñóãóáî ïðàêòè÷å-
ñêóþ íàïðàâëåííîñòü. Ìîäåëü äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë ÿâëÿåòñÿ îñ-
íîâîé äëÿ îòñëåæèâàíèÿ âîçìîæíûõ îïàñíîñòåé ñî ñòîðîíû êîñìîñà.
Ìîäåëü äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë òàêæå íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ è îáåñïå÷åíèÿ ïîëåòîâ àâòîìàòè÷åñêèõ è ïèëî-
òèðóåìûõ îêîëîçåìíûõ è ìåæïëàíåòíûõ àïïàðàòîâ � èñêóññòâåííûõ
íåáåñíûõ òåë ðàçëè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ.
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1.3. Ìåñòî òåîðèè âîçìóùåíèé â íåáåñíîé ìåõàíèêå

Ðåøåíèå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ íåáåñíîé ìåõàíèêè ñîäåðæèò ýòàï
âû÷èñëåíèé íà îñíîâå ìîäåëè äâèæåíèÿ. Îäíàêî ìîäåëü äâèæåíèÿ
íóæíî ïîñòðîèòü.

Íà÷àëüíûé ýòàï ðåøåíèÿ ëþáîé çàäà÷è íåáåñíîé ìåõàíèêè � ýòî
ñîñòàâëåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë.
Èñõîäíàÿ èíôîðìàöèÿ äëÿ ýòîãî çàêëþ÷àåòñÿ â îïèñàíèè ïðèìåíÿå-
ìîé ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè. Çíàíèå çàêîíîâ âçàèìîäåéñòâèÿ ïîçâîëÿ-
åò çàïèñàòü óðàâíåíèÿ â íåêîòîðîì îáùåì âèäå. Äëÿ çàäà÷ èçó÷åíèÿ
ñâîéñòâ äâèæåíèÿ èíîãäà ýòîãî áûâàåò äîñòàòî÷íî. Îäíàêî âî ìíîãèõ
ñëó÷àÿõ ñîñòàâëåíèå óðàâíåíèé � ýòî íåïðîñòîé ïðîöåññ. Äåëî â òîì,
÷òî óðàâíåíèÿ íóæíî ðåøàòü. Äàæå â ñëó÷àå ÷èñëåííîãî èíòåãðè-
ðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íóæíî âû÷èëÿòü ïðàâûå ÷àñòè îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Èõ èñõîäíàÿ çàïèñü ÷àñòî
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðûé "ïîëóôàáðèêàò" óðàâíåíèé, êîòîðûå
íóæíî ðåøàòü.

Ìåòîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ òðåáó-
þò âûïîëíåíèÿ îãðîìíîãî êîëè÷åñòâà àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ðà-
íåå çàòðóäíÿâøèõ èõ ïðèìåíåíèå. Ïðîãðåññ â êîìïüþòåðíîé òåõíèêå
ïîçâîëÿåò ïðåîäîëåâàòü ýòó òðóäíîñòü. Ïîýòîìó ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ
ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ íåáåñíîé ìåõàíèêè ìåòîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðè-
ðîâàíèÿ èìåþò çíà÷èòåëüíûå ïðåèìóùåñòâà ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëè-
òè÷åñêèìè ìåòîäàìè.

Íåêîòîðûå çàäà÷è íåáåñíîé ìåõàíèêè ìîãóò áûòü ðåøåíû òîëüêî
àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Àíàëèòè-
÷åñêîå ðåøåíèå ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ïîëîæåíèå è ñêîðîñòü íåáåñ-
íîãî òåëà ïî ÿâíûì ôóíêöèÿì âðåìåíè. Êðîìå òîãî, òàêîå ðåøåíèå
äàåò ñðàçó âñå èíòåðåñóþùèå íàñ ñâîéñòâà äâèæåíèÿ. Â äðóãèõ ñëó÷à-
ÿõ àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå îáëàäàåò ïðåèìóùåñòâàìè ïî òî÷íîñòè íà
çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè, ëèáî ïî äëèòåëüíîñòè èíòåðâàëà âðåìåíè
ïðè çàäàííîé òî÷íîñòè, ëèáî ïî ñêîðîñòè âû÷èñëåíèé.

Ïðè ïðèìåíåíèè àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óñïåõ äåëà ñó-
ùåñòâåííî çàâèñèò îò ôîðìû çàïèñè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà. ×àñòî ïðèõîäèòñÿ ðàçëàãàòü ïðàâûå ÷àñòè
óðàâíåíèé â áåñêîíå÷íûå ðÿäû, áðàòü îò ðÿäîâ èõ êîíå÷íûå îòðåçêè
è çàìåíÿòü òåì ñàìûì èñõîäíûå óðàâíåíèÿ íà áîëåå ïðèáëèæåííûå.

Ñóðîâàÿ ðåàëüíîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî òîëüêî äëÿ íåêîòîðûõ ïðî-
ñòåéøèõ ìåõàíè÷åñêèõ ìîäåëåé èçâåñòíû òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ôîðìóë
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äëÿ âû÷èñëåíèé ïîëîæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà èëè äëÿ àíàëèçà ñâîéñòâ
äâèæåíèÿ. Â áîëüøèíñòâå çàäà÷ òî÷íûå ðåøåíèÿ íå íàéäåíû. Â íåêî-
òîðûõ ñëó÷àÿõ äàæå äîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèé â ôîðìå ÿâíûõ âûðàæå-
íèé ïðîñòî íå ñóùåñòâóåò. Òîãäà ïðèõîäèòñÿ äîâîëüñòâîâàòüñÿ ïðè-
áëèæåííûìè ðåøåíèÿìè. Òàê âîçíèêàåò çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ àíàëèòè-
÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñ êîíå÷íîé, íî ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ.
Èìåííî ýòîé öåëè ñëóæàò ìåòîäû òåîðèè âîçìóùåíèé .

Îñíîâíàÿ èäåÿ òåîðèè âîçìóùåíèé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Íàðÿäó
ñ èçó÷àåìîé ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëüþ ðàññìàòðèâàþò áëèçêóþ ê íåé,
íî äðóãóþ ìîäåëü, äëÿ êîòîðîé èçâåñòíî îäíàêî òî÷íîå àíàëèòè÷å-
ñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Ñîñòàâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî âåëè÷èí, ïðåäñòàâëÿþùèõ ðàçíîñòè çà-
êîíîâ äâèæåíèÿ â äâóõ ìîäåëÿõ. Â ñèëó ìàëîñòè ýòèõ ðàçíîñòåé óðàâ-
íåíèÿ ìîæíî ðåøàòü èçâåñòíûìè ïðèáëèæåííûìè ìåòîäàìè ñ êîíå÷-
íîé, íî ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ. ×òîáû ýòè ìåòîäû îêà-
çàëèñü ïðàêòè÷åñêè ïðèìåíèìûìè, ïðèõîäèòñÿ ñòðîèòü ðàçëîæåíèÿ
ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé â áåñêîíå÷íûå ðÿäû. Ýòîò ïðîöåññ îáû÷íî
ïðèâîäèò ê ÷ðåçâû÷àéíî ãðîìîçäêèì ôîðìóëàì. Ïðîãðåññ â êîìïüþ-
òåðíîé òåõíèêå è ñðåäñòâàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò ïðåîäîëå-
âàòü è ýòó òðóäíîñòü. Â èòîãå íà ýòîì ïóòè îáðàçîâàëîñü îãðîìíîå
ìíîæåñòâî ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèé è ìåòîäîâ èõ àíàëèòè÷å-
ñêîãî ðåøåíèÿ. Âñå ýòî è ñîñòàâëÿåò ïðåäìåò òåîðèè âîçìóùåíèé â
íåáåñíîé ìåõàíèêå.

Íà ñõåìå ïðîöåññà èçó÷åíèÿ äèíàìèêè ðåàëüíûõ íåáåñíûõ òåë íà
îñíîâå íàáëþäåíèé (ñì. Ðèñ. 1) òåîðèÿ âîçìóùåíèé çàêëþ÷àåòñÿ â
÷àñòè "Ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ".

Çàìåòèì, ÷òî ìåòîäû òåîðèè âîçìóùåíèé íå òîëüêî äàþò ïðèåì-
ëåìóþ ïðèáëèæåííóþ ìîäåëü äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà, íî âî ìíîãèõ
ñëó÷àÿõ ïîçâîëÿþò âûïîëíèòü êà÷åñòâåííûé àíàëèç óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ ñ öåëüþ ïîëó÷èòü ñâîéñòâà ðåøåíèÿ áåç âûâîäà ôîðìóë ñàìîãî
ðåøåíèÿ.

Âîçíèêíóâ â íåáåñíîé ìåõàíèêå, òåîðèÿ âîçìóùåíèé ïðèìåíÿåò-
ñÿ òàêæå â äðóãèõ îáëàñòÿõ íàóêè. Íàïðèìåð, â êâàíòîâîé ìåõàíèêå.
Ôîðìû îïèñàíèÿ ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé ìîãóò áûòü ðàçëè÷-
íûìè. Äàæå â íåáåñíîé ìåõàíèêå èñïîëüçóþòñÿ íåñêîëüêî âàðèàíòîâ
èçëîæåíèÿ ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé. Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì òåî-
ðèþ âîçìóùåíèé â ïðèìåíåíèè ê óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî
ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò íåáåñíûõ òåë, à òàêæå ê óðàâíåíèÿì äâè-
æåíèÿ, çàïèñàííûì â ôîðìå êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà.
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1.4. Ñâåäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ èçó÷åíèè òåîðèè âîçìóùå-
íèé

Çäåñü ïåðå÷èñëåíû ñâåäåíèÿ, êîòîðûå íóæíî çíàòü äëÿ èçó÷åíèÿ
ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé. Ýòè ñâåäåíèÿ ñîäåðæàòñÿ â ó÷åáíèêàõ
ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó, òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
à òàêæå â ó÷åáíèêàõ ïî òåîðåòè÷åñêîé è íåáåñíîé ìåõàíèêå.

Ïðåäìåòîì òåîðèè âîçìóùåíèÿ ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ. Äëÿ åå èçó÷åíèÿ íåîáõîäèìî çíàòü îñíîâû òåîðèè äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê îáûêíîâåííûå äèô-
ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, òàê è óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Íóæíî óìåòü îòâå÷àòü íà ñëåäóþùèå âîïðîñû. ×òî ÿâëÿåòñÿ îá-
ùèì ðåøåíèåì òåõ èëè èíûõ óðàâíåíèé? ×òî â íèõ çàäàíî, à ÷òî
íóæíî îïðåäåëèòü? Êàê çàïèñûâàåòñÿ îáùèé âèä ðåøåíèÿ. ×òî òàêîå
ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé? ×òî òàêîå îáùèé èíòåãðàë? Êàê ñîîòíîñÿòñÿ îáùèé èíòåãðàë è
îáùåå ðåøåíèå? ×òî òàêîå ïîëíûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ?

Ïîòðåáóåòñÿ çíàíèå íåêîòîðûõ òåîðåì îá àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöè-
ÿõ. Â ÷àñòíîñòè, íóæíà òåîðåìà Ýéëåðà îá îäíîðîäíûõ ôóíêöèÿõ.

Â äàííîì èçëîæåíèè ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé èñïîëüçóåòñÿ
ðåøåíèå çàäà÷è äâóõ òåë. Íåîáõîäèìî çíàòü ôîðìóëû êåïëåðîâñêîãî
äâèæåíèÿ. Ìåòîäû ðàññìàòðèâàþòñÿ â ïðèëîæåíèè ê çàäà÷å î äâè-
æåíèè N ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Íóæíî çíàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â
ýòîé ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè.

Ïðè èçëîæåíèè ìåòîäîâ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èòàòåëü çíàåò îñíî-
âû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè.

Â çàêëþ÷åíèå ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ó÷åáíèêè, ó÷åáíûå ïîñîáèÿ è
êíèãè, â êîòîðûõ èçëîæåíû ìåòîäû òåîðèè âîçìóùåíèé â íåáåñíîé
ìåõàíèêå. Îïèñàíèå ìåòîäîâ, áëèçêîå ê òîé ôîðìå, â êîòîðîé áû-
ëè íàïèñàíû êëàññè÷åñêèå ðàáîòû ïî íåáåñíîé ìåõàíèêå, ñîäåðæèòñÿ
â ó÷åáíèêàõ (Äóáîøèí, 1975; Ñóááîòèí, 1968; Øàðëüå, 1966). Áîëåå
øèðîêèé êëàññ àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èçëîæåí â ó÷åáíîì ïîñî-
áèè (Õîëøåâíèêîâ, 1985). Ñîðåìåííûé ïðàêòè÷åñêèé ïîäõîä ê ìåòî-
äàì íåáåñíîé ìåõàíèêè ñäåëàí â êíèãå (Ìþððåé, Äåðìîòò, 2009). Ïî-
ìî÷ü â ïîíèìåíèè êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìîæåò êíèãà (Ãåðàñèìîâ,
Âèííèêîâ, Ìóøàèëîâ, 1996). Çàäà÷à äâóõ òåë ïîäðîáíî ðàññìîòðå-
íà â ó÷åáíîì ïîñîáèè (Õîëøåâíèêîâ, Òèòîâ, 2007). Ïîëåçíûìè áóäóò
Ëåêöèè ïî íåáåñíîé ìåõàíèêå (Ëóêüÿíîâ, Øèðìèí, 2009).
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Ãëàâà 2. Îñíîâíîé ïðèíöèï òåîðèè âîçìóùåíèé

2.1. Ïðèíöèï òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ

Òåîðèÿ âîçìóùåíèé ïðèìåíÿåòñÿ âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ íàóêè. Îñ-
íîâíàÿ èäåÿ âñþäó îäíà è òà æå. Ðàçëè÷àþòñÿ ëèøü ôîðìû ìåòîäîâ
è âèä ôîðìóë. Ðàññìîòðèì çäåñü îäèí èç âàðèàíòîâ èçëîæåíèÿ ïðèí-
öèïîâ òåîðèè âîçìóùåíèé â ôîðìå, íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿåìîé â
íåáåñíîé ìåõàíèêå.

Äëÿ ïðîñòîòû è íàãëÿäíîñòè îáúÿñíåíèÿ îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðå-
íèåì òàêèõ ìåõàíè÷åñêèõ ìîäåëåé, â êîòîðûõ äâèæåíèå ìàòåðèàëü-
íîé òî÷êè îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè âèäà

d2x

dt2
=

∂U

∂x
,

d2y

dt2
=

∂U

∂y
,

d2z

dt2
=

∂U

∂z
, (1)

ãäå x, y, z � êîîðäèíàòû ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â íåêîòîðîé ñèñòåìå
ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò, t � âðåìÿ, à U � ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ. Áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ íå çàâèñèò ÿâíî îò âðåìåíè. Â
áîëüøèíñòâå çàäà÷ ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ èìååò òàêîé âèä, ÷òî òî÷íîå
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íàéòè íåâîçìîæíî.

Åñëè äåéñòâóþùèå ñèëû òàêîâû, ÷òî íåëüçÿ èõ âûðàçèòü ÷åðåç
ñèëîâóþ ôóíêöèþ, ìåòîä òåîðèè âîçìóùåíèé ìîæíî ïîñòðîèòü àíà-
ëîãè÷íî èçëîæåííîìó íèæå.

Ðàçëîæèì ñèëîâóþ ôóíêöèþ íà äâà ñëàãàåìûõ

U = V +R

ïðè ñîáëþäåíèè ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

1. Ïîñëå çàìåíû â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ñèëîâîé ôóêíêöèè U
íà ôóíêöèþ V ìîæåò áûòü íàéäåíî èõ îáùåå àíàëèòè÷åñêîå
ðåøåíèå.

2. Ïî êðàéíåé ìåðå â îáëàñòè ðàññìàòðèâàåìîãî äâèæåíèÿ âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |R| ≪ |V | .

Ðàçóìååòñÿ, ÷òî íå â ëþáîé çàäà÷å òàêîå ðàçáèåíèå âîçìîæíî. Ïî
êðàéíåé ìåðå âûïîëíåíèå ïåðâîãî óñëîâèÿ óæå ïîçâîëÿåò ôîðìàëü-
íî ñòðîèòü ðåøåíèå ïåðâîíà÷àëüíûõ óðàâíåíèé (1) ìåòîäàìè òåîðèè
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âîçìóùåíèé. Îäíàêî ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñëó÷àè, êî-
ãäà âûïîëíÿåòñÿ òàêæå è âòîðîå óñëîâèå.

Íàðÿäó ñ èñõîäíûìè óðàâíåíèÿìè (1) ðàññìîòðèì òàêæå óðàâíå-
íèÿ

d2x

dt2
=

∂V

∂x
,

d2y

dt2
=

∂V

∂y
,

d2z

dt2
=

∂V

∂z
, (2)

êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç èñõîäíûõ çàìåíîé U íà V .
Ïðè âûïîëíåíèè âòîðîãî óñëîâèÿ äâå ìåõàíè÷åñêèå ìîäåëè, îïè-

ñûâàåìûå óðàâíåíèÿìè (1) è (2) áóäóò áëèçêè îäíà ê äðóãîé. Óðàâíå-
íèÿ (2) íàçûâàþò óðàâíåíèÿìè íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ, à èñõîä-
íûå óðàâíåíèÿ (1) � óðàâíåíèÿìè âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ. Ñëàãàå-
ìîå R íàçûâàþò âîçìóùàþùåé ôóíêöèåé. Èñõîäíûå óðàâíåíèÿ (1)
ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå

dx

dt
= ẋ,

dy

dt
= ẏ,

dz

dt
= ż,

dẏ

dt
=

∂(V +R)

∂y
,

dż

dt
=

∂(V +R)

∂z
,

dẋ

dt
=

∂(V +R)

∂x
, (3)

ãäå ïåðåìåííûå x, y, z, ẋ, ẏ, ż ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè ôóíêöèÿìè.
Ñîãëàñíî ïåðâîìó óñëîâèþ ïðèìåíèìîñòè òåîðèè âîçìóùåíèé

äîëæíî áûòü èçâåñòíî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé íåâîçìóùåííîãî
äâèæåíèÿ (2). Çàïèøåì ýòî îáùåå ðåøåíèå â âèäå

x = x(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),
y = y(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),
z = z(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),
ẋ = ẋ(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),
ẏ = ẏ(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),
ż = ż(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),

(4)

ãäå c1, c2, c3, c4, c5, c6 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ, à
x, y, z, ẋ, ẏ, ż � èçâåñòíûå ÿâíûå ôóíêöèè îò ñåìè àðãóìåíòîâ.

Òåïåðü âðåìåííî îòâëå÷åìñÿ îò ïðîèñõîæäåíèÿ ñîîòíîøåíèé (4)
è áóäåì ðàññìàòðèâàòü èõ ëèøü êàê ôîðìóëû çàìåíû ïåðåìåííûõ x,
y, z, ẋ, ẏ, ż íà ïåðåìåííûå c1, c2, c3, c4, c5, c6 â óðàâíåíèÿõ âîçìó-
ùåííîãî äâèæåíèÿ (3). Çàìåíÿþòñÿ çàâèñèìûå ïåðåìåííûå � èñêî-
ìûå ôóíêöèè. Â èòîãå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî íîâûõ ïåðåìåííûõ,
èñêîìûõ ôóíêöèé âðåìåíè c1, c2, c3, c4, c5, c6 â âèäå

dci
dt

= Ai(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6), (i = 1, 2, 3, 4, 5, 6) (5)
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Òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (5) òàêæå, êàê è óðàâ-
íåíèé (1), íàéòè íåâîçìîæíî. Îäíàêî îíè èìåþò îäíî î÷åâèäíîå ïðå-
èìóùåñòâî. Åñëè â óðàâíåíèÿõ (3) ïîëîæèòü R = 0, òî îíè ïðåâðà-
òÿòñÿ â óðàâíåíèÿ (2), à â ñîîòâåòñòâóþùåì ðåøåíèè (4) àðãóìåíòû
c1, c2, c3, c4, c5, c6 áóäóò ïîñòîÿííûìè âåëè÷èíàìè. Òîãäà ïðåîáðà-
çîâàíèå (4) áóäåò ïðåîáðàçîâàíèåì ïåðåìåííûõ x, y, z, ẋ, ẏ, ż ê êîí-
ñòàíòàì è âðåìåíè. Ñëåäîâàòåëüíî â ïðåîáðàçîâàííûõ óðàâíåíèÿõ (5)
ïðàâûå ÷àñòè, ðàâíûå ïðîèçâîäíûì îò êîíñòàíò, îêàæóòñÿ ðàâíûìè
íóëþ. Ïðè R íå ðàâíîé íóëþ è ñîáëþäåíèè âòîðîãî óñëîâèÿ ïðè-
ìåíåíèìîñòè òåîðèè âîçìóùåíèé |R| ≪ |V | ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé
(5) áóäóò ñîäåðæàòü ìíîæèòåëåì íåêîòîðûé ìàëûé ïàðàìåòð. Ýòî
ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé âîçìóùåííî-
ãî äâèæåíèÿ ìåòîäîì ìàëîãî ïàðàìåòðà. Óñïåõ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà
ìàëîãî ïàðàìåòðà çàâèñèò â ïåðâóþ î÷åðåäü îò âåëè÷èíû ñàìîãî ìà-
ëîãî ïàðàìåòðà, òî åñòü îò îòíîøåíèÿ |R|/|V |. Ïîýòîìó ïðè ðàçëî-
æåíèè ñèëîâîé ôóíêöèè U íà äâà ñëàãàåìûõ V è R åñòåñòâåííî
ñòðåìëåíèå óìåíüøèòü âåëè÷èíó |R| ïðè ñîõðàíåíèè ïåðâîãî óñëîâèÿ
ïðèìåíåíèìîñòè òåîðèè âîçìóùåíèé.

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé (5) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì îá-
ùåì âèäå:

c1 = C1(t, p1, p2, p3, p4, p5, p6),
c2 = C2(t, p1, p2, p3, p4, p5, p6),
c3 = C3(t, p1, p2, p3, p4, p5, p6),
c4 = C4(t, p1, p2, p3, p4, p5, p6),
c5 = C5(t, p1, p2, p3, p4, p5, p6),
c6 = C6(t, p1, p2, p3, p4, p5, p6),

(6)

ãäå p1, p2, p3, p4, p5, p6 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Åñëè ìû íàéäåì
ýòî ðåøåíèå, òî ïîäñòàâëÿÿ ôîðìóëû (6) â ñîîòíîøåíèÿ (4) ìîæíî
ïîëó÷èòü èñêîìîå îáùåå ðåøåíèå èñõîäíûõ óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî
äâèæåíèÿ (3)

x = x(t, p1, p2, p3, p4, p5, p6),
y = y(t, p1, p2, p3, p4, p5, p6),
z = z(t, p1, p2, p3, p4, p5, p6),
ẋ = ẋ(t, p1, p2, p3, p4, p5, p6),
ẏ = ẏ(t, p1, p2, p3, p4, p5, p6),
ż = ż(t, p1, p2, p3, p4, p5, p6).

(7)

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ íåáåñíîé ìåõàíèêè â êà÷åñòâå óðàâíåíèé íåâîç-
ìóùåííîãî äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ çàäà÷è äâóõ òåë ñ
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ñèëîâîé ôóíêöèåé

V =
µ

r
(r =

√
x2 + y2 + z2), (8)

ãäå µ - ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð çàäà÷è äâóõ òåë. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ
ñîîòíîøåíèÿ (4) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôîðìóëû êåïëåðîâñêîãî äâèæå-
íèÿ, à âåëè÷èíû c1, c2, c3, c4, c5, c6 - êåïëåðîâñêèå ýëåìåíòû îðáèòû.

Çàìåòèì, ÷òî ðàçëîæåíèå ñèëîâîé ôóíêöèè U íà äâà ñëàãàåìûõ ñ
ñîõðàíåíèåì ïåðâîãî óñëîâèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé ìîæåò áûòü ñäåëà-
íî íå åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì. Â ñëàãàåìîå V ìîæåò áûòü âêëþ÷åíî
âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ. Ãëàâíîå óñëîâèå - ìû äîëæíû èìåòü
îáùåå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñ ñèëîâîé ôóíê-
öèåé V . Ýòî ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè,
â òîì ÷èñëå è ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé. Ïîýòîìó ìû
ãîâîðèì îá óðàâíåíèÿõ íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ, óðàâíåíèÿõ âîç-
ìóùåííîãî äâèæåíèÿ è âîçìóùàþùåé ôóíêöèè êàæäûé ðàç ïî îòíî-
øåíèþ ê âûáðàííîé ôóíêöèè V .

Â ðàçíîîáðàçèè çàäà÷ íåáåñíîé ìåõàíèêè âèä óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé ìîæåò áûòü ðàçëè÷-
íûì, îäíàêî îáùàÿ ñõåìà èçëîæåííîãî çäåñü ïîäõîäà ñîõðàíÿåòñÿ.

2.2. Ïðèìåðû ìåõàíè÷åñêèõ ìîäåëåé, äëÿ êîòîðûõ ïðè-
ìåíèìà òåîðèÿ âîçìóùåíèé

Â îáùåì ñëó÷àå ïðè ðàññìîòðåíèè äâèæåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà
íåáåñíûõ òåë ñîâñåì íå î÷åâèäíî, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïðèìåíå-
íèìîñòè ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé. Îäíàêî â ñîîòíîøåíèÿõ ðàçìå-
ðîâ áîëüøèíñòâà ðåàëüíûõ íåáåñíûõ òåë, ðàññòîÿíèé ìåæäó íèìè è
ñâîéñòâàõ èõ äâèæåíèÿ ñóùåñòâóåò îïðåäåëåííàÿ èåðàðõèÿ. Ïàðàìåò-
ðû äâèæåíèÿ ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû è ïî÷òè âñåõ èõ ñïóòíèêîâ
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì, íåîáõîäèìûì äëÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìåòîäàìè òåîðèè âîçìóùåíèé. Ðàññìîò-
ðèì íåñêîëüêî êîíêðåòíûõ ñëó÷àåâ, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ôóíäàìåí-
òàëüíûì çàäà÷àì òåîðèè äâèæåíèÿ òåë Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû.

Ñíà÷àëà óïðîñòèì ðàññìîòðåíèå ñèñòåìû Ñîëíöà, ïëàíåò è ñïóò-
íèêîâ, ïîëàãàÿ, ÷òî âñå ýòè òåëà ÿâëÿþòñÿ ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè.
Òîãäà ê íèì ïîäîéäåò ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è î äâèæåíèè n+1
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Ñðåäè ýòèõ òî÷åê áóäóò Ñîëíöå, ïëàíåòû è èõ
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ñïóòíèêè. Ïîìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò â îäíî èç òåë. Â îäíèõ ñëó-
÷àÿõ ýòî ìîæåò áûòü Ñîëíöå, â äðóãèõ - îäíà èç áîëüøèõ ïëàíåò.
Îïèøåì äâèæåíèå ñèñòåìû n+ 1 ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê óðàâíåíèÿìè
îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ

d2xi

dt2
=

∂(Vi +Ri)

∂xi
,

d2yi
dt2

=
∂(Vi +Ri)

∂yi
,

d2zi
dt2

=
∂(Vi +Ri)

∂zi
, (9)

ãäå

Vi =
G(m0 +mi)

ri
, Ri = G

n∑
j=1

′

mj

(
1

∆ij
− xixj + yiyj + zizj

r3j

)
,

∆ij =
√
(xj − xi)2 + (yj − yi)2 + (zj − zi)2, ri =

√
x2
i + y2i + z2i ,

G � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, xi, yi, zi,mi (i = 1, 2, ..., n) � ïðÿ-
ìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû è ìàññû òåë, ñîîòâåòñòâåííî, à m0 � ìàññà
öåíòðàëüíîãî òåëà. Øòðèõ ó çíàêà ñóììû îçíà÷àåò, ÷òî îòñóòñòâóåò
ñëàãàåìîå ïðè j = i.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ôóíäàìåíòàëüíûõ çàäà÷.

Ïëàíåòíàÿ çàäà÷à.
Áóäåì èçó÷àòü äâèæåíèå n ïëàíåò ïîä äåéñòâèåì ïðèòÿæåíèÿ

Ñîëíöà è èõ âçàèìíîãî ïðèòÿæåíèÿ. Âñå òåëà áóäåì ñ÷èòàòü ìàòåðè-
àëüíûìè òî÷êàìè. Ìàëûì âëèÿíèåì äðóãèõ òåë ïðåíåáðåæåì. Íà÷à-
ëî ñèñòåìû êîîðäèíàò ïîìåñòèì â Ñîëíöå. Ïðè ïðèìåíåíèè òåîðèè
âîçìóùåíèé óðàâíåíèÿ (9) áóäóò óðàâíåíèÿìè âîçìóùåííîãî äâèæå-
íèÿ. Â äàííîì ñëó÷àå äëÿ óðàâíåíèé íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ïðè
Ri = 0 (i = 1, 2, ..., n) èçâåñòíî îáùåå ðåøåíèå, òàê êàê ñèñòåìà
óðàâíåíèé ðàñïàäàåòñÿ íà n íåçàâèñèìûõ ñèñòåì óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ äâóõ òåë, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ èçâåñòíî îáùåå ðåøåíèå. Òà-
êèì îáðàçîì ïåðâîå óñëîâèå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé
çäåñü âûïîëíÿåòñÿ. Ïðîâåðèì òåïåðü âûïîëíåíèå âòîðîãî óñëîâèÿ.
Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå Ri/Vi. Èç óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíîãî äâèæå-
íèÿ ñëåäóåò

Ri

Vi
=

n∑
j=1

′
mj

m0 +mi

[
ri
∆ij

− ri(xixj + yiyj + zizj)

r3j

]
. (10)

Çäåñü i = 1, 2, ..., n.
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Ïàðàìåòðû îðáèò âîñüìè áîëüøèõ ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû òà-
êîâû, ÷òî ïëàíåòû íå èñïûòûâàþò íè òåñíûõ ñáëèæåíèé ñ Ñîëíöåì,
íè òåñíûõ âçàèìíûõ ñáëèæåíèé. Ïîýòîìó âåëè÷èíû xi, yi, zi,∆ij , ri
ìîæíî ñ÷èòàòü âåëè÷èíàìè ïðèìåðíî îäíîãî ïîðÿäêà. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, ñëàãàåìûå â ôîðìóëå (10) èìåþò ìíîæèòåëè

mj

m0 +mi
,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè ïàðàìåòðàìè â ñèëó ìàëîñòè ìàññ ïëàíåò
ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé Ñîëíöà. Òàêèì îáðàçîì âûïîëíåíèå âòîðîãî
óñëîâèÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé â ïëàíåòíîé çàäà÷å
îáåñïå÷èâàåòñÿ ìàëîñòüþ ìàññ ïëàíåò ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé Ñîëíöà.
Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ (5) ìàëûìè ïàðà-
ìåòðàìè áóäóò îòíîøåíèÿ

εj =
mj

m0
(j = 1, 2, ..., n) .

Ïðè íåîáõîäèìîñòè âûáðàòü îäèí ìàëûé ïàðàìåòð ìîæíî âûáðàòü
ìàêñèìàëüíûé èç εj (j = 1, 2, ..., n) . Â Ñîëíå÷íîé ñèñòåìå ìàêñè-
ìàëüíîå îòíîøåíèåmj/m0 îêàçûâàåòñÿ äëÿÞïèòåðà è ðàâíî 1/1047.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû îáà óñëîâèÿ ïðèìå-
íèìîñòè òåîðèè âîçìóùåíèé âûïîëíÿþòñÿ.

Ñïóòíèêîâàÿ çàäà÷à.
Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ñèñòåìû ñïóòíèêîâ íåêîòîðîé ïëàíåòû ïîä

äåéñòâèåì ñèë ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû, Ñîëíöà è âçàèìíîãî ïðèòÿæå-
íèÿ ñïóòíèêîâ. Ïðèòÿæåíèåì äðóãèõ ïëàíåò ïðåíåáðåæåì â ñèëó èõ
óäàëåííîñòè. Ïðèòÿæåíèåì Ñîëíöà, íåñìîòðÿ íà åãî óäàëåííîñòü,
ïðåíåáðå÷ü íåëüçÿ, òàê êàê îíî èìååò áîëüøóþ ìàññó. Öåíòðàëüíûì
òåëîì áóäåò ïëàíåòà. Ñ íåé è ñîâìåñòèì íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò.
Ñîëíöå áóäåì ñ÷èòàòü òåëîì íîìåð 1 (i = 1). Óðàâíåíèÿ ïðè i = 1
ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì, òàê êàê îíè îïðåäåëÿþò îòíîñèòåëüíîå äâè-
æåíèå ïëàíåòû è Ñîëíöà.

Â ðàññìàòðèâàåìîé ñïóòíèêîâîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèé íåâîçìó-
ùåííîãî äâèæåíèÿ ïðè Ri = 0 (i = 2, 3, ..., n) òàêæå èçâåñòíî îáùåå
ðåøåíèå, òàê êàê ñèñòåìà óðàâíåíèé ðàñïàäàåòñÿ íà íåçàâèñèìûå ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äâóõ òåë. Òàêèì îáðàçîì ïåðâîå óñëîâèå
ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé âûïîëíÿåòñÿ. Ïðîâåðèì òå-

23



ïåðü âûïîëíåíèå âòîðîãî óñëîâèÿ. Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

Ri

Vi
=

n∑
j=1

′
mj

m0 +mi

[
ri
∆ij

− ri(xixj + yiyj + zizj)

r3j

]
(11)

äëÿ i = 2, ..., n. Ìàëîñòü ñëàãàåìûõ ïðè j = 2, ..., n îáåñïå÷èâàåòñÿ
ìàëîñòüþ ìàññ ñïóòíèêîâ mj ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé ïëàíåòû m0.
Ñëàãàåìîå ïðè j = 1 (âëèÿíèå ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà) òðåáóåò îñîáîãî
ðàññìîòðåíèÿ. Îáîçíà÷èì ýòî ñëàãàåìîå â âåëè÷èíå Ri ÷åðåç (Ri)1 ,
à â âåëè÷èíå Ri

Vi
� ÷åðåç (Ri

Vi
)1.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

xix1 + yiy1 + ziz1 = rir1 cosH1i, ∆2
i1 = r2i + r21 − 2 rir1 cosH1i.

Çäåñü ri � ïëàíåòîöåíòðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ñïóòíèêà, r1 � ãåëèîöåí-
òðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ïëàíåòû, à H1i � óãîë ìåæäó ïëàíåòîöåíòðè-
÷åñêèìè íàïðàâëåíèÿìè íà ñïóòíèê è íà Ñîëíöå. Íàéäåì äëÿ (Ri)1

(Ri)1 = G m1

(
1

∆i1
− xix1 + yiy1 + ziz1

r31

)
=

= G m1

(
1√

r2i + r21 − 2 ri cosH1i

− rir1 cosH1i

r21

)
.

Âûíåñåì çà ñêîáêè ìíîæèòåëü 1/r1. Ïîëó÷èì

(Ri)1 = G m1
1

r1

 1√
1 +

r2i
r21

− 2 ri
r1

cosH1i

− ri cosH1i

r1

 .

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîêà ñïóòíèê îñòàåòñÿ ñïóòíèêîì ïëàíåòû, îòíîøåíèå
ri/r1 áóäåò ìàëûì. Ðàçëîæèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â ðÿä Ëåæàíäðà
ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà ri/r1. Áóäåì èìåòü

(Ri)1 = G m1
1

r1

[
1 +

(
ri
r1

)2(
3

2
cos2 H1i −

1

2

)
+ ...

]
,

ãäå íåâûïèñàííûå ÷ëåíû èìåþò áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê ìàëîñòè, ÷åì
( rir1 )

2.
Âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ Ri âõîäèò â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òîëüêî

ïîä çíàêîì ïðîèçâîäíûõ ïî êîîðäèíàòàì xi, yi, zi. Ïðîèçâîäíûå îò

24



ïåðâîãî ñëàãàåìîãî äàäóò íóëü. Ïîýòîìó åãî ìîæíî îïóñòèòü. Îñòàâ-
ëÿÿ òîëüêî ñàìîå ñóùåñòâåííîå ñëàãàåìîå â ðàçëîæåíèè, ïîëó÷èì

(Ri)1 = G m1
r2i
r31

(
3

2
cos2 H1i −

1

2

)
.

Òîãäà, ïðåíåáðåãàÿ ìàññîé ñïóòíèêà mi ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé ïëà-
íåòû m0, ñëàãàåìîå â âåëè÷èíå îòíîøåíèÿ

Ri

Vi
, îáóñëîâëåííîå ïðèòÿ-

æåíèåì Ñîëíöà, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå(
Ri

Vi

)
1

=
m1

m0

r3i
r31

(
3

2
cos2 H1i −

1

2

)
.

Çäåñü ìû ïðåíåáðåãëè ìàññîé ñïóòíèêà mi ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé
ïëàíåòû m0.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìàññà Ñîëíöà m1 âî ìíîãî ðàç áîëüøå ìàññû
ïëàíåòû m0, îòíîøåíèå (Ri

Vi
)1 äëÿ ñïóòíèêîâ ïëàíåò îêàçûâàåòñÿ

ìàëîé âåëè÷èíîé çà ñ÷åò òîãî, ÷òî ðàññòîÿíèÿ ñïóòíèêîâ äî ïëàíåòû
ri ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿíèåì r1 ïëàíåòû äî Ñîëíöà. Òà-
êèì îáðàçîì, âûïîëíåíèå âòîðîãî óñëîâèÿ ïðèìåíåíèìîñòè ìåòîäîâ
òåîðèè âîçìóùåíèé â ñïóòíèêîâîé çàäà÷å îáåñïå÷èâàåòñÿ ìàëîñòüþ
ìàññ ñïóòíèêîâ m2,m3, ...,mn ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé ïëàíåòû m0,
à òàêæå ìàëîñòüþ ðàññòîÿíèé ñïóòíèêîâ äî ïëàíåòû ïî ñðàâíåíèþ ñ
ðàññòîÿíèåì ïëàíåòû äî Ñîëíöà.

Â èòîãå ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî â ñïóòíèêîâîé çàäà÷å ïðè ðåøå-
íèè óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ (5) èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå
ìàëûå ïàðàìåòðû:

εj =
mj

m0
, ε′i =

m1

m0

r3i
r31

(i, j = 2, 3, ..., n).

Çäåñü èíäåêñ i îçíà÷àåò íîìåð ñïóòíèêà, äâèæåíèå êîòîðîãî ìû èçó-
÷àåì, à èíäåêñ j � íîìåð âîçìóùàþùåãî ñïóòíèêà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì äâèæåíèå èñêóññòâåííîãî ñïóò-
íèêà Çåìëè. Â ýòîì ñëó÷àå îñíîâíûìè âîçìóùàþùèìè òåëàìè áóäóò
Ñîëíöå (j = 1), à òàêæå Ëóíà (j = 2) êàê îäèí èõ ñïóòíèêîâ. Åñëè
îðáèòà èñêóññòâåííîãî ñïóòíèêà ðàñïîëîæåíà âáëèçè Çåìëè, òî îòíî-
øåíèå r3/r2 ìàëî, è ìàëûé ïàðàìåòð äëÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèè îò
Ëóíû áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ôîðìóëîé

ε′′3 =
m2

m0

r33
r32

,
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ãäåm2/m0 - îòíîøåíèå ìàññû Ëóíû ê ìàññå Çåìëè. Ëþáîïûòíî, ÷òî â
ñëó÷àå ñïóòíèêà Çåìëè ìàëûé ïàðàìåòð äëÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèè
îò Ñîëíöà

ε′3 =
m1

m0

r33
r31

èìååò ïðèìåðíî òàêîé æå ïîðÿäîê, ÷òî è äëÿ âîçìóùàþùåé ôóíê-
öèè îò Ëóíû. Åñëè ðàññìàòðèâàòü ñïóòíèê ñî ñðåäíèì ðàññòîÿíèåì
îò öåíòðà Çåìëè 8000 êì, è âìåñòî r1, r2, r3 âçÿòü èõ ñðåäíèå çíà-
÷åíèÿ, òî ïîëó÷èì, ÷òî ε′3 = 1.15 · 10−7, ε′′3 = 5.09 · 10−8. Åñëè æå
îðáèòà èñêóññòâåííîãî ñïóòíèêà èìååò ïðèìåðíî òàêèå æå ðàçìåðû,
êàê è îðáèòà Ëóíû, òî îòíîøåíèå r3/r2 íå ìàëî, è ìàëîñòü ïàðàìåò-
ðà îáåñïå÷èâàåòñÿ òîëüêî ìàëîñòüþ îòíîøåíèÿ ìàññû Ëóíû ê ìàññå
Çåìëè.

Äëÿ Ëóíû ìàëûé ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ìàëîñòü âîçìóùà-
þùåé ôóíêöèè îò Ñîëíöà ðàâåí 0.00546.

Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû ïðåäñòàâëÿþò ñïóòíèêîâûå çàäà÷è, â êî-
òîðûõ òåîðèÿ âîçìóùåíèé îêàçûâàåòñÿ ïðèìåíèìîé.

Çàäà÷à î äâèæåíèè ñïóòíèêà íåñôåðè÷íîé ïëàíåòû.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðèìåð äâèæåíèÿ â çàäà÷å äâóõ òåë, êîãäà

îäíî èç òåë (ñïóòíèê) ìîæíî ñ÷èòàòü ïàññèâíî ãðàâèòèðóþùåé ìà-
òåðèàëüíîé òî÷êîé, à äðóãîå (ïëàíåòà) ñîçäàåò íåöåíòðàëüíîå ãðàâè-
òàöèîííîå ïîëå. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

d2x

dt2
=

∂(V +R)

∂x
,

d2y

dt2
=

∂(V +R)

∂y
,

d2z

dt2
=

∂(V +R)

∂z
, (12)

ãäå

V =
G m

r
, R =

G m

r
ε X(x, y, z),

x, y, z � ïëàíåòîöåíòðè÷åñêèå ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû ñïóòíèêà,
m - ìàññà ïëàíåòû, G � óíèâåðñàëüíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ,
r =

√
x2 + y2 + z2, ε � ïîñòîÿííûé ïàðàìåòð, à X(x, y, z) � íåêîòîðàÿ

èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè R = 0 óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
ñïóòíèêà èìåþò èçâåñòíîå ðåøåíèå çàäà÷è äâóõ òåë, è ïåðâîå óñëîâèå
ïðèìåíèìîñòè òåîðèè âîçìóùåíèé âûïîëíÿåòñÿ. Âåëè÷èíó ε ìîæíî
âûáðàòü òàê, ÷òîáû ôóíêöèÿ X(x, y, z) â îáëàñòè äâèæåíèÿ ñïóò-
íèêà ïðèíèìàëà çíà÷åíèÿ, ìàëî îòëè÷àþùèåñÿ îò åäèíèöû. Òîãäà ε
õàðàêòåðèçóåò ìàëîñòü âîçìóùàþùåé ôóíêöèè.
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Èçâåñòíûå ãðàâèòàöèîííûå ïîëÿ Çåìëè, äðóãèõ áîëüøèõ ïëàíåò
è ìíîãèõ åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò ïîëÿ
ïðèòÿæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Ïðè ýòîì íåñôåðè÷íîñòü õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ ãëàâíûì îáðàçîì ñæàòèåì òåëà. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ

ε = J2

(r0
a

)2
,

ãäå a - ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ñïóòíèêà îò öåíòðà ïëàíåòû, r0 - ñðåäíèé
ðàäèóñ ïëàíåòû, à J2 - ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ñæàòèå ïëàíåòû.

Íàïðèìåð, äëÿ èñêóññòâåííîãî ñïóòíèêà Çåìëè, äâèæóùåãîñÿ íà
ñðåäíåì ðàññòîÿíèè 8000 êì, èìååì

J2 = 1.08 · 10−3, ε = 0.00055.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùå-
íèé â äàííîì ñëó÷àå òàêæå âûïîëíÿþòñÿ.

Äðóãèå ñëó÷àè ïðèìåíåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé.
Ðàññìîòðåííûå âûøå êîíôèãóðàöèè íåáåñíûõ òåë ÿâëÿþòñÿ ëèøü

ïðèìåðàìè ïðèìåíåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé â íåáåñíîé ìåõàíèêå. Îò-
ìåòèì çäåñü òîëüêî åùå îäíó ãðóïïó çàäà÷, êîãäà â êà÷åñòâå íåâîçìó-
ùåííîãî ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå, îïèñûâàåìîå ÷àñòíûì ðåøåíèåì
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Âîçìóùåííîå äâèæåíèå ïðîèñõîäèò âáëèçè ýòî-
ãî íåâîçìóùåííîãî. Ìàëûå ïàðàìåòðû â òàêèõ çàäà÷àõ õàðàêòåðèçó-
þòñÿ ðàçíîñòüþ êîîðäèíàò â âîçìóùåííîì è íåâîçìóùåííîì äâèæå-
íèÿõ, à äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè òåîðèè âîçìóùåíèé
ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíåíèå ìàëîñòè ýòèõ ðàçíîñòåé ïî êðàéíåé ìåðå íà èñ-
ñëåäóåìîì èíòåðâàëå âðåìåíè.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ðàçëè÷íûõ ìàëûõ ïàðàìåòðîâ â çàäà÷àõ íåáåñ-
íîé ìåõàíèêè ñëåäóåò îòëè÷àòü ïàðàìåòðû, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò
ìàëîñòü âîçìóùàþùåé ôóíêöèè, è ìàëûå ïàðàìåòðû äðóãîé ïðèðî-
äû. Âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò ðàçëàãàòüñÿ â ðÿäû ïî ñòåïåíÿì
òàêæå è ýòèõ äðóãèõ ìàëûõ ïàðàìåòðîâ. Ýòî ÷àñòî äåëàåòñÿ äëÿ îáåñ-
ïå÷åíèÿ âîçìîæíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé âîçìóùåí-
íîãî äâèæåíèÿ â ôîðìå (5).

Îòìåòèì åùå ñëó÷àè, êîãäà ñèëû, äåéñòâóþùèå íà íåáåñíîå òåëî,
íå èìåþò ñèëîâîé ôóíêöèè. Ïðèìåðîì òàêèõ ñèë ñëóæèò ñèëà ñîïðî-
òèâëåíèÿ àòìîñôåðû, äåéñòâóþùàÿ íà èñêóññòâåííûé ñïóòíèê Çåì-
ëè. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ èñõîäíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ïðÿìîóãîëüíûõ
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êîîðäèíàòàõ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

d2x

dt2
= Vx +Rx,

d2y

dt2
= Vy +Ry,

d2z

dt2
= Vz +Rz, (13)

ãäå ñëàãàåìûå Vx, Vy, Vz äîëæíû âûáèðàòüñÿ òàê, ÷òîáû ìîæíî áûëî
íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïðè îòáðàñûâàíèè ñëàãàå-
ìûõ Rx, Ry, Rz. Ýòè ïîñëåäíèå ñëàãàåìûå íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè
âîçìóùàþùåãî óñêîðåíèÿ. Äëÿ âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ òåîðèè âîç-
ìóùåíèé íåîáõîäèìî, ÷òîáû Rx, Ry, Rz áûëè ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ
Vx, Vy, Vz .

2.3. Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà äëÿ êåïëåðîâñêèõ ýëåìåíòîâ
îðáèòû

Îáùèé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìåòî-
äàìè òåîðèè âîçìóùåíèé èçëîæåí â íà÷àëå ýòîé ãëàâû. Èñõîäíûå
óðàâíåíèÿ (3) ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ
(4) ïðèâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì (5). Åñëè çàäàí êîíêðåòíûé âèä ôóíê-
öèè V , òî óðàâíåíèÿ (5) ìîæíî ïðèâåñòè ê ÿâíîìó âèäó, ãäå â ïðàâûõ
÷àñòÿõ áóäåò ôèãóðèðîâàòü âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ R, ðàññìàòðèâà-
åìàÿ êàê ôóíêöèÿ îò c1, c2, c3, c4, c5, c6 è âðåìåíè t.

Ðàññìîòðèì òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿå-
ìîé â ïðàêòè÷åñêîé íåáåñíîé ìåõàíèêå â êà÷åñòâå ôóíêöèè V ñèëîâîé
ôóíêöèè çàäà÷è äâóõ òåë. Òàêîé âûáîð îáóñëîâëåí îáùåé èåðàðõèåé
â äâèæåíèè òåë Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Äâèæåíèå êàæäîé ïëàíåòû ïðî-
èñõîäèò ïîä äåéñòâèåì ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà. Äðóãèå ïëàíåòû è äðó-
ãèå íåáåñíûå òåëà âëèÿþò ñâîèì ïðèòÿæåíèåì îòíîñèòåëüíî ñëàáî.
Ñïóòíèê ïîòîìó è ÿâëåòñÿ ñïóòíèêîì ïëàíåòû, ïîñêîëüêó äâèæåòñÿ
â îñíîâíîì ïîä äåéñòâèåì åå ïðèòÿæåíèÿ. Äðóãèå ñïóòíèêè è äàæå
Ñîëíöå ëèøü ñëåãêà èñêàæàþò êåïëåðîâñêîå äâèæåíèå ñïóòíèêà.

Ôîðìóëû (4), åñëè â íèõ c1, c2, c3, c4, c5, c6 ñ÷èòàþòñÿ ïîñòîÿííû-
ìè, îïðåäåëÿþò çàêîí äâèæåíèÿ, êîòîðûé íàçûâàþò ïðîìåæóòî÷íûì
äâèæåíèåì. Äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïî òðàåêòîðèè, íàçûâàåìîé ïðî-
ìåæóòî÷íîé îðáèòîé. Óðàâíåíèÿ (5) íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè äëÿ
ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû.

Òàêèì îáðàçîì â äàííîì ðàññìîòðåíèè ìû èìååì

V =
µ

r
, (14)
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ãäå µ � ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð ïàðû òåë, à r � ðàññòîÿíèå ìåæäó
äâóìÿ òåëàìè. ×àùå âñåãî íà÷àëî êîîðäèíàò ïîìåùàþò â îäíî èç
òåë, êîòîðîìó ïðèñâîèì íîìåð 0. Òîãäà µ = G(m0 + m1), ãäå G �
óíèâåðñàëüíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, à m0 +m1 � ñóììà ìàññ
òåë. Â ñëó÷àå, êîãäà íà÷àëî êîîðäèíàò ðàñïîëàãàåòñÿ â áàðèöåíòðå

äâóõ òåë, èìååì µ = G
m3

0

(m0+m1)2

Óñïåõ äàëüíåéøèõ äåéñòâèé ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òîãî, êàê âû-
áðàíû ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå c1, c2, c3, c4, c5, c6 . Â ïðàêòèêå èñ-
ñëåäîâàòåëåé çà ïîñëåäíèå òðè ñòîëåòèÿ áûëè ðàññìîòðåíû è óñïåøíî
ïðèìåíÿëèñü ìíîæåñòâî âàðèàíòîâ. Äëÿ ïðîñòîòû ïîíèìàíèÿ îñíîâ-
íûõ ïðèíöèïîâ, ðàññìîòðèì çäåñü îäèí èç íèõ, êîòîðûé èìåë áîëü-
øîå ÷èñëî ïðèìåíåíèé.

Ðåøåíèå çàäà÷è äâóõ òåë îïèñûâàåò äâèæåíèå, êîòîðîå íàçûâà-
åòñÿ êåïëåðîâûì, ïîñêîëüêó ïðîèñõîäèò ïî çàêîíàì Êåïëåðà. Òàê
êàê ìû ðàññìàòðèâàåì äâèæåíèå òåë Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû, èìåþùåé
îïðåäåëåííóþ èåðàðõèþ, îãðàíè÷èìñÿ ýëëèïòè÷åñêèì òèïîì äâèæå-
íèÿ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ êåïëåðîâûì äâèæåíèåì âûáèðàþò è ïðîèçâîëü-
íûå ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ êåïëåðîâûìè
ýëåìåíòàìè îðáèòû. Ïåðå÷èñëèì çäåñü êåïëåðîâû ýëåìåíòû, à òàêæå
ñâÿçàííûå ñ íèìè ìîìåíòû âðåìåíè.

n � ñðåäíåå äâèæåíèå, ðàçìåðíîñòü ðàäèàí/åä.âðåìåíè;
e � ýêñöåíòðèñèòåò, áåçðàçìåðíûé;
i � íàêëîí (óãîë ìåæäó âåêòîðîì ìîìåíòà êîëè÷åñòâà

äâèæåíèÿ è îñüþ z), ðàä.;
M0 � ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ â ýïîõó ( çíà÷åíèå ñðåäíåé àíîìà-

ëèè M â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíèè � ýïîõó ), ðàä.;
ω � óãëîâîå ðàññòîÿíèå ïåðèöåíòðà îò âîñõîäÿùåãî óçëà

îðáèòû, ðàä.;
Ω � äîëãîòà âîñõîäÿùåãî óçëà îðáèòû (óãîë â ïëîñêîñòè

Oxy ìåæäó îñüþ x è ëèíèåé óçëîâ), ðàä.;
t0 � íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè � ýïîõà ýëåìåíòîâ;
t � òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè, íà êîòîðûé âû÷èñëÿþòñÿ

êîîðäèíàòû òåëà.
Â êåïëåðîâîì äâèæåíèè íàðÿäó ñî ñðåäíåé àíîìàëèåéM ðàññìàò-

ðèâàþò òàêæå ôóíêöèþ âðåìåíè

l = M + ω +Ω,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñðåäíåé äîëãîòîé. Ñîîòâåòñòâóþùèé ïàðàìåòð
l0 = M0+ω+Ω íàçûâàåòñÿ ñðåäíåé äîëãîòîé â ýïîõó. Ðàññìàòðèâàåòñÿ
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òàêæå ýëåìåíò π = ω +Ω, íàçûâàåìûé äîëãîòîé ïåðèöåíòðà.
Íàðÿäó ñî ñðåäíèì äâèæåíèåì n â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà îðáèòû

áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêæå áîëüøóþ ïîëóîñü îðáèòû a, ñâÿçàííóþ ñ
n òðåòüèì çàêîíîì Êåïëåðà

n =

√
µ

a3
.

Ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ M â êåïëåðîâîì äâèæåíèè ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé
ôóíêöèåé âðåìåíè

M = n(t− t0) +M0.

Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ óäîáíî âìåñòî ýëåìåíòà M0 èñïîëüçîâàòü
ïàðàìåòð τ � íåêîòîðûé èç ìîìåíòîâ ïðîõîæäåíèÿ òåëà ÷åðåç ïåðè-
öåòð. Â ïåðèöåòðå îðáèòû ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿM ðàâíà íóëþ. Ïîýòîìó
ñâÿçü τ ñ M0 äàåòñÿ ôîðìóëîé

M0 = −n(τ − t0).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò òåëà íà çàäàííûå ìîìåíòû âðåìå-
íè èñïîëüçóþòñÿ íåñêîëüêî ïðîìåæóòî÷íûõ ïåðåìåííûõ. Ãëàâíàÿ èç
íèõ � ýòî èñòèííàÿ àíîìàëèÿ v, îïðåäåëåííàÿ êàê óãîë ìåæäó ðàäèó-
ñîì-âåêòîðîì òåëà è íàïðàâëåíèåì íà ïåðèöåíòð îðáèòû. Äàëåå èñ-
ïîëüçóåòñÿ âåëè÷èíà u = v+ω, íàçûâàåìàÿ àðãóìåòîì øèðîòû. Ôîð-
ìóëû, îïðåäåëÿþùèå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò îò âðåìåíè è ýëåìåíòîâ
îðáèòû â çàäà÷å äâóõ òåë ìîæíî íàéòè â ó÷åáíèêàõ è ó÷åáíûõ ïî-
ñîáèÿõ (Äóáîøèí, 1975; Ñóááîòèí, 1968; Õîëøåâíèêîâ, Òèòîâ, 2007;
Ëóêüÿíîâ, Øèðìèí, 2009).

Çàìåíó ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèÿõ (3) äåëàþò ñ ïîìîùüþ ôîðìóë
êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ R â ÿâíîì âèäå íå çà-
äàíà, ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò íåå ïî êîîðäèíàòàì âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî êåïëåðîâûì ýëåìåíòàì. Ïðîöåäóðà òàêîé çà-
ìåíû ïîäðîáíî îïèñàíà â â ó÷åáíèêå Ã.Í.Äóáîøèíà (1975). Îíà íà-
çûâàåòñÿ îñíîâíîé îïåðàöèåé.

Â ðåçóëüòàòå îñíîâíîé îïåðàöèè äëÿ íîâîé ïåðåìåííîé c4 = M0

ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

dM0

dt
= − 2

na

∂R

∂a
− 1− e2

ena2
∂R

∂e
+ (t− t0)

3

2

n

a

da

dt

êîòîðîå ñîçäàåò ïðîáëåìó ïðè ïîñëåäóþùåì èíòåãðèðîâàíèè. Ìíî-
æèòåëü da

dt âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïåðèîäè÷åñêèå ïî âðåìåíè ôóíêöèè,
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÷òî ïðèâîäèò ê ñìåøàííûì âîçìóùåíèÿì ïåðâîãî ïîðÿäêà â ýëåìåíòå
M0. Â èòîãå ðåøåíèå óðàâíåíèé (5) ìåòîäîì ìàëîãî ïàðàìåòðà îêàçû-
âàåòñÿ äîñòàòî÷íî òî÷íûì ëèøü íà âåñüìà îãðàíè÷åííûõ èíòåðâàëàõ
âðåìåíè. Ïðîáëåìû ìîæíî èçáåæàòü, åñëè â êà÷åñòâå íîâûõ èñêîìûõ
ôóíêöèé âçÿòü âåëè÷èíû a, e, i,M, ω,Ω . Âìåñòî ñðåäíåé àíîìàëèè â
ýïîõó M0 âçÿòà ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ M .

Äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè óðàâíåíèé äëÿ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé
îðáèòû ñäåëàåì ïðîñòûå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ:

α1 = a, α2 = e, α3 = i, β1 = M, β2 = ω, β3 = Ω. (15)

Â ðåçóëüòàòå çàìåíû ïåðåìåííûõ óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâè-
æåíèÿ íåáåñíîãî òåëà ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì îáùåì âèäå:

dαi

dt
=

3∑
j=1

aij
∂R

∂βj
,

dβi

dt
= ni −

3∑
j=1

aji
∂R

∂αj
(16)

(i = 1, 2, 3) .

Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ ni, aij � ôóíêöèè, çàâèñÿùèå òîëüêî îò îò ýëåìåí-
òîâ α1, α2, α3 è ïîñòîÿííîé µ. Â ñëó÷àå êåïëåðîâñêîé ïðîìåæóòî÷íîé
îðáèòû n2, n3 , à òàêæå íåêîòîðûå èç äåâÿòè ôóíêöèé aij , ðàâíû
íóëþ. Îäíàêî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íå óïðîùàåò ðåøåíèå óðàâíåíèé.
Çàïèñü óðàâíåíèé (16) â òàêîì îáùåì âèäå ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü èõ
òàêæå äëÿ íåêîòîðûõ íåêåïëåðîâûõ ïðîìåæóòî÷íûõ îðáèò. Ìåòîäû
ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé ðàññìîòðåíû â ñëåäóþùåé ãëàâå.

Çàìåòèì, ÷òî â óðàâíåíèÿõ (16) âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ R îáî-
çíà÷åíà òîé æå áóêâîé, ÷òî è â óðàâíåíèÿõ (3). Îäíàêî çäåñü îíà
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò ýëåìåíòîâ α1, α2, α3, β1, β2, β3 è âðåìåíè t.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ÿâíûé âèä óðàâíåíèé äëÿ ýëåìåíòîâ ïðîìå-
æóòî÷íîé îðáèòû â ñëó÷àå íàáîðà (15)

da

dt
=

2

na

∂R

∂M
,

de

dt
=

1− e2

ena2
∂R

∂M
−

√
1− e2

ena2
∂R

∂ω
, (17)

di

dt
=

cos i

na2
√
1− e2 sin i

∂R

∂ω
− 1

na2
√
1− e2 sin i

∂R

∂Ω
,
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dM

dt
= n− 2

na

∂R

∂a
− 1− e2

ena2
∂R

∂e
,

dω

dt
=

√
1− e2

ena2
∂R

∂e
− cos i

na2
√
1− e2 sin i

∂R

∂i
, (18)

dΩ

dt
=

1

na2
√
1− e2 sin i

∂R

∂i
.

Ìíîæèòåëè â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé ìîæíî çàìåíèòü ñîãëàñíî
ñîîòíîøåíèÿì

1

na2
=

na

µ
,

1

na
=

na2

µ
, (19)

âûòåêàþùèì èç òðåòüåãî çàêîíà Êåïëåðà.
Â íåáåñíîé ìåõàíèêå ïðèìåíÿþòñÿ è äðóãèå âàðèàíòû ýëåìåíòîâ

êåïëåðîâîé ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû. Îñîáîãî âíèìàíèÿ çàñëóæèâàþò
äâà èç íèõ. Îðáèòû ìíîæåñòâà åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò ÿâëÿ-
þòñÿ ïî÷òè êðóãîâûìè è ëåæàò âáëèçè ïëîñêîñòè ýêâàòîðà ïëàíåòû.
Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ïîëîæåíèå ñïóòíèêà íà îðáèòå â ïåðâóþ î÷åðåäü
îïðåäåëÿåòñÿ ñðåäíåé äîëãîòîé λ, à îðèåíòàöèÿ îðáèòû � äîëãîòîé
ïåðèöåíòðà π. Ýòè âåëè÷èíû ñâÿçàíû ñ M,ω,Ω ñîîòíîøåíèÿìè

λ = M + ω +Ω , π = ω +Ω . (20)

Óðàâíåíèÿ ñîñòàâëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé λ, π è Ω. Ýëåìåíòà-
ìè ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû ñ÷èòàþòñÿ π, Ω è λ0 � ñðåäíÿÿ äîëãîòà â
ýïîõó t0 . Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî óðàâíåíèé (17), (18) íóæíî ðåøàòü
óðàâíåíèÿ

da

dt
=

2

na

∂R

∂λ
,

de

dt
= − e

√
1− e2

na2(1 +
√
1− e2)

∂R

∂λ
−

√
1− e2

ena2
∂R

∂π
, (21)

di

dt
= −

tg i
2

na2
√
1− e2

(
∂R

∂π
+

∂R

∂λ

)
− 1

na2
√
1− e2 sin i

∂R

∂Ω
,

dλ

dt
= n− 2

na

∂R

∂a
+ e

√
1− e2

na2(1 +
√
1− e2)

∂R

∂e
+

tg i
2

na2
√
1− e2

∂R

∂i
,

dπ

dt
=

√
1− e2

ena2
∂R

∂e
+

tg i
2

na2
√
1− e2

∂R

∂i
, (22)

dΩ

dt
=

1

na2
√
1− e2 sin i

∂R

∂i
.
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Ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèÿ äëÿ i è Ω èìåþò îñîáåííîñòè ïðè i = 0, à
ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé äëÿ e è ω èìåþò îñîáåííîñòè ïðè e = 0. Ýòè
îáñòîÿòåëüñòâà òðåáóþò îñîáîãî âíèìàíèÿ ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé,
òàê êàê äëÿ ìîãèõ âîçìóùàþùèõ ôàêòîðîâ âûðàæåíèå âîçìóùàþùåé
ôóíêöèè R èìååò òàêîé âèä, ÷òî ýòè îñîáåííîñòè êîìïåíñèðóþòñÿ
íàëè÷èåì e â ÷èñëèòåëå.

Çàìåòèì, ÷òî â ïóáëèêàöèÿõ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ÷àñòî âìåñòî π
äëÿ îáîçíà÷åíèÿ äîëãîòû ïåðèöåíòðà èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë ϖ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì âàðèàíò ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû,
ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèÿ íå èìåþò îñîáåííîñòåé ïðè ýêñöåíòðèñèòåòå
è íàêëîíå îðáèòû, ðàâíûõ íóëþ. Òàêèå ýëåìåíòû ïðèäóìàë Ëàãðàíæ
äëÿ èçó÷åíèÿ âåêîâûõ âîçìóùåíèé ïëàíåò. Îíè òåïåðü òàê è íàçû-
âàþòñÿ � ýëåìåíòû Ëàãðàíæà. Óðàâíåíèÿ äëÿ a è λ íå èìåþò îñî-
áåííîñòåé, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû íóæíî çàìåíèòü äðóãèìè. Îáû÷íî
ýëåìåíòû Ëàãðàíæà îáîçíà÷àþòñÿ â ëèòåðàòóðå ÷åðåç h, k, p, q . Ñ
ðàññìîòðåííûìè âûøå ýëåìåíòàìè îíè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

h = e sinπ, k = e cosπ , (23)

p = tg i sinΩ, q = tg i cosΩ . (24)

Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ óðàâíåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ Ëàãðàíæà áóäóò
èìåòü âèä

dh

dt
=

√
1− e2

na2

(
∂R

∂k
− h

1 +
√
1− e2

∂R

∂λ

)
+

k tg i
2

na2
√
1− e2

∂R

∂i
,

dk

dt
= −

√
1− e2

na2

(
∂R

∂h
+

k

1 +
√
1− e2

∂R

∂λ

)
−

h tg i
2

na2
√
1− e2

∂R

∂i
, (25)

dp

dt
=

sec3 i

na2
√
1− e2

∂R

∂q
− p

2na2
√
1− e2 cos i cos2 i

2

(
∂R

∂π
+

∂R

∂λ

)
,

dq

dt
= − sec3 i

na2
√
1− e2

∂R

∂p
− q

2na2
√
1− e2 cos i cos2 i

2

(
∂R

∂π
+

∂R

∂λ

)
. (26)

Äëÿ ïîëíîãî ñîñòàâà ê íèì íóæíî äîáàâèòü ïðèâåäåííûå óæå âûøå
óðàâíåíèÿ äëÿ áîëüøîé ïîëóîñè a è ñðåäíåé äîëãîòû λ

da

dt
=

2

na

∂R

∂λ
,

dλ

dt
= n− 2

na

∂R

∂a
+ e

√
1− e2

na2(1 +
√
1− e2)

∂R

∂e
+

tg i
2

na2
√
1− e2

∂R

∂i
. (27)
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Â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé (25), (26), (27) ñîäåðæàòñÿ ÷àñòíûå ïðî-
èçâîäíûå îò âîçìóùàþùåé ôóíêöèè ïî âåëè÷èíàì, êîòîðûå íå ÿâëÿ-
þòñÿ èñêîìûìè ôóíêöèÿìè â ýòèõ óðàâíåíèÿõ. Ýòî íîðìàëüíî. Òàê
ñëåäóåò îñòàâèòü. Äåëî â òîì, ÷òî âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ ïîëó÷à-
åòñÿ ñíà÷àëà, êàê ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííûõ a, e, i, λ, π,Ω. Ïîñêîëüêó â
ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé íå âñòðå÷àþòñÿ ïðîèçâîäíûå ïî h, k, p, q, òî
ìîæíî ñíà÷àëà íàéòè ïðîèçâîäíûå îò R ïî ýëåìåíòàì a, e, i, λ, π,Ω, à
ïîòîì ïåðåõîäèòü â íèõ ê ïåðåìåííûì h, k, p, q.

2.4. Îñêóëèðóþùàÿ îðáèòà è îñêóëèðóþùèå ýëåìåíòû

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðàçëè÷íûå èíòåðïðåòàöèè îñíîâíîãî ïðèíöè-
ïà òåîðèè âîçìóùåíèé, âñòðå÷àþùèåñÿ â ëèòåðàòóðå ïî íåáåñíîé ìå-
õàíèêå.

Â íàøåì ðàññìîòðåíèè óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ â ïðÿ-
ìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ (3) ìû çàìåíèëè íà óðàâíåíèÿ â ýëåìåíòàõ
ïðîìåæóòî÷íîãî äâèæåíèÿ (5), èñïîëüçóÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ (4). Ïî-
ñëå èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé â ýëåìåíòàõ ìû ïîëó÷èì øåñòü ôóíê-
öèé âðåìåíè c1(t), c2(t), c3(t), c4(t), c5(t), c6(t). Åñëè ìû ïîäñòàâèì ýòè
ôóíêöèè â ñîîòíîøåíèÿ (4), òî ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì ôóíêöèè
âðåìåíè x(t), y(t), z(t), ẋ(t), ẏ(t), ż(t) áóäóò óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíè-
ÿì âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ (3).

Ýòè ðàññóæäåíèÿ ñîñòàâëÿþò îñíîâíóþ èäåþ ìåòîäà Ëàãðàíæà
âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ. Â ó÷åáíèêå Ã.Í. Äóáîøèíà
(1975) äàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ôîðìóëèðîâêà ìåòîäà Ëàãðàíæà:
ðåøåíèå óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ îïðåäåëåÿåòñÿ òåìè
æå ôîðìóëàìè, êàê è ðåøåíèå óðàâíåíèé íåâîçìóùåííîãî äâèæå-
íèÿ, íî âåëè÷èíû a, e, i,M0, ω,Ω ðàññìàòðèâàþòñÿ â ýòèõ ôîðìó-
ëàõ íå êàê ïîñòîÿííûå, à êàê íåêîòîðûå ôóíêöèè âðåìåíè, îïðåäå-
ëÿåìûå òàê, ÷òîáû óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ óäîâëåòâî-
ðÿëèñü.

Ðàññìîòðèì îäíî âàæíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ðåøåíèÿìè óðàâíå-
íèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ è óðàâíåíèé íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ.

Âûïèøåì çäåñü ñíîâà óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ â ïðÿ-
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ìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ

dx

dt
= ẋ,

dy

dt
= ẏ,

dz

dt
= ż,

dẋ

dt
=

∂(V +R)

∂x
,

dẏ

dt
=

∂(V +R)

∂y
,

dż

dt
=

∂(V +R)

∂z
, (28)

Ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ
èç ïðåäûäóùèõ, åñëè â íèõ ïîëîæèòü R = 0. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíå-
íèé íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ çàïèøåì â âèäå

x = x(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),
y = y(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),
z = z(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),
ẋ = ẋ(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),
ẏ = ẏ(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),
ż = ż(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),

(29)

ãäå c1, c2, c3, c4, c5, c6 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ, à
x, y, z, ẋ, ẏ, ż � èçâåñòíûå ôóíêöèè îò ñåìè àðãóìåíòîâ, îïðåäåëÿåìûå
â ÷àñòíîì ñëó÷àå ôîðìóëàìè êåïëåðîâà ïðîìåæóòî÷íîãî äâèæåíèÿ.
Ïîäñòàâëÿÿ â ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâè-
æåíèÿ (28) âûðàæåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò èç ñîîòíîøåíèé (29), ïîëó÷èì
óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ îòíîíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ ïðî-
ìåæóòî÷íîé îðáèòû

dci
dt

= Ai(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6), (i = 1, 2, 3, 4, 5, 6). (30)

Ïî Ëàãðàíæó ýòî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî âàðèàöèé ïðîèçâîëüíûõ
ïîñòîÿííûõ. Îáùåå ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé èìååò âèä

c1 = C1(t, p1, p2, p3, p4, p5, p6),
c2 = C2(t, p1, p2, p3, p4, p5, p6),
c3 = C3(t, p1, p2, p3, p4, p5, p6),
c4 = C4(t, p1, p2, p3, p4, p5, p6),
c5 = C5(t, p1, p2, p3, p4, p5, p6),
c6 = C6(t, p1, p2, p3, p4, p5, p6),

(31)

ãäå p1, p2, p3, p4, p5, p6 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòîãî îáùåãî ðåøåíèÿ â ôîðìóëû çàìåíû ïåðå-
ìåííûõ (29) ïîëó÷èì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâè-
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æåíèÿ â êîîðäèíàòàõ

x = x(t, p1, p2, p3, p4, p5, p6),
y = y(t, p1, p2, p3, p4, p5, p6),
z = z(t, p1, p2, p3, p4, p5, p6),
ẋ = ẋ(t, p1, p2, p3, p4, p5, p6),
ẏ = ẏ(t, p1, p2, p3, p4, p5, p6),
ż = ż(t, p1, p2, p3, p4, p5, p6).

(32)

Âûáåðåì è çàôèêñèðóåì çíà÷åíèÿ ýòèõ ïîñëåäíèõ ïðîèçâîëüíûõ
ïîñòîÿííûõ. Çàäàäèì ïðîèçâîëüíî íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t = t0
è âû÷èñëèì äëÿ ýòîãî ìîìåíòà çíà÷åíèÿ ôóíêöèé c1, c2, c3, c4, c5, c6
ïî ôîðìóëàì (31). Ïîëó÷èì

c
(0)
1 = C1(t0, p1, p2, p3, p4, p5, p6),

c
(0)
2 = C2(t0, p1, p2, p3, p4, p5, p6),

c
(0)
3 = C3(t0, p1, p2, p3, p4, p5, p6),

c
(0)
4 = C4(t0, p1, p2, p3, p4, p5, p6),

c
(0)
5 = C5(t0, p1, p2, p3, p4, p5, p6),

c
(0)
6 = C6(t0, p1, p2, p3, p4, p5, p6).

(33)

Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü ýòè ïîñòîÿííûå â ôîðìóëû (29), èìååì

x = x(t, c
(0)
1 , c

(0)
2 , c

(0)
3 , c

(0)
4 , c

(0)
5 , c

(0)
6 ),

y = y(t, c
(0)
1 , c

(0)
2 , c

(0)
3 , c

(0)
4 , c

(0)
5 , c

(0)
6 ),

z = z(t, c
(0)
1 , c

(0)
2 , c

(0)
3 , c

(0)
4 , c

(0)
5 , c

(0)
6 ),

ẋ = ẋ(t, c
(0)
1 , c

(0)
2 , c

(0)
3 , c

(0)
4 , c

(0)
5 , c

(0)
6 ),

ẏ = ẏ(t, c
(0)
1 , c

(0)
2 , c

(0)
3 , c

(0)
4 , c

(0)
5 , c

(0)
6 ),

ż = ż(t, c
(0)
1 , c

(0)
2 , c

(0)
3 , c

(0)
4 , c

(0)
5 , c

(0)
6 ).

(34)

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ (34) ïðåäñòàâëÿþò íåêîòî-
ðîå íåâîçìóùåííîå äâèæåíèå, â ÷àñòíîì ñëó÷àå êåïëåðîâî äâèæåíèå.

Ïîëîæèì òåïåðü â ôîðìóëàõ (34) è â ôîðìóëàõ (32) t = t0. Â îáî-
èõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷èì îäíè è òå æå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò è êîìïîíåíò
ñêîðîñòè òåëà. Îäíàêî, áóäó÷è ðàâíûìè äëÿ ìîìåíòà t0 îíè ðàçëè÷à-
þòñÿ äëÿ ëþáûõ ñîñåäíèõ ìîìåíòîâ âðåìåíè, òàê êàê ïðåäñòàâëÿþò
ðàçíûå äâèæåíèÿ: íåâîçìóùåííîå è âîçìóùåííîå. Òðàåêòîðèè, îïè-
ñûâàåìûå ñîîòíîøåíèÿìè (34) è (32) ðàçëè÷íû, íî îíè ñîïðèêàñàþò-
ñÿ â òî÷êå äëÿ ìîìåíòà t = t0. Ýòî îñîáîå ñîïðèêàñàíèå, ïîñêîëüêó â
ýòîé òî÷êå ñêîðîñòè òåëà â îáîèõ äâèæåíèÿõ ðàâíû ìåæäó ñîáîé.
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Åñëè ìû âûïîëíèì îïèñàííóþ ïðîöåäóðó äëÿ íåêîòîðîãî äðóãîãî
ìîìåíòà âðåìåíè t = t1, òî ïîëó÷èì äëÿ ýòîãî ìîìåíòà ïî ôîðìóëàì
(32) êîîðäèíàòû è ñêîðîñòü â âîìóùåííîì äâèæåíèè. Âû÷èñëÿÿ äëÿ
ýòîãî ìîìåíòà çíà÷åíèÿ ôóíêöèé c1, c2, c3, c4, c5, c6 ïî ôîðìóëàì (31),
ïîëó÷èì

c
(1)
1 = C1(t1, p1, p2, p3, p4, p5, p6),

c
(1)
2 = C2(t1, p1, p2, p3, p4, p5, p6),

c
(1)
3 = C3(t1, p1, p2, p3, p4, p5, p6),

c
(1)
4 = C4(t1, p1, p2, p3, p4, p5, p6),

c
(1)
5 = C5(t1, p1, p2, p3, p4, p5, p6),

c
(1)
6 = C6(t1, p1, p2, p3, p4, p5, p6).

(35)

Ñîîòâåòñòâóþùèå çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè

x = x(t, c
(1)
1 , c

(1)
2 , c

(1)
3 , c

(1)
4 , c

(1)
5 , c

(1)
6 ),

y = y(t, c
(1)
1 , c

(1)
2 , c

(1)
3 , c

(1)
4 , c

(1)
5 , c

(1)
6 ),

z = z(t, c
(1)
1 , c

(1)
2 , c

(1)
3 , c

(1)
4 , c

(1)
5 , c

(1)
6 ),

ẋ = ẋ(t, c
(1)
1 , c

(1)
2 , c

(1)
3 , c

(1)
4 , c

(1)
5 , c

(1)
6 ),

ẏ = ẏ(t, c
(1)
1 , c

(1)
2 , c

(1)
3 , c

(1)
4 , c

(1)
5 , c

(1)
6 ),

ż = ż(t, c
(1)
1 , c

(1)
2 , c

(1)
3 , c

(1)
4 , c

(1)
5 , c

(1)
6 ).

(36)

ïðåäñòàâëÿþò íåêîòîðîå íåâîçìóùåííîå äâèæåíèå, â êîòîðîì äëÿ ìî-
ìåíòà t = t1 êîîðäèíàòû è ñêîðîñòü ñîâïàäàþò ñ êîîðäèíàòàìè è ñêî-
ðîñòüþ â âîçìóùåííîì äâèæåíèè. Òðàåêòîðèÿ ýòîãî íåâîçìóùåííîãî
äâèæåíèÿ â òî÷êå äëÿ ìîìåíòà t = t1 êàñàåòñÿ òðàåêòîðèè âîçìóùåí-
íîãî äâèæåíèÿ. Îäíàêî ýòà òðàåêòîðèÿ íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ
îòëè÷àåòñÿ îò òîé òðàåêòîðèè íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ, êîòîðàÿ
äàåòñÿ ôîðìóëàìè (34).

Èçìåíÿÿ ìîìåíòû t0, t1, .... íåïðåðûâíûì îáðàçîì ìû áóäåì èìåòü
áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî íåâîçìóùåííûõ äâèæåíèé è îäíî âîçìóùåí-
íîå äâèæåíèå, êîòîðîå â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ñîâïàäàåò ñ íåêòî-
ðûì íåâîçìóùåííûì äâèæåíèåì. Â ñëó÷àå êåïëåðîâñêîãî ïðîìåæó-
òî÷íîãî äâèæåíèÿ âñå òðàåêòîðè èç ïîñòðîåííîãî ñåìåéñòâà ÿâëÿþòñÿ
êðèâûìè êîíè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ (ýëëèïñû, ïàðàáîëû èëè ãèïåðáîëû) è
èìåþò îáùèé ôîêóñ. Òðàåêòîðèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
îãèáàþùåé ýòîãî ñåìåéñòâà.

Òðàåêòîðèè ñåìåéñòâà íåâîçìóùåííûõ äâèæåíèé íàçûâàþòñÿ
îñêóëèðóþùèìè îðáèòàìè, à èõ ýëåìåíòû � îñêóëèðóþùèìè ýëåìåí-
òàìè.
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Â ìåòîäå Ëàãðàíæà èñòèííàÿ òðàåêòîðèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïî-
ñòîÿííî è íåïðåðûâíî èçìåíÿþùàÿñÿ îñêóëèðóþùàÿ îðáèòà êåïëå-
ðîâñêîãî äâèæåíèÿ. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè êîîðäèíàòû è ñêî-
ðîñòü â âîçìóùåííîì äâèæåíèè ñîâïàäàþò ñ êîîðäèíàòàìè è ñêîðî-
ñòüþ îäíîé èç îñêóëèðóþùèõ êåïëåðîâñêèõ îðáèò.
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Ãëàâà 3. Ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà

3.1. Ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà Ëÿïóíîâà-Ïóàíêàðå

Ïðèìåíåíèå òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ íåáåñíîãî òåëà ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ýòàïîâ. Ðàññìîòðèì ôîð-
ìóëèðîâêó çàäà÷è, êîòîðàÿ ÷àñòî âñòðå÷àëàñü â êëàññè÷åñêèõ ðàáî-
òàõ è ÷àñòî ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèÿõ. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ñèëû, äåéñòâóþùèå íà íåáåñíîå òåëî, èìåþò ñèëîâóþ
ôóíêöèþ. Èñõîäíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà çàïèøåì â
ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ â ñëåäóþùåì âèäå:

d2x

dt2
=

∂U

∂x
,

d2y

dt2
=

∂U

∂y
,

d2z

dt2
=

∂U

∂z
. (37)

Ïåðâûé ýòàï ïðèìåíåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé ñîñòîèò â ðàçëîæåíèè
ñèëîâîé ôóíêöèè U íà äâà ñëàãàåìûõ U = V +R ïðè óñëîâèè, ÷òî èç-
âåñòíî îáùåå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïðè R = 0.
Ôîðìóëû, ïðåäñòàâëÿþùèå ïîëó÷åííîå îáùåå ðåøåíèå êàê ôóíêöèè
âðåìåíè, ñîäåðæàò ïðèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Äàëåå ýòè ôîðìóëû èñ-
ïîëüçóþòñÿ äëÿ çàìåíû ïåðåìåííûõ â èñõîäíûõ óðàâíåíèÿõ äâèæå-
íèÿ. Ðîëü íîâûõ çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ èãðàþò âõîäÿùèå â ôîð-
ìóëû ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïðè
R = 0 çàäàåò òðàåêòîðèþ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïðîìåæóòî÷íîé îð-
áèòîé. Íîâûå çàâèñèìûå ïåðåìåííûå íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàìè ïðîìå-
æóòî÷íîé îðáèòû. Òàêèì îáðàçîì ñîñòàâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ äâèæå-
íèÿ îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû. Îíè ñîäåðæàò
òîëüêî âîçìóùàþùóþ ôóíêöèþ R . Ïðåèìóùåñòâà ýòèõ óðàâíåíèé
íàä èñõîäíûìè ñîñòèò â òîì, ÷òî ïðè R = 0 èõ ðåøåíèå ñòàíîâèòñÿ
òðèâèàëüíûì, à ïðè R ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ V óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
ìîæíî ðåøàòü ìåòîäîì ìàëîãî ïàðàìåòðà. Ðàññìîòðèì òåïåðü, êàê
ýòî äåëàåòñÿ íà ïðàêòèêå.

Âîçüìåì â êà÷åñòâå ôóíêöèè V ñèëîâóþ ôóíêöèþ çàäà÷è äâóõ
òåë. Ýòî íå åäèíñòâåííî âîçìîæíûé âàðèàíò. Â íåáåñíîé ìåõàíèêå
èñïîëüçóþòñÿ è äðóãèå ñëó÷àè ïðîìåæóòî÷íîãî äâèæåíèÿ. Îäíàêî
ðåøåíèå çàäà÷è äâóõ òåë ÷àùå âñåãî ïðèìåíÿåòñÿ íà ïðàêòèêå êàê
îñíîâà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë.

Òàêèì îáðàçîì â äàííîì ðàññìîòðåíèè ìû èìååì

V =
µ

r
, (38)
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ãäå µ � ïîñòîÿííàÿ, à r � ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òåëàìè. ×àùå âñåãî
íà÷àëî êîîðäèíàò ïîìåùàþò â îäíî èç òåë, êîòîðîìó ïðèñâîèì íîìåð
"0". Òîãäà µ = G(m0 + m1), ãäå G � óíèâåðñàëüíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ
ïîñòîÿííàÿ, àm0+m1 � ñóììà ìàññ òåë. Â ñëó÷àå, êîãäà íà÷àëî êîîð-

äèíàò ðàñïîëàãàåòñÿ â áàðèöåíòðå äâóõ òåë, èìååì µ = G
m3

0

(m0+m1)2

Äëÿ óäîáñòâà âîñïðèÿòèÿ ìåòîäà âîñïðîèçâåäåì çäåñü ðàññìîò-
ðåííûå â ïðåäûäóùåé ãëàâå îïðåäåëåíèÿ êåïëåðîâûõ ýëåìåíòîâ. Ïðè
ýòîì òàêæå îãðàíè÷èìñÿ ýëëèïòè÷åñêèì òèïîì ïðîìåæóòî÷íîãî äâè-
æåíèÿ.

n � ñðåäíåå äâèæåíèå, ðàçìåðíîñòü ðàäèàí/åä.âðåìåíè;
e � ýêñöåíòðèñèòåò, áåçðàçìåðíûé;
i � íàêëîí (óãîë ìåæäó âåêòîðîì ìîìåíòà êîëè÷åñòâà

äâèæåíèÿ è îñüþ z), ðàä.;
M0 � ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ â ýïîõó ( çíà÷åíèå ñðåäíåé àíîìà-

ëèè M â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíèè � ýïîõó ), ðàä.;
ω � óãëîâîå ðàññòîÿíèå ïåðèöåíòðà îò âîñõîäÿùåãî óçëà

îðáèòû, ðàä.;
Ω � äîëãîòà âîñõîäÿùåãî óçëà îðáèòû (óãîë â ïëîñêîñòè

Oxy ìåæäó îñüþ àáñöèññ Ox è ëèíèåé óçëîâ), ðàä.;
t0 � íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè � ýïîõà ýëåìåíòîâ;
t � òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè, íà êîòîðûé âû÷èñëÿþòñÿ

êîîðäèíàòû òåëà.
Íàðÿäó ñî ñðåäíèì äâèæåíèåì n â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà îðáèòû

áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêæå áîëüøóþ ïîëóîñü îðáèòû a, ñâÿçàííóþ ñ
n çàêîíîì

n =

√
µ

a3
.

Ïðèìåíåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé îêàçûâàþòñÿ ïðîùå, åñëè â êà÷å-
ñòâå íîâûõ èñêîìûõ ôóíêöèé âðåìåíè âçÿòü âåëè÷èíû a, e, i,M, ω,Ω.
Âìåñòî ñðåäíåé àíîìàëèè â ýïîõó M0 âçÿòà ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ M ,
êîòîðàÿ â êåïëåðîâîì äâèæåíèè ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíîé ëèíåéíîé ôóíê-
öèåé âðåìåíè

M = M0 + n(t− t0) .

Äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ ïðîìå-
æóòî÷íîé îðáèòû ñäåëàåì ïðîñòûå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ:

α1 = a, α2 = e, α3 = i, β1 = M, β2 = ω, β3 = Ω. (39)
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Â ðåçóëüòàòå çàìåíû ïåðåìåííûõ óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâè-
æåíèÿ íåáåñíîãî òåëà ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì îáùåì âèäå:

dαi

dt
=

3∑
j=1

aij
∂R

∂βj
,

dβi

dt
= ni −

3∑
j=1

aji
∂R

∂αj
(40)

(i = 1, 2, 3) .

Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ ni, aij � ôóíêöèè, çàâèñÿùèå òîëüêî îò îò ýëåìåí-
òîâ α1, α2, α3 è ïîñòîÿííîé µ. Â ñëó÷àå êåïëåðîâñêîé ïðîìåæóòî÷íîé
îðáèòû n2, n3 , à òàêæå íåêîòîðûå èç äåâÿòè ôóíêöèé aij , ðàâíû
íóëþ. Îäíàêî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íå óïðîùàåò ðåøåíèå óðàâíåíèé.
Çàïèñü óðàâíåíèé (40) â òàêîì îáùåì âèäå ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü èõ
òàêæå äëÿ íåêîòîðûõ íåêåïëåðîâûõ ïðîìåæóòî÷íûõ îðáèò.

Ðàññìîòðèì ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (40). Ýòî íàèáîëå ÷àñòî
ïðèìåíÿåìûå óðàâíåíèÿ. Â ñëó÷àÿõ äðóãèõ âàðèàíòîâ ýëåìåíòîâ ðå-
øåíèå ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ìåòîä ðåøåíèÿ îñíîâàí íà ìàëîñòè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè R ïî
ñðàâíåíèþ ñ ôóíêöèåé V , ïîýòîìó îí íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ìàëîãî
ïàðàìåòðà. Â ëèòåðàòóðå ýòîò ìåòîä íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ìàëîãî ïà-
ðàìåòðà Ëÿïóíîâà-Ïóàíêàðå.

Äëÿ èçëîæåíèÿ ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà íóæíî ââåñòè ïîíÿòèå
ïîðÿäêà ìàëîñòè. Â ðàçíûõ çàäà÷àõ ôèêñàöèÿ ïîðÿäêà ìàëîñòè ìî-
æåò áûòü ñäåëàíà íå åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì. Äåëî â òîì, ÷òî íà
ïðàêòèêå âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ R, âûðàæåííàÿ ÷åðåç ýëåìåíòû
ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû, ñîäåðæèò ìíîæåñòâî ÷ëåíîâ � ðàçíûõ ïî âå-
ëè÷èíå ñëàãàåìûõ. Äëÿ âûðàæåíèÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèè ïðèìå-
íÿþò ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû ïî ñòåïåíÿì ðàçëè÷íûõ ìàëûõ ïàðàìåò-
ðîâ. Ïðèñâîåíèå êàæäîìó ñëàãàåìîìó òîãî èëè èíîãî ïîðÿäêà ìàëî-
ñòè ÿâëÿåòñÿ èíîãäà óñëîâíûì. Ôàêòè÷åñêàÿ âåëè÷èíà ìàëûõ ïàðà-
ìåòðîâ çàâèñèò òàêæå îò îáëàñòè ðàññìàòðèâàåìîãî äâèæåíèÿ. Ïðè
ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ ìíîãîêðàòíî ïåðåìíîæàþòñÿ âåëè÷èíû ðàçíûõ
ïîðÿäêîâ ìàëîñòè. Â çàâèñèìîñòè îò òðåáóåìîé òî÷íîñòè ðåøåíèÿ
çàðàíåå âûáèðàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ó÷èòûâàåìûé ïîðÿäîê ìàëîñòè.
×ëåíû áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ îò-
áðàñûâàþòñÿ. Â êàæäîé êîíêðåòíîé òåîðèè äâèæåíèÿ èìåþòñÿ ñâîè
îñîáåííîñòè.
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Äëÿ îáùåãî èçëîæåíèÿ ìåòîäà ìû ïðèìåì, ÷òî ìàëîñòü âîçìóùà-
þùåé ôóíêöèè îáåñïå÷èâàåòñÿ íåêîòîðûì ìàëûì ïàðàìåòðîì, ñîäåð-
æàùèìñÿ â íåé êàê îáùèé ìíîæèòåëü. Áóäåì ñ÷èòàòü ýòîò ïàðàìåòð
ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè. Òàêèì îáðàçîì ðàçëîæåíèå R íà÷íåòñÿ ñ
÷ëåíà ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè.

Äëÿ êðàòêîñòè èçëîæåíèÿ íå áóäåì âûïèñûâàòü ÿâíî ñàì ìàëûé
ïàðàìåòð. Îäíàêî êàæäîé âåëè÷èíå áóäåò ïðèñâîåí îïðåäåëåííûé ïî-
ðÿäîê ìàëîñòè. Ýòîò ïîðÿäîê áóäåì çàïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ âåðõíåãî
èíäåêñà â êðóãëûõ ñêîáêàõ.

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ ïðîñòî ïðîïîðöè-
îíàëüíà ìàëîìó ïàðàìåòðó. Òîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ïåðâîãî
ïîðÿäêà ìàëîñòè R(1). Â ðÿäå äðóãèõ çàäà÷ âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ
çàâèñèò îò ìàëîãî ïàðàìåòðà áîëåå ñëîæíûì îáðàçîì. Êðîìå òîãî,
îíà ìîæåò ñîäåðæàòü íåñêîëüêî ðàçíûõ ìàëûõ ïàðàìåòðîâ. Ñàìîìó
áîëüøîìó èç íèõ ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðâûé ïîðÿäîê ìàëîñòè, òîãäà äðó-
ãèå ìàëûå ïàðàìåòðû ìîãóò áûòü ïåðâîãî, âòîðîãî èëè åùå áîëüøåãî
ïîðÿäêà ìàëîñòè. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî äîáèòüñÿ óïðîùåíèé ïðè
ïîëó÷åíèè ðåøåíèÿ, åñëè ðàññìàòðèâàòü ðàçëîæåíèå âîçìóùàþùåé
ôóíêöèè â ñëåäóþùåì îáùåì âèäå:

R = R(1) +R(2) +R(3) + ... . (41)

Ââåäåì åùå îáîçíà÷åíèÿ

Ai =

3∑
j=1

aij
∂R

∂βj
,

Bi = −
3∑

j=1

aji
∂R

∂αj
(42)

(i = 1, 2, 3) .

Òåïåðü óðàâíåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû ìîæíî çà-
ïèñàòü â âèäå

dαi

dt
= A

(1)
i +A

(2)
i + ... ,

dβi

dt
= n

(0)
i + n

(1)
i + ...+B

(1)
i +B

(2)
i + ... , (43)

(i = 1, 2, 3) .
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Çàìåòèì, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå êåïëåðîâñêîé ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû

n2 = n3 = 0 è n
(s)
1 = 0 ïðè s > 1.

Ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (43) çàâèñÿò îò èñêîìûõ ôóíêöèé α1,

α2, α3, β1, β2, β3 è ÿâíî îò âðåìåíè t. Îäíàêî n
(s)
i çàâèñÿò òîëüêî îò

α1, α2, α3. Â ñëó÷àå êåïëåðîâñêîé ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû

n1 =

√
µ

α3
1

.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèé (43) â âèäå ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì
ìàëûõ ïàðàìåòðîâ, ò. å.

αi = α
(0)
i + α

(1)
i + α

(2)
i + ... ,

βi = β
(0)
i + β

(1)
i + β

(2)
i + ... , (44)

(i = 1, 2, 3) .

Ïåðâûå ñëàãàåìûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåøåíèå óðàâíåíèé íåâîçìó-
ùåííîãî äâèæåíèÿ. Äðóãèå ñëàãàåìûå ìû íàçûâàåì âîçìóùåíèÿìè
ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû. Êàæäîå èç íèõ èìååò òîò èëè
èíîé ïîðÿäîê ìàëîñòè.

Çäåñü ìû ñòðîèì ôîðìàëüíîå ðåøåíèå. Âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ
òàêîãî ðåøåíèÿ è ñõîäèìîñòè ïîñòðîåííûõ ðÿäîâ áóäóò ðàññìîòðåíû
íèæå.

Èòàê, ïîäñòàâèì ðÿäû (44) â óðàâíåíèÿ (43). Çàòåì ïðèðàâíÿåì â
ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ óðàâíåíèé ÷ëåíû îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà ìàëî-
ñòè. Êàæäîå èç ñëàãàåìûõ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ óðàâíåíèé çàâèñèò
îò α1, α2, α3, β1, β2, β3. Ïîýòîìó èõ ïðèäåòñÿ ðàçëîæèòü â ðÿäû Òåé-
ëîðà ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà. Ðàçëîæåíèå äåëàåòñÿ ïî ñõåìå

f(a+ ε) = f(x)|x=a +
1

1!

(
df

dx

)
x=a

ε+
1

2!

(
d2f

dx2

)
x=a

ε2 + ...,

ãäå a - çíà÷åíèå àðãóìåíòà ôóíêöèè f(x), îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî
îòñ÷èòûâàåòñÿ ìàëîå ïðèðàùåíèå ε. Òàêèì îáðàçîì, â àðãóìåíòàõ

ôóíêöèé A
(j)
i , B

(j)
i , n

(j)
i (i = 1, 2, 3, j = 1, 2, ...) ïðèðàùåíèÿìè áóäóò

áåñêîíå÷íûå ñóììû α
(1)
i + α

(2)
i + ..., β

(1)
i + β

(2)
i + ....

Äëÿ ÷ëåíîâ íóëåâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïîëó÷èì

dα
(0)
i

dt
= 0 ,

dβ
(0)
i

dt
= (n

(0)
i )0 . (45)
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Çäåñü è äàëåå ñèìâîëû (...)0 îáçíà÷àþò çíà÷åíèÿ ôóíêöèé ïðè αi =

α
(0)
i , βi = β

(0)
i .

Ðåøåíèå óðàâíåíèé (45) òðèâèàëüíî:

α
(0)
i = α

(0)
i0 , β

(0)
i = (n

(0)
i )0(t− t0) + β

(0)
i0 , (46)

Çäåñü α
(0)
i0 , β

(0)
i0 (i = 1, 2, 3) - ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå èíòåãðèðî-

âàíèÿ. Ïðè ýòîì ïîñòîÿííûå (n
(0)
i )0 çàâèñÿò îò α

(0)
i0 . Ðåøåíèå (46)

îïèñûâàåò ïðîìåæóòî÷íîå íåâîçìóùåííîå äâèæåíèå.
Òåïåðü âûäåëèì è ïðèðàâíÿåì â ïðàâûõ è ëåâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé

(43) ÷ëåíû ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ñ ó÷åòîì (44). Ïîëó÷èì

dα
(1)
i

dt
= (A

(1)
i )0 ,

dβ
(1)
i

dt
= (B

(1)
i )0 + (n

(1)
i )0 +

3∑
j=1

(
∂n

(0)
i

∂αj

)
0

α
(1)
j (47)

(i = 1, 2, 3) .

Çäåñü (A
(1)
i )0, (B

(1)
i )0 ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè â

ñèëó ïîäñòàíîâîê αi = α
(0)
i , βi = β

(0)
i è ðàâåíñòâ (46). Çàìåòèì, ÷òî

ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå α
(0)
i , β

(0)
i0 âõîäÿò ñþäà áóêâåííî, èõ çíà÷å-

íèÿ ïîêà íåîïðåäåëåíû.
Ðåøåíèå ïåðâûõ òðåõ èç øåñòè óðàâíåíèé (47) èìååò âèä

α
(1)
i =

∫
(A

(1)
i )0dt+ α

(1)
i0 (48)

(i = 1, 2, 3) ,

ãäå α
(1)
i0 - íîâûå ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ýòè ïîñòîÿííûå âîéäóò

â ðåøåíèå àääèòèâíî âìåñòå ñ òàêèìè æå ïîñòîÿííûìè èç ðåøåíèé
äëÿ ÷ëåíîâ äðóãèõ ïîðÿäêîâ. Ïîëó÷åííûå ñóììû áóäóò ïðåäñòàâëÿòü
íåçàâèñèìûå ïîñòîÿííûå, êîòîðûìè ìîæíî ðàñïîðÿäèòüñÿ ïîçæå. Áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè ñóììû è åñòü òå ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, êî-

òîðûå âîçíèêëè ïðè ïîëó÷åíèè ÷ëåíîâ íóëåâîãî ïîðÿäêà. Òîãäà α
(1)
i0

ñëåäóåò ïîëîæèòü ðàâíûìè íóëþ. Àíàëîãè÷íî áóäåì ïîñòóïàòü è ïðè
ïîèñêå ÷ëåíîâ äðóãèõ ïîðÿäêîâ.

×òîáû ïîñòðîèòü ðåøåíèå, íóæíî âçÿòü íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë
â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (48). Âûðàæåíèå âîçìóùàþùåé ôóíêöèè
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÷åðåç ýëåìåíòû ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ñëîæ-
íûì. Â ðàçíûõ êîíêðåòíûõ ñëó÷àÿõ ðàçðàáàòûâàþòñÿ ñïåöèàëüíûå
ìåòîäû ðàçëîæåíèÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèè äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî
áûëî âçÿòü èíòåãðàë â ñîîòíîøåíèè (48). Äîïóñòèì, ÷òî ýòî óäàëîñü.

Òîãäà α
(1)
i è ïðàâûå ÷àñòè îñòàëüíûõ òðåõ óðàâíåíèé (47) ñòàíîâÿòñÿ

èçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè. Òåïåðü ðåøåíèå äëÿ β
(1)
i âûðàæà-

åòñÿ ÷åðåç íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë

β
(1)
i =

∫ (B(1)
i )0 + (n

(1)
i )0 +

3∑
j=1

(
∂n

(0)
i

∂αj

)
0

α
(1)
j

 dt+ β
(1)
i0 (49)

(i = 1, 2, 3) .

Ñîãëàñíî îáúÿñíåíèþ, äàííîìó âûøå, ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå β
(1)
i0

ìû òàêæå ïîëîæèì ðàâíûìè íóëþ.
Àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ ðåøåíèå äëÿ ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëî-

ñòè. Ñíà÷àëà íàõîäèì

α
(2)
i =

∫ (A(2)
i )0 +

3∑
j=1

(
∂A

(1)
i

∂αj

)
0

α
(1)
j +

3∑
j=1

(
∂A

(1)
i

∂βj

)
0

β
(1)
j

 dt+

+α
(2)
i0 (50)

(i = 1, 2, 3) .

Ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå α
(2)
i0 , àíàëîãè÷íî ïîñòîÿííûì èç äðóãèõ

ïîðÿäêîâ, ïîëàãàåì ðàâíûìè íóëþ, ñ÷èòàÿ, ÷òî îíè âîøëè ñëàãàå-
ìûìè â ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå ïðè ïîëó÷åíèè ÷ëåíîâ íóëåâîãî
ïîðÿäêà.

Ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (50) îêàçûâàåòñÿ èçâåñòíîé ôóíê-
öèåé âðåìåíè. Äîïóñòèì, ÷òî ýòó ôóíêöèþ óäàëîñü ïðîèíòåãðèðîâàòü

â èçâåñòíûõ ôóíêöèÿõ. Òîãäà ðåøåíèå äëÿ β
(2)
i âûðàæàåòñÿ â âèäå

β
(2)
i =

∫ (B(2)
i )0 +

3∑
j=1

(
∂B

(1)
i

∂αj

)
0

α
(1)
j +

3∑
j=1

(
∂B

(1)
i

∂βj

)
0

β
(1)
j +

+

3∑
j=1

(
∂n

(1)
i

∂αj

)
0

α
(1)
j +

1

2

3∑
j=1

3∑
k=1

(
∂2n

(0)
i

∂αj∂αk

)
0

α
(1)
j α

(1)
k

 dt+ β
(2)
i0 (51)

(i = 1, 2, 3) .
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Ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå β
(2)
i0 òàêæå ïîëàãàåì ðàâíûìè íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèòñÿ ðåøåíèå äëÿ ÷ëåíîâ
ñëåäóþùèõ, áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ìàëîñòè. Âñÿêèé ðàç íóæíî èí-
òåãðèðîâàòü íîâóþ èçâåñòíóþ ôóíêöèþ âðåìåíè, à íîâûå ïðîèçâîëü-
íûå ïîñòîÿííûå ïîëàãàòü ðàâíûìè íóëþ. Òàê êàê ïðè ïîëó÷åíèè ïî-
äèíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé äåëàëèñü ïîä-

ñòàíîâêè αi = α
(0)
i , βi = β

(0)
i , òî ñ ó÷åòîì (46) âñå ñëàãàåìûå ðÿäîâ

(44) îêàçûâàþòñÿ çàâèñèìûìè îò ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ α
(0)
i0 , β

(0)
i0

(i = 1, 2, 3).
Âûïîëíÿÿ ïîñòðîåíèå ñ òî÷íîñòüþ äî íåêîòîðîãî çàäàííîãî ïî-

ðÿäêà ìàëîñòè, ìû ïîëó÷àåì ðåøåíèå óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâè-
æåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè è øåñòè íåçàâèñèìûõ ïðîèçâîëüíûõ
ïîñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ

αi = αi(α
(0)
10 , α

(0)
20 , α

(0)
30 , β

(0)
10 , β

(0)
20 , β

(0)
30 ) ,

βi = βi(α
(0)
10 , α

(0)
20 , α

(0)
30 , β

(0)
10 , β

(0)
20 , β

(0)
30 ) (52)

(i = 1, 2, 3) .

Ýòî ðåøåíèå áóäåò íàéäåíî ñ òî÷íîñòüþ äî çàäàííîãî ïîðÿäêà ìàëî-
ñòè.

Ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå â ðåøåíèè äëÿ âîçìóùåíèé êàæäîãî
ïîðÿäêà ìû ïîëàãàëè ðàâíûìè íóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ ïîëó-
÷àåìûõ ôóíêöèé (48), (49), (50), (51) â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
t = t0 íå îáðàùàþòñÿ â íóëè. Â èòîãå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé âîçìóùåí-
íîãî äâèæåíèÿ è óðàâíåíèé íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ íå ñîâïàäàþò
ïðè t = t0. Ñîâïàäåíèÿ ìîæíî äîáèòüñÿ, åñëè äëÿ âîçìóùåíèé êàæ-
äîãî ïîðÿäêà âûáèðàòü ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå òàê, ÷òîáû âîçìó-
ùåíèÿ îêàçûâàëèñü ðàâíûìè íóëþ ïðè t = t0. Â ñëó÷àå âîçìóùåíèé
ïåðâîãî ïîðÿäêà ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå çàïèøåòñÿ â âèäå

α
(1)
i =

t∫
t0

(A
(1)
i )0dt (53)

(i = 1, 2, 3) ,

β
(1)
i =

t∫
t0

(B(1)
i )0 + (n

(1)
i )0 +

3∑
j=1

(
∂n

(0)
i

∂αj

)
0

α
(1)
j

 dt (54)

(i = 1, 2, 3) .
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Çàìåòèì, ÷òî âîçìóùàþùóþ ôóíêöèþ íóæíî ðàçëàãàòü â áåñ-
êîíå÷íûå ðÿäû. Íà ïðàêòèêå ïðèõîäèòñÿ áðàòü â ýòîì ðàçëîæåíèè
îãðîìíîå ÷èñëî ÷ëåíîâ. Ñòîëü æå äëèííûå âûðàæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ è
ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ. Â ïðîöåññå ïîëó÷åíèè ÷ëåíîâ âòîðîãî è áî-
ëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ìàëîñòè íåîáõîäèìî ïåðåìíîæàòü ïîëó÷àåìûå
ðÿäû. Ãðîìîçêîñòü âûðàæåíèé è òðóäîåìêîñòü ïîñòðîåíèÿ áûñòðî
âîçðàñòàþò ñ óâåëè÷åíèåì ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè.

Ìåòîäîì ìàëîãî ïàðàìåòðà ìû íàõîäèì âñåãäà ëèøü ïðèáëèæåí-
íîå ðåøåíèå óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ. Óñïåõ ïîñòðîåíèÿ
ðåøåíèÿ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ñïîñîáîâ è ôîðì ðàçëîæåíèÿ âîçìó-
ùàþùåé ôóíêöèè. Äëÿ ýòîãî ââîäÿòñÿ ñïåöèôè÷åñêèå äëÿ êîíêðåò-
íîé çàäà÷è äîïîëíèòåëüíûå ìàëûå ïàðàìåòðû.

Ñõîäèìîñòü ðÿäîâ â ìåòîäå ìàëîãî ïàðàìåòðà Ëÿïóíîâà-
Ïóàíêàðå. Èçëîæåííûé âûøå ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ôîðìàëü-
íîå ðåøåíèå óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ â âèäå ÷àñòè÷íîé
ñóììû ðÿäà ñ òî÷íîñòüþ äî çàäàííîãî ïîðÿäêà ìàëîãî ïàðàìåòðà.
Ïîñòðîåíèå áóäåò èìåòü ñìûñë, åñëè ýòî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå îêà-
æåòñÿ áëèçêèì ê èñòèííîìó. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñõîäè-
ìîñòü ïîëó÷àåìûõ ðÿäîâ. Â êíèãå Ñóááîòèíà (1968) ïðèâîäèòñÿ äîêà-
çàòåëüñòâî òåîðåìû Ïóàíêàðå î ñõîäèìîñòè ðÿäîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ
ðåøåíèå óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ, äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ ïåðå-
ìåííûõ. Òåîðåìà ïðèìåíèìà äëÿ ñèñòåì ëþáîãî ïîðÿäêà. Åå ìîæíî
ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ R â óðàâíåíèÿõ âîçìóùåííîãî äâè-
æåíèÿ

d2x

dt2
=

∂(V +R)

∂x
,

d2y

dt2
=

∂(V +R)

∂y
,

d2z

dt2
=

∂(V +R)

∂z
, (55)

ïðîïîðöèîíàëüíà íåêîòîðîìó ìàëîìó ïàðàìåòðó ε. Ïóñòü ïðè ε = 0
ñèñòåìà óðàâíåíèé (55) èìååò ïðè íåêîòîðûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ
îáùåå ðåøåíèå, íåïðåðûâíîå íà èíòåðâàëå âðåìåíè [t0, t0 +T ]. Òîãäà
ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε1(T ), ÷òî åñëè ε < ε1(T ),
òî ñòåïåííûå ðÿäû, ïîñòðîåííûå ïî ìåòîäó ìàëîãî ïàðàìåòðà, áó-
äóò àáñîëþòíî ñõîäÿùèìèñÿ ïðè âñåõ t ∈ [t0, t0 + T ].

Òåîðåìà Ïóàíêàðå ñïðàâåäëèâà òàêæå â ñëó÷àÿõ, êîãäà âûðàæå-
íèÿ äëÿ äåéñòâóþùèõ ñèë íå èìåþò ñèëîâîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà Ïóàíêàðå óòâåðæäàåò ëèøü ñóùåñòâîâàíèå ïîëîæèòåëü-
íîãî ïðåäåëà ε1(T ) äëÿ çíà÷åíèé ìàëîãî ïàðàìåòðà. Íàõîæäåíèå ýòî-
ãî ïðåäåëà âî ìíîãèõ êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ îêàçûâàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè
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íåîñóùåñòâèìûì. Ïóàíêàðå óêàçûâàåò íåêîòîðóþ êîíå÷íóþ âåëè÷è-
íó ε1(T ). Îäíàêî åãî îöåíêà îêàçàçàëàñü ñòîëü çàíèæåííîé, ÷òî îíà
îêàçàëàñü íåïðèãîäíîé äëÿ ðåàëüíûõ ñèñòåì íåáåñíûõ òåë. Íåñêîëü-
êî ðåàëüíûõ îöåíîê íàéäåíî Ê.Â. Õîëøåâíèêîâûì (Õîëøåâíèêîâ,
1985). Äîêàçàíî, ÷òî îíè òî÷íûå, ò. å. äîñòèãàþòñÿ äëÿ íåêîòîðûõ
ñèñòåì, óäîâëåòâîðÿþùèõ íàéäåííûì óñëîâèÿì.

Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ìíîãèõ ðåàëüíûõ íåáåñíûõ òåë ïðèõî-
äèòñÿ ïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäàìè òåîðèè âîçìóùåíèé áåç ïðîâåðêè ñõî-
äèìîñòè ïîëó÷àåìûõ ðÿäîâ. Ïîñëåäîâàòåëüíîå óáûâàíèå âåëè÷èí

α
(0)
i , α

(1)
i , α

(2)
i , ... , β

(0)
i , β

(1)
i , β

(2)
i , ... , äàåò ëèøü íåîáõîäèìîå óñëîâèå

ñõîäèìîñòè è ìîæåò ñëóæèòü ïðèçíàêîì ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ ê èñ-
òèííîìó ðåøåíèþ. Ïðîâåðèòü ïðàâèëüíîñòü è òî÷íîñòü ïîëó÷àåìîãî
ðåøåíèÿ ìîæíî ïóòåì ñðàâíåíèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè íàáëþäåíèé.

3.2. Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé Ïèêàðà

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ìîæ-
íî òàêæå ñòðîèòü ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Ïðè ýòîì
íà ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî íèêàêèõ ðàçëîæåíèé ïî ñòå-
ïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà íå íóæíî äåëàòü íè â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ,
íè â ôîðìå ðåøåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñõåìó ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëè-
æåíèé. Óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ (40) ñ ó÷åòîì îáîçíà÷å-
íèé (42) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

dαi

dt
= Ai(α1, α2, α3, β1, β2, β3, t) ,

dβi

dt
= ni(α1, α2, α3) +Bi(α1, α2, α3, β1, β2, β3, t) (56)

(i = 1, 2, 3) .

Â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî âçÿòü ðåøåíèå óðàâíå-
íèé íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ

α
(0)
i = α

(0)
i0 , β

(0)
i = (n

(0)
i )0(t− t0) + β

(0)
i0 , (57)

Çäåñü α
(0)
i0 , β

(0)
i0 (i = 1, 2, 3) - ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, à ïîñòîÿííûå

(n
(0)
i )0 çàâèñÿò îò α

(0)
i0 . Ïîäñòàâèì ýòî ðåøåíèå â ïðàâûå ÷àñòè óðàâ-

íåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ (56). Ïîëó÷èì ïåðâîå ïðèáëèæåíèå
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ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé â âèäå

α
(1)
i =

t∫
t0

Ai(α
(0)
1 , α

(0)
2 , α

(0)
3 , β

(0)
1 , β

(0)
2 , β

(0)
3 , t)dt + α

(0)
i0 ,

β
(1)

i =

t∫
t0

ni(α
(0)
1 , α

(0)
2 , α

(0)
3 )dt+ (58)

+

t∫
t0

Bi(α
(0)
1 , α

(0)
2 , α

(0)
3 , β

(0)
1 , β

(0)
2 , β

(0)
3 , t) + β

(0)
i0

(i = 1, 2, 3) .

Çäåñü ïîäèíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ îêàçûâàþòñÿ èçâåñòíûìè ôóíê-
öèÿìè âðåìåíè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ñìîãëè ïðîèíòåãðèðîâàòü ýòè
âûðàæåíèÿ â èçâåñòíûõ ôóíêöèÿõ. Òîãäà ïåðâîå ïðèáëèæåíèå óðàâ-
íåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ áóäåò òàêæå ïðåäñòàâëåíî èçâåñòíû-
ìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè.

Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äàëüøå, ïî-
ëó÷èì âòîðîå ïðèáëèæåíèå â âèäå

α
(2)
i =

t∫
t0

Ai(α
(1)
1 , α

(1)
2 , α

(1)
3 , β1

(1)
, β

(1)

2 , β
(1)

3 , t)dt + α
(0)
i0 ,

β
(2)

i =

t∫
t0

ni(α
(1)
1 , α

(1)
2 , α

(1)
3 )dt+ (59)

+

t∫
t0

Bi(α
(1)
1 , α

(1)
2 , α

(1)
3 , β1

(1)
, β

(1)

2 , β
(1)

3 , t) + β
(0)
i0

(i = 1, 2, 3) .

Ñíîâà ïðèøëè ê íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëÿòü íåîïðåäåëåííûå èíòåãðà-
ëû îò íåêîòîðûõ èçâåñòíûõ ôóíêöèé âðåìåíè.
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Äëÿ ëþáîãî ïðèáëèæåíèÿ èìååì

α
(k)
i =

t∫
t0

Ai(α
(k−1)
1 , α

(k−1)
2 , α

(k−1)
3 , β1

(k−1)
, β

(k−1)

2 , β
(k−1)

3 , t)dt+

+α
(0)
i0 ,

β
(k)

i =

t∫
t0

ni(α
(k−1)
1 , α

(k−1)
2 , α

(k−1)
3 )dt+ (60)

+

t∫
t0

Bi(α
(k−1)
1 , α

(k−1)
2 , α

(k−1)
3 , β1

(k−1)
, β

(k−1)

2 , β
(k−1)

3 , t) + β
(0)
i0

(i = 1, 2, 3) .

Ïðîöåññ ìîæíî ïðîäîëæàòü äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóòà
íåîáõîäèìàÿ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ.

Â êàæäîì ïðèáëèæåíèè ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâà-
íèÿ âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû ïðè t = t0 ðåøåíèå óðàâíåíèé âîçìóùåí-
íîãî äâèæåíèÿ è ðåøåíèå óðàâíåíèé íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ñîâ-
ïàäàëè. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ òàêîé âûáîð îêàçûâàåòñÿ
ïîäõîäÿùèì, îäíàêî ýòî íå åäèíñòâåííûé ñïîñîá âûáîðà ïðîèçâîëü-
íûõ ïîñòîÿííûõ.

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû Ïèêàðà ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïðè äîñòà-
òî÷íî îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé â ïðàâûõ ÷à-
ñòÿõ óðàâíåíèé (56) ïðîöåññ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, îïðåäå-
ëÿåìûé ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè (60), áóäåò ñõîäÿùèìñÿ ïðè
k → ∞ . Â ïðåäåëå ïîëó÷èì ôóíêöèè òî÷íî óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâ-
íåíèÿì (56).

Çàìåòèì, ÷òî â êàæäîì äàííîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ïîëó÷àòü áî-

ëåå òî÷íîå ðåøåíèå, åñëè â ôîðìóëû äëÿ β
(k)

i , (i = 1, 2, 3) âìåñòî

α
(k−1)
i ïîäñòàâëÿòü α

(k)
i , êîòîðûå ïðåäâàðèòåëüíî íàõîäÿòñÿ â äàí-

íîì ïðèáëèæåíèè.
Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé

èëè ìåòîäîì ìàëîãî ïàðàìåòðà íà êàæäîì ýòàïå ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî
èíòåãðèðîâàòü ôóíêöèè, íàéäåííûå íà ïðåäûäóùèõ ýòàïàõ. Ïîäèí-
òåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ èìåþò âåñüìà ñëîæ-
íûé âèä. ×òîáû îáåñïå÷èòü âîçìîæíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ â èçâåñò-
íûõ ôóíêöèÿõ, ïðèõîäèòñÿ ðàçëàãàòü âîçìóùàþùóþ ôóíêöèþ â ðàç-
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ëè÷íûå ðÿäû, èñïîëüçóÿ äîïîëíèòåëüíûå ìàëûå ïàðàìåòðû. Ïîýòîìó
óñïåõ ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ïðàêòèêå îïðåäåëÿåòñÿ óäà÷íûì âûáîðîì
ôîðìû ðàçëîæåíèÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèè.
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Ãëàâà 4. Âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ è âîçìóùåíèÿ

4.1. Ðàçëîæåíèå âîçìóùàþùåé ôóíêöèè. Âåêîâûå è ïåðèî-
äè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ

Ïðè ñîñòàâëåíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîîðäèíàòû íåáåñíîãî òåëà. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ òåî-
ðèè âîçìóùåíèé íåîáõîäèìî âûðàçèòü âîçìóùàþùóþ ôóíêöèþ ÷åðåç
ýëåìåíòû ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû. Ñ ýòîé öåëüþ âûïîëíÿåòñÿ ðàçëî-
æåíèå âîçìóùàþùåé ôóíêöèè ïî ñòåïåíÿì ðàçëè÷íûõ íîâûõ ìàëûõ
ïàðàìåòðîâ. Äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà èíòåãðèðîâà-
íèÿ óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà íåîáõîäèìî
âçÿòü íåîïðåäåëåííûå èíòåãðàëû â âûðàæåíèÿõ äëÿ ÷ëåíîâ êàæäîãî
ïîðÿäêà ìàëîñòè â ðàçëîæåíèÿõ ðåøåíèÿ. Ðàçëîæåíèå âîçìóùàþùåé
ôóíêöèè âûïîëíÿåòñÿ òàê, ÷òîáû íåîïðåäåëåííûå èíòåãðàëû ìîæíî
áûëî âçÿòü.

Â êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ î äâèæåíèè òåë Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû äî-
ïîëíèòåëüíûìè ïàðàìåòðàìè ÷àñòî ôèãóðèðóþò îòíîøåíèÿ áîëüøèõ
ïîëóîñåé îðáèò, à òàêæå ýêñöåíòðèñèòåòû è íàêëîíû. Èç îáçîðà ðà-
áîò, âûïîëíåííûõ â ýòîì íàïðàâëåíèè, ìîæíî ñîñòàâèòü ñëåäóþùèé
îáùèé âèä ðàçëîæåíèÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèè:

R(a, e, i,M, ω,Ω, t) = R(a, e, i) +
∑

k1,k2,k3,j1,j2,...,jm[
R(c)

... (a, e, i) cos(k1M + k2ω + k3Ω+ j1λ1 + j2λ2 + ...+ jmλm)+ (61)

+R(s)
... (a, e, i) sin(k1M + k2ω + k3Ω+ j1λ1 + j2λ2 + ...+ jmλm)

]
.

Â ýòîì ðàçëîæåíèè èíäåêñû ñóììèðîâàíèÿ k1, k2, k3, j1, j2, ..., jm
ïðèíèìàþò âñåâîçìîæíûå öåëûå çíà÷åíèÿ. Êîýôôèöèåíòû R(c)

... , R
(s)
...

ïðîèäåêñèðîâàíû ïî âñåì èíäåêñàì ñóììèðîâàíèÿ. Ïðè ïðàêòè÷å-
ñêèõ âû÷èñëåíèÿõ áåñêîíå÷íûé ðÿä çàìåíÿþò ÷àñòè÷íîé ñóììîé, à
ïðåäåëû ñóììèðîâàíèÿ îãðàíè÷èâàþò â çàâèñèìîñòè îò ïðèíÿòîé
òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ âîçìóùåíèé. Ñëàãàåìîå ñóììû ïðè k1 = 0,
k2 = 0, k3 = 0, j1 = 0, j2 = 0, ..., jm = 0 âûïèñàíî îòäåëüíî êàê
R(a, e, i). Îíî íàçûâàåòñÿ âåêîâûì ÷ëåíîì, ïîñêîëüêó íå çàâèñèò îò
ýëåìåíòîâ M , ω, Ω è âðåìåíè ÿâíî, è ìîæåò ïîðîæäàòü â ðåøåíèè
âåêîâûå âîçìóùåíèÿ. Âðåìÿ âõîäèò â âûðàæåíèå (61) ÿâíî ïîñðåä-
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ñòâîì âåëè÷èí λ1, λ2, ..., λm, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûìè ëèíåéíû-
ìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè.

Ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà ðàçëîæåíèÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèè.
Ïåðâûé ïðèìåð � çàäà÷à î äâèæåíèè ïëàíåòû, ïîä äåéñòâèåì ïðè-

òÿæåíèÿ Ñîëíöà è âîçìóùàþùåãî âëèÿíèÿ äðóãîé ïëàíåòû. Â ýòîì
ñëó÷àå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî òåîðèÿ äâèæåíèÿ âîçìóùàþùåé ïëàíåòû ïî-
ñòðîåíà è îñêóëèðóþùèå ýëåìåíòû åå îðáèòû èçâåñòíû. Â îáùåì âû-
ðàæåíèè (61) m = 3, à âåëè÷èíû λ1, λ2, λ3 îêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íû-
ìè àðãóìåíòàì êåïëåðîâîãî äâèæåíèÿ M,ω,Ω, íî äëÿ âîçìóùàþùåé
ïëàíåòû. Îíè ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûìè ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè,
ïîñêîëüêó âêëþ÷àþò â ñåáÿ âñå âåêîâûå âîçìóùåíèÿ â äâèæåíèè ýòîé
âîçìóùàþùåé ïëàíåòû. ßâíûé âèä ðàçëîæåíèÿ âîçìóùàþùåé ôóíê-
öèè â ïëàíåòíîé çàäà÷å ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â êíèãå (Ìþððåé,
Äåðìîòò, 2009), ãäå â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíûõ ìàëûõ ïàðàìåòðîâ
ðàçëîæåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ýêñöåíòðèñèòåòû îðáèò ïëàíåò. Â
êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ Ëàãðàíæà, Ëàïëàñà è Ëåâåðüå, êðîìå òîãî, ôè-
ãóðèðóåò åùå îäèí ìàëûé ïàðàìåòð � âçàèìíûé íàêëîí îðáèò äâóõ
ïëàíåò.

Âòîðîé ïðèìåð � çàäà÷à î äâèæåíèè èñêóññòâåííîãî ñïóòíèêà Çåì-
ëè ïîä âîçìóùàþùèì âîçäåéñòâèåì åå íåñôåðè÷íîñòè. Äëÿ ýòîãî ïðè-
ìåðà â îáùåé ôîðìóëå (61) ïîëàãàåòñÿ m = 1, j1 = −k3, à â êà÷åñòâå
λ1 ôèãóðèðóåò Ãðèíâè÷ñêîå çâåçäíîå âðåìÿ, êîòîðîå ñ÷èòàåòñÿ èç-
âåñòíîé ëèíåéíîé ôóíêöèåé âðåìåíè. Äëÿ ýòîé çàäà÷è ðàçëîæåíèå
âîçìóùàþùåé ôóíêöèè ìîæíî âçÿòü â ïóáëèêàöèÿõ (Áðóìáåðã, 1967;
Êàóëà, 1970). Äîïîëíèòåëüíûì ìàëûì ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ òîëüêî
ýêñöåíòðèñèòåò îðáèòû ñïóòíèêà. Èñïîëüçóåòñÿ òàêæå ðàçëîæåíèå
ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ íåñôåðè÷íîãî òåëà â ðÿä ïî ñôåðè-
÷åñêèì ôóíêöèÿì. Â ðàçëîæåíèè áåðåòñÿ êîíå÷íàÿ ñóììà ñ ó÷åòîì
óáûâàíèÿ êîýýôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ.

Ïîïðîáóåì ïîäñòàâèòü ðàçëîæåíèå âîçìóùàþùåé ôóíêöèè (61) â
óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ â ýëåìåíòàõ ïðîìåæóòî÷íîé îð-
áèòû

dαi

dt
=

3∑
j=1

aij
∂R

∂βj
,

dβi

dt
= ni −

3∑
j=1

aji
∂R

∂αj
(62)

(i = 1, 2, 3) .
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Çäåñü ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ

α1 = a, α2 = e, α3 = i, β1 = M, β2 = ω, β3 = Ω, (63)

à òàêæå

Ai =

3∑
j=1

aij
∂R

∂βj
, (64)

Bi = −
3∑

j=1

aji
∂R

∂αj
(65)

(i = 1, 2, 3) .

Î÷åâèäíî, ÷òî âû÷èñëåíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò âîçìóùàþ-
ùåé ôóíêöèè ïî ýëåìåíòàì íå èçìåíÿåò îáùåãî âèäà âûðàæåíèÿ.
Óìíîæåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íà êîýôôèöèåíòû aij òàêæå íå èç-
ìåíÿåò îáùåãî âèäà âûðàæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðàâûå ÷àñòè óðàâ-
íåíèé äëÿ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû áóäóò èìåòü òàêîé æå
îáùèé âèä (61), êàê è âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îïåðàöèè âûâîäà âîçìóùåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà
(ñì. Ãëàâó 3). Ñíà÷àëà íóæíî îïðåäåëèòü

α
(1)
i =

∫
(A

(1)
i )0dt+ α

(1)
i0 (66)

(i = 1, 2, 3) .

Çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî

β
(1)
i =

∫ (B(1)
i )0 + (n

(1)
i )0 +

3∑
j=1

(
∂n

(0)
i

∂αj

)
0

α
(1)
j

 dt+ β
(1)
i0 (67)

(i = 1, 2, 3) .

Çäåñü îïåðàöèÿ (...)0 îçíà÷àåò ïîäñòàíîâêó âìåñòî ýëåìåíòîâ α1, α2,

α3 èõ ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèé α
(0)
10 , α

(0)
20 , α

(0)
30 , à âìåñòî ýëåìåíòîâ β1, β2,

β3 ëèíåéíûõ ôóíêöèé âðåìåíè

β
(0)
i = (n

(0)
i )0(t− t0) + β

(0)
i0 (i = 1, 2, 3).

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà îïåðàöèè íàä âåêîâûì ÷ëåíîì ðàçëîæåíèÿ
âîçìóùàþùåé ôóíêöèè R(a, e, i). Ïîäñòàíîâëÿÿ åãî â ôîðìóëó (64),
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ïîëó÷èì

Ai =
3∑

j=1

aij
∂R

∂βj
= 0 (i = 1, 2, 3).

Òåïåðü î÷åâèäíî, ÷òî âåêîâîé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ âîçìóùàþùåé ôóíê-

öèè íå äàåò íèêàêîãî âêëàäà â âîçìóùåíèÿ α
(1)
i .

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âåêîâîãî ÷ëåíà â ôîðìóëó (65), à çàòåì â (67)
ïîëó÷èì ïîñòîÿííûå ñëàãàåìûå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ïî âðåìåíè t.

Ýòè ñëàãàåìûå áóäóò èçâåñòíû è äàäóò íàì â âîçìóùåíèÿõ β
(1)
i ëè-

íåéíûå ïî âðåìåíè ÷ëåíû, êîòîðûå ïðèíÿòî íàçûâàòü âåêîâûìè âîç-
ìóùåíèÿìè .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîäñòàíîâêó âñåõ îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ ðàçëî-
æåíèÿ (61), êðîìå âåêîâîãî ÷ëåíà. Êîýôôèöèåíòû ïðè ñèíóñàõ è êî-
ñèíóñàõ ñòàíóò ïîñòîÿííûìè âåëè÷èíàìè, à àðãóìåíòû ñèíóñîâ è êî-
ñèíóñîâ îáðàòÿòñÿ â èçâåñòíûå ëèíåéíûå ôóíêöèè âðåìåíè, ïîñêîëü-
êó àðãóìåíòû λ1, λ2, ...λm òàêæå ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûìè ëèíåéíûìè
ôóíêöèÿìè âðåìåíè. Â èòîãå ïîäèíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ ïðåâðà-
òÿòñÿ â ñóììó âûðàæåíèé âèäà a sin(σt+C), b cos(σt+C). Èíòåãðè-
ðîâàíèå ïî âðåìåíè t òðèâèàëüíî:∫

a sin(σt+C)dt = − a

σ
cos(σt+C),

∫
b cos(σt+C)dt =

b

σ
sin(σt+C).

Çäåñü êîýôôèöèåíòû a, b, ÷àñòîòû σ è íà÷àëüíûå ôàçû C çàâèñÿò îò
èíäåêñîâ ñóììèðîâàíèÿ. Òåïåðü âèäíî, ÷òî êðîìå âåêîâîãî ÷ëåíà âñå
îñòàëüíûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèè ïîñëå ïîäñòà-

íîâêè èõ â âûðàæåíèÿ äëÿ (A
(1)
i )0, (B

(1)
i )0, à çàòåì ôîðìóëû äëÿ α

(1)
i

è β
(1)
i äàäóò íàì òîëüêî ïåðèîäè÷åñêèå ïî âðåìåíè ÷ëåíû â âîçìó-

ùåíèÿõ âñåõ øåñòè ýëåìåíòîâ. Ïðè ýòîì â ýëåìåíòàõ αi ìû ïîëó÷èì
òîëüêî ïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Ïîñòîÿííîå ñëàãàåìîå (n
(1)
i )0 ïîä èíòåãðàëîì â ôîðìóëå (67) ïî-

ðîæäàåò âåêîâûå âîçìóùåíèÿ â ýëåìåíòàõ βi. Â ýòîé æå ôîðìóëå

êîýôôèöèåíòû

(
∂n

(0)
i

∂αj

)
0

îêàçûâàþòñÿ èçâåñòíûìè ïîñòîÿííûìè êî-

ýôôèöèåíòàìè ïðè óæå íàéäåííûõ âîçìóùåíèÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà â
ýëåìåíòàõ αi . Ïîñêîëüêó ýòè âîçìóùåíèÿ, êàê ôóíêöèè âðåìåíè,
îêàçàëèñü ñèíóñàìè èëè êîñèíóñàìè ëèíåéíûõ ïî âðåìåíè ôóíêöèé,
òî èõ èíòåãðèðîâàíèå ñîãëàñíî ôîðìóëå (67) ñíîâà äàåò òîëüêî ïåðè-
îäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ.
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Â èòîãå çàêëþ÷àåì, ÷òî âîçìóùåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà â ýëåìåíòàõ
a, e, i ñîäåðæàò òîëüêî ïåðèîäè÷åñêèå, à â ýëåìåíòàõ ω,Ω è ôóíêöèè
M � ïåðèîäè÷åñêèå è âåêîâûå âîçìóùåíèÿ.

Ôàêò, ÷òî âîçìóùåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà â áîëüøîé ïîëóîñè íå ñî-
äåðæàò âåêîâûõ ÷ëåíîâ, áûë óñòàíîâëåí Ëàãðàíæåì è ñîñòàâëÿåò âû-
âîä åãî ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðåìû.

4.2. Ñïîñîá Ïóàññîíà

Ðàññìîòðèì îïåðàöèè ïîëó÷åíèÿ âîçìóùåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ìå-
òîäîì ìàëîãî ïàðàìåòðà Ëÿïóíîâà-Ïóàíêàðå (ñì. Ãëàâó 3).

Óðàâíåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû ìû ðàññìàòðè-
âàåì â âèäå

dαi

dt
= A

(1)
i +A

(2)
i + ... ,

dβi

dt
= n

(0)
i + n

(1)
i + ...+B

(1)
i +B

(2)
i + ... , (68)

(i = 1, 2, 3) .

Ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé èùåì â âèäå ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì ìàëûõ ïà-
ðàìåòðîâ, ò. å.

αi = α
(0)
i + α

(1)
i + α

(2)
i + ... ,

βi = β
(0)
i + β

(1)
i + β

(2)
i + ... , (69)

(i = 1, 2, 3) .

Çäåñü âåðõíèå èíäåêñû â êðóãëûõ ñêîáêàõ îçíà÷àþò ïîðÿäîê ìàëî-
ñòè îòíîñèòåëüíî ñîâîêóïíîñòè ïàðàìåòðîâ ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷ëåíà
ðàçëîæåíèÿ.

Âîçìóùåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà â ýëåìåíòàõ αi íàõîäÿòñÿ ïî ôîð-
ìóëàì

α
(2)
i =

∫ (A(2)
i )0 +

3∑
j=1

(
∂A

(1)
i

∂αj

)
0

α
(1)
j +

3∑
j=1

(
∂A

(1)
i

∂βj

)
0

β
(1)
j

 dt+

+α
(2)
i0 (70)

(i = 1, 2, 3) .
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Ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå α
(2)
i0 ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûìè íóëþ, òàê

êàê îíè âõîäÿò â ðåøåíèå óðàâíåíèé (68) àääèòèâíî âìåñòå ñ ïðî-
èçâîëüíûìè ïîñòîÿííûìè, ïîÿâëÿþùèìèñÿ â ÷ëåíàõ äðóãèõ ïîðÿä-
êîâ ìàëîñòè. Ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â (70) îêàçûâàåòñÿ èçâåñòíîé
ôóíêöèåé âðåìåíè. Åñëè ýòó ôóíêöèþ óäàëîñü ïðîèíòåãðèðîâàòü, òî
âîçìóùåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà â ýëåìåíòàõ βi íàéäóòñÿ ïî ôîðìóëå

β
(2)
i =

∫ (B(2)
i )0 +

3∑
j=1

(
∂B

(1)
i

∂αj

)
0

α
(1)
j +

3∑
j=1

(
∂B

(1)
i

∂βj

)
0

β
(1)
j +

+
3∑

j=1

(
∂n

(1)
i

∂αj

)
0

α
(1)
j +

1

2

3∑
j=1

3∑
k=1

(
∂2n

(0)
i

∂αj∂αk

)
0

α
(1)
j α

(1)
k

 dt+ β
(2)
i0 (71)

(i = 1, 2, 3) .

Ðàññìîòðèì â ïîäèíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèÿõ ïîñëåäíèõ äâóõ ôîð-
ìóë ñëàãàåìûå(

∂A
(1)
i

∂βj

)
0

β
(1)
j ,

(
∂B

(1)
i

∂βj

)
0

β
(1)
j (i, j = 1, 2, 3) . (72)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â óðàâíåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáè-
òû âîçìóùàþùåé ôóíêöèè â ôîðìå (61) ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî ëåâûå
ñîìíîæèòåëè â âûðàæåíèÿõ (72) ìîãóò ñîäåðæàòü òîëüêî ïåðèîäè-
÷åñêèå ÷ëåíû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû ïîëó÷èëè ðàíåå, ÷òî â âîçìó-

ùåíèÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà β
(1)
j ìîãóò ñîäåðæàòüñÿ êàê ïåðèîäè÷åñêèå,

òàê è âåêîâûå, ò. å. ëèíåéíûå ïî âðåìåíè ÷ëåíû. Ïðîèçâåäåíèå ïå-
ðèîäè÷åñêèõ ÷ëåíîâ íà âåêîâûå äàñò â ïîäèíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè
ñìåøàííûå ÷ëåíû, ÷òî ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïðèâåäåò ê ïîÿâëåíèþ
â ðåøåíèè ñìåøàííûõ ÷ëåíîâ â âîçìóùåíèÿõ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ñìå-
øàííûìè ÷ëåíàìè ìû íàçûâàåì ïðîèçâåäåíèÿ âèäà t sin at , ãäå t -
âðåìÿ, à a - ïîñòîÿííàÿ. Ïîÿâëåíèå òàêèõ âûðàæåíèé â âîçìóùåíè-
ÿõ âòîðîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïðèìåíÿåìîãî ìåòîäà. Ýòî
íå îçíà÷àåò íåèçáåæíîãî íåîãðàíè÷åííîãî âîçðàñòàíèÿ âîçìóùåíèé
âî âðåìåíè, òàê êàê ìû ïîëó÷àåì òàêèì îáðàçîì òîëüêî íà÷àëüíûå
÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ âîçìóùåíèé ïî ñòåïåíÿì ìàëûõ ïàðàìåòðîâ. Ïîë-
íûé ðÿä, ïðåäñòàâëÿþùèé âîçìóùåíèÿ, ìîæåò îêàçàòüñÿ ðàçëîæåíè-
åì îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè.

Îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâóåò ñïîñîá, îñíîâíàÿ èäåÿ êîòîðîãî áûëà
ïðåäëîæåíà åùå ôðàíöóçñêèì ìàòåìàòèêîì Ïóàññîíîì, ïîçâîëÿþ-
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ùèé èñêëþ÷èòü â ðåøåíèè ñìåøàííûå ÷ëåíû ïî êðàéíåé ìåðå âòîðî-
ãî, à âîçìîæíî è áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ìàëîñòè. Ðàññìîòðèì ýòîò
ñïîñîá â ïðèëîæåíèè ê óðàâíåíèÿì âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ (68).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå âîçìóùåíèÿ ýëåìåíòîâ αi íå ñîäåðæàò âå-
êîâûõ è ñìåøàííûõ ÷ëåíîâ è âñå âîçìóùåíèÿ ýëåìåíòîâ βi íå ñî-
äåðæàò ñìåøàííûõ ÷ëåíîâ ïî êðàéíåé ìåðå äî íåêîòîðîãî ïîðÿäêà
ìàëîñòè. Îäíàêî âîçìóùåíèÿ ýëåìåíòîâ αi ìîãóò ñîäåðæàòü ïåðèî-
äè÷åñêèå, à ýëåìåíòîâ βi � ïåðèîäè÷åñêèå è âåêîâûå ÷ëåíû ëþáûõ
ïîðÿäêîâ. Îáîçíà÷èì ñóììû âåêîâûõ ÷ëåíîâ äàííîãî ïîðÿäêà ìàëî-

ñòè k ÷åðåç α
(k)
i , β

(k)

i à ñóììû ïåðèîäè÷åñêèõ ÷ëåíîâ ïîðÿäêà k ÷åðåç

α̃
(k)
i , β̃

(k)
i . Òåïåðü ïðåäñòàâèì ðàçëîæåíèå èñêîìîãî ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ â âèäå

αi = α
(0)
i + α̃

(1)
i + α̃

(2)
i + ...,

βi = β
(0)

i + β
(1)

i + β
(2)

i + ...+ β̃
(1)
i + β̃

(2)
i + ..., (73)

(i = 1, 2, 3) .

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ïî êðàéíåé ìåðå α
(1)
i = 0 äëÿ i = 1, 2, 3 è

âîçìóùåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà âñåõ ýëåìåíòîâ íå ñîäåðæàò ñìåøàííûõ
÷ëåíîâ.

Ïî ìåòîäó ìàëîãî ïàðàìåòðà íóæíî äåëàòü ðàçëîæåíèå ïðàâûõ
÷àñòåé óðàâíåíèé ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà ïî ñõåìå

f(a+ ε) = f(x)|x=a +
1

1!

(
df

dx

)
x=a

ε+
1

2!

(
d2f

dx2

)
x=a

ε2 + ...,

ãäå a - çíà÷åíèå àðãóìåíòà ôóíêöèè f(x), îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî îò-
ñ÷èòûâàåòñÿ ìàëîå ïðèðàùåíèå ε. Ñîãëàñíî ñïîñîáó Ïóàññîíà öåíòðà-

ìè ðàçëîæåíèÿ (a) ñ÷èòàþòñÿ α
(0)
i è áåñêîíå÷íûå ñóììû β

(0)

i + β
(1)

i +

β
(2)

i + ... âåêîâûõ ÷ëåíîâ, à ïðèðàùåíèÿìè (ε) � áåñêîíå÷íûå ñóììû

α̃
(1)
i + α̃

(2)
i + ... , β̃

(1)
i + β̃

(2)
i + ... ïåðèîäè÷åñêèõ ñëàãàåìûõ.

Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ âìåñòî âûðàæåíèé 72, âõîäÿùèõ â ôîð-
ìóëû äëÿ âîçìóùåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, ìû áóäåì èìåòü(

∂A
(1)
i

∂βj

)
0

β̃
(1)
j ,

(
∂B

(1)
i

∂βj

)
0

β̃
(1)
j (i, j = 1, 2, 3) . (74)

Ýòè âûðàæåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîèçâåäåíèÿ ñóìì ïåðèîäè÷å-
ñêèõ ÷ëåíîâ. Òàêèì îáðàçîì â âîçìóùåíèÿõ âòîðîãî ïîðÿäêà èñêëþ-
÷åíû ñìåøàííûå ÷ëåíû.
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Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè âñå âîçìóùåíèÿ ýëåìåíòîâ αi íå ñîäåð-
æàò âåêîâûõ è ñìåøàííûõ ÷ëåíîâ è âñå âîçìóùåíèÿ ýëåìåíòîâ βi íå
ñîäåðæàò ñìåøàííûõ ÷ëåíîâ ïî êðàéíåé ìåðå äî ïîðÿäêà ìàëîñòè
(k − 1) âêëþ÷èòåëüíî, òî âñå âîçìóùåíèÿ ïîðÿäêà k íå áóäóò ñîäåð-
æàòü ñìåøàííûõ ÷ëåíîâ.

4.3. Âåêîâûå è ñìåøàííûå âîçìóùåíèÿ ýëåìåíòîâ îðáèò ïëà-
íåò è ñïóòíèêîâ

Âîïðîñ î íàëè÷èè â âîçìóùåíèÿõ ýëåìåíòîâ îðáèò ïëàíåò è ñïóò-
íèêîâ âåêîâûõ è ñìåøàííûõ ÷ëåíîâ î÷åíü âàæåí, òàê êàê îò åãî ðåøå-
íèÿ çàâèñÿò âûâîäû îá óñòîé÷èâîñòè Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Âîçìóùå-
íèÿ ìû ìîæåì íàõîäèòü òîëüêî ìåòîäîì ìàëîãî ïàðàìåòðà. Ïîýòîìó
èññëåäîâàòü ìû ìîæåì òîëüêî ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì
ìàëîãî ïàðàìåòðà.

Ïëàíåòíàÿ çàäà÷à
Â àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äâèæåíèÿ áîëüøèõ ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñè-

ñòåìû, êîòîðóþ ñòðîèëè Ëàãðàíæ è Ëàïëàñ, ïî ðàññìàòðèâàåìîìó
âîïðîñó ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, âîçìóùåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè
â áîëüøîé ïîëóîñè a, ýêñöåíòðèñèòåòå e è íàêëîíå i íå ñîäåðæàò âå-
êîâûõ ÷ëåíîâ. Ïî îòíîøåíèþ ê áîëüøîé ïîëóîñè ýòî óòâåðæäåíèå
ïðèíÿòî íàçûâàòü òåîðåìîé Ëàãðàíæà. Äëÿ áîëüøèõ ïëàíåò Ñîëíå÷-
íîé ñèñòåìû â 1809 ãîäó Ïóàññîíó óäàëîñü äîêàçàòü, ÷òî âîçìóùå-
íèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà áîëüøèõ ïîëóîñåé íå ñîäåðæàò âåêîâûõ ÷ëåíîâ.
Ïîïûòêè íàéòè âåêîâûå âîçìóùåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà èëè äîêàçàòü
èõ îòñóòñòâèå äåëàëèñü ìíîãèìè ìàòåìàòèêàìè 19-ãî è 20-ãî âåêîâ.
Îêîí÷àòåëüíî àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ âåêîâûõ âîçìóùåíèé
òðåòüåãî ïîðÿäêà â áîëüøèõ ïîëóîñÿõ ïëàíåò äàë â 1958 ãîäó Ìåôô-
ðóà. Êàçàëîñü áû, ÷òî íàëè÷èå âåêîâûõ âîçìóùåíèé áîëüøèõ ïîëó-
îñåé îðáèò ïëàíåò, à òàêæå ýêñöåíòðèñèòåòîâ è íàêëîíîâ, ìîæåò ñâè-
äåòåëüñòâîâàòü îá îðáèòàëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû.
Îäíàêî åùå Ëàãðàíæ óêàçûâàë íà òî, ÷òî íàëè÷èå âåêîâûõ ÷ëåíîâ
â ðÿäàõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íå
îáÿçàòåëüíî âëå÷åò íåîãðàíè÷åííîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ. Åñëè, íàïðèìåð
îãðàíè÷åííóþ ïî âðåìåíè ôóíêöèþ sin εt ðàçëîæèòü â ñòåïåííîé ðÿä

sin εt = εt− 1

6
ε3t3 + ... ,

òî ëþáîé îòðåçîê ýòîãî ðÿäà ïðåäñòàâèò íåîãðàíè÷åííóþ ôóíêöèþ
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âðåìåíè. Âïîëíå âîçìîæíî, ÷òî ðÿäû, îòðåçêè êîòîðûõ ìû ïîëó÷à-
åì ìåòîäîì ìàëîãî ïàðàìåòðà, ïðåäñòàâëÿþò îãðàíè÷åííûå âîçìó-
ùåíèÿ ýëåìåíòîâ îðáèò ïëàíåò. Êðîìå òîãî, ñõîäèìîñòü ðàññìàòðè-
âàåìûõ ðÿäîâ äîêàçàíà òîëüêî íà îãðàíè÷åííûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè
(ñì. òåîðåìó Ïóàíêàðå â ïðåäûäóùåé ãëàâå). Ïîýòîìó íåëüçÿ îñíîâû-
âàòü íà òàêîì ðåøåíèè êàêèå-ëèáî çàêëþ÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî ñâîéñòâ
äâèæåíèÿ íà áåñêîíå÷íî áîëüøîì èíòåðâàëå âðåìåíè.

Òàêèì îáðàçîì, âûâîäû Ëàãðàíæà è Ïóàññîíà î òîì, ÷òî â áîëü-
øèõ ïîëóîñÿõ îðáèò ïëàíåò íåò âåêîâûõ âîçìóùåíèé ïåðâîãî è âòî-
ðîãî ïîðÿäêîâ, íå ðåøàþò âîïðîñà îá îðáèòàëüíîé óñòîé÷èâîñòè Ñîë-
íå÷íîé ñèñòåìû. Îäíàêî èç ýòèõ âûâîäîâ ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî äàæå
åñëè Ñîëíå÷íàÿ ñèñòåìà è ðàñïàäàåòñÿ, òî ÷ðåçâû÷àéíî ìåäëåííî.

Çàäà÷à î äâèæåíèè ñïóòíèêà íåñôåðè÷íîé ïëàíåòû
Ïðè ìîäåëèðîâàíèè äâèæåíèÿ ñïóòíèêà íåñôåðè÷íîé ïëàíåòû ñè-

ëîâàÿ ôóíêöèÿ ó÷èòûâàåò íå òîëüêî ïðèòÿæåíèå ïëàíåòû, êàê ìàòå-
ðèàëüíîé òî÷êè, íî òàêæå è ïðèòÿæåíèå ìàññ, ðàñïðåäåëåííûõ âíóò-
ðè åå ïîâåðõíîñòè. Â ýòîé ñïóòíèêîâîé çàäà÷å òàêæå, êàê è â ïëà-
íåòíîé çàäà÷å, ïðèìåíÿåòñÿ îáùàÿ ôîðìà ðàçëîæåíèÿ âîçìóùàþùåé
ôóíêöèè (61). Îäíàêî èìåþòñÿ íåêîòîðûå îñîáåííîñòè â ïðèìåíåíèè
ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà ïðè èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé âîçìóùåí-
íîãî äâèæåíèÿ. Îäíà îñîáåííîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âñå áîëü-
øèå ïëàíåòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñæàòûå ó ïîëþñîâ òåëà. Äðóãèå æå
ïðîÿâëåíèÿ íåñôåðè÷íîñòè ïëàíåòû îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííî ìåíü-
øèìè. Ïîñêîëüêó ðàñïðåäåëåíèå ìàññ âíóòðè ïëàíåòû íåèçâåñòíî,
òî ñèëîâóþ ôóíêöèþ âíåøíåãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ïðåäñòàâëÿþò
â ôîðìå ðàçëîæåíèÿ ïî ñïåöèàëüíûì (øàðîâûì èëè ñôåðè÷åñêèì)
ôóíêöèÿì. Â ýòîì ðàçëîæåíèè ìîæíî âûäåëèòü òðè ãðóïïû ñëàãàå-
ìûõ. Ïåðâàÿ ãðóïïà ñîñòîèò èç îäíîãî ÷ëåíà - ñèëîâîé ôóíêöèè ïðè-
òÿæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Ýòî ñëàãàåìîå ïðèíèìàþò â êà÷åñòâå
ñèëîâîé ôóíêöèè â óðàâíåíèÿõ íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ. Âòîðàÿ
ãðóïïà ñëàãàåìûõ îïèñûâàåò ñæàòèå ïëàíåòû. Ïîñêîëüêó ðå÷ü èäåò
íå î ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìå ïëàíåòû, à î åå ãðàâèòàöèîííîì ïîëå,
òî ãîâîðÿò î äèíàìè÷åñêîì ñæàòèè ïëàíåòû. Òðåòüÿ ãðóïïà ñëàãàå-
ìûõ - ýòî âñå îñòàâøèåñÿ ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ. Îíè îïèñûâàþò äðóãèå
ñâîéñòâà äèíàìè÷åñêîé íåñôåðè÷íîñòè ïëàíåòû. Â òåîðèÿõ äâèæåíèÿ
ñïóòíèêîâ ïëàíåò â ðàçëîæåíèè ñèëîâîé ôóíêöèè ÷ëåíû, îïèñûâàþ-
ùèå äèíàìè÷åñêîå ñæàòèå ïëàíåòû, ñ÷èòàþòñÿ ÷ëåíàìè ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà ìàëîñòè. Îñòàëüíûå ÷ëåíû îêàçûâàþòñÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ìà-
ëîñòè. Ýòî âåñüìà òî÷íî ñîîòâåòñòâóåò ãðàâèòàöèîííîìó ïîëþ Çåìëè
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è áëèçêî ãðàâèòàöèîííûì ïîëÿì äðóãèõ áîëüøèõ ïëàíåò. Ïî ýòèì
ïðè÷èíàì, âîçìóùàþùóþ ôóíêöèþ â ñïóòíèêîâîé çàäà÷å ïðåäñòàâ-
ëÿþò â ôîðìå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ

R = R(1) +R(2),

ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå õàðàêòåðèçóåò ñæàòèå ïëàíåòû, à âòîðîå � äðó-
ãèå ñâîéñòâà åå íåñôåðè÷íîñòè. Àíàëîãè÷íî íà äâà ñëàãàåìûõ ðàçëà-
ãàþò ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé äëÿ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû.

Â îáùåì ðàçëîæåíèè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè (61) àðãóìåíòàìè
ñèíóñîâ è êîñíóñîâ áóäóò âåëè÷èíû

Dk1,k2,k3 = k1β1 + k2β2 + k3(β3 − S), (75)

ãäå S - Ãðèíâè÷ñêîå çâåçäíîå âðåìÿ, êîòîðîå ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíîé ëè-
íåéíîé ôóíêöèåé âðåìåíè.

Â äàííîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáè-
òû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

dαi

dt
= A

(1)
i +A

(2)
i ,

dβi

dt
= n

(0)
i +B

(1)
i +B

(2)
i , (76)

(i = 1, 2, 3) .

Çàìåòèì, ÷òî çäåñü ìû ïðèíÿëè êåïëåðîâñêóþ ïðîìåæóòî÷íóþ îðáè-
òó. Ïîýòîìó n2 = n3 = 0.

Óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ïëàíåòû ðåøàþòñÿ
ìåòîäîì ìàëîãî ïàðàìåòðà ïî ñïîñîáó Ïóàññîíà. Ñíà÷àëà íàõîäÿòñÿ
âåêîâûå âîçìóùåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà â ýëåìåíòàõ βi (i = 1, 2, 3), òî
åñòü

β
(1)

i = (B
(1)

i )0(t− t0) = β̇
(1)
i (t− t0) (i = 1, 2, 3) . (77)

Çäåñü Bi ïîëó÷àåòñÿ îò âåêîâîé ÷àñòè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè R, à

β̇
(1)
i îêàçûâàåòñÿ èçâåñòíîé ïîñòîÿííîé. Çàòåì íàõîäÿòñÿ ïåðèîäè÷å-
ñêèå âîçìóùåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà â ýëåìåíòàõ αi è βi (i = 1, 2, 3):

α̃
(1)
i =

∫
(A

(1)
i )0dt (78)

(i = 1, 2, 3) ,
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β̃
(1)
i =

∫ (B(1)
i )0 +

3∑
j=1

(
∂n

(0)
i

∂αj

)
0

α
(1)
j

 dt (79)

(i = 1, 2, 3) .

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ â ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèÿõ îáùèé ÷ëåí âîç-
ìóùåíèé ýëåìåíòîâ áóäåò èìåòü âèä

P (1)

k1(n
(0)
1 + β̇

(1)
1 ) + k2β̇

(1)
2 + k3(β̇

(1)
3 − Ṡ)

(
sin
cos

)
Dk1,k2,k3 , (80)

ãäå äëÿ ðàçíûõ ñëàãàåìûõ áåðåòñÿ ñèíóñ èëè êîñèíóñ îò àðãóìåíòà
Dk1,k2,k3 (75), à P (1) - èçâåñòíûå ïîñòîÿííûå ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëî-
ñòè.

Çàìåòèì, ÷òî â ðàçëîæåíèè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè ñóùåñòâóåò
ñëàãàåìîå, â êîòîðîì k1 = 0, k3 = 0. Òàêèå ñëàãàåìûå íàçûâàþò-
ñÿ äîëãîïåðèîäè÷åñêèìè, ïîñêîëüêó àðãóìåíòîì ñèíóñà èëè êîñèíóñà

áóäåò ìåäëåííî èçìåíÿþùàÿñÿ âåëè÷èíà k2β̇
(1)
2 (t− t0). Ýòî ñëàãàåìîå

äàñò íàì ïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ âèäà

P (1)

k2β̇
(1)
2

(
sin
cos

)
D0,k2,0 . (81)

Çäåñü ìû âèäèì, ÷òî ïðè ïîèñêå âîçìóùåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ìà-
ëîñòè ïîëó÷èëèñü âîçìóùåíèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà. Íà ïåðâûé âçãëÿä
êàæåòñÿ, ÷òî â äàííîé çàäà÷å ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà íåïðèìåíèì.
Îäíàêî çäåñü ïðèðîäà ñäåëàëà íàì "ïîäàðîê". Ïðè âû÷èñëåíèè â âîç-
ìóùàþùåé ôóíêöèè ñëàãàåìîãî, â êîòîðîì k1 = 0, k3 = 0, îêàçûâà-
åòñÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé êîýôôèöèåíò òî÷íî ðàâåí íóëþ. Òàêèì
îáðàçîì, ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà îñòàåòñÿ ïðèìåíèìûì, îäíàêî íà
êàæäîì ýòàïå âû÷èñëåíèé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïîëó÷àåìûõ äîëãîïåðè-
îäè÷åñêèõ âîçìóùåíèé ïîëó÷àåòñÿ íà åäèíèöó ìåíüøå.

Â çàäà÷å î äâèæåíèè ñïóòíèêà íåñôåðè÷íîé ïëàíåòû âîçìóùåíèÿ
ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû èìåþò îäíî î÷åíü âàæíîå ñâîé-
ñòâî. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âîçìóùåíèÿ âñåõ ïîðÿäêîâ ìàëîñòè â ýëåìåí-
òàõ αi èìåþò òîëüêî ïåðèîäè÷åñêèå, à â ýëåìåíòàõ βi (i = 1, 2, 3)
òîëüêî ïåðèîäè÷åñêèå è âåêîâûå ÷ëåíû. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî çàêëþ-
÷åíèÿ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ñòàòüå (Àêñåíîâ, 1966).
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4.4. Âûâîäû Ëàãðàíæà è Ëàïëàñà îá óñòîé÷èâîñòè Ñîëíå÷-
íîé ñèñòåìû

4.4.1. Ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû ïî Ëà-
ãðàíæó

Ïðåæäå, ÷åì èçëàãàòü ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå Ëàãðàíæåì è Ëà-
ïëàñîì, ñëåäóåò óòî÷íèòü, ÷òî ìû èìååì â âèäó ïîä óñòîé÷èâîñòüþ
Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Âûøå ìû óæå óïîòðåáèëè âûðàæåíèå "Ñîëíå÷-
íàÿ ñèñòåìà íå ðàñïàäàåòñÿ". Ýòî î÷åíü áëèçêî ê ñòðîãîìó îðåäå-
ëåíèþ ïîíÿòèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî Ëàãðàíæó. Äâèæåíèå ñèñòåìû ìà-
òåðèàëüíûõ òî÷åê íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì â ñìûñëå Ëàãðàíæà, åñëè
âñå âçàèìíûå ðàññòîÿíèÿ âñåãäà îñòàþòñÿ îãðàíè÷åííûìè, òàê ÷òî íè
îäíà èç òî÷åê íå óäàëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííî äàëåêî îò âñåõ îñòàëüíûõ.

Ïðîâåðèòü, óñòîé÷èâà ëè Ñîëíå÷íàÿ ñèñòåìà â ñìûñëå Ëàãðàíæà,
íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Îäíàêî êëàññèêàì íåáåñíîé ìåõàíèêè
óäàëîñü äîêàçàòü íåêîòîðûå óñëîâíûå ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè.

4.4.2. Ïîïûòêà äîêàçàòü íåóñòîé÷èâîñòü Ñîëíå÷íîé ñèñòå-
ìû

Åñëè íå óäàåòñÿ äîêàçàòü óñòîé÷èâîñòü, òî ìîæåò áûòü ñòîèò ïî-
ïûòàòüñÿ äîêàçàòü íåóñòîé÷èâîñòü Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Äëÿ ýòîãî äî-
ñòàòî÷íî äîêàçàòü íàðóøåíèå îäíîãî èç íåîáõîäèìûõ óñëîâèé óñòîé-
÷èâîñòè. Âûâåäåì çäåñü îäíî èç íåîáõîäèìûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè
ïî Ëàãðàíæó äâèæåíèÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Äëÿ ýòîãî ðàñ-
ñìîòðèì ôîðìóëó Ëàãðàíæà-ßêîáè

d2Ψ

dt2
= 2U + 4h (82)

äëÿ ôóíêöèè

Ψ =
1

m

n∑
i=0

n∑
j=0

′

mimj∆
2
ij (83)

îò âçàèìíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó òî÷êàìè ∆ij (i, j = 0, 1, 2, ..., n) .
Çäåñü mi (i = 0, 1, 2, ..., n) - ìàññû òî÷åê, m - ñóììà âñåõ ìàññ, h åñòü
ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû â åå äâèæåíèè îòíîñèòåëüíî îáùåãî öåíòðà
èíåðöèè, à U - ïîëíàÿ ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû, ò. å.

U =
G

2

n∑
i=0

n∑
j=0

′
mimj

∆ij
. (84)
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Äàæå åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà íåóñòîé-
÷èâà ïî Ëàãðàíæó, òî ìû äîëæíû âñå æå ïîëàãàòü, ÷òî ñèñòåìà ñó-
ùåñòâóåò áåñêîíå÷íî äîëãî, èíà÷å âîîáùå íå÷åãî áóäåò ðàññìàòðè-
âàòü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç âçàèìíûõ ðàññòîÿ-
íèé ∆ij (i, j = 0, 1, 2, ..., n) íå îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, òî åñòü
îñòàåòñÿ îãðàíè÷åííûì. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé
ìèíèìóì ôóíêöèè U íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè. Îáîçíà÷àÿ
ýòîò ìèíèìóì ÷åðåç U , áóäåì èìåòü íåðàâåíòñòâà

0 < U ≤ U , (85)

ñïðàâåäëèâûå äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè.
Èç (82) è (85) ñëåäóåò òàêæå íåðàâåíñòâî

d2Ψ

dt2
≥ 2U + 4h . (86)

Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî íåðàâåíòñòâî äâàæäû ïî âðåìåíè â ïðåäåëàõ îò
t0 äî t. Ïîëó÷èì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

Ψ ≥ Ψ0 + Ψ̇0(t− t0) + (U + 2h)(t− t0)
2 , (87)

ãäå Ψ0 åñòü íà÷àëüíîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû Ψ, à Ψ̇0 � íà÷àëüíîå çíà÷å-
íèå ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè îò âåëè÷èíû Ψ.

Äîïóñòèì, ÷òî h ≥ 0. Òîãäà èç íåðàâåíñòâà (87) ñëåäóåò, ÷òî Ψ
íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò ñî âðåìåíåì, è ñèñòåìà îêàçûâàåòñÿ íåóñòîé-
÷èâîé ïî Ëàãðàíæó. Ñëåäîâàòåëüíî óñëîâèå h < 0 ÿâëÿåòñÿ íåîáõî-
äèìûì óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû â ñìûñëå Ëàãðàíæà.

Èç íàáëþäåíèé ñëåäóåò, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ
h ñèñòåìû Ñîëíöà è áîëüøèõ ïëàíåò â åå äâèæåíèè îòíîñèòåëüíî
èõ îáùåãî öåíòðà èíåðöèè îòðèöàòåëüíà. Ñëåäîâàòåëüíî íåîáõîäè-
ìîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû âûïîëíÿåòñÿ. Îäíàêî
èç ýòîãî åùå íå ñëåäóåò çàêëþ÷àòü, ÷òî Ñîëíå÷íàÿ ñèñòåìà äåéñòâè-
òåëüíî óñòîé÷èâà.

4.4.3 Òåîðåìà Ëàïëàñà îá óñòîé÷èâîñòè Ñîëíå÷íîé ñèñòå-
ìû

Âûøå áûëè ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà âîçìóùåíèé ýëåìåí-
òîâ îðáèò ïëàíåò, äâèæóùèõñÿ ïîä äåéñòâèåì ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà è
âçàèìíîãî ïðèòÿæåíèÿ. Íè êëàññèêàì íåáåñíîé ìåõàíèêè, íè ñîâðå-
ìåííûì èññëåäîâàòåëÿì íå óäàëîñü äîêàçàòü, ÷òî âîçìóùåíèÿ áîëü-
øèõ ïîëóîñåé ïëàíåò ïðåäñòàâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè ôóíêöèÿìè.

64



Îäíàêî èçâåñòíî, ÷òî äàæå åñëè áîëüøèå ïîëóîñè îðáèò è âîçðàñ-
òàþò íåîãðàíè÷åííî, òî ýòî âîçðàñòàíèå î÷åíü ìåäëåííîå. Êîýôôè-
öèåíò âîçðàñòàíèÿ ïðîïîðöèîíàëåí ïî êðàéíåé ìåðå òðåòüåé ñòåïåíè
îòíîøåíèÿ ìàññ ïëàíåò ê ìàññå Ñîëíöà.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû íå îáåñïå÷èâà-
åòñÿ óñòîé÷èâîñòüþ ïî Ëàãðàíæó. Ïëàíåòû ìîãóò ñòîëêíóòüñÿ îäíà
ñ äðóãîé. Êðîìå òîãî, äàæå ïðè ïîñòîÿííûõ áîëüøèõ ïîëóîñÿõ îð-
áèò ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ýêñöåíòðèñèòåòû ïðèáëèçÿòñÿ ê åäèíèöå.
Ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê òàêèì òðàåêòîðèÿì ïëàíåò, êîòîðûå ïåðåñåêà-
þò ïîâåðõíîñòü Ñîëíöà. Â èòîãå âñå ïëàíåòû ìîãóò ïðîñòî óïàñòü íà
Ñîëíöå. Èçó÷åíèåì òàêîé âîçìîæíîñòè çàíèìàëèñü Ëàãðàíæ è Ëà-
ïëàñ.

Ëàïëàñ èçó÷àë âîïðîñ î ïðåäåëàõ èçìåíåíèé ýêñöåíòðèñèòåòîâ è
âçàèìíûõ íàêëîíîâ îðáèò ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû íà áîëüøèõ èí-
òåðâàëàõ âðåìåíè. Îí äîêàçàë òåîðåìó, èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî åñëè
áîëüøèå ïîëóîñè îðáèò ïëàíåò áóäóò âñåãäà áëèçêèìè ê òåì, ÷òî ìû
èìååì ñåé÷àñ, òî ýêñöåíòðèñèòåòû è âçàèìíûå íàêëîíû îðáèò îñòà-
íóòñÿ ñòîëü æå ìàëûìè, ÷òî è ñåé÷àñ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ëàïëàñ èñïîëüçîâàë èíòåãðàëû ïëî-
ùàäåé, ñïðàâåäëèâûå äëÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïëàíåò, ðàññìàòðè-
âàåìûõ âìåñòå ñ Ñîëíöåì êàê ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Ìàññû
ïëàíåò ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé Ñîëíöà m0 ìîæíî ñ÷èòàòü ìàëûìè
âåëè÷èíàìè. Òîãäà â ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ öåíòðîì â Ñîëíöå ñ òî÷-
íîñòüþ äî ïåðâûõ ñòåïåíåé ìàññ ïëàíåò èíòåãðàëû ïëîùàäåé ìîæíî
ïðèáëèæåííî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

n∑
s=1

ms(ysżs − zsẏs) = c′1 ,

n∑
s=1

ms(zsẋs − xsżs) = c′2 , (88)

n∑
s=1

ms(xsẏs − ysẋs) = c′3 ,

ãäå ms (s = 1, ...n) � ìàññû ïëàíåò, xs, ys, zs � èõ êîîðäèíàòû, à
c′1, c

′
2, c

′
3 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿíííûå èíòåãðèðîâàíèÿ.

Âûðàçèì òåïåðü â ðàâåíñòâàõ (88) ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû ÷å-
ðåç îñêóëèðóþùèå ýëåìåíòû êåïëåðîâñêèõ ýëëèïòè÷åñêèõ îðáèò ïëà-
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íåò. Ïîëó÷èì

n∑
s=1

ms
√
µs

√
as(1− e2s) sin is sinΩs = c′1 ,

−
n∑

s=1

ms
√
µs

√
as(1− e2s) sin is cosΩs = c′2 , (89)

n∑
s=1

ms
√
µs

√
as(1− e2s) cos is = c′3 ,

ãäå as, es, is,Ωs � áîëüøèå ïîëóîñè, ýêñöåíòðèñèòåòû, íàêëîíû è äîë-
ãîòû óçëîâ îðáèò ïëàíåò, µs = G(m0 +ms) � ãðàâèòàöèîííûé ïàðà-
ìåòð ñèñòåìû äâóõ òåë Ñîëíöå-ïëàíåòà, à G � óíèâåðñàëüíàÿ ãðàâè-
òàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Ñèñòåìà ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò ñ öåíòðîì â Ñîëíöå è ñ íåèç-
ìåííûìè íàïðàâëåíèÿìè îñåé áûëà âûáðàíà ïðîèçâîëüíî. Òåïåðü âû-
áåðåì îñü z íàïðàâëåííîé âäîëü âåêòîðà ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæå-
íèÿ Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Òîãäà îêàæåòñÿ c′1 = 0, c′2 = 0, c′3 = c , à
ñîîòíîøåíèÿ (89) ïðèìóò âèä

n∑
s=1

ms
√
µs

√
as(1− e2s) sin is sinΩs = 0 ,

n∑
s=1

ms
√
µs

√
as(1− e2s) sin is cosΩs = 0 , (90)

n∑
s=1

ms
√
µs

√
as(1− e2s) cos is = c .

Ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ âåêòîðó ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæå-
íèÿ ïëàíåò, íàçûâàåòñÿ íåèçìåííîé ïëîñêîñòüþ Ëàïëàñà. Íàêëîíû
îðáèò ïëàíåò â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò áóäóò îòñ÷èòûâàòüñÿ
îò ïëîñêîñòè Ëàïëàñà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç a
(0)
s , e

(0)
s , i

(0)
s çíà÷åíèÿ áîëüøèõ ïîëóîñåé, ýêñ-

öåíòðèñèòåòîâ è íàêëîíîâ îðáèò ïëàíåò â íåêîòîðûé íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò âðåìåíè t0.

Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó Ëàïëàñà ñëåäóùèì îáðàçîì:

Åñëè âåëè÷èíû e
(0)
s , i

(0)
s âñå âåñüìà ìàëû, âåëè÷èíû as â òå÷åíèå

íåêîòîðîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè [t0, t0 + T ] âåñüìà ìàëî îòëè÷àþòñÿ
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îò ñâîèõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé a
(0)
s , âåëè÷èíû ms

√
µs

√
a
(0)
s ñóòü âå-

ëè÷èíû îäíîãî è òîãî æå ïîðÿäêà, òî äëÿ âñåõ ìîìåíòîâ âðåìåíè â
ïðîìåæóòêå [t0, t0+T ] âåëè÷èíû es, is áóäóò òàêæå îñòàâàòüñÿ âåñüìà
ìàëûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì as = a
(0)
s + αs (αs ≪ a

(0)
s ) . Ñîãëàñíî

óñëîâèþ òåîðåìû, âñå αs ñóòü ôóíêöèè âðåìåíè, èìåþùèå â ïðîìå-
æóòêå âðåìåíè [t0, t0 + T ] âåñüìà ìàëûå ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ. Ðàçëî-

æèì âûðàæåíèÿ
√
as â ðÿäû Òåéëîðà ïî ìàëûì îòíîøåíèÿì αs/a

(0)
s .

Ïîëó÷èì

√
as =

√
a
(0)
s

(
1 +

αs

a
(0)
s

) 1
2

=

√
a
(0)
s

(
1 +

αs

2a
(0)
s

+ ...

)
.

Ïîäñòàíîâêà ýòèõ âûðàæåíèé â òðåòüþ èç ôîðìóë (90) äàåò

n∑
s=1

ms
√
µs

√
a
(0)
s

√
(1− e2s) cos is = c+ α , (91)

ãäå ÷åðåç α îáîçíà÷åíà íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè, êîòîðàÿ ïîëó-
÷àåòñÿ ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ âñåõ ïîëó÷àþùèõñÿ ÷ëåíîâ ïåðâîãî è áî-

ëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî αs/a
(0)
s . Ýòà ôóíêöèÿ

ïðèíèìåò â ïðîìåæóòêå âðåìåíè [t0, t0 + T ] âåñüìà ìàëûå ÷èñëîâûå
çíà÷åíèÿ è îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè t = t0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç c ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó, îïðåäåëÿåìóþ ôîðìó-
ëîé

n∑
s=1

ms
√
µs

√
a
(0)
s = c . (92)

Âû÷òåì ïî÷ëåííî ðàâåíñòâî (91) èç ðàâåíñòâà (92). Ïîëó÷èì óðàâíå-
íèå

n∑
s=1

ms
√
µs

√
a
(0)
s (1−

√
1− e2s cos is) = c− c− α ,

êîòîðîå ìîæíî òàêæå íàïèñàòü â âèäå

n∑
s=1

ms
√
µs

√
a
(0)
s

sin2 is + e2s cos
2 is

1 +
√
1− e2s cos is

= c̃− α , (93)

ãäå c̃ = c− c.
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Ïîëîæèì â óðàâíåíèè (93) t = t0. Èìåÿ â âèäó, ÷òî α îáðàùàåòñÿ
â íóëü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, íàéäåì

c̃ =
n∑

s=1

ms
√
µs

√
a
(0)
s

sin2 i
(0)
s + e

(0)
s

2
cos2 i

(0)
s

1 +

√
1− e

(0)
s

2
cos i

(0)
s

. (94)

Òåïåðü ìîæíî îöåíèòü âåëè÷èíó êîíñòàíòû c̃. Òàê êàê ïî óñëîâèþ

òåîðåìû âñå e
(0)
s , i

(0)
s âåñüìà ìàëû, à âåëè÷èíû ms

√
µs

√
a
(0)
s ñóòü

âåëè÷èíû îäíîãî è òîãî æå ïîðÿäêà, òî ÷èñëåííîå çíà÷åíèå c̃ òàêæå
áóäåò âåñüìà ìàëî. Òàêèì îáðàçîì èìååì

c̃ ≪ 1 , c̃− α ≪ 1 .

Âîçâðàùàÿñü ê óðàâíåíèþ (93), ìû âèäèì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ðà-
âåíñòâà òàêæå äîëæíà áûòü ìàëîé â ïðîìåæóòêå âðåìåíè [t0, t0+T ].
Ýòî ìîæåò áûòü òîëüêî åñëè âñå es, is îñòàþòñÿ ìàëûìè íà ýòîì æå
ïðîìåæóòêå âðåìåíè. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýêñöåíòðèñèòåòû è íàêëîíû ê ïëîñêîñòè Ëà-

ïëàñà îðáèò áîëüøèõ ïëàíåò âåñüìà ìàëû, à âåëè÷èíû ms
√
µs

√
a
(0)
s

èìåþò çíà÷åíèÿ ïðèáëèçèòåëüíî îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî â âîçìóùåíèÿõ áîëüøèõ ïîëóîñåé ïëàíåò-
íûõ îðáèò íåò âåêîâûõ âîçìóùåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, áîëü-
øèå ïîëóîñè áóäóò ìàëî îòëè÷àòüñÿ îò èõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé â òå-
÷åíèå äëèòåëüíîãî âðåìåíè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ëàïëàñà ýêñ-
öåíòðèñèòåòû è íàêëîíû îðáèò áîëüøèõ ïëàíåò áóäóò ñòîëü æå äîë-
ãî îñòàâàòüñÿ ìàëûìè. Òàê ÷òî ïëàíåòû íå ñìîãóò óïàñòü íà Ñîëíöå.
Îäíàêî ðàñïðîñòðàíèòü ýòîò âûâîä íà êîñìîãîíè÷åñêèå èíòåðâàëû
âðåìåíè íåëüçÿ.

Âûâîäû íà îñíîâå òåîðåìû Ëàïëàñà îêàçûâàþòñÿ ïðèáëèæåííû-
ìè èç-çà òîãî, ÷òî ìû ïðåíåáðåãëè íàëè÷èåì â Ñîëíå÷íîé ñèñòåìå
äðóãèõ íåáåñíûõ òåë, òî åñòü àñòåðîèäîâ è êîìåò. Ïîñêîëüêó ìàññû
ýòèõ òåë âåñüìà ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññàìè áîëüøèõ ïëàíåò, ìîæ-
íî ïîëàãàòü, ÷òî íà îãðàíè÷åííûõ, íî äîñòàòî÷íî äëèòåëüíûõ èíòåð-
âàëàõ âðåìåíè âëèÿíèå ìàëûõ òåë íå èçìåíèò âûâîäîâ î ñîñòîÿíèè
Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû.

4.4.4 Âûâîä ßêîáè î ñîîòíîøåíèè äîëãîò óçëîâ îðáèò â
äâóõïëàíåòíîé ñèñòåìå

Â êëàññè÷åñêèõ òðóäàõ è â íåêîòîðûõ ó÷åáíèêàõ ýòîò âûâîä íà-
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çûâàåòñÿ åùå Òåîðåìîé ßêîáè îá èñêëþ÷åíèè óçëîâ â äâóõ-
ïëàíåòíîé çàäà÷å.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î äâèæåíèè äâóõ ïëàíåò ïîä äåéñòâèåì ïðèòÿ-
æåíèÿ Ñîëíöà è èõ âçàèìíîãî ïðèòÿæåíèÿ. Ïîõîæåé íà òàêóþ ìîäåëü
îêàçûâàåòñÿ ñèñòåìà "Ñîëíöå-Þïèòåð-Ñàòóðí". Äåéñòâèòåëüíî, ìàñ-
ñû äðóãèõ ïëàíåò ñóùåñòâåííî ìåíüøå ìàññ Þïèòåðà è Ñàòóðíà.

Âîçüìåì äâà ïåðâûõ ðàâåíñòâà èç (90) äëÿ ñëó÷àÿ n = 2

m1
√
µ1

√
a1(1− e21) sin i1 sinΩ1 +m2

√
µ2

√
a2(1− e22) sin i2 sinΩ2 = 0 ,

(95)

m1
√
µ1

√
a1(1− e21) sin i1 cosΩ1 +m2

√
µ2

√
a2(1− e22) sin i2 cosΩ2 = 0 .

Ïåðåïèøåì èõ â âèäå

m1
√
µ1

√
a1(1− e21) sin i1 sinΩ1 = −m2

√
µ2

√
a2(1− e22) sin i2 sinΩ2 ,

m1
√
µ1

√
a1(1− e21) sin i1 cosΩ1 = −m2

√
µ2

√
a2(1− e22) sin i2 cosΩ2 .

Òåïåðü ðàçäåëèâ ïî÷ëåííî ïåðâîå ðàâåíñòâî íà âòîðîå, ïîëó÷èì ñî-
îòíîøåíèå, âïåðâûå âûâåäåííîå ßêîáè:

tg Ω1 = tgΩ2 . (96)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (96) ñëåäóåò, ÷òî ëèáî äîëæíî áûòü Ω1 = Ω2, ëèáî
Ω1 = Ω2 ± 180◦. Â ïåðâîì ñëó÷àå îáà ñëàãàåìûõ â êàæäîì èç óðàâíå-
íèé (95) èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè, è èõ ñóììà íå ìîæåò áûòü ðàíîé
íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, îñòàåòñÿ âàðèàíò

Ω1 = Ω2 ± 180◦. (97)

Èç ðàâåíñòâà (97) ñëåäóåò ñëåäóþùåå ñâîéñòâî äâèæåíèÿ äâóõ ïëàíåò.
Åñëè çà îñíîâíóþ ïëîñêîñòü âçÿòà íåèçìåíÿåìàÿ ïëîñêîñòü Ëà-

ïëàñà, òî íàïðàâëåíèå íà âîñõîäÿùèé óçåë îäíîé ïëàíåòû ñîâïàäàåò
ñ íàïðàâëåíèåì íà íèñõîäÿùèé óçåë äðóãîé ïëàíåòû.

Ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ òî÷íî â ðàìêàõ çàäà÷è î äâèæåíèè äâóõ
ïëàíåò.

4.5. Êëàññèôèêàöèÿ âîçìóùåíèé â äâèæåíèè ïëàíåò

Ðàññìîòðèì â îáùåì âèäå ïðîöåññ îïðåäåëåíèÿ âîçìóùåíèé ðàç-
ëè÷íûõ ïîðÿäêîâ â ýëåìåíòàõ îðáèò ïëàíåò ìåòîäîì ìàëîãî ïàðà-
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ìåòðà Ëÿïóíîâà-Ïóàíêàðå. Áóäåì èñõîäèòü èç îáùåãî âèäà ðàçëîæå-
íèÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèè (61). Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì âîç-
ìóùåíèé îðáèòû îäíîé ïëàíåòû, îáóñëîâëåííûõ ñèëîé ïðèòÿæåíèÿ
äðóãîé. Â ýòîì ñëó÷àå â ôîðìóëå (61) λ1 = M ′, λ2 = ω′, λ2 = Ω′

ñóòü òàêèå æå âåëè÷èíû, êàê è M,ω,Ω, íî îòíîñÿùèåñÿ ê âîçìóùà-
þùåé ïëàíåòå. Â ÷àñòíîñòè, Ṁ ′ = n′ åñòü ñðåäíåå äâèæåíèå âîçìó-
ùàþùåé ïëàíåòû. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé äëÿ âîçìóùåíèé
êàêîãî-ëèáî ïîðÿäêà â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ áóäóò ïîëó÷àòüñÿ
âîçìóùåíèÿ âèäà

C(m)

σ
cosD,

S(m)

σ
sinD ,

ãäå
D = k1M + k2ω + k3Ω+ j1M

′ + j2ω
′ + j3Ω

′ ,

σ = Ḋ = k1n+ k2ω̇ + k3Ω̇ + j1n
′ + j2ω̇

′ + j3Ω̇
′ ,

à C(m), S(m) çàâèñÿò îò îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ îðáèò âîçìóùàåìîé è
âîçìóùàþùåé ïëàíåò, à òàêæå ñîäåðæàò ìíîæèòåëÿìè ìàëûé ïàðà-
ìåòð â ñòåïåíè m .

Â âûðàæåíèè äëÿ σ ñêîðîñòè èçìåíåíèé ýëåìåíòîâ ω̇, Ω̇, ω̇′, Ω̇′

ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñî ñðåäíèìè äâèæåíèÿìè n, n′, ïîñêîëüêó âûçâà-
íû âçàèìíûìè âîçìóùåíèÿìè ïëàíåò. Ïîýòîìó ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ
σ îïðåäåëÿþòñÿ â îñíîâíîì ñëàãàåìûìè k1n + j1n

′. Ïðè ñóììèðîâà-
íèè èíäåêñû k1, j1 ìîãóò èìåòü ðàçíûå çíàêè. Ïðè íåêîòîðûõ çíà-
÷åíèÿõ ñðåäíèõ äâèæåíèé ìîãóò íàéòèñü òàêèå èíäåêñû k1, j1, ÷òî
k1n + j1n

′ = 0. Ïðàêòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó-
÷àÿõ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ïëàíåò âåëè÷èíà σ áëèçêà ê íóëþ è
íàçûâàåòñÿ ìàëûì çíàìåíàòåëåì. Âåëè÷èíà âîçìóùåíèè â ýòèõ ñëó-
÷àÿõ ìîæåò áûòü âåñüìà áîëüøîé. Äâèæåíèå ïëàíåò, ïðè êîòîðîì
k1n + j1n

′ áëèçêî ê íóëþ íàçûâàåòñÿ ðåçîíàíñíûì. Ñàìî ñîîòíîøå-
íèå k1n+ j1n

′ = 0 íàçûâàåòñÿ ðåçîíàíñíûì ñîîòíîøåíèåì.
Ïîñêîëüêó ýêöåíòðèñèòåòû e, e′, à òàêæå âçàèìíûé íàêëîí îðáèò

J äëÿ áîëüøèõ ïëàíåò, ìàëû, òî äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê îáû÷íî
èñïîëüçóþòñÿ ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ìàëûõ ïàðàìåòðîâ e, e′, ν =
sin2 J

2 . Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî âûøå, â âîçìóùåíèÿõ ìîãóò ïîÿâ-
ëÿòüñÿ ñëàãàåìûå, ïðîïîðöèîíàëüíûå öåëûì ïîëîæèòåëüíûì ñòåïå-
íÿì âðåìåíè t. Â ïðîöåññå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà èí-
òåãðèðîâàíèå ïî âðåìåíè âûðàæåíèé cosD, sinD ìîæåò âûïîëíÿòü-
ñÿ ìíîãîêðàòíî. Â ñèëó âñåõ óêàçàííûõ îáñòîÿòåëüñòâ âîçìóùåíèÿ
êàæäîãî èç ýëåìåíòîâ îðáèòû ïëàíåòû áóäóò ïðåäñòàâëåíû ñóììîé

70



ñëàãàåìûõ ñëåäóþùåãî îáùåãî âèäà:

A(m)tpeαe′
α′
νβ

σq1
1 σq2

2 ...

(
sin
cos

)
D . (98)

Êàê ñóììà âñåõ ïîëó÷åííûõ ñëàãàåìûõ, òàê è êàæäîå èç ñëàãàåìûõ
íàçûâàþòñÿ âîçìóùåíèÿìè èëè íåðàâåíñòâàìè ñîîòâåòñòâóþùåãî îð-
áèòàëüíîãî ýëåìåíòà. Â ñóììå âñòðåòèòñÿ ñëàãàåìîå, â êîòîðîì

k1 = k2 = k3 = j1 = j2 = j3 = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, D = 0 .

Òàêîå ñëàãàåìîå íàçûâàåòñÿ âåêîâûì âîçìóùåíèåì. Åñëè p = 0, òî
âîçìóùåíèå íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, à åñëè p ̸= 0 è D ̸= 0 � òî
ñìåøàííûì. Êîýôôèöèåíò A(m) çàâèñèò îò áîëüøèõ ïîëóîñåé îðáèò
ïëàíåò è èìååò ïîðÿäîê ìàëîñòè m.

Â ïðîöåññå ïîëó÷åíèÿ âîçìóùåíèé, à åùå ëó÷øå ïåðåä ýòèì, âàæ-
íî âûÿñíèòü, êàêèå èç âîçìóùåíèé áóäóò íàèáîëåå çíà÷èòåëüíûìè,
à êàêèìè ìîæíî â äàííîé çàäà÷å ïðåíåáðå÷ü. Äëÿ îöåíêè âàæíîñòè
îòäåëüíûõ âîçìóùåíèé óïîòðåáëÿåòñÿ íåñêîëüêî õàðàêòåðèñòèê.

Ïðåæäå âñåãî ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ïîðÿäîê âîçìóùåíèÿ m. ×åì íè-
æå ïîðÿäîê, òåì áîëüøå ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ âëèÿíèå ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî âîçìóùåíèÿ.

Äðóãàÿ âàæíàÿ õàðàêòåðèñòèêà � ýòî ñòåïåíü âîçìóùåíèÿ, îïðå-
äåëÿåìàÿ ñóììîé ñòåïåíåé α + α′ + β. Ïðè ìàëûõ ýêñöåíòðèñèòåòàõ
è âçàèìíîì íàêëîíå îðáèò âêëàä ñîîòâåòñòâóþùåãî âîçìóùåíèÿ ñó-
ùåñòâåííî çàâèñèò îò åãî ñòåïåíè.

Â ñëó÷àÿõ äâèæåíèÿ ïëàíåò, áëèçêîãî ê ðåçîíàíñó, âêëàä âîçìó-
ùåíèé, â êîòîðûõ σ1, σ2, ... ìàëû, îêàçûâàåòñÿ î÷åíü áîëüøèì. Âàæ-
íîé õàðàêòåðèñòèêîé âîçìóùåíèÿ ñòàíîâèòñÿ ñóììàðíàÿ ñòåïåíü ìà-
ëûõ äåëèòåëåé q = q1 + q2 + ....

Î÷åâèäíà âàæíîñòü âåêîâûõ âîçìóùåíèé. Èõ âëèÿíèå òåì áîëüøå,
÷åì áîëüøå ñòåïåíü p.

Ïóàíêàðå ïîêàçàë, ÷òî âàæíîñòü îòäåëüíûõ âîçìóùåíèé â äàííîé
çàäà÷å îïðåäåëÿåòñÿ åùå äâóìÿ õàðàêòåðèñòèêàìè. Ðàçíîñòü m − p
îí íàçâàë ðàíãîì âîçìóùåíèÿ, à ðàçíîñòü m − 1

2p − 1
2q � êëàññîì

âîçìóùåíèÿ. Ïóàíêàðå äîêàçàë, ÷òî êàæäàÿ èõ ýòèõ õàðàêòåðèñòèê
íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíîé, åñëè îòñóòñòâóþò ðåçîíàíñû ìåæäó
îðáèòàëüíûìè äâèæåíèÿìè.

Âàæíîñòü ó÷åòà òåõ èëè èíûõ âîçìóùåíèé çàâèñèò îò ïîñòàâëåí-
íîé çàäà÷è, â ÷àñòíîñòè îò èíòåðâàëà âðåìåíè, íà êîòîðîì ìîäåëè-
ðóåòñÿ äâèæåíèå ïëàíåò.
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Äëÿ íå î÷åíü áîëüøèõ ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè âàæíåéøèìè ÿâëÿ-
þòñÿ âîçìóùåíèÿ íàèáîëåå íèçêèõ ïîðÿäêîâ. Äëÿ áîëåå çíà÷èòåëü-
íûõ èíòåðâàëîâ âðåìåíè âåëè÷èíà âîçìóùåíèÿ ìîæåò çàâèñåòü óæå
îò åãî êëàññà, à äëÿ î÷åíü áîëüøèõ èíòåðâàëîâ âðåìåíè ïîðÿäêà äå-
ñÿòêîâ òûñÿ÷ è áîëåå ëåò âëèÿíèå âîçìóùåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ðàíãîì.
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Ãëàâà 5.Ìåòîä Ëàãðàíæà-Ëàïëàñà îïðåäåëåíèÿ âåêîâûõ âîç-
ìóùåíèé ïëàíåò

5.1. Ýëåìåíòû Ëàãðàíæà

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ðàññìîòðåíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îòíî-
ñèòåëüíî êåïëåðîâûõ ýëåìåíòîâ. Ýòè óðàâíåíèÿ íàçûâàþò óðàâíåíè-
ÿìè Ëàãðàíæà â îñêóëèðóþùèõ ýëåìåíòàõ. Ðàññìîòðèì îäíî âàæíîå
îáñòîÿòåëüñòâî, ñâÿçàííîå ñ ýòèìè óðàâíåíèÿìè. Äåëî â òîì, ÷òî â
íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ýòè óðàâíåíèÿ íå ãîäÿòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è.
Èõ íóæíî çàìåíèòü äðóãèìè. Ðàññìîòðèì ýòî ïîäðîáíåå.

Äëÿ óäîáñòâà âîñïðèÿòèÿ âîñïðîèçâåäåì çäåñü ðàññìîòðåííûå âû-
øå îïðåäåëåíèÿ êåïëåðîâûõ ýëåìåíòîâ.

n � ñðåäíåå äâèæåíèå, ðàçìåðíîñòü ðàäèàí/åä.âðåìåíè;
e � ýêñöåíòðèñèòåò, áåçðàçìåðíûé;
i � íàêëîí (óãîë ìåæäó âåêòîðîì ìîìåíòà êîëè÷åñòâà

äâèæåíèÿ è îñüþ z), ðàä.;
M0 � ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ â ýïîõó ( çíà÷åíèå ñðåäíåé àíîìà-

ëèè M â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíèè � ýïîõó ), ðàä.;
ω � óãëîâîå ðàññòîÿíèå ïåðèöåíòðà îò âîñõîäÿùåãî óçëà

îðáèòû, ðàä.;
Ω � äîëãîòà âîñõîäÿùåãî óçëà îðáèòû (óãîë â ïëîñêîñòè

Oxy ìåæäó îñüþ àáñöèññ x è ëèíèåé óçëîâ), ðàä.;
t0 � íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè � ýïîõà ýëåìåíòîâ;
t � òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè, íà êîòîðûé âû÷èñëÿþòñÿ

êîîðäèíàòû òåëà.
Ïðèìåíÿþòñÿ òàêæå êîìáèíàöèè êåïëåðîâûõ ýëåìåíòîâ

ϖ = ω +Ω � äîëãîòà ïåðèöåíòðà, ðàä.;
ε = ω +Ω+M0 � ñðåäíÿÿ äîëãîòà â ïîõó, ðàä.
Âîñïðîèçâåäåì çäåñü òîëüêî òðè èç øåñòè óðàâíåíèé Ëàãðàíæà

dM

dt
= n− 2

na

∂R

∂a
− 1− e2

ena2
∂R

∂e
,

dω

dt
=

√
1− e2

ena2
∂R

∂e
− cos i

na2
√
1− e2 sin i

∂R

∂i
, (99)

dΩ

dt
=

1

na2
√
1− e2 sin i

∂R

∂i
.

Ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ óðàâíåíèé èìåþò îñîáåííîñòè òèïà ïîëþñîâ ïðè
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e = 0 è i = 0. Ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ íóëåâûõ ýêñöåíòðè-
ñèòåòîâ è íàêëîíîâ íå áûâàåò, îäíàêî ïðè ìàëûõ ýêñöåíòðèñèòåòàõ
è íàêëîíàõ âîçíèêàþò âû÷èñëèòåëüíûå òðóäíîñòè è ïîòåðÿ òî÷íî-
ñòè âû÷èñëåíèé. Ëàãðàíæ ñäåëàë çàìåíó ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé
îðáèòû, êàê èñêîìûõ ôóíêöèé â óðàâíåíèÿõ âîçìóùåííîãî äâèæå-
íèÿ, êîòîðàÿ ïîçâîëèëà èçáåæàòü óêàçàííûõ âûøå îñîáåííîñòåé â
óðàâíåíèÿõ ïðè e = 0 è i = 0. Íîâûå ïåðåìåííûå h, k, p, q ñâÿçàíû ñ
êåïëåðîâñêèìè ýëåìåíòàìè ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

h = e sinϖ, k = e cosϖ,

p = tg i sinΩ, q = tg i cosΩ. (100)

Ýëåìåíû h, k íàçûâàþò åùå ýêñöåíòðè÷åñêèìè, à ýëåìåíòû p, q � îá-
ëè÷åñêèìè.

Óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ Ëàãðàíæà èìåþò âèä

dh

dt
= a1

∂R

∂k
− ha2

∂R

∂ε
+ ka3

∂R

∂i
,

dk

dt
= −a1

∂R

∂h
− ka2

∂R

∂ε
− ha3

∂R

∂i
,

dp

dt
= b1

∂R

∂q
− pb2

(
∂R

∂π
+

∂R

∂ε

)
,

dq

dt
= −b1

∂R

∂p
− qb2

(
∂R

∂π
+

∂R

∂ε

)
, (101)

ãäå

a1 =

√
1− h2 − k2

na2
, a2 =

√
1− h2 − k2

na2(1 +
√
1− h2 − k2)

, (102)

a3 =
1

na2
√
1− h2 − k2

√√
1 + p2 + q2 − 1√
1 + p2 + q2 + 1

, (103)

b1 =
(1 + p2 + q2)3/2

na2
√
1− h2 − k2

, (104)

b2 =
(1 + p2 + q2)1/2

na2[1 + (1 + p2 + q2)−1/2]
√
1− h2 − k2

. (105)

Ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ óðàâíåíèé ñîäåðæàò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò âîç-
ìóùàþùåé ôóíêöèè R ïî êåïëåðîâñêèì ýëåìåíòàì. Ýòè ïðîèçâîäíûå
ìîæíî âçÿòü çàðàíåå, åùå äî çàìåíû ïåðåìåííûõ.
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Ýëåìåíòû a è M0, à òàêæå óðàâíåíèÿ äëÿ íèõ îñòàþòñÿ íåèçìåí-
íûìè.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ìàëûõ ýêñöåíòðèñèòåòàõ è íàêëîíàõ îðáèòû
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü âîçìóùåíèÿ ýëåìåíòîâ Ëàãðàíæà â âèäå ðÿ-
äîâ ïî ñòåïåíÿì ýòèõ ìàëûõ âåëè÷èí. Çàäàâàÿñü íåêîòîðîé òî÷íî-
ñòüþ âû÷èñëåíèé, ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ÷ëåíàìè îïðåäåëåííîãî ïî-
ðÿäêà ìàëîñòè. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî êîýôôèöèåíòû a1, a2, b1, b2 èìåþò
íóëåâîé, à êîýôôèöèåíò a3 � ïåðâûé ïîðÿäîê ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî
ìàëûõ ýêñöåíòðèñèòåòà è íàêëîíà îðáèòû.

5.2. Îïðåäåëåíèå âåêîâûõ âîçìóùåíèé ïëàíåò

Êëàññèêè íåáåñíîé ìåõàíèêè ïûòàëèñü â ïåðâóþ î÷åðåäü ñäåëàòü
êàêèå-íèáóäü çàêëþ÷åíèÿ îá óñòîé÷èâîñòè Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Áû-
ëî ÿñíî, ÷òî ïðè âçàèìíûõ âîçìóùåíèÿõ ïëàíåò êîíôèãóðàöèè îðáèò
íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè îïðåäåëÿþòñÿ âåêîâûìè âîçìóùå-
íèÿìè îðáèòàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ìà-
ëîãî ïàðàìåòðà äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâè-
æåíèÿ â ýëåìåíòàõ îðáèò ïëàíåò ïîëó÷àþòñÿ âåêîâûå âîçìóùåíèÿ
ðàçíûõ ïîðÿäêîâ ìàëîñòè. Èç ïðîöåäóðû ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ìàëîãî
ïàðàìåòðà îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âåêîâûå âîçìóùåíèÿ íàèíèçøåãî ïîðÿä-
êà ïîðîæäàþòñÿ âåêîâûì ÷ëåíîì â ðàçëîæåíèè âîçìóùàþùåé ôóíê-
öèè. Ïî êëàññèôèêàöèè Ïóàíêàðå ýòî âîçìóùåíèÿ íóëåâîãî ðàíãà.
Ìîæíî ïîïûòàòüñÿ âû÷èñëèòü ñðàçó âñå âîçìóùåíèÿ íóëåâîãî ðàíãà,
îñòàâëÿÿ â ðàçëîæåíèè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè òîëüêî âåêîâîé ÷ëåí
è èíòåãðèðóÿ ïîëó÷àåìûå òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèÿ. Ïîñòðîèòü òî÷-
íîå ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé íåâîçìîæíî, îäíàêî èñïîëüçóÿ ìàëîñòü
ýêñöåíòðèñèòåòîâ è íàêëîíîâ îðáèò ïëàíåò ìîæíî çàìåíèòü òî÷íûå
óðàâíåíèÿ íåêîòîðûì ïðèáëèæåííûì èõ âàðèàíòîì, äîïóñêàþùèì
òî÷íîå ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó ïðè ýòîì íå èñïîëüçóþòñÿ ðàçëîæåíèÿ
ïî ìàëûì ìàññàì ïëàíåò, òî òàêîå ðåøåíèå äàñò íàì âñå âîçìóùåíèÿ
íóëåâîãî ðàíãà.

Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà âåêîâûå âîçìóùåíèÿ íóëåâîãî ðàíãà â áîëü-
øèõ ïîëóîñÿõ îðáèò îòñóòñòâóþò. Âëèÿíèåì ïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùå-
íèé áîëüøèõ ïîëóîñåé îðáèò íà êîíôèãóðàöèþ ïëàíåòíîé ñèñòåìû,
ïî ñðàâíåíèþ ñ âëèÿíèåì íà íåå âîçìóùåíèé äðóãèõ ýëåìåíòîâ, ìû
ìîæåì ïðåíåáðå÷ü. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü áîëüøèå ïîëóîñè ïîñòî-
ÿííûìè. Âîçìóøåíèÿ â ñðåäíåé àíîìàëèè M íå èçìåíÿþò ðàçìåð,
ôîðìó è ïëîñêîñòü îðáèòû ïëàíåòû è íà óñòîé÷èâîñòü Ñîëíå÷íîé
ñèñòåìû íèêàê íå âëèÿþò. Ïîýòîìó ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðå-
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íèåì âåêîâûõ âîçìóùåíèé òîëüêî â îñòàëüíûõ ÷åòûðåõ ýëåìåíòàõ
îðáèò.

Åñëè çà îñíîâíóþ ïëîñêîñòü ïðèíÿòü ïëîñêîñòü Ëàïëàñà Ñîëíå÷-
íîé ñèñòåìû, òî äåéñòâèòåëüíî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýêñöåíòðèñèòåòû è
íàêëîíû îðáèò ïî êðàéíåé ìåðå âîñüìè áîëüøèõ ïëàíåò äîñòàòî÷íî
ìàëû. Ðåøåíèå ïîëó÷èòñÿ òåì áîëåå òî÷íûì, ÷åì ìåíüøèìè áóäóò
çíà÷åíèÿ ýêñöåíòðèñèòåòîâ è íàêëîíîâ îðáèò. Ïîýòîìó ïðèäåòñÿ ïå-
ðåéòè îò êåïëåðîâñêèõ îñêóëèðóþùèõ ýëåìåíòîâ ê ýêñöåíòðè÷åñêèì
è îáëè÷åñêèì ýëåìåíòàì Ëàãðàíæà. Óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ëàãðàí-
æåâûõ ýëåìåíòîâ íå èìåþò îñîáåííîñòåé ïðè íóëåâûõ ýêñöåíòðèñè-
òåòàõ è íàêëîíàõ îðáèò.

Ñëåäóÿ ïî óêàçàííîìó ïóòè íóæíî ïðåæäå âñåãî ïîëó÷èòü ðàç-
ëîæåíèå âåêîâîé ÷àñòè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè ïî ñòåïåíÿì ýñöåí-
òðèñèòåòîâ è íàêëîíîâ îðáèò. Çäåñü ìû âîçüìåì ãîòîâûé ðåçóëüòàò,
âûâåäåííûé â ó÷åáíèêå Ì.Ô.Ñóááîòèíà (1968). Áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ñîâîêóïíîñòü n ïëàíåò. Çàïèøåì ðàçëîæåíèå âåêîâîé ÷àñòè âîçìó-
ùàþùåé ôóíêöèè, îáóñëîâëåííîé âîçìóùåíèÿìè ýëåìåíòîâ îðáèòû
ïëàíåòû íîìåð µ ïîä äåéñòâèåì ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû íîìåð ν â âèäå

Rµ,ν = Gmν{Mµ,ν +Nµ,ν [e
2
µ + e2ν − tg2 iµ − tg2 iν +

+2 tg iµ tg iν cos(Ων − Ωµ)]− 2Pµ,νeµeν cos(ϖν −ϖµ) + ...} (106)

èëè

Rµ,ν = Gmν{Mµ,ν +Nµ,ν [h
2
µ + h2

ν + k2µ + k2ν − p2µ − p2ν − q2µ −
−q2ν + 2(pµpν + qµqν)]− 2Pµ,ν(hµhν + kµkν) + ...} . (107)

Çäåñü ÷åðåç Mµ,ν , Nµ,ν , Pµ,ν îáîçíà÷åíû ôóíêöèè îò aµ, aν , ñèììåò-
ðè÷íûå îòíîñèòåëüíî ýòèõ âåëè÷èí. Òàêèì îáðàçîì, èìååì Mµ,ν =
Mν,µ, Nµ,ν = Nν,µ, Pµ,ν = Pν,µ.

Äëÿ áîëüøåé ïðîñòîòû ôîðìóë ïðåäïîëîæèì, ÷òî âðåìÿ t îòñ÷è-
òûâàåòñÿ îò íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè � ýïîõè ýëåìåí-
òîâ òàê, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò t = 0.

Äàëåå, ÷òîáû ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äëÿ ýêñöåíòðè-
÷åñêèõ è îáëè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ Ëàãðàíæà, îãðàíè÷èìñÿ â ðàçëîæå-
íèè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè âûïèñàííûìè çäåñü ÷ëåíàìè. Òîãäà ñ
ïðèíÿòîé òî÷íîñòüþ ñàìè óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì
âèäå:

dhµ

dt
=

1

nµa2µ

∂Rµ

∂kµ
,

dkµ
dt

= − 1

nµa2µ

∂Rµ

∂hµ
, (108)
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dpµ
dt

=
1

nµa2µ

∂Rµ

∂qµ
,

dqµ
dt

= − 1

nµa2µ

∂Rµ

∂pµ
, (109)

ãäå

Rµ =
n∑

ν=1

′

Rµ,ν (µ = 1, 2, ..., n) , (110)

Øòðèõ ó çíàêà ñóììû îçíà÷àåò, ÷òî ïðîïóùåíî ñëàãàåìîå ïðè ν = µ.
Ïîñòðîåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ îêàçûâàþòñÿ ëèíåéíû-
ìè îòíîñèòåëüíî èñêîìûõ ôóíêöèé hµ, kµ, pµ, qµ (µ = 1, 2, ..., n).

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ Rµ,ν (107) â ôîðìóëó (110), à íàéäåí-
íîå òàêèì îáðàçîì âûðàæåíèå äëÿ Rµ â óðàâíåíèÿ (108). Ïîëó÷èì

dhµ

dt
=

(
2G

nµa2µ

n∑
ν=1

mνNµν

)
kµ −

n∑
ν=1

′(
2G

nµa2µ
mνPµν

)
kν ,

dkµ
dt

= −

(
2G

nµa2µ

n∑
ν=1

mνNµν

)
hµ +

n∑
ν=1

′(
2G

nµa2µ
mνPµν

)
hν .

Îáîçíà÷àÿ

Aµ,µ =
2G

nµa2µ

n∑
ν=1

mνNµν , Aµ,ν =
2G

nµa2µ
mνPµν (ν ̸= µ) , (111)

ïîñëåäíèå äâà óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

dhµ

dt
= Aµ,µkµ −

n∑
ν=1

′

Aµ,νkν ,

dkµ
dt

= −Aµ,µhµ +

n∑
ν=1

′

Aµ,νhν , (112)

Â ðåçóëüòàòå àíàëîãè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé óðàâíåíèé (109) ïîëó-
÷èì

dpµ
dt

= −Aµ,µqµ +

n∑
ν=1

′

Bµ,νqν ,

dqµ
dt

= Aµ,µpµ −
n∑

ν=1

′

Bµ,νpν , (113)
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ãäå

Bµ,ν =
2G

nµa2µ
mνNµν (ν ̸= µ) .

Ïîñêîëüêó ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî áîëüøèå ïîëóîñè ïëàíåò ïîñòî-
ÿííû, êîýôôèöèåíòû Aµ,µ, Aµ,ν è Bµ,ν òàêæå áóäóò ïîñòîÿííûìè. Â
èòîãå ïîëó÷àåì äâå ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè (112), (113).

Ðåøàþò òàêèå óðàâíåíèÿ ñëåäóþùèì ìåòîäîì. Ñíà÷àëà íàõîäèì
÷àñòíûå ðåøåíèÿ. Äëÿ óðàâíåíèé (112) ÷àñòíûå ðåøåíèÿ áóäåì èñ-
êàòü â âèäå

hµ = q(µ) sin(gt+ βµ) , kµ = q(µ) cos(gt+ βµ) ,

ãäå q(µ), g, βµ � íåîïðåäåëåííûå ïîñòîÿííûå. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ôóíêöèè
âðåìåíè â óðàâíåíèÿ (112), ïîëó÷èì

q(µ)g cos(gt+ βµ) = Aµ,µq
(µ) cos(gt+ βµ)−

−
n∑

ν=1

′

Aµ,νq
(ν) cos(gt+ βν) , (114)

−q(µ)g sin(gt+ βµ) = −Aµ,µq
(µ) sin(gt+ βµ) +

+

n∑
ν=1

′

Aµ,νq
(ν) sin(gt+ βν) . (115)

Ïîñòîÿííûå βµ áûëè äî ñèõ ïîð ïðîèçâîëüíûìè. Ïîñêîëüêó ìû èùåì
÷àñòíûå ðåøåíèÿ, òî ïîëîæèì èõ âñå ðàâíûìè íåêîòîðîé îäíîé ïðî-
èçâîëüíîé ïîñòîÿííîé β, ò. å. βµ = β (µ = 1, 2, ....n). Òîãäà, ñîêðàùàÿ
â ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé (114) íà cos(gt+ β) , à â ëåâûõ è
ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé (115) íà sin(gt+ β), ïîëó÷èì îäíó è òó æå
ñèñòåìó óðàâíåíèé

(A1,1 − g)q(1) −A1,2q
(2) − ...−A1,nq

(n) = 0 ,

−A2,1q
(1) + (A2,2 − g)q(2) − ...−A2,nq

(n) = 0 , (116)

...

−An,1q
(1) −An,2q

(2) − ...+ (An,n − g)q(n) = 0 ,

îòíîñèòåëüíî ïîñòîÿííûõ q(µ), g.
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Ñäåëàåì â óðàâíåíèÿõ (116) çàìåíó èñêîìûõ âåëè÷èí ïî ôîðìóëå

q(µ) =
1

aµ
√
mµnµ

L(µ) (µ = 1, 2, ..., n) . (117)

Çàòåì êàæäîå èç óðàâíåíèé ñ íîìåðîì µ óìíîæèì íà aµ
√
mµnµ. Ïî-

ëó÷èì óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî íîâûõ èñêîìûõ âåëè÷èí L(µ) â âèäå

(A1,1 − g)L(1) +A1,2L
(2) + ...+A1,nL

(n) = 0 ,

A2,1L
(1) + (A2,2 − g)L(2) + ...+A2,nL

(n) = 0 , (118)

...

An,1L
(1) +An,2L

(2) + ...+ (An,n − g)L(n) = 0 ,

ãäå

Aµ,ν = −
aµ

√
mµnµ

aν
√
mνnν

Aµ,ν . (119)

×òîáû óðàâíåíèÿ (118) îòíîñèòåëüíî L(µ) èìåëè êðîìå òðèâèàëü-
íîãî åùå äðóãèå ðåøåíèÿ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû
êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèé áûë ðàâåí íóëþ, ò. å.∣∣∣∣∣∣∣∣

A1,1 − g A1,2 ... A1,n

A21 A2,2 − g ... A2n

... ... ... ...
An1 An2 ... An,n − g

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (120)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî
íåèçâåñòíîé ïîñòîÿííîé g.

Òåïåðü, ó÷èòûâàÿ, ÷òî Nµ,ν = Nν,µ, Pµ,ν = Pν,µ à òàêæå ðàâåíñòâà
(111) è (119) ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî

Aµ,ν = −
aµ

√
mµnµ

aν
√
mνnν

Aµ,ν = −
a2µmµnµ

aν
√
mνnν aµ

√
mµnµ

Aµ,ν =

= −
a2µmµnµ

aν
√
mνnν aµ

√
mµnµ

2Gmν

nµa2µ
Pµ,ν =

= − a2νmνnν

aν
√
mνnν aµ

√
mµnµ

2Gmµ

nνa2ν
Pν,µ =

= − a2νmνnν

aν
√
mνnν aµ

√
mµnµ

Aν,µ = −
aν

√
mνnν

aµ
√
mµnµ

Aν,µ = Aν,µ (121)
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Òåïåðü âèäíî, ÷òî ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèé (118) îêàçûâà-
åòñÿ ñèììåòðè÷íîé. Ñëåäîâàòåëüíî óðàâíåíèå (120) èìååò n äåéñòâè-
òåëüíûõ êîðíåé g1, g2, ..., gn.

Â îáùåì ñëó÷àå ñðåäè äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé g1, g2, ..., gn ìîãóò
îêàçàòüñÿ ðàâíûå. Ðÿäîì èññëåäîâàòåëåé ïîêàçàíî, ÷òî è â ýòîì ñëó-
÷àå ðåøåíèÿ âñåãäà îãðàíè÷åíû. Ññûëêè íà ñîîòâåòñòâóþùèå ðàáîòû
ìîæíî íàéòè â êíèãå Ñóááîòèíà (1968) è êíèãå Õîëøåâíèêîâà (Õîë-
øåâíèêîâ, 1985).

Äëÿ êàæäîãî èç êîðíåé gλ (λ = 1, 2, ..., n) ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøå-
íèå óðàâíåíèé (118) ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîãî ïîñòîÿííîãî ìíî-
æèòåëÿ, êîòîðûé ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûì åäèíèöå, ïîñêîëüêó ìû
èùåì ÷àñòíûå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýòî ðåøåíèå
çàïèøåì â âèäå

L
(1)
λ , L

(2)
λ , ..., L

(n)
λ .

Ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé (116) íàéäåòñÿ ïî ôîðìóëå

q
(µ)
λ =

1

aµ
√
mµnµ

L
(µ)
λ (µ = 1, 2, ..., n) . (122)

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé (108) ñîñòàâëÿåòñÿ êàê ñóììà ëèíåé-
íûõ êîìáèíàöèé ÷àñòíûõ ðåøåíèé ñ êîýôôèöèåíòàìè, ÿâëÿþùèìè-
ñÿ íåçàâèñèìûìè ïðîèçâîëüíûìè ïîñòîÿííûìè èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïðè
ýòîì â êàæäîì ÷àñòíîì ðåøåíèè ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ β âûáè-
ðàåòñÿ íåçàâèñèìî. Îáùåå ðåøåíèå áóäåò èìåòü âèä

hµ =
n∑

λ=1

Cλ
L
(µ)
λ

aµ
√
mµnµ

sin(gλt+ βλ) ,

kµ =
n∑

λ=1

Cλ
L
(µ)
λ

aµ
√
mµnµ

cos(gλt+ βλ) (123)

(µ = 1, 2, ..., n) ,

ãäå Cλ (λ = 1, 2, ..., n) � íåçàâèñèìûå ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé (109) íàõîäèòñÿ àíàëîãè÷íî. ×àñòíûå

ðåøåíèÿ èùåì â âèäå

pµ = p(µ) sin(ft+ γµ) , qµ = p(µ) cos(ft+ γµ) ,

Äåëàÿ çàìåíó

p(µ) =
1

aµ
√
mµnµ

M (µ) (µ = 1, 2, ..., n) , (124)
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ñîñòàâëÿåì ëèíåéíûå îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíîM (µ) â âè-
äå

(A1,1 − f)M (1) +B1,2M
(2) + ...+B1,nM

(n) = 0 ,

B2,1M
(1) + (A2,2 − f)M (2) + ...+B2,nM

(n) = 0 , (125)

...

Bn,1M
(1) +Bn,2M

(2) + ...+ (An,n − f)M (n) = 0 ,

ãäå

Bµ,ν = −
aµ

√
mµnµ

aν
√
mνnν

Bµ,ν . (126)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ äëÿM (µ) íàêëàäûâàåì ñëå-
äóþùåå óñëîâèå íà îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ:∣∣∣∣∣∣∣∣

A1,1 − f B1,2 ... B1,n

B21 A2,2 − f ... B2n

... ... ... ...
Bn1 Bn2 ... An,n − f

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (127)

Äëÿ êàæäîãî èç n äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ýòîãî óðàâíåíèÿ f1, f2, ...,
fn ðåøàåì óðàâíåíèÿ (125) è ñòðîèì çàòåì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé
Ëàãðàíæà (109) äëÿ îáëè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ pµ, qµ â âèäå

pµ =
n∑

λ=1

Dλ
M

(µ)
λ

aµ
√
mµnµ

sin(fλt+ γλ) ,

qµ =
n∑

λ=1

Dλ
M

(µ)
λ

aµ
√
mµnµ

cos(fλt+ γλ) (128)

(µ = 1, 2, ..., n) ,

ãäå Dλ, γλ (λ = 1, 2, ..., n) � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâà-
íèÿ.

×òîáû ïîñòðîèòü ìîäåëü äâèæåíèÿ ïëàíåò, íàèáîëåå áëèçêóþ ê
äåéñòâèòåëüíîñòè, íóæíî ñíà÷àëà îïðåäåëèòü èç íàáëþäåíèé çíà÷å-
íèÿ ýëåìåíòîâ Ëàãðàíæà íà íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0. Îáî-
çíà÷èì ýòè çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

h(0)
µ = hµ(0) , k(0)µ = kµ(0) , p(0)µ = pµ(0) , q(0)µ = qµ(0) , (129)

(µ = 1, 2, ..., n) .
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Çàòåì íóæíî îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ
Cλ, βλ, Dλ, γλ (λ = 1, 2, ..., n). Îíè íàéäóòñÿ èç ñîîòíîøåíèé

h(0)
µ =

n∑
λ=1

Cλ
L
(µ)
λ

aµ
√
mµnµ

sinβλ ,

k(0)µ =
n∑

λ=1

Cλ
L
(µ)
λ

aµ
√
mµnµ

cosβλ

p(0)µ =
n∑

λ=1

Dλ
M

(µ)
λ

aµ
√
mµnµ

sin γλ ,

q(0)µ =
n∑

λ=1

Dλ
M

(µ)
λ

aµ
√
mµnµ

cos γλ (130)

(µ = 1, 2, ..., n) .

Â èòîãå ýëåìåíòû îðáèò ïëàíåò, êàê ôóíêöèè âðåìåíè, íàéäóòñÿ â
âèäå

hµ =

n∑
λ=1

E
(µ)
λ sin(gλt+ βλ) ,

kµ =
n∑

λ=1

E
(µ)
λ cos(gλt+ βλ)

pµ =
n∑

λ=1

F
(µ)
λ sin(fλt+ γλ) ,

qµ =

n∑
λ=1

F
(µ)
λ cos(fλt+ γλ) (131)

(µ = 1, 2, ..., n) ,

ãäå êîýôôèöèåíòû E
(µ)
λ è F

(µ)
λ îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

E
(µ)
λ = Cλ

L
(µ)
λ

aµ
√
mµnµ

, F
(µ)
λ = Dλ

M
(µ)
λ

aµ
√
mµnµ

.

Íà ýòîì çàâåðøàåòñÿ âûâîä îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äëÿ îñêó-
ëèðóþùèõ ýëåìåíòîâ îðáèò ïëàíåò. Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü åãî äëÿ Ñîë-
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íå÷íîé ñèñòåìû è ïîñìîòðåòü, êàê èçìåíÿþòñÿ îðáèòû ïëàíåò Ñîë-
íå÷íîé ñèñòåìû íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè.

5.3. Ýâîëþöèÿ îðáèò ïëàíåò

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ïîëó÷åíî îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé äëÿ îñêóëèðóþùèõ ýëåìåíòîâ îðáèò ïëàíåò. Íà îñíîâå
îáùåãî ðåøåíèÿ óæå ìîæíî ñäåëàòü íåêîòîðûå âûâîäû.

Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèÿ (112) èìåþò ïåðâûé èíòå-
ãðàë. Èç ñîîòíîøåíèé (121) èìååì

mµnµa
2
µAµ,ν = −mµnµa

2
µ

√
mνnνaν√
mµnµaµ

Aµ,ν =

= −√
mµnµaµ

√
mνnνaνAµ,ν = −√

mµnµaµ
√
mνnνaνAν,µ = (132)

= mνnνa
2
ν

√
mµnµaµ√
mνnνaν

Aν,µ = mνnνa
2
νAν,µ .

Óìíîæèì ïåðâûå èç óðàâíåíèé (112) íà mµnµa
2
µhµ, âòîðûå óìíîæèì

íà mµnµa
2
µkµ è ïðîñóììèðóåì ïîñëå ýòîãî âñå óðàâíåíèÿ ïî µ îò 1 äî

n. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (132) ïîëó÷èì

n∑
µ=1

mµnµa
2
µ

(
hµ

dhµ

dt
+ kµ

dkµ
dt

)
=

= −
n∑

µ=1

n∑
ν=1

′

mµnµa
2
µAµ,νkνhµ +

n∑
µ=1

n∑
ν=1

′

mµnµa
2
µAµ,νhνkµ = (133)

= −
n∑

µ=1

n∑
ν=1

′

mµnµa
2
µAµ,νkνhµ +

n∑
ν=1

n∑
µ=1

′

mµnµa
2
µAµ,νhνkµ =

= −
n∑

µ=1

n∑
ν=1

′

mµnµa
2
µAµ,νkνhµ +

n∑
ν=1

n∑
µ=1

′

mνnνa
2
νAν,µhνkµ =

= −
n∑

µ=1

n∑
ν=1

′

mµnµa
2
µAµ,νkνhµ +

n∑
µ=1

n∑
ν=1

′

mµnµa
2
µAµ,νhµkν = 0 ,

îòêóäà èíòåãðèðîâàíèåì ïî t íàéäåì

n∑
µ=1

mµnµa
2
µ(h

2
µ + k2µ) =

n∑
µ=1

mµnµa
2
µe

2
µ = C , (134)
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ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Àíàëîãè÷íî íàéäåòñÿ ïåðâûé èíòåãðàë äëÿ óðàâíåíèé (113)

n∑
µ=1

mµnµa
2
µ(p

2
µ + q2µ) =

n∑
µ=1

mµnµa
2
µ tg

2 i = C ′ , (135)

ãäå C ′ � äðóãàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Åñëè â èíòåãðàëàõ (134),(135) âçÿòü â ðàññìîòðåíèå òîëüêî òå ïëà-

íåòû, äëÿ êîòîðûõ âåëè÷èíû mµnµa
2
µ èìåþò ïðèìåðíî îäèí è òîò æå

ïîðÿäîê, òî ìàëîñòü ýêñöåíòðèñèòåòîâ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
âëå÷åò çà ñîáîé èõ ìàëîñòü äëÿ ëþáûõ äðóãèõ ìîìåíòîâ. Â íàñòî-
ÿùåå âðåìÿ ýêñöåíòðèñèòåòû âîñüìè áîëüøèõ ïëàíåò ìàëû. Êîãäà
çà îñíîâíóþ ïëîñêîñòü âçÿòà ïëîñêîñòü Ëàïëàñà, òî íàêëîíû îðáèò
áîëüøèõ ïëàíåò òàêæå ìàëû. Ñëåäîâàòåëüíî ýêñöåíòðèñèòåòû è íà-
êëîíû îñòàíóòñÿ ìàëûìè è â áóäóùåì ïî êðàéíåé ìåðå íà ìèëëèîíû
ëåò âïåðåä. Ýòîò âûâîä íàõîäèòñÿ â ñîãëàñèè ñ óæå ðàññìîòðåííûìè
òåîðåìàìè îá óñòîé÷èâîñòè Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû.

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé äëÿ ýëåìåíòîâ îðáèò ïëàíåò ïðèâåäåíî
âûøå. Íàïîìíèì, ÷òî ýòî òî÷íîå ðåøåíèå ïðèáëèæåííûõ óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ ïëàíåò ïîä âîçìóùàþùèì äåéñòâèåì èõ âçàèìíîãî ïðèòÿ-
æåíèÿ. Ïðèáëèæåííîñòü óðàâíåíèé îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî â ïðàâûõ
÷àñòÿõ îò ðàçëîæåíèé ïî ñòåïåíÿì ìàëûõ ýêñöåíòðèñèòåòîâ è íà-
êëîíîâ îðáèò îñòàâëåíû òîëüêî ãëàâíûå ÷ëåíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå
ïåðâûì ñòåïåíÿì ìàëûõ ïàðàìåòðîâ. Êðîìå òîãî, ïðèáëèæåííîñòü
óðàâíåíèé îáóñëîâëåíà òàêæå òåì, ÷òî áîëüøèå ïîëóîñè îðáèò ñ÷è-
òàþòñÿ ïîñòîÿííûìè.

×òîáû èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííîå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé îòíî-
ñèòåëüíî ýëåìåíòîâ Ëàãðàíæà äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ýâîëþöèè îðáèò
ïëàíåò íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü çíà-
÷åíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ èç äàííûõ íàáëþäåíèé. Åñëè ýòî

ñäåëàíî, òî êîýôôèöèåíòû E
(µ)
λ è F

(µ)
λ è ôàçû βλ, γλ ñòàíóò èçâåñò-

íûìè. Èç ñîîòíîøåíèé (131) ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

eµ < |E(µ)
1 |+ |E(µ)

2 |+ ...+ |E(µ)
n | ,

tg iµ < |F (µ)
1 |+ |F (µ)

2 |+ ...+ |F (µ)
n | .

Ýòè íåðàâåíñòâà ïîçâîëÿþò íàéòè âåðõíèå ãðàíèöû ýêñöåíòðèñèòåòîâ
è íàêëîíîâ îðáèò ïëàíåò.

Îò ýëåìåíòîâ Ëàãðàíæà h, k, p, q ìîæíî ïåðåéòè ê êåïëåðîâñêèì
ýëåìåíòàì ω, Ω. Èçìåíåíèÿ ýòèõ êåïëåðîâñêèõ ýëåìåíòîâ ìîãóò áûòü
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Òàáëèöà 1: Ïðåäåëû èçìåíåíèé ýêñöåíòðèñèòåòîâ è íàêëîíîâ îðáèò
ïëàíåò ïî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû Áðàóýðà è Âóðêîìà (1950).

Ïåðèîä Ïåðèîä
Ïëàíåòû Ïðåäåëû îáðàùåíèÿ Ïðåäåëû îáðàùåíèÿ

ýêñö-òà ïåðèãåëèÿ, íàêëîíà, óçëà,
òûñ. ëåò ãðàä òûñ. ëåò

Ìåðêóðèé 0.109 - 0.241 220 4.5 - 9.8 250
Âåíåðà ... - 0.074 ... ... - 3.4 ...
Çåìëÿ ... - 0.067 ... ... - 2.9 ...
Ìàðñ 0.004 - 0.141 72 ... - 6.2 ...
Þïèòåð 0.027 - 0.062 300 0.2 - 0.5 50
Ñàòóðí 0.012 - 0.086 47 0.8 - 1.0 50
Óðàí ... - 0.067 ... 0.9 - 1.1 450
Íåïòóí 0.005 - 0.013 2000 0.6 - 0.8 1900

âåñüìà çàìûñëîâàòûìè, îäíàêî ÿñíî, ÷òî ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ âî âðå-
ìåíè áóäóò èìåòü òîò æå ïîðÿäîê, ÷òî è âåëè÷èíû gλ, fλ. Àíàëèç
óðàâíåíèé ïîêàçûâàåò, ÷òî îíè èìåþò ïîðÿäîê âåëè÷èí ìàññ ïëàíåò,
âûðàæåíííûõ â äîëÿõ ìàññû Ñîëíöà.

Îïðåäåëåíèå ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ â îáùåì ðåøåíèè óðàâ-
íåíèé ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì ìàññ è áîëüøèõ ïîëóîñåé ïëàíåò áû-
ëî ñäåëàíî â ðàáîòàõ ðÿäà àâòîðîâ. Íàèáîëåå çíà÷èìûå ðåçóëüòàòû
ìîæíî âçÿòü èç ïóáëèêàöèè Áðàóýðà è Âóðêîìà (1950). Â Òàáë. 1
ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ýòîé ðàáîòû.

Âîçìóùåíèÿ ýëåìåíòîâ îðáèò ïëàíåò, íàéäåííûå â ôîðìå (131),
íàçûâàþòñÿ âåêîâûìè âîçìóùåíèÿìè â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå,
ïîñêîëüêó â âîçìóùàþùåé ôóíêöèè îñòàâëåí òîëüêî âåêîâîé ÷ëåí,
à èçìåíåíèÿ ýëåìåíòîâ îðáèò îïèñûâàþòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè
ôóíêöèÿìè. Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ âîçìóùåíèé íåñêîëüêî ðàñ-
øèðÿþò íàøè ñâåäåíèÿ îòíîñèòåëüíî óñòîé÷èâîñòè Ñîëíå÷íîé ñèñòå-
ìû. Ñîâìåñòíî ñ òåîðåìàìè îá îòñóòñòâèè âåêîâûõ âîçìóùåíèé ïåð-
âîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ áîëüøèõ ïîëóîñåé îðáèò ïëàíåò ýòè âûðàæå-
íèÿ ïîçâîëÿþò óòâåðæäàòü íåèçìåííîñòü êîíôèãóðàöèè Ñîëíå÷íîé
ñèñòåìû íà î÷åíü áîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè, ïî êðàéíåé ìåðå â
òå÷åíèå íåñêîëüêèõ ìèëëèîíîâ ëåò.
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Ãëàâà 6. Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ è êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçî-
âàíèÿ

6.1. Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ â íåáåñíîé ìåõàíèêå

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ðàññìîòðåíû ìåòîäû òåîðèè âîçìóùå-
íèé â ïðèìåíåíèè ê óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ, çàïèñàííûì îòíîñèòåëüíî
ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò íåáåñíîãî òåëà è óðàâíåíèÿì îòíîñèòåëüíî
êåïëåðîâñêèõ ýëåìåíòîâ îðáèòû. Ýòè ïåðåìåííûå íàãëÿäíî ïðåäñòàâ-
ëÿþò ïàðàìåòðû òðàåêòîðèé. Â ýòîì èõ äîñòîèíñòâî. Äëÿ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé è àíàëèçà ðåøåíèé âñåãäà ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü ïðà-
âûå ÷àñòè øåñòè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Ïðàâûå ÷àñòè ÷àñòî âûðàæà-
þòñÿ ñëîæíûìè è ãðîìîçäêèìè ôóíêöèÿìè, êîòîðûå íåñóò ïîëíóþ
èíôîðìàöèþ î çàêîíàõ âçàèìîäåéñòâèÿ òåë.

Íàðÿäó ñ òàêèì ïîäõîäîì â òåîðåòè÷åñêîé è íåáåñíîé ìåõàíèêå
ïðèìåíÿåòñÿ äðóãîé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, îñíîâàííûé íà êàíîíè-
÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ, êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ è êàíîíè÷åñêèõ
ïåðåìåííûõ. Ýòîò ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ èìååò
çíà÷èòåëüíûå ïðåèìóùåñòâà. Âñÿ èíôîðìàöèÿ î çàêîíàõ âçàèìîäåé-
ñòâèÿ òåë ñîäåðæèòñÿ â îäíîé åäèíñòâåííîé ôóíêöèè, íàçûâàåìîé
ãàìèëüòîíèàíîì, à ñàìè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âñåãäà îäèí è
îò æå âèä. Ïîýòîìó ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ èíîãäà îêàçûâàåòñÿ áîëåå
ïðîñòûì. Ìíîãèå ìåòîäû íåáåñíîé ìåõàíèêè ìîãóò áûòü ðåàëèçîâà-
íû êàê íà îñíîâå óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò
è êåïëåðîâñêèõ ýëåìåíòîâ, òàê è íà îñíîâå êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿëèñü êëàññè-
êàìè íåáåñíîé ìåõàíèêè â êà÷åñòâåííûõ ìåòîäàõ, êîãäà ñàìî ðåøåíèå
â ÿâíîì âèäå íå âûâîäèòñÿ, íî èçó÷àþòñÿ åãî ñâîéñòâà. Íà îñíîâå êà-
íîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ðàçðàáîòàíû ñîâðåìåííûå íîâûå ìåòîäû
àíàëèçà ïîâåäåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Íåêîòîðûå ìåòîäû íåáåñ-
íîé ìåõàíèêè ïðèîáðåòàþò áîëåå èçÿùíóþ ôîðìó, à ðåøåíèå â ðÿäå
ñëó÷àåâ èìååò áîëåå ïðîñòîé âèä.

Â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ íåáåñíîé ìåõàíèêè, êîãäà ðåøåíèå íóæíî
äîâîäèòü äî âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîãðàìì, à òî÷íîñòü ìîäåëè äâèæåíèÿ
òðåáóåòñÿ âåñüìà âûñîêîé, ïðåèìóùåñòâà òîãî èëè èíîãî ïîäõîäà íå
ñòîëü î÷åâèäíû. Âûáîð ìåòîäà ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ ïðèâû÷êàìè è
îïûòîì èññëåäîâàòåëÿ.

Â ëèòåðàòóðå ñóùåñòâóþò íåñêîëüêî ôîðì èçëîæåíèÿ ìåòîäà êà-
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íîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé â íåáåñíîé ìåõàíèêå. Ìû áóäåì ïðèäåðæè-
âàòüñÿ çäåñü ñòèëÿ ëåêöèé, êîòîðûå ÷èòàëèñü íà Àñòðîíîìè÷åñêîì
îòäåëåíèè ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ ïðîôåññîðîì Å.Ï. Àêñåíî-
âûì. Ïîõîæåå èçëîæåíèå ìîæíî íàéòè â êíèãå Ñóááîòèíà (1968).

6.2. Âûâîä óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà èç óðàâíåíèé Ëàãðàíæà
2-ãî ðîäà

Ðàññìîòðèì òåïåðü, êàê ïîëó÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â êàíî-
íè÷åñêîé ôîðìå, åñëè îíè óæå çàäàíû â êàêîé-ëèáî äðóãîé ôîðìå.

Â òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêå è â íåáåñíîé ìåõàíèêå íàðÿäó ñ ïðÿìî-
óãîëüíûìè êîîðäèíàòàìè ïðèìåíÿþòñÿ òàêæå îáîáùåííûå êîîðäèíà-
òû è ñîîòâåñòâóþùèå îáîáùåííûå ñêîðîñòè. Îáîáùåííûå êîîðäèíà-
òû ñâÿçûâàþò ñ ïðÿìîóãîëüíûìè êîîðäèíàòàìè ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé
àíàëèòè÷åñêèõ ïî êðàéíåé ìåðå â íåêîòîðûé îáëàñòÿõ çíà÷åíèé êî-
îðäèíàò.

Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç êîíå÷íîãî ÷èñ-
ëà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Ïîëîæåíèÿ ýòèõ òî÷åê áóäåì îïðåäåëÿòü
îáîáùåííûìè êîîðäèíàòàìè qj (j = 1, 2, ..., k), ãäå k � ÷èñëî ñòåïåíåé
ñâîáîäû ñèñòåìû.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äåéñòâóþùèå íà ñèñòåìó ñèëû èìåþò
ñèëîâóþ ôóíêöèþ U(q1, q1, ..., qk) , çàâèñÿùóþ òîëüêî îò îáîáùåííûõ
êîîðäèíàò. Ñîîòâåòñòâóþùèå îáîáùåííûå ñêîðîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç q̇j .

Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â ëþáîé ìîìåíò t îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè
Ëàãðàíæà 2-ãî ðîäà

d

dt

(
∂T

∂q̇j

)
− ∂T

∂qj
=

∂U

∂qj
, (j = 1, 2, ..., k) (136)

è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè qj(t0) = q
(0)
j , q̇j(t0) = q̇

(0)
j , ãäå T � êèíå-

òè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, à t0 � íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Çàâèñèìîñòü
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè îò îáîáùåííûõ ñêîðîñòåé èìååò âèä

T = T2 + T1 + T0, (137)

ãäå

T2 =
∑
i

∑
j

Aij q̇iq̇j , T1 =
∑
j

Aj q̇j , (138)

à T0, Aij , Aj íå çàâèñÿò îò q̇j , íî ìîãóò çàâèñåòü îò îáîáùåííûõ
êîîðäèíàò qj è âðåìåíè t.
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Â çàïèñè ñóìì ìû áóäåì äëÿ êðàòêîñòè îïóñêàòü ïðåäåëû ñóììè-
ðîâàíèÿ. Ñóììû ðàññìàòðèâàþòñÿ â ïðåäåëàõ îò 1 äî k.

Óðàâíåíèÿ (136) ñóòü k óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà. Ïðåîáðàçóåì èõ
ê 2k óðàâíåíèÿì 1-ãî ïîðÿäêà. Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåí-
íûõ � èñêîìûõ ôóíêöèé. Ââåäåì âìåñòî q̇j íîâûå ïåðåìåííûå pj ïî
ôîðìóëàì

pj =
∂T

∂q̇j
. (139)

Òîãäà ñ ó÷åòîì (137) è (138) èìååì

pj = 2
∑
i

Aij q̇j +Aj .

Åñëè det{Aij} ̸= 0 , òî ðàññìàòðèâàÿ ïðåäûäóùèå ðàâåíñòâà êàê
ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî q̇j , ìîæíî íàéòè

q̇j = q̇j(p1, p2, ..., pk, q1, q2, ..., qk). (140)

Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà íóëþ ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ â çàäà÷àõ íå-
áåñíîé ìåõàíèêè èìååòñÿ â êíèãå Øàðëüå (1966).

Âûâåäåì óðàâíåíèÿ äëÿ qj è pj . Ñ ïîìîùüþ (136) è (139) èìååì

dqj
dt

= q̇j ,
dpj
dt

=
∂T

∂qj
+

∂U

∂qj
. (141)

Òåïåðü íóæíî âûðàçèòü ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ óðàâíåíèé ÷åðåç qj è
pj . Ââåäåì íîâóþ ôóíêöèþ

K = p1q̇1 + p2q̇2 + ...+ pkq̇k − T.

Â ñèëó (140) K åñòü ôóíêöèÿ îò qj è pj . Òîãäà

∂K

∂pj
= q̇j + p1

∂q̇1
∂pj

+ p2
∂q̇2
∂pj

+ ...+ pk
∂q̇k
∂pj

−

− ∂T

∂q̇1

∂q̇1
∂pj

− ∂T

∂q̇2

∂q̇2
∂pj

− ...− ∂T

∂q̇k

∂q̇k
∂pj

,

∂K

∂qj
= p1

∂q̇1
∂qj

+ p2
∂q̇2
∂qj

+ ...+ pk
∂q̇k
∂qj

−

− ∂T

∂q̇1

∂q̇1
∂qj

− ∂T

∂q̇2

∂q̇2
∂qj

− ...− ∂T

∂q̇k

∂q̇k
∂qj

.− ∂T

∂qj
.
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Ýòè ðàâåíñòâà ìîæíî íàïèñàòü íåñêîëüêî êîðî÷å

∂K

∂pj
= q̇j +

k∑
i=1

(
pi −

∂T

∂q̇i

)
∂q̇i
∂pj

,

∂K

∂qj
=

k∑
i=1

(
pi −

∂T

∂q̇i

)
∂q̇i
∂qj

− ∂T

∂qj
.

Â ñèëó ôîðìóëû (139) âûðàæåíèÿ â êðóãëûõ ñêîáêàõ ðàâíû íóëþ.
Òîãäà èìååì

∂K

∂pj
= q̇j ,

∂K

∂qj
= − ∂T

∂qj
.

Ïîñëåäåíèå ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò çàïèñàòü óðàâíåíèÿ (141) â âèäå

dqj
dt

=
∂K

∂pj
,

dpj
dt

= −∂K

∂qj
+

∂U

∂qj
.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî èç ýòèõ óðàâíåíèé íå èçìåíèòñÿ åñëè èç íåå
âû÷åñòü ∂U

∂pj
, òàê êàê

∂U

∂pj
= 0.

Ïîýòîìó íàøè óðàâíåíèÿ ïåðåïèñûâàþòñÿ òàê:

dqj
dt

=
∂K

∂pj
− ∂U

∂pj
,

dpj
dt

= −∂K

∂qj
+

∂U

∂qj
.

Ââåäåì òåïåðü ôóíêöèþ

F = K − U. (142)

Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò ïðîñòîé âèä

dqj
dt

=
∂F

∂pj
,

dpj
dt

= − ∂F

∂qj
(j = 1, 2, ..., k). (143)

Âîçâðàùàÿñü ê ôîðìóëå (142), âèäèì, ÷òî U = U(q1, q2, ..., qk) , à
K áûëà ââåäåíà, êàê ôóíêöèÿ îò q1, q2, ..., qk , q̇1, q̇2, ..., q̇k, p1, p2, ..., pk:

K =

k∑
i=1

piq̇i − T.
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Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå îáîáùåííûõ èìïóëüñîâ, äàííîå ôîðìóëîé
(139), âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè K çàïèøåì â âèäå

K =

k∑
i=1

∂T

∂q̇i
q̇i − T.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, T = T2 + T1 + T0 . Ñëåäîâàòåëüíî

K =

k∑
i=1

∂T2

∂q̇i
q̇i +

k∑
i=1

∂T1

∂q̇i
q̇i − T2 − T1 − T0.

Òåîðåìà Ýéëåðà îá îäíîðîäíûõ ôóíêöèÿõ ãëàñèò, ÷òî åñëè íåêîòî-
ðàÿ ôóíêöèÿ Φ(x, y, z) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé ôóíêöèåé x, y, z ïîðÿäêà
n, òî

∂Φ

∂x
x+

∂Φ

∂y
y +

∂Φ

∂z
z = nΦ.

Â ñèëó ýòîé òåîðåìû èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

k∑
i=1

∂T2

∂q̇i
q̇i = 2T2

k∑
i=1

∂T1

∂q̇i
q̇i = T1,

ñëåäîâàòåëüíî K = 2T2 + T1 − T2 − T1 − T0 èëè K = T2 − T0 . Â ñèëó
ýòîãî ôóíêöèÿ F áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ôîðìóëîé

F = T2 − T0 − U. (144)

Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (140) T2 ìîæíî âûðàçèòü êàê ôóíêöèþ
îò q1, q2, ..., qk, p1, p2, ..., pk. Òîãäà è ôóíêöèÿ F , çàäàííàÿ ôîðìóëîé
(144), òàêæå îêàæåòñÿ âûðàæåííîé ÷åðåç q1, q2, ..., qk, p1, p2, ..., pk.

Óðàâíåíèÿ (143) íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè èëè
óðàâíåíèÿìè Ãàìèëüòîíà, à ôóíêöèÿ F íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ãà-
ìèëüòîíà èëè ãàìèëüòîíèàíîì.

Î÷åíü ÷àñòî â çàäà÷àõ ìåõàíèêè T1 = 0, T0 = 0, òîãäà

F = T − U .

Â îáùåì ñëó÷àå ãàìèëüòîíèàí ÿâëÿåòñÿ ÿâíîé ôóíêöèåé îò îáîá-
ùåííûõ êîîðäèíàò qi, îáîáùåííûõ èìïóëüñîâ pi è âðåìåíè t.

Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó îáûêíîâåí-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Êîëè÷åñòâî
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óðàâíåíèé â ñèñòåìå 2k, îáùèé ïîðÿäîê ñèñòåìû òàêæå 2k. Íåçàâè-
ñèìîé ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ âðåìÿ t. Èñêîìûå ôóêíêöèè q1, q2, ..., qk,
p1, p2, ..., pk. Êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå q1, q2, ..., qk è p1, p2, ..., pk
íàçûâàþò âçàèìíî ñîïðÿæåííûìè.

Ôîðìàëüíî äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà ïðà-
âûå ÷àñòè äîëæíû áûòü âûðàæåíû ÿâíî ÷åðåç èñêîìûå ôóíêöèè è
âðåìÿ. Íóæíî âû÷èñëèòü ñîäåðæàùèåñÿ òàì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå.
Îäíàêî, ñîõðàíÿÿ äëÿ óðàâíåíèé ôîðìó (143), ìîæíî âûãîäíî èñ-
ïîëüçîâàòü òîò ôàêò, ÷òî óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ îäíîé åäèíñòâåí-
íîé ôóíêöèåé � ãàìèëüòîíèàíîì F . Ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ãà-
ìèëüòîíà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äåéñòâèÿ íàä ãàìèëüòîíèàíîì.

Â ëþáîì ñëó÷àå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà (143) èìååò
âèä

qj = qj(t, γ1, γ2, ..., γ2k), pj = pj(t, γ1, γ2, ..., γ2k), (145)

ãäå γs = const (s = 1, 2, ..., 2k) - ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå èíòåãðè-
ðîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì îäèí ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà F íå çàâèñèò ÿâíî îò
âðåìåíè t. Â ýòîì ñëó÷àå

∂F

∂t
= 0 .

Ïîìíîæèì ïåðâîå èç óðàâíåíèé (143) ïî÷ëåííî íà
dpj

dt , âòîðîå � íà

−dqj
dt , ñëîæèì ïî÷ëåííî ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà è ïðîñóììèðóåì èõ ïî

j îò 1 äî k. Ïîëó÷èì, î÷åâèäíî

0 =
k∑

j=1

∂F

∂pj

dpj
dt

+
k∑

j=1

∂F

∂qj

dqj
dt

.

Òàê êàê F íå çàâèñèò ÿâíî îò âðåìåíè, òî â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî
ðàâåíñòâà îêàçûâàåòñÿ ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò F ïî t, òàê ÷òî

dF

dt
= 0 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî F = h , ãäå h - ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ èíòå-
ãðèðîâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷åí ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé (143). Åñëè æå T ≡ T2 � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îáîáùåííûõ
ñêîðîñòåé, òî ýòîò ïåðâûé èíòåãðàë èìååò âèä

T − U = h
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� èíòåãðàë ýíåðãèè. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèå F = h íå
ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì ýíåðãèè, òàê êàê â (144) ñîäåðæèòñÿ íå âñÿ êè-
íåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, à òîëüêî ÷àñòü åå.

Ïîäâåäåì èòîã. Îïèøåì ñõåìó äåéñòâèé, ÷òîáû ñîñòàâèòü óðàâíå-
íèÿ Ãàìèëüòîíà. Ðàññìîòðèì òèïè÷íóþ ñèòóàöèþ. Äîïóñòèì, ÷òî ìû
èìååì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, äâèæåíèå êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ ñèëîâîé ôóíêöèåé U(q1, q2, ..., qk) ,
ãäå àðãóìåíòû q1, q2, ..., qk ñóòü îáîáùåííûå êîîðäèíàòû. Äîïóñòèì
òàêæå, ÷òî èñõîäíûå óðàâíåíèÿ íå èìåþò êàíîíè÷åñêîé ôîðìû. Ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé ìîæåò ñîñòîÿòü èç ñëåäóþùèõ îïåðàöèé.

1) Íàõîäèì âûðàæåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè T ÷åðåç îáîáùåííûå
êîîðäèíàòû q1, q2, ..., qk è îáîáùåííûå ñêîðîñòè q̇1, q̇2, ..., q̇k.

2) Ââîäèì îáîáùåííûå èìïóëüñû ïî ôîðìóëå (4).
3) Âûðàæàåì îáîáùåííûå ñêîðîñòè êàê ôóíêöèè îáîáùåííûõ èì-

ïóëüñîâ.
4) Íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ÷åðåç îáîáùåí-

íûå èìïóëüñû, ïîëó÷àÿ òåì ñàìûì ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû F = T2 −
T0 − U .

5) Ïðîñòî çàïèñûâàåì óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà

dqj
dt

=
∂F

∂pj
,

dpj
dt

= − ∂F

∂qj
.

Âûïîëíèì óêàçàííûå äåéñòâèÿ íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå. Ðàññìîò-
ðèì çàäà÷ó äâóõ òåë P0 è P . Ïóñòü P0xyz � íåâðàùàþùàÿ ñèñòåìà
êîîðäèíàò. Äâèæåíèå òåëà P îòíîñèòåëüíî P0 îïèñûâàåòñÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè

d2x

dt2
= −µx

r3
,

d2y

dt2
= −µy

r3
,

d2z

dt2
= −µz

r3
, (146)

ãäå r =
√
x2 + y2 + z2, µ = G(m0 + m) � ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð

òåë P0 è P , G � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, à m0 è m � ìàññû òåë.
Ââåäåì ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû r , φ (øèðîòà), λ (äîëãîòà) ñ

ïîìîùüþ ôîðìóë ïðåîáðàçîâàíèÿ

x = r cosφ cosλ, y = r cosφ sinλ, z = r sinφ.

Â êà÷åñòâå îáîáùåííûõ êîîðäèíàò ïðèìåì ñôåðè÷åñêèå êîîðäè-
íàòû

q1 = r, q2 = φ, q3 = λ.
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Âûïîëíèì îïåðàöèþ 1) � íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè T â íîâûõ ïåðåìåííûõ èñïîëüçóÿ åå âûðàæåíèå â ïðÿìî-
óãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ â âèäå

T =
1

2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2),

ãäå ìàññà òåëà P ïðèíÿòà ðàâíîé 1 .
Èç ôîðìóë ïåðåõîäà, äèôôåðåíöèðóÿ, èìååì

ẋ = ṙ cosφ cosλ− rφ̇ sinφ cosλ− rλ̇ cosφ sinλ,

ẏ = ṙ cosφ sinλ− rφ̇ sinφ sinλ+ rλ̇ cosφ cosλ,

ẏ = ṙ sinφ+ rφ̇ cosφ.

Ïîäñòàâèâ ýòè âûðàæåíèÿ â ôîðìóëó äëÿ T , ïîëó÷èì

T =
1

2
(ṙ2 + r2φ̇2 + r2 cos2 φλ̇2).

Ïåðåõîäèì ê îïåðàöèè 2). Ââîäèì îáîáùåííûå èìïóëüñû

p1 =
∂T

∂ṙ
, p2 =

∂T

∂φ̇
, p3 =

∂T

∂λ̇
.

Ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íàéäåì

p1 = ṙ, p2 = r2φ̇, p3 = r2 cos2 φλ̇,

îòêóäà, ðàçðåøàÿ ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ
îò îáîáùåííûõ êîîðäèíàò, ïîëó÷èì

ṙ = p1, φ̇ =
p2
r2

, λ̇ =
p3

r2 cos2 φ
,

÷åì è çàâåðøèì 3-å äåéñòâèå.
Â 4-ì äåéñòâèè êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

T =
1

2

(
p21 +

p22
r2

+
1

r2 cos2 φ
p23

)
,

à äëÿ âûðàæåíèÿ ãàìèëüòîíèàíà íàì íåäîñòàåò âûðàæåíèÿ äëÿ ñè-
ëîâîé ôóíêöèè.
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Åñëè äëÿ èñõîäíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (146) â ïðÿìîóãîëüíûõ
êîîðäèíàòàõ ââåñòè ôóíêöèþ U = µ

r , òî óðàâíåíèÿ çàïèøóòñÿ â âèäå

d2x

dt2
=

∂U

∂x
,

d2y

dt2
=

∂U

∂x
,

d2z

dt2
=

∂U

∂x
,

òî åñòü U � äåéñòâèòåëüíî ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è äâóõ òåë. Ñëåäî-
âàòåëüíî, äëÿ çàäà÷è äâóõ òåë ãàìèëüòîíèàí áóäåò èìåòü âèä

F =
1

2

(
p21 +

p22
r2

+
1

r2 cos2 φ
p23

)
− µ

r
.

Â çàêëþ÷åíèå, â 5-ì äåéñòâèè âûïèñûâàåì äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ çàäà÷è äâóõ òåë â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå:

dr

dt
=

∂F

∂p1
,

dp1
dt

= −∂F

∂r
,

dφ

dt
=

∂F

∂p2
,

dp2
dt

= −∂F

∂φ
,

dλ

dt
=

∂F

∂p3
,

dp3
dt

= −∂F

∂λ
.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè âçÿòü â çàäà÷å äâóõ òåë ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíà-
òû â êà÷åñòâå îáîáùåííûõ, òî äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæå-
íèÿ áóäóò èìåòü óêàçàííûé âûøå âèä.

Ïîñêîëüêó ãàìèëüòîíèàí â ýòîé çàäà÷å íå çàâèñèò ÿâíî îò âðåìå-
íè, òî óðàâíåíèÿ èìåþò ïåðâûé èíòåãðàë F = h , êîòîðûé èìååò âèä
T − U = h è ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì ýíåðãèè.

6.3. Êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Òåîðåìà ßêîáè î êàíî-
íè÷íîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ

6.3.1. Êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äàíà ñèñòåìà êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé

dqj
dt

=
∂F

∂pj
,

dpj
dt

= − ∂F

∂qj
(j = 1, 2, ..., k), (147)

F = F (t, q1, q2, ..., qk, p1, p2, ..., pk).
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Ïåðåéäåì îò ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ qj , pj ê íîâûì Qj , Pj ñ ïîìî-
ùüþ êàêèõ-òî ôîðìóë ïðåîáðàçîâàíèÿ. Òîãäà åñëè â íîâûõ ïåðåìåí-
íûõ óðàâíåíèÿ (147) ïðèìóò âèä

dQj

dt
=

∂K

∂Pj
,

dPj

dt
= − ∂K

∂Qj
(j = 1, 2, ..., k),

ãäå K = K(t,Q1, Q2, ..., Qk, P1, P2, ..., Pk) � êàêàÿ-òî äèôôåðåíöèðóå-
ìàÿ ôóíêöèÿ, òî òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå (qj , pj) â (Qj , Pj) íàçûâàåòñÿ
êàíîíè÷åñêèì.

Ðàññìîòðèì òåïåðü êðèòåðèé êàíîíè÷íîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðåä-
ëîæåííûé Ïóàíêàðå è îáîñíîâàííûé òåîðåìîé ßêîáè.

Âûâåäåì êðèòåðèé êàíîíè÷íîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàäàííîãî ôîð-
ìóëàìè

qj = qj(t,Q1, Q2, ..., Qk;P1, P2, ..., Pk),
pj = pj(t,Q1, Q2, ..., Qk;P1, P2, ..., Pk).

(148)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî (148) ðàçðåøèìû îòíîñèòåëüíî íîâûõ ïåðå-
ìåííûõ, òàê ÷òî

Qj = Qj(t, q1, q2, ..., qk; p1, p2, ..., pk),
Pj = Pj(t, q1, q2, ..., qk; p1, p2, ..., pk).

(149)

Â ÷àñòíîñòè èç ýòèõ ðàâåíñòâ ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ

Pj = Pj(t, q1, q2, ..., qk;Q1, Q2, ..., Qk). (150)

Êàê è ïðåæäå, îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (147) áóäåì ïèñàòü
â âèäå

qj = qj(t; γ1, γ2, ..., γ2k), pj = pj(t; γ1, γ2, ..., γ2k), (151)

ãäå γ1, γ2, ..., γ2k � íåçàâèñèìûå ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Åñëè ýòè
ôîðìóëû ïîäñòàâèòü â (149), òî ìîæíî è íîâûå ïåðåìåííûå ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ôóíêöèè t è γ:

Qj = Qj(t; γ1, γ2, ..., γ2k), Pj = Pj(t; γ1, γ2, ..., γ2k). (152)

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ

S = S(t; q1, q2, ..., qk;Q1, Q2, ..., Qk)

òàêàÿ, ÷òî
k∑

j=1

pjdqj −
k∑

j=1

PjdQj = d′S, (153)
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ãäå øòðèõ îçíà÷àåò, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì
îò S, âçÿòûì ïî âñåì ïåðåìåííûì, êðîìå âðåìåíè t, òî åñòü

d′S =
k∑

j=1

∂S

∂qj
dqj +

k∑
j=1

∂S

∂Qj
dQj . (154)

Òàêîé äèôôåðåíöèàë íàçûâàþò åùå "øòðèõ-äèôôåðåíöèàëîì".
Ñîîòíîøåíèå (153) íàçûâàåòñÿ êðèòåðèåì Ïóàíêàðå êàíîíè÷íîñòè

ïðåîáðàçîâàíèÿ. Îáîñíîâàíèå ýòîãî êðèòåðèÿ äàåòñÿ òåîðåìîé ßêîáè.

6.3.2. Òåîðåìà ßêîáè î êàíîíè÷íîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Òåîðåìà ßêîáè. Ïóñòü èìååì ñèñòåìó óðàâíåíèé

dqj
dt

=
∂F

∂pj
,

dpj
dt

= − ∂F

∂qj
(j = 1, 2, ..., k),

ñ ãàìèëüòîíèàíîì F = F (t, q1, q2, ..., qk, p1, p2, ..., pk). Åñëè ïî êàêèì-
òî ôîðìóëàì ñîâåðøàåòñÿ ïåðåõîä îò ïåðåìåííûõ qj , pj ê ïåðåìåííûì
Qj , Pj è ïðè ýòîì

k∑
j=1

pjdqj −
k∑

j=1

PjdQj = d′S

åñòü ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ïî âñåì ïåðåìåííûì êðîìå âðåìåíè t, òî
ïðåîáðàçîâàíèå áóäåò êàíîíè÷åñêèì, è íîâûå óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà
áóäóò èìåòü âèä

dQj

dt
=

∂K

∂Pj
,

dPj

dt
= − ∂K

∂Qj
,

ãäå

K = F +
∂S

∂t
(155)

� íîâûé ãàìèëüòîíèàí, ïðè÷åì K = K(t, Q1, Q2, ..., Qk;P1, P2, ..., Pk).
Òàêèì îáðàçîì òåîðåìà ßêîáè íå òîëüêî îáîñíîâûâàåò êðèòåðèé

êàíîíè÷íîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ, íî äàåò òàêæå âûðàæåíèå (155) äëÿ
ãàìèëüòîíèàíà êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé â íîâûõ ïåðåìåííûõ. Î÷å-
âèäíî, ÷òî â ñëàãàåìûõ F è ∂S

∂t íóæíî ïîñëåäîâàòåëüíî ñäåëàòü çàìå-
íó âõîäÿùèõ òóäà ïåðåìåííûõ q1, q2, ..., qk, p1, p2, ..., pk ïî ôîðìóëàì
(148).
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Êàê êàíîíè÷íîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîâåðÿåòñÿ íà ïðàêòèêå? Ñ
ïîìîùüþ ôîðìóë ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîñòàâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ
ôîðìà

k∑
j=1

pjdqj −
k∑

j=1

PjdQj

è ïðîâåðÿåòñÿ, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòà ôîðìà "øòðèõ-äèôôåðåíöèàëîì" îò
íåêîòîðîé ôóíêöèè S.

6.3.3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ßêîáè. Ëåììà Ïóàíêàðå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ßêîáè ïðîâåäåì ñ ïîìîùüþ ëåììû Ïó-
àíêàðå. Ñèñòåìà êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé (147) ýêâèâàëåíòíà ñëåäó-
þùèì ðàâåíñòâàì:

∂

∂t

k∑
j=1

pj
∂qj
∂γi

− ∂

∂γi

k∑
j=1

pj
∂qj
∂t

= −∂F

∂γi
(i = 1, 2, ..., 2k), (156)

ãäå γi = const (i = 1, 2, ..., 2k) - ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå èíòåãðè-
ðîâàíèÿ.

Óòâåðæäåíèå ëåììû îçíà÷àåò, ÷òî èç (147) ñëåäóþò (156), è íà-
îáîðîò, èç (156) ñëåäóþò óðàâíåíèÿ (147). Ñ ïîìîùüþ ýòîé ëåììû
äàëüøå ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ îñíîâíàÿ òåîðåìà òåîðèè êàíîíè÷åñêèõ
ïðåîáðàçîâàíèé ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì � òåîðåìà ßêîáè.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî (156). Èç åãî
ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷àåì

∂

∂t

k∑
j=1

pj
∂qj
∂γi

− ∂

∂γi

k∑
j=1

pj
∂qj
∂t

=
k∑

j=1

∂pj
∂t

∂qj
∂γi

−
k∑

j=1

∂pj
∂γi

∂qj
∂t

. (157)

×ëåíû
∂2qj
∂t∂γi

è − ∂2qj
∂γi∂t

âçàèìíî óíè÷òîæèëèñü. Ñþäà âõîäÿò
∂pj

∂t è
∂qj
∂t

� ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè t ñîïðÿæåííûõ êàíîíè÷åñêèõ ïå-
ðåìåííûõ. Íî â ñèëó ôîðìóë îáùåãî ðåøåíèÿ (151) ôàêòè÷åñêè

∂qj
∂t

=
dqj
dt

,
∂pj
∂t

=
dpj
dt

.

Òîãäà èç óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà (147) èìååì

∂qj
∂t

=
∂F

∂pj
,

∂pj
∂t

= − ∂F

∂qj
.

97



Åñëè ïîäñòàâèòü ýòî â ïðàâóþ ÷àñòü òîæäåñòâà (157), òî ïîëó÷èì

∂

∂t

k∑
j=1

pj
∂qj
∂γi

− ∂

∂γi

k∑
j=1

pj
∂qj
∂t

= −
k∑

j=1

∂F

∂qj

∂qj
∂γi

−
k∑

j=1

∂F

∂pj

∂pj
∂γi

= −∂F

∂γi
.

(158)
Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî ðàâåíñòâà (156) âûòåêàþò èç óðàâíåíèé Ãà-
ìèëüòîíà (147).

Òåïåðü äîêàæåì îáðàòíîå. Çàïèøåì (156) â òàêîì âèäå

∂

∂t

k∑
j=1

pj
∂qj
∂γi

− ∂

∂γi

k∑
j=1

pj
∂qj
∂t

= −∂F

∂γi
=

−
k∑

j=1

∂F

∂qj

∂qj
∂γi

−
k∑

j=1

∂F

∂pj

∂pj
∂γi

.

Íî â òî æå âðåìÿ, êàê óæå áûëî ïîêàçàíî âûøå, èìååì òîæäåñòâî
(157)

∂

∂t

k∑
j=1

pj
∂qj
∂γi

− ∂

∂γi

k∑
j=1

pj
∂qj
∂t

=

k∑
j=1

∂pj
∂t

∂qj
∂γi

−
k∑

j=1

∂pj
∂γi

∂qj
∂t

.

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò íîâîå ñîîòíîøåíèå

k∑
j=1

∂pj
∂t

∂qj
∂γi

−
k∑

j=1

∂pj
∂γi

∂qj
∂t

= −
k∑

j=1

∂F

∂qj

∂qj
∂γi

−
k∑

j=1

∂F

∂pj

∂pj
∂γi

,

êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

k∑
j=1

(
∂pj
∂t

+
∂F

∂qj

)
∂qj
∂γi

+
k∑

j=1

(
−∂qj

∂t
+

∂F

∂pj

)
∂pj
∂γi

= 0 (i = 1, 2, ..., 2k).

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýòè ñîîòíîøåíèÿ êàê 2k óðàâíåíèé îòíîñèòåëü-

íî 2k âåëè÷èí
(

∂pj

∂t + ∂F
∂qj

)
è
(
−∂qj

∂t + ∂F
∂pj

)
. Óðàâíåíèÿ ëèíåéíû è

îäíîðîäíû. Îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû

det
∥∥∥ ∂qj

∂γi
,

∂pj

∂γi

∥∥∥2k
i,j=1

̸= 0
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òàê êàê (151) � ýòî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé (147), à îäíîðîäíàÿ ëè-
íåéíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñ íåíóëåâûì îïðåäåëèòåëåì èìååò òîëüêî
òðèâèàëüíîå ðåøåíèå(

∂pj
∂t

+
∂F

∂qj

)
= 0,

(
−∂qj

∂t
+

∂F

∂pj

)
= 0,

òî
∂qj
∂t

= − ∂F

∂pj
,

∂pj
∂t

=
∂F

∂qj
.

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî âûøå, ó÷èòûâàÿ îáùåå ðåøåíèå (151), ìû

èìååì
∂qj
∂t =

dqj
dt ,

∂pj

∂t =
dpj

dt , òî åñòü

dqj
dt

= − ∂F

∂pj
,

dpj
dt

=
∂F

∂qj
,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ìû ïèñàëè

∂

∂t

k∑
j=1

pj
∂qj
∂γi

− ∂

∂γi

k∑
j=1

pj
∂qj
∂t

= −∂F

∂γi
(i = 1, 2, ..., 2k) (159)

è âûâåëè ýòî èç (147). Íî åñëè â (147) ñäåëàòü çàìåíó qj → pj , pj → qj ,
t → −t , òî óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà íå èçìåíÿòñÿ. Ïîýòîìó ðàâåíñòâàì
(156) ìîæíî ïðèäàòü è òàêóþ ôîðìó

∂

∂t

k∑
j=1

qj
∂pj
∂γi

− ∂

∂γi

k∑
j=1

qj
∂pj
∂t

= +
∂F

∂γi
(i = 1, 2, ..., 2k). (160)

Òåïåðü ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà ßêîáè. Ñîãëàñíî óñëîâèþ òåî-
ðåìû, ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ

S = S(t; q1, q2, ..., qk;Q1, Q2, ..., Qk)

òàêàÿ, ÷òî
k∑

j=1

pjdqj −
k∑

j=1

PjdQj = d′S, (161)

ãäå øòðèõ îçíà÷àåò, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì
îò S, âçÿòûì ïî âñåì ïåðåìåííûì, êðîìå âðåìåíè t, òî åñòü

d′S =
k∑

j=1

∂S

∂qj
dqj +

k∑
j=1

∂S

∂Qj
dQj . (162)
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Ïîñìîòðèì, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ èç ýòîãî óñëîâèÿ. Èç (161) è (162)
ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èìååì

k∑
j=1

pj
∂qj
∂t

−
k∑

j=1

Pj
∂Qj

∂t
=

k∑
j=1

(
∂S

∂qj

∂qj
∂t

+
∂S

∂Qj

∂Qj

∂t

)
. (163)

Àíàëîãè÷íî èç (161) è (162) ñëåäóåò, ÷òî

k∑
j=1

pj
∂qj
∂γi

−
k∑

j=1

Pj
∂Qj

∂γi
=

k∑
j=1

(
∂S

∂qj

∂qj
∂γi

+
∂S

∂Qj

∂Qj

∂γi

)
. (164)

Òåïåðü âîçüìåì ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ îò îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà
(163) ïî γi è ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ îò îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà (164)
ïî t è âû÷òåì ïî÷ëåííî ïîëó÷åííûå äâà ñîîòíîøåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì

∂

∂t

k∑
j=1

Pj
∂Qj

∂γi
− ∂

∂γi

k∑
j=1

Pj
∂Qj

∂t
=

∂

∂t

k∑
j=1

pj
∂qj
∂γi

− ∂

∂γi

k∑
j=1

pj
∂qj
∂t

+

+
∂

∂γi

k∑
j=1

(
∂S

∂qj

∂qj
∂t

+
∂S

∂Qj

∂Qj

∂t

)
− ∂

∂t

k∑
j=1

(
∂S

∂qj

∂qj
∂γi

+
∂S

∂Qj

∂Qj

∂γi

)
.

(165)
Íî ñîãëàñíî ëåììå Ïóàíêàðå

∂

∂t

k∑
j=1

pj
∂qj
∂γi

− ∂

∂γi

k∑
j=1

pj
∂qj
∂t

= −∂F

∂γi
(i = 1, 2, ..., 2k),

è, êðîìå òîãî, òàê êàê S = S(t, q1, q2, ..., qk;Q1, Q2, ..., Qk), òî

dS

dt
=

∂S

∂t
+

k∑
j=1

(
∂S

∂qj

∂qj
∂t

+
∂S

∂Qj

∂Qj

∂t

)
,

à òàêæå

∂S

∂γi
=

k∑
j=1

(
∂S

∂qj

∂qj
∂γi

+
∂S

∂Qj

∂Qj

∂γi

)
.

Ïîýòîìó äëèííîå ðàâåíñòâî (165) çàïèøåòñÿ áîëåå êðàòêî, à èìåííî

∂

∂t

k∑
j=1

Pj
∂Qj

∂γi
− ∂

∂γi

k∑
j=1

Pj
∂Qj

∂t
= −∂F

∂γi
+

∂

∂γi

(
dS

dt
− ∂S

∂t

)
− ∂

∂t

(
∂S

∂γi

)
.
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Íî
∂

∂γi

(
dS

dt

)
=

∂

∂t

(
∂S

∂γi

)
.

Çäåñü ïðè îäíîì è òîì æå îáîçíà÷åíèè S, êîãäà áåðóòñÿ ïðîèç-
âîäíûå, ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå ðàçíûå ôóíêöèè îò ñâîèõ àðãóìåíòîâ.
Êîãäà ìû áåðåì ïðîèçâîäíóþ ∂S

∂t , òî ýòî ïðîèçâîäíàÿ îò ôóíêöèè

S(t, q1, q2, ..., qk;Q1, Q2, ..., Qk) .

Êîãäà áåðóòñÿ ïðîèçâîäíûå dS
dt è ∂S

∂γi
, òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèÿ

S(t, γ1, γ2, ..., γ2k) ,

ïîëó÷åííàÿ ïîäñòàíîâêîé âìåñòî q1, q2, ..., qk;Q1, Q2, ..., Qk èõ âûðà-
æåíèé ÷åðåç t, γ1, γ2, ..., γ2k èç îáùåãî ðåøåíèÿ (151) è ôîðìóë (149).

Â ñèëó ïðåäûäóùèõ ðàâåíñòâ ìû ìîæåì íàïèñàòü

∂

∂t

k∑
j=1

Pj
∂Qj

∂γi
− ∂

∂γi

k∑
j=1

Pj
∂Qj

∂t
= −∂F

∂γi
− ∂

∂γi

(
∂S

∂t

)
.

Ââåäåì òåïåðü ôóíêöèþ

K = F +
∂S

∂t
(166)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

∂

∂t

k∑
j=1

Pj
∂Qj

∂γi
− ∂

∂γi

k∑
j=1

Pj
∂Qj

∂t
= −∂K

∂γi
.

Â ñèëó ëåììû Ïóàíêàðå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî óðàâíå-
íèÿì Ãàìèëüòîíà îòíîñèòåëüíî íîâûõ êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ

dQj

dt
=

∂K

∂Pj
,

dPj

dt
= − ∂K

∂Qj
, (167)

ãäå íîâûé Ãàìèëüòîíèàí K îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (166). Ñëåäî-
âàòåëüíî ôóíêöèè Q1, Q2, ..., Qk, P1, P2, ..., Pk äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü
óðàâíåíèÿì Ãàìèëüòîíà ñ ãàìèëüòîíèàíîì (166), ÷òî è óòâåðæäàåòñÿ
òåîðåìîé ßêîáè. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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6.3.4. Çàìå÷àíèÿ.

Çàìå÷àíèå 1.
Èç ñîîòíîøåíèé (161) è (162) ñëåäóåò, ÷òî

pj =
∂S

∂qj
, Pj = − ∂S

∂Qj
, (168)

ãäå S = S(t, q1, q2, ..., qk;Q1, Q2, ..., Qk) � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ êàíî-
íè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Òî åñòü, åñëè âçÿòü ëþáóþ ïðîèçâîëüíóþ
ôóíêöèþ S(t, q1, q2, ..., qk;Q1, Q2, ..., Qk), òî ñîîòíîøåíèÿ (168) ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê 2k àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî 2k
íåèçâåñòíûõ Qj è Pj . Ðåøàÿ èõ, ïîëó÷èì

Qj = Qj(t, q1, q2, ..., qk; p1, p2, ..., pk) ,
Pj = Pj(t, q1, q2, ..., qk; p1, p2, ..., pk) .

Òàêèì îáðàçîì ìû èìååì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæå-
ñòâà çàâåäîìî êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Çàìå÷àíèå 2.
Ñóùåñòâóþò äðóãèå ôîðìû êðèòåðèÿ êàíîíè÷íîñòè ïðåîáðàçîâà-

íèÿ, â ÷àñòíîñòè

k∑
j=1

qjdpj −
k∑

j=1

QjdPj = d′S,

ãäå S = S(t, p1, p2, ..., pk;P1, P2, ..., Pk). Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ãà-
ìèëüòîíà â íîâûõ ïåðåìåííûõ áóäóò èìåòü âèä

dQj

dt
=

∂K ′

∂Pj
,

dPj

dt
= −∂K ′

∂Qj
,

ãäå K ′ = F − ∂S
∂t � íîâûé ãàìèëüòîíèàí, ïðè÷åì K ′ = K ′(t|Q|P ). Ýòîò

ðåçóëüòàò äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî çäåñü ñëåäóåò
âçÿòü ôîðìóëèðîâêó ëåììû Ïóàíêàðå â ôîðìå (160). Â ýòîì ñëó÷àå
ôîðìóëû äëÿ êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî çàïèñàòü â ñëå-
äóþùåì âèäå:

qj =
∂S′

∂pj
, Qj = − ∂S′

∂Pj
,
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Çàìå÷àíèå 3.
Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå ÿâíî íå ñîäåðæèò âðåìÿ t, òî åñòü ∂S

∂t = 0,
òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî K = F , òî åñòü íîâûé ãàìèëüòîíèàí ýòî âûðà-
æåííûé â íîâûõ ïåðåìåííûõ ñòàðûé ãàìèëüòîíèàí. Ñëåäîâàòåëüíî
êðèòåðèé Ïóàíêàðå ïðèìåò ôîðìó

k∑
j=1

pjdqj −
k∑

j=1

PjdQj = dS.
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Ãëàâà 7. Ìåòîä Ãàìèëüòîíà-ßêîáè

7.1. Òåîðåìà Ãàìèëüòîíà-ßêîáè

Ìåòîä Ãàìèëüòîíà-ßêîáè ýòî îäèí èç èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ òåî-
ðèè êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé è âñåé ìåõàíèêè. Ñõåìà ïðèìåíåíèÿ ìå-
òîäà äàåòñÿ â ñëåäóþùåì ðàçäåëå. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì òåîðåìó, íà
êîòîðîé îñíîâàí ìåòîä, òî åñòü òåîðåìó Ãàìèëüòîíà-ßêîáè

Âîçüìåì ñèñòåìó êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé

dqj
dt

=
∂F

∂pj
,

dpj
dt

= − ∂F

∂qj
(j = 1, 2, ..., k). (169)

Ýòè óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò äâèæåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ k ñòå-
ïåíÿìè ñâîáîäû.

Çäåñü ãàìèëüòîíèàí F = F (t, q1, q2, ..., qk, p1, p2, ..., pk) - èçâåñòíàÿ
ôóíêöèÿ îò âðåìåíè t, îáîáùåííûõ êîîðäèíàò q1, q2, ..., qk è îáîáùåí-
íûõ èìïóëüñîâ p1, p2, ..., pk . Çàìåíèì âñå pj íà ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
îò íåêîòîðîé ôóíêöèè S

pj =
∂S

∂qj
è ñîñòàâèì òàêîå óðàâíåíèå

∂S

∂t
+ F

(
t, q1, q2, ..., qk,

∂S

∂q1
,
∂S

∂q2
, ...

∂S

∂qk

)
= 0. (170)

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ãàìèëüòîíà-ßêîáè. Îíî ÿâ-
ëÿåòñÿ íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà ñ íåçàâèñèìûìè àðãóìåíòàìè t, q1, q2, ..., qk (èõ âñåãî k + 1).
Èç òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ïåðâîãî ïîðÿäêà èçâåñòíî, ÷òî òàêîå óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå, çà-
âèñÿùåå îò âñåõ k + 1 àðãóìåíòîâ è k + 1 ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿí-
íûõ. Ýòî ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ ïîëíûì èíòåãðàëîì. Ïîëíûé èíòå-
ãðàë óðàâíåíèÿ (170) åñòü íåêîòîðàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ îò
t, q1, q2, ..., qk è k+1 íåçàâèñèìûõ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ. Èñêîìàÿ
ôóíêöèÿ S âõîäèò â (170) òîëüêî ÷åðåç ïîñðåäñòâî ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ ∂S

∂t ,
∂S
∂qj

(j = 1, 2, ..., k) , âñëåäñòâèå ÷åãî îäíà èç ïðîèçâîëüíûõ

ïîñòîÿííûõ áóäåò àääèòèâíîé, òàê ÷òî ïîëíûé èíòåãðàë ìîæíî çà-
ïèñàòü â âèäå

S(t, q1, q2, ..., qk, α1, α2, ..., αk) + αk+1.
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Ñëåäîâàòåëüíî äîñòàòî÷íî íàéòè ôóíêöèþ, çàâèñÿùóþ îò k íåçàâèñè-
ìûõ ïîñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ. Êðèòåðèåì íåçàâèñèìîñòè ñëóæèò
íåðàâåíñòâî íóëþ ãåññèàíà îò S ïî qj è αl (j, l = 1, 2, ..., k), òî åñòü

E =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂2S

∂q1∂α1
... ∂2S

∂q1∂αk

... ... ...
∂2S

∂qk∂α1
... ∂2S

∂qk∂αk

∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0 (171)

Òåîðåìà Ãàìèëüòîíà-ßêîáè. Åñëè

S(t, q1, q2, ..., qk, α1, α2, ..., αk) + αk+1 (172)

åñòü ïîëíûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè (170), òî îáùèé
èíòåãðàë ñèñòåìû êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé (169) îïðåäåëèòñÿ óðàâ-
íåíèÿìè

∂S

∂αj
= βj ,

∂S

∂qj
= pj (j = 1, 2, ..., k), (173)

ãäå βj - ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ðàâåíñòâà (173) ïîñëå âçÿòèÿ ïðîèçâîäíûõ ìîæíî ðàçðåøèòü îò-

íîñèòåëüíî pj è qj :

qj = qj(t, α1, α2, ..., αk, β1, β2, ..., βk),
pj = pj(t, α1, α2, ..., αk, β1, β2, ..., βk).

(174)

Ôîðìóëû (174) ïðåäñòàâëÿþò îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé Ãàìèëü-
òîíà (169).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðîâåðèì òî, ÷òî åñëè qj è pj îïðåäåëÿþòñÿ èç (173), òî îíè óäî-

âëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (169). Ïîäñòàâèâ (174) â óðàâíåíèå (170), ïî-
ëó÷èì òîæäåñòâî. Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ýòî òîæäåñòâî ïî αj , áóäåì
èìåòü

∂2S

∂αj∂t
+

k∑
i=1

∂F

∂pi

∂2S

∂αj∂qi
= 0, (175)

ãäå pi =
∂S
∂qi

.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî t ïåðâûå óðàâíåíèÿ (173), ïîëó÷èì

∂2S

∂t∂αj
+

k∑
i=1

∂2S

∂qi∂αj

∂qi
∂t

= 0. (176)
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Íî â ñèëó íåðåíðûâíîñòè ôóíêöèè S îòíîñèòåëüíî åå àðãóìåíòîâ

∂2S

∂αj∂t
=

∂2S

∂t∂αj
,

∂2S

∂αj∂qi
=

∂2S

∂qi∂αj
.

Ïîýòîìó, âû÷èòàÿ (176) èç (175), íàõîäèì ñîîòíîøåíèå

k∑
i=1

∂2S

∂qi∂αj

(
∂qi
∂t

− ∂F

∂pi

)
= 0 (j = 1, 2, ..., k).

Çäåñü ìû ïîëó÷èëè k ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî âåëè÷èí
â êðóãëûõ ñêîáêàõ. Èõ îïðåäåëèòåëü E ̸= 0 , òàê êàê S åñòü ïîëíûé
èíòåãðàë. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì

∂qi
∂t

− ∂F

∂pi
= 0.

Âîçüìåì ñíîâà óðàâíåíèå (170), ïîäñòàâèì ñþäà S èç ôîðìóëû
(172) è ïîëó÷èì òîæäåñòâî, êîòîðîå ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî qj :

∂2S

∂qj∂t
+

∂F

∂qj
+

k∑
i=1

∂F

∂pi

∂2S

∂qi∂qj
= 0. (177)

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïî t âòîðûå óðàâíåíèÿ (173), ïîëó÷èì

∂2S

∂t∂qj
+

k∑
i=1

∂2S

∂qi∂qj

∂qj
∂t

− ∂pj
∂t

= 0. (178)

Íî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè S ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

∂2S

∂qj∂t
=

∂2S

∂t∂qj
,

∂2S

∂qj∂qi
=

∂2S

∂qi∂qj
.

Êðîìå òîãî, ðàíåå áûëî ïîëó÷åíî

∂qi
∂t

=
∂F

∂pi
.

Åñëè òåïåðü âû÷åñòü ïî÷ëåííî òîæäåñòâà (177) è (178), òî ïîëó÷èòñÿ

∂pj
∂t

+
∂F

∂qj
= 0.
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Òàê êàê â ôîðìóëàõ (174) q = q(t, α1, α2, ..., αk, β1, β2, ..., βk), à αj =
const, βj = const, òî ∂

∂t = d
dt . Ñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷åííûå ñîîòíîøå-

íèÿ ìîæíî çàïèñàòü êàê ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé

dqj
dt

=
∂F

∂pj
,

dpj
dt

= − ∂F

∂qj
(j = 1, 2, ..., k) .

Íî ýòî è åñòü ñîîòíîøåíèÿ (169).
Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî pj è qj , óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèÿì

(173), óäîâëåòâîðÿþò ïðè ëþáûõ αj è βj òàêæå êàíîíè÷åñêèì óðàâ-
íåíèÿì Ãàìèëüòîíà (169). Ýòî çíà÷èò, ÷òî ðàâåíñòâà (173) îáðàçóþò
îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèé (169), à (174) � èõ îáùåå ðåøåíèå. Èòàê,
íàïðÿìóþ äîêàçàíî, ÷òî åñëè (172) � ïîëíûé èíòåãðàë, òî èç íèõ
ñëåäóþò óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

7.2. Ìåòîä Ãàìèëüòîíà-ßêîáè

Ìåòîä ðåøåíèÿ êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé (169), îñíîâàííûé íà òåî-
ðåìå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè, íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì Ãàìèëüòîíà-ßêîáè. Îò-
ìåòèì ñõåìàòè÷åñêè ýòàïû ýòîãî ìåòîäà.

Ïóñòü èìååòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà (169), ãäå

F = F (t, q1, q2, ..., qk, p1, p2, ..., pk)

- èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ � ãàìèëüòîíèàí. Äëÿ èõ èíòåãðèðîâàíèÿ íóæíî
ñäåëàòü ñëåäóþùåå.

1) Çàìåíÿåì îáîáùåííûå èìïóëüñû íà ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî qj
îò ôóíêöèè S è ñîñòàâëÿåì óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè:

∂S

∂t
+ F

(
t, q1, q2, ..., qk,

∂S

∂q1
,
∂S

∂q2
, ...

∂S

∂qk

)
= 0.

2) Íàõîäèì åãî ïîëíûé èíòåãðàë

S(t, q1, q2, ..., qk, α1, α2, ..., αk) + αk+1

êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì.
3) Âûïèñûâàåì îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèé (169) :

∂S

∂αj
= βj ,

∂S

∂qj
= pj , (j = 1, 2, ..., k).
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4) Ðàçðåøàÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ îòíîñèòåëüíî pj è qj , íàõîäèì îá-
ùåå ðåøåíèå êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé (169)

qj = qj(t, α1, α2, ..., αk, β1, β2, ..., βk),
pj = pj(t, α1, α2, ..., αk, β1, β2, ..., βk).

Òåîðåìà ßêîáè ñâîäèò ðåøåíèå êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé ê íàõîæ-
äåíèþ ïîëíîãî èíòåãðàëà äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Îäíà çàäà÷à ñâåäåíà ê äðóãîé. Ìàòå-
ìàòè÷åñêè îíè îäèíàêîâî ñëîæíû, èáî îáùåãî ïðèåìà äëÿ íàõîæäå-
íèÿ ïîëíîãî èíòåãðàëà íåò. Íî â íåêîòîðûõ íåìíîãèõ ñëó÷àÿõ ôîðìó
ïîëíîãî èíòåãðàëà óäàåòñÿ óãàäàòü. Êðîìå òîãî, ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå
ìåòîäîì Ãàìèëüòîíà-ßêîáè, îáëàäàåò ðÿäîì ïðåèìóùåñòâ. Â òåîðèè
êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé òåîðåìà Ãàìèëüòîíà-ßêîáè èãðàåò âûäàþ-
ùóþñÿ ðîëü.

Àíãëî-ñàêñû íàçûâàþò äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (170) óðàâ-
íåíèåì Ãàìèëüòîíà. Ôðàíöóçû íàçûâàþò åãî óðàâíåíèåì Ãàìèëüòî-
íà-ßêîáè, à òåîðåìó � èìåíåì ßêîáè. Âïåðâûå óðàâíåíèå (170) ïîëó-
÷åíî Ãàìèëüòîíîì, è òåîðåìó Ãàìèëüòîíà-ßêîáè îí âïåðâûå äîêàçàë,

èñïîëüçîâàâ íå αj è βj , à íà÷àëüíûå óñëîâèÿ p
(0)
j è q

(0)
j äëÿ êàêîãî-òî

ôèêñèðîâàííîãî ìîìåíòà t0 .

Çàìåòèì, ÷òî ïîñòîÿííûå αj è βj ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç p
(0)
j è q

(0)
j .

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè.
Ñëó÷àé 1. Ïóñòü ãàìèëüòîíèàí F íå çàâèñèò ÿâíî îò âðåìåíè t ,

òî åñòü ∂F
∂t = 0 . Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (169) èìåþò èíòåãðàë

F = α1.

Òîãäà èç óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè ñëåäóåò, ÷òî ∂S
∂t + α1 = 0

èëè ∂S
∂t = −α1, ãäå α1 = const. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå óðâíåíèÿ

Ãàìèëüòîíà-ßêîáè ìîæíî èñêàòü â âèäå S = −α1t + S′(q|α) , ãäå S′

íå çàâèñèò ÿâíî îò âðåìåíè t , òî åñòü ∂S′

∂t = 0. Äëÿ S′ ïîëó÷àåòñÿ
òàêîå ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè

F

(
t, q1, q2, ..., qk,

∂S′

∂q1
,
∂S′

∂q2
, ...

∂S′

∂qk

)
= α1.

Îáùèé èíòåãðàë êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé (169) ïî òåîðåìå Ãàìèëü-
òîíà-ßêîáè áóäåò èìåòü âèä

∂S

∂α1
= t+ β1,

∂S

∂q1
= p1,
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∂S

∂αj
= βj ,

∂S

∂qj
= pj , (j = 2, 3, ..., k).

Ñëó÷àé 2. Äîïóñòèì, ÷òî Ãàìèëüòîíèàí F íå ñîäåðæèò ÿâíî
êàêóþ-ëèáî îäíó èç îáîáùåííûõ êîîðäèíàò. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè
ðåçóëüòàòîâ, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî q2. Òàêèå êîîðäèíàòû íàçûâà-
þòñÿ â ìåõàíèêå öèêëè÷åñêèìè. Â ýòîì ñëó÷àå

∂F

∂q2
= 0.

Òîãäà èç (169) ñëåäóåò, ÷òî dp2

dt = 0, òî åñòü p2 = α2, ãäå α2 = const.

Íî p2 = ∂S
∂q2

= α2. Ïîýòîìó ôóíêöèþ S ìîæíî èñêàòü â âèäå

S = α2q2 + S′′,

ãäå S′′ íå çàâèñèò îò q2.
Ñëó÷àé 3. Ïóñòü îäíîâðåìåííî ∂F

∂t = ∂F
∂q2

= 0. Êîìáèíèðóÿ ñëó-
÷àè 1 è 2, ïîëó÷àåì ôîðìó ïîëíîãî èíòåãðàëà

S = −α1t+ α2q2 + S′′′,

ãäå S′′′ íå çàâèñèò ÿâíî íè îò t, íè îò q2.

7.3. Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé çàäà÷è äâóõ òåë ìåòîäîì Ãà-
ìèëüòîíà-ßêîáè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá îòíîñèòåëüíîì äâèæåíèè äâóõ òåë P0 è P1.
Â ðàçäåëå 6.2 íà ïðèìåðå ýòîé çàäà÷è âûâåäåíû óðàâíåíèÿ Ãàìèëü-
òîíà. Âîñïîëüçóåìñÿ âûïîëíåííûìè ðàíåå âûêëàäêàìè.

Ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è äâóõ òåë èìååò âèä

U = µ/r, (179)

ãäå µ - ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð, à r - öåíòðàëüíîå ðàññòîÿíèå.
Â êà÷åñòâå îáîáùåííûõ êîîðäèíàò áûëè ïðèíÿòû ñôåðè÷åñêèå êî-

îðäèíàòû q1 = r, q2 = φ, q3 = λ. Ââåäåíû îáîáùåííûå èìïóëüñû

p1 =
∂T

∂ṙ
, p2 =

∂T

∂φ̇
, p3 =

∂T

∂λ̇
,

è ïîëó÷åíî âûðàæåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè T ÷åðåç îáîùåííûå êî-
îðäèíàòû è îáîùåííûå èìïóëüñû:

T =
1

2
(p21 +

p22
r2

+
1

r2 cos2 φ
p23). (180)

109



Cîñòàâèì òåïåðü óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ Ãàìèëüòîíà-
ßêîáè è ïîïûòàåìñÿ åãî ïðîèíòåãðèðîâàòü.

Ãàìèëüòîíèàí çàäà÷è F = T −U ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (180) è (179)
ïðèíèìàåò âèä

F =
1

2

(
p21 +

p22
r2

+
p23

r2 cos2 φ

)
− µ

r
, (181)

à óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó

dr

dt
=

∂F

∂p1
,

dp1
dt

= −∂F

∂r
,

dφ

dt
=

∂F

∂p2
,

dp2
dt

= −∂F

∂φ
, (182)

dλ

dt
=

∂F

∂p3
,

dp3
dt

= −∂F

∂λ
.

Ñîñòàâèì óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè äëÿ ñèñòåìû (182). Ñíà-
÷àëà çàïèøåì åãî â îáùåì âèäå

∂S

∂t
+ F = 0

èëè
∂S

∂t
+

1

2

(
p21 +

p22
r2

+
p23

r2 cos2 φ

)
− µ

r
= 0 .

Çàòåì ïîäñòàâèì òóäà

p1 =
∂S

∂r
, p2 =

∂S

∂φ
, p3 =

∂S

∂λ
.

Òîãäà óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñè-
òåëüíî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè S(t, r, φ, λ) ïðèìåò âèä

∂S

∂t
+

1

2

[(
∂S

∂r

)2

+
1

r2

(
∂S

∂φ

)2

+
1

r2 cos2 φ

(
∂S

∂λ

)2
]
− µ

r
= 0. (183)

Ýòî è åñòü óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè äëÿ çàäà÷è äâóõ òåë. Íóæ-
íî íàéòè åãî ïîëíûé èíòåãðàë. Â ãàìèëüòîíèàí óðàâíåíèé (182), êàê
è â óðàâíåíèÿ (183), âðåìÿ ÿâíî íå âõîäèò, à òîëüêî ïîñðåäñòâîì
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò íåèçâåñòíîé ôóíêöèè S(t, r, φ, λ) . Òî æå
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ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü î äîëãîòå λ � öèêëè÷åñêîé êîîðäèíàòå. Çíà÷èò
ðåøåíèå ìîæíî èñêàòü â âèäå

S = −α1t+ α3λ+ S′(r, φ),

ãäå S′(r, φ) íå çàâèñèò íè îò t, íè îò λ. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â óðàâíåíèå
(183), íàõîäèì

−α1 +
1

2

(
∂S′

∂r

)2

+
1

2r2

(
∂S′

∂φ

)2

+
α2
3

2r2 cos2 φ
− µ

r
= 0.

Óìíîæèâ íà −2r2, ïîëó÷èì

2α1r
2 − r2

(
∂S′

∂r

)2

−
(
∂S′

∂φ

)2

− α2
3 sec

2 φ+ 2µr = 0.

Ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â ôîðìå

2α1r
2 − r2

(
∂S′

∂r

)2

+ 2µr =

(
∂S′

∂φ

)2

+ α2
3 sec

2 φ. (184)

Îíî èìååò âèä

f1

(
r,
∂S′

∂r

)
= f2

(
φ,

∂S′

∂φ

)
,

ãäå

f1

(
r,
∂S′

∂r

)
= 2α1r

2 − r2
(
∂S′

∂r

)2

+ 2µr,

f2

(
φ,

∂S′

∂φ

)
=

(
∂S′

∂φ

)2

+ α2
3 sec

2 φ.

Ýòî íàâîäèò íà ìûñëü èñêàòü S′ â âèäå ñóììû

S′(r, φ) = S1(r) + S2(φ). (185)

Ïîäñòàâèâ (185) â (184), ïîëó÷èì

2α1r
2 − r2

(
dS1

dr

)2

+ 2µr =

(
dS2

dφ

)2

+ α2
3 sec

2 φ.

Çäåñü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå çàìåíåíû íà ïîëíûå, òà êàê S1(r) íå çàâè-
ñèò îò φ, à S2(φ) íå çàâèñèò îò r. Íî r è φ � íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå.
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Ïîýòîìó ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà ëå-
âàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ðàâíû îäíîé è òîé æå ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé.
Îáîçíà÷èâ íåîòðèöàòåëüíóþ ïðàâóþ ÷àñòü ÷åðåç α2

2, íàéäåì(
dS2

dφ

)2

+ α2
3 sec

2 φ = α2
2, r2

(
dS1

dr

)2

− 2α1r
2 − 2µr = −α2

2.

Òîãäà (
dS1

dr

)2

= 2α1 +
2µ

r
− α2

2

r2
,

(
dS2

dφ

)2

= α2
2 − α2

3 sec
2 φ.

Îòñþäà ñðàçó æå èìååì

dS1

dr
=
√
2α1r2 + 2µr − α2

2

1

r
,

dS2

dφ
=
√
α2
2 − α2

3 sec
2 φ

èëè

S1(r) =

r∫
r0

√
2α1r2 + 2µr − α2

2

dr

r
, S2(φ) =

φ∫
0

√
α2
2 − α2

3 sec
2 φ dφ.

Âåëè÷èíó r0 = const ìû îïðåäåëèì ïîçæå.
Âñïîìíèì, ÷òî

S = −α1t+ α3λ+ S1(r) + S2(φ).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëíûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè çàäà-
÷è äâóõ òåë èìååò âèä

S = −α1t+ α3λ+
r∫

r0

√
2α1r2 + 2µr − α2

2
dr
r +

+
φ∫
0

√
α2
2 − α2

3 sec
2 φ dφ+ α4.

(186)

Çäåñü α4 � àääèòèâíàÿ ïîñòîÿííàÿ, ò. ê. S â óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-
ßêîáè ÿâíî íå âõîäèò, à òîëüêî ÷åðåç ñâîè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå. Ìû
íàøëè S = S(t, r, φ, λ, α1, α2, α3) � ïîëíûé èíòåãðàë, çàâèñÿùèé, êðî-
ìå îáîáùåííûõ êîîðäèíàò, åùå îò òðåõ ïðîèçâîëüíûõ íåàääèòèâíûõ
ïîñòîÿííûõ α1, α2, α3.
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Ñîãëàñíî òåîðåìå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè, îáùèé èíòåãðàë êàíîíè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé çàäà÷è äâóõ òåë â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè

∂S

∂α1
= β1,

∂S

∂α2
= β2,

∂S

∂α3
= β3, (187)

∂S

∂r
= p1,

∂S

∂φ
= p2,

∂S

∂λ
= p3, (188)

ãäå β1, β2, β3 � åùå òðè ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
Ðàñïèøåì ÿâíî ñîîòíîøåíèÿ (187), âîñïîëüçîâàâøèñü âûðàæåíè-

åì äëÿ ïîëíîãî èíòåãðàëà (186). Ïîëó÷èì

−t+

r∫
r0

r dr√
2α1r2 + 2µr − α2

2

= β1, (189)

−α2

r∫
r0

dr

r
√
2α1r2 + 2µr − α2

2

+ α2

φ∫
0

dφ√
α2
2 − α2

3 sec
2 φ

= β2, (190)

λ− α3

φ∫
0

sec2 φ dφ√
α2
2 − α2

3 sec
2 φ

= β3. (191)

Ðàçðåøèâ ñîîòíîøåíèÿ (189), (190), (191), íàéäåì r, φ, λ, à çàòåì è
ṙ, φ̇, λ̇ êàê ôóíêöèè t, α1, α2, α3, β1, β2, β3. Òåì ñàìûì áóäåò ïîñòðîåíî
îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è äâóõ òåë.

Íåçàâèñèìûå ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ α1, α2,
α3, β1, β2, β3 íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàìè ßêîáè.

7.4. Ñâÿçü êåïëåðîâñêèõ ýëåìåíòîâ îðáèòû ñ ýëåìåíòàìè
ßêîáè

Îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è äâóõ òåë õîðîøî èçâåñòíî. Êîîðäèíàòû è
ñîñòàâëÿþùèå ñêîðîñòè âûðàæàþòñÿ êàê ôóíêöèè âðåìåíè t è íåçà-
âèñèìûõ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ a, e, i,Ω, ω, τ � êåïëåðîâûõ ýëå-
ìåíòîâ îðáèòû.

Íàéäåì òåïåðü ñâÿçü ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ � ýëåìåíòîâ ßêî-
áè α1, α2, α3, β1, β2, β3 ñ êåïëåðîâûìè ýëåìåíòàìè.
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×òî òàêîå α1 ? Ýòî ïîñòîÿííàÿ, ñâÿçàííàÿ ñ ïîëíîé ýíåðãèåé, ïî-
ñêîëüêó

F = T − U = α1.

Èç ôîðìóë êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ èìååì èíòåãðàë ýíåðãèè â ôîðìå

V 2 − 2µ

r
= h,

ãäå h = const � óäâîåííàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ íà åäèíèöó ìàññû,
èëè, ÷òî òîæå ñàìîå,

2T − 2U = h.

Òàêèì îáðàçîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

h = 2α1.

Ìû çíàåì, ÷òî åñëè h < 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, α1 < 0, òî òèï äâèæå-
íèÿ áóäåò ýëëèïòè÷åñêèì. Èìåííî åãî è áóäåì ðàññìàòðèâàòü äàëüøå.

Îáðàòèìñÿ ê ðàâåíñòâó (189) è çàïèøåì åãî òàê:

r∫
r0

r dr√
2α1r2 + 2µr − α2

2

= t+ β1, (192)

Ïóñòü Q(r) = 2α1r
2+2µr−α2

2 � êâàäðàòíûé ìíîãî÷ëåí ñ êîðíÿìè r0
è r1, ñ÷èòàÿ r0 < r1. Èç (192) âèäíî, ÷òî äâèæåíèå âîçìîæíî òîëü-
êî, åñëè Q(r) ≥ 0, êîãäà r0 ≤ r ≤ r1. Íî èç ôîðìóë êåïëåðîâñêîãî
äâèæåíèÿ èçâåñòíî

a(1− e) ≤ r ≤ a(1 + e).

Òàêèì îáðàçîì r0 = a(1 − e), r1 = a(1 + e). Ïî òåîðåìå Âèåòà äëÿ
óðàâíåíèÿ Q(r) = 0 :

r0 + r1 = − 2µ

2α1
, r0r1 = − α2

2

2α1

èëè

2a = − µ

α1
, a2(1− e2) = − α2

2

2α1
,

îòêóäà

α1 = − µ

2a
, α2 =

√
µa(1− e2),
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ïðè÷åì
µ = f(m0 +m1).

Èç (192) âèäíî, ÷òî ïðè r = r0 îêàçûâàåòñÿ t = −β1. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ðàâåíñòâî r = r0 èìååò ìåñòî â ìîìåíò ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç
ïåðèöåíòð τ . Ñëåäîâàòåëüíî

β1 = −τ.

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì (191). Ïåðåïèøåì åãî â âèäå

α3

φ∫
0

sec2 φ dφ√
α2
2 − α2

3 sec
2 φ

= λ− β3. (193)

Ðåàëüíîå äâèæåíèå âîçìîæíî ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîäêîðåííîå âûðàæå-
íèå â (193) íåîòðèöàòåëüíî:

α2
2 − α2

3 sec
2 φ ≥ 0,

òî åñòü

cos2 φ ≥ α2
3

α2
2

.

Òàê êàê φ � øèðîòà îáúåêòà, òî åå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàâíî íà-
êëîíó îðáèòû i, à ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå cos2 φ ðàâíî cos2 i. Ñëåäî-
âàòåëüíî

cos2 i =
α2
3

α2
2

.

Ïîäñòàâèì ñþäà íàéäåííîå ðàíåå âûðàæåíèå äëÿ α2, ïîëó÷èì

α3 =
√
µa(1− e2) cos i.

Èç ôîðìóëû (193) âèäíî, ÷òî ïðè φ = 0 èìååì λ = β3. Íî ïðè
φ = 0 òåëî íàõîäèòñÿ íà ëèíèè óçëîâ, òî åñòü λ = Ω, òàê ÷òî

β3 = Ω.

Ðàñïèøåì òåïåðü ðàâåíñòâî (190) â âèäå

−α2

r∫
r0

dr

r
√

2α1r2 + 2µr − α2
2

+ J = β2, (194)
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ãäå

J = α2

φ∫
0

dφ√
α2
2 − α2

3 sec
2 φ

.

Ïîäñòàâèâ α2 =
√
µa(1− e2), α3 =

√
µa(1− e2) cos i, ïîëó÷èì

J = α2

φ∫
0

dφ√
α2
2 − α2

3 sec
2 φ

= α2

φ∫
0

cosφ dφ√
cos2 φ− cos2 i

.

Ââåäåì âìåñòî φ íîâóþ ïåðåìåííóþ u ïî ôîðìóëå

sinφ = sin i sinu.

Òîãäà
cos2 φ = 1− sin2 i sin2 u,

îòêóäà

cosφ dφ = sin i cosu du, cos2 φ− cos2 i = sin2 i cos2 u.

Ïîýòîìó

J =

u∫
0

du = u.

Âñëåäñòâèå ýòîãî (194) ïðèíèìàåò âèä

α2

r∫
r0

dr

r
√
2α1r2 + 2µr − α2

2

= u− β2. (195)

Â òî æå âðåìÿ èç îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû u ÿñíî, ÷òî ýòî àðãóìåíò
øèðîòû, òî åñòü

u = ω + v,

ãäå v � èñòèíàÿ àíîìàëèÿ.
Ðàññìîòðèì ìîìåíò, êîãäà òåëî íàõîäèòñÿ â ïåðèöåíòðå îðáèòû.

Â ýòîò ìîìåíò r = r0. Èç (195) äëÿ ýòîãî ìîìåíòà èìååì u = β2. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, â ïåðèöåíòðå îðáèòû v = 0 è u = ω. Ñëåäîâàòåëüíî

β2 = ω.

Òàêîâà ñâÿçü ýëåìåíòîâ ßêîáè ñ êåïëåðîâûìè ýëåìåíòàìè

α1 = − µ

2a
, α2 =

√
µa(1− e2), α3 =

√
µa(1− e2) cos i,

β1 = −τ, β2 = ω, β3 = Ω.
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Ãëàâà 8. Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ â òåîðèè âîçìóùåíèé

8.1. Ìåòîä òåîðèè âîçìóùåíèé â ñëó÷àå êàíîíè÷åñêèõ ñè-
ñòåì óðàâíåíèé

Ïóñòü èçó÷àåìîå äâèæåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ
ñèñòåìîé êàíîíè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dqj
dt

=
∂H

∂pj
,

dpj
dt

= −∂H

∂qj
(j = 1, 2, ..., k) (196)

îòíîñèòåëüíî îáîáùåííûõ êîîðäèíàò q1, q2, ..., qk è îáîáùåííûõ èì-
ïóëüñîâ p1, p2, ..., pk ñ ãàìèëüòîíèàíîì H = H(t, q1, q2, ..., qk, p1, p2,
..., pk).

Äîïóñòèì, ÷òî ãàìèëüòîíèàí ìîæíî ðàçëîæèòü íà äâà ñëàãàåìûõ
H = F−R ïðè âûïîëíåíèè îäíîãî íèæåñëåäóþùåãî óñëîâèÿ. Çäåñü F
è R â îáùåì ñëó÷àå çàâèñÿò îò ïåðåìåííûõ t, q1, q2, ..., qk, p1, p2, ..., pk.

Íàðÿäó ñ óðàâíåíèÿìè (196) ðàññìîòðèì äðóãóþ ñèñòåìó êàíîíè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé

dqj
dt

=
∂F

∂pj
,

dpj
dt

= − ∂F

∂qj
(j = 1, 2, ..., k), (197)

êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç (196) ïðè R = 0. Ñèñòåìó óðàâíåíèé (197)
áóäåì íàçûâàòü óïðîùåííîé èëè óðàâíåíèÿìè íåâîçìóùåííîãî äâè-
æåíèÿ, à ñèñòåìó (196) � óðàâíåíèÿìè âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ.

Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå, ÷òî óïðîùåííàÿ ñèñòåìà (197) óæå ðå-
øåíà ìåòîäîì Ãàìèëüòîíà-ßêîáè, òî åñòü ñîñòàâëåíî äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 1-ãî ïîðÿäêà

∂S

∂t
+ F

(
t, q1, q2, ..., qk,

∂S

∂q1
,
∂S

∂q2
, ...

∂S

∂qk

)
= 0, (198)

è íàéäåí ïîëíûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè

S = S(t, q1, q2, ..., qk, α1, α2, ..., αk) + αk+1.

Òîãäà îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèé (197) ïðåäñòàâëåí ñîîòíîøåíèÿìè

∂S

∂αj
= βj ,

∂S

∂qj
= pj . (199)
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Ðàçðåøàÿ ñîîòíîøåíèÿ (199) îòíîñèòåëüíî pj è qj , ïîëó÷èì îáùåå
ðåøåíèå óïðîùåííîé ñèñòåìû (197)

qj = qj(t, α1, α2, ..., αk, β1, β2, ..., βk),
pj = pj(t, α1, α2, ..., αk, β1, β2, ..., βk),

(200)

ãäå αj = const, βj = const ñóòü ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå èíòåãðè-
ðîâàíèÿ.

Íàøà çàäà÷à � ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (196), òî åñòü ñèñòåìó
óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ. Äëÿ ýòîãî â óðàâíåíèÿõ (196)
ïåðåéäåì ê íîâûì ïåðåìåííûì αj , βj ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (200). Òå-
ïåðü αj = αj(t), βj = βj(t) � íîâûå èñêîìûå ôóíêöèè. Âûâåäåì
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ íîâûõ ïåðåìåííûõ. Ïîêàæåì, ÷òî
íîâûå óðàâíåíèÿ áóäóò êàíîíè÷åñêèìè, òî åñòü ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå
(q, p) → (α, β) � êàíîíè÷åñêîå. Âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ ýòîãî òåîðåìîé
ßêîáè î êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Ïðîâåðèì äèôôåðåíöèàëü-
íóþ ôîðìó

k∑
j=1

pjdqj −
k∑

j=1

αjdβj ,

êîòîðàÿ äîëæíà áûòü ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì.
Î÷åâèäíî,

αjdβj = d(αjβj)− βjdαj .

Òîãäà

k∑
j=1

pjdqj −
k∑

j=1

αjdβj =

k∑
j=1

pjdqj +

k∑
j=1

βjdαj −
k∑

j=1

d(αjβj).

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâàìè (199) è ïîëó÷èì

k∑
j=1

pjdqj −
k∑

j=1

αjdβj =

k∑
j=1

∂S

∂qj
dqj +

k∑
j=1

∂S

∂αj
dαj − d

 k∑
j=1

αjβj

 .

Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå d′S äëÿ ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà îò S ïî âñåì
àðãóìåíòàì, êðîìå âðåìåíè t, çàïèøåì

k∑
j=1

pjdqj −
k∑

j=1

αjdβj = d′S − d′

 k∑
j=1

αjβj

 = d′

S −
k∑

j=1

αjβj

 .
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Òàêèì îáðàçîì, èññëåäóåìîå âûðàæåíèå äåéñòâèòåëüíî îêàçàëîñü
ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì îò íåêîòîðîé ôóíêöèè ïî âñåì àðãóìåíòàì,
êðîìå âðåìåíè t. Òîãäà ïî òåîðåìå ßêîáè ðàññìàòðèâàåìîå ïðåîáðàçî-
âàíèå áóäåò êàíîíè÷åñêèì, è íîâûå ïåðåìåííûå áóäóò óäîâëåòâîðÿòü
êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèÿì

dβj

dt
=

∂K

∂αj
,

dαj

dt
= −∂K

∂βj
(j = 1, 2, ..., k), (201)

ñ íîâûì ãàìèëüòîíèàíîì

K = H +
∂S

∂t
= F −R+

∂S

∂t
. (202)

Íî S � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè (198), òàê ÷òî

∂S

∂t
+ F ≡ 0,

ñëåäîâàòåëüíî
K = −R.

Îêîí÷àòåëüíî óðàâíåíèÿ (201) ïðèîáðåòóò âèä

dαj

dt
=

∂R

∂βj

dβj

dt
= − ∂R

∂αj
, (j = 1, 2, ..., k). (203)

Èòàê, αj è βj îêàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûìè ïåðåìåííû-
ìè.

Â íåáåñíîé ìåõàíèêå ôóíêöèþ R íàçûâàþò âîçìóùàþùåé ôóíê-
öèåé.

Ïîñêîëüêó íîâûå óðàâíåíèÿ (203) ïîëó÷åíû ïóòåì ïîïûòêè óäî-
âëåòâîðèòü èñõîäíûå óðàâíåíèÿ (196) ôóíêöèÿìè (200), â êîòîðûõ
αj , βj íå ïîñòîÿííûå, à íåêîòîðûå ôóíêöèè âðåìåíè, òî òàêîé ìå-
òîä íàçûâàåòñÿ òàêæå ìåòîäîì âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.
Èìåíî òàê îí íàçûâàåòñÿ â êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ è ìíîãèõ ó÷åáíè-
êàõ.

Ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ äàåò íàì êàíîíè÷å-
ñêèå îñêóëèðóþùèå ýëåìåíòû îðáèòû αj , βj .

Åñëè ìû ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèÿ (203), òî åñòü ïîëó÷èì

αj = αj(t, α
′
1, α

′
2, ..., α

′
k, β

′
1, β

′
2, ..., β

′
k),

βj = βj(t, α
′
1, α

′
2, ..., α

′
k, β

′
1, β

′
2, ..., β

′
k),

(204)
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ãäå α′
j è β′

j � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ, òî ïîñëå ïîä-
ñòàíîâêè (204) â ôîðìóëû (200) íàéäåì ðåøåíèå èñõîäíûõ óðàâíåíèé
(196).

8.2. Óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ â ýëåìåíòàõ ßêîáè

Âûøå ðàññìîòðåí ìåòîä òåîðèè âîçìóùåíèé â ñëó÷àå êàíîíè÷å-
ñêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì ïðèíèìàëîñü ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî
ñòåïåíåé ñâîáîäû k, à â óðàâíåíèÿõ íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ (197)
ãàìèëüòîíèàí ìîã áûòü ïðîèçâîëüíûì, ëèøü áû áûëî èçâåñòíî ðåøå-
íèå ýòèõ óðàâíåíèé. Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ íåáåñíîé ìåõàíèêè èçó÷àåòñÿ
áîëåå ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà â êà÷åñòâå íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ áå-
ðåòñÿ êåïëåðîâñêîå ýëëèïòè÷åñêîå äâèæåíèå. Òîãäà óðàâíåíèÿ íåâîç-
ìóùåííîãî äâèæåíèÿ â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ çàïèñûâàþòñÿ â
âèäå

d2x

dt2
=

∂U

∂x
,

d2y

dt2
=

∂U

∂y
,

d2z

dt2
=

∂U

∂z
, (205)

ãäå

U =
µ

r
, µ = f(m0 +m), r =

√
x2 + y2 + z2.

Óðàâíåíèÿ (205) îïèñûâàþò îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå òåëà P ñ ìàññîé
m âîêðóã òåëà P0 ñ ìàññîé m0.

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ðåøåíèå çàäà÷è äâóõ òåë íàéäåíî ìåòîäîì
Ãàìèëüòîíà-ßêîáè. Â êà÷åñòâå îáîáùåííûõ êîîðäèíàò âçÿòû ñôåðè-
÷åñêèå êîîðäèíàòû q1 = r, q2 = φ, q3 = λ, à îáîáùåííûå èìïóëüñû
îáîçíà÷åíû ÷åðåç p1, p2, p3. Ìåòîäîì Ãàìèëüòîíà-ßêîáè ïîëó÷åíû âû-
ðàæåíèÿ äëÿ qj , pj ÷åðåç âðåìÿ t è αj = const, βj = const (j = 1, 2, 3)
� 6 ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ

qj = qj(t, α1, α2, α3, β1, β2, β3), pj = pj(t, α1, α2, α3, β1, β2, β3). (206)

Âåëè÷èíû αj , βj (j = 1, 2, 3) íàçûâàþòñÿ îðáèòàëüíûìè ýëåìåíòàìè
ßêîáè. Îíè ñâÿçàíû ñ êåïëåðîâûìè ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

α1 = − µ
2a , α2 =

√
µa(1− e2), α3 =

√
µa(1− e2) cos i,

β1 = −τ, β2 = ω, β3 = Ω.
(207)

Â íåâîçìóùåííîì äâèæåíèè, îïèñûâàåìîì óðàâíåíèÿìè (205), α1, α2,
α3, β1, β2, β3 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ.
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Ðàññìîòðè äðóãóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

d2x

dt2
=

∂U

∂x
+

∂R

∂x
,

d2y

dt2
=

∂U

∂y
+

∂R

∂y
,

d2z

dt2
=

∂U

∂z
+

∂R

∂z
, (208)

ãäå R = R(t, x, y, z) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, íàçûâàåìàÿ âîçìóùàþùåé
ôóíêöèåé. Åñëè ïîëîæèòü R = 0, òî óðàâíåíèÿ (208) ïðåâðàòÿòñÿ â
óðàâíåíèÿ (205). Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ (208) áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíè-
ÿìè âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ.

Â ñèñòåìå óðàâíåíèé (208) ïåðåéäåì ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì
q1 = r, q2 = φ, q3 = λ â êà÷åñòâå îáîáùåííûõ êîîðäèíàò è ñîîòâåò-
ñòâóþùèì îáîáùåííûì èìïóëüñàì p1, p2, p3. Äëÿ íèõ ìîæíî çàïèñàòü
êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ ãàìèëüòîíèàíîì

H = T − (U +R) èëè H = T − U −R = F −R . (209)

Ïî ìåòîäó òåîðèè âîçìóùåíèé â ñëó÷àå êàíîíè÷åñêèõ ñèñòåì
óðàâíåíèé, èçëîæåííîìó âûøå, ìîæíî ñðàçó çàïèñàòü êàíîíè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ßêîáè.

Ñîãëàñíî ìåòîäó âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ íóæíî óäî-
âëåòâîðèòü êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèÿì âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ (208)
òåìè æå ôîðìóëàìè (206), ÷òî è óðàâíåíèÿì íåâîçìóùåííîãî äâè-
æåíèÿ (205), íî ñ÷èòàÿ αj = αj(t), βj = βj(t).

Äëÿ îñêóëèðóþùèõ ýëåìåíòîâ ßêîáè áóäåì èìåòü

dα1
dt

= ∂R
∂β1

, dα2
dt

= ∂R
∂β2

, dα3
dt

= ∂R
∂β3

,

dβ1
dt

= − ∂R

∂α1
,

dβ2
dt

= − ∂R
∂α2

,
dβ3
dt

= − ∂R
∂α3

.

(210)

Îáðàòèìñÿ ê ðàâåíñòâàì (207). Ñîïîñòàâèì èõ ñ óðàâíåíèÿìè
(210). Ñ ïîìîùüþ (207) ìîæíî ïåðåéòè îò óðàâíåíèé (210) â ýëå-
ìåíòàõ ßêîáè ê óðàâíåíèÿì Ëàãðàíæà â êåïëåðîâûõ îñêóëèðóþùèõ
ýëåìåíòàõ. Òàêîé ïóòü âûâîäà óðàâíåíèé Ëàãðàíæà îêàçûâàåòñÿ ïðî-
ùå, ÷åì èñïîëüçîâàíèå äëÿ ýòîé öåëè ïåðâûõ èíòåãðàëîâ óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ.

Ïðèìåíÿÿ òå èëè èíûå êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ìîæíî ïå-
ðåõîäèòü â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ê äðóãèì èñêîìûì ïåðåìåííûì.
Âûáîð ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿåòñÿ îñîáåííîñòÿìè êîíêðåòíîé çàäà÷è
íåáåñíîé ìåõàíèêè. Ïîñêîëüêó âñÿ èíôîðìàöèÿ î çàêîíàõ âçàèìî-
äåéñòâèÿ ñîäåðæèòñÿ â îäíîé åäèíñòâåííîé ôóíêöèè � ãàìèëüòîíè-
àíå, âûáîð ïåðåìåííûõ è ìåòîäà ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè
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ãàìèëüòîíèàíà. Ëþáûå êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ìîæíî ïûòàòüñÿ ðå-
øàòü ìåòîäîì Ãàìèëüòîíà-ßêîáè. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèäåòñÿ ïîäáèðàòü
òîò èëè èíîé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè.

Ñîãëàñíî âûøåèçëîæåííîìó ìåòîäó òåîðèè âîçìóùåíèé ìû ðàç-
ëîæèëè ãàìèëüòîíèàí èñõîäíîé çàäà÷è H íà äâà ñëàãàåìûõ F è −R,
çàòåì ïîñòðîèëè êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, â êîòîðûõ ãàìèëüòîíèà-
íîì îêàçàëàñü ôóíêöèÿ R. Ìû íå íàêëàäûâàëè äî ñèõ ïîð íèêàêèõ
óñëîâèé íà âåëè÷èíû ñëàãàåìûõ F è −R. Îäíàêî åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî
â îáëàñòè ðàññìàòðèâàåìîãî äâèæåíèÿ ôóíêöèÿ |R| âñåãäà îñòàåòñÿ
ìåíüøå |F |, òî êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ìîæíî ðåøàòü ìåòîäîì ìàëî-
ãî ïàðàìåòðà. Äëÿ ýòîãî íóæíî ðàçëîæèòü âîçìóùàþùóþ ôóíêöèþ
R ïî ñòåïåíÿì êàêîãî-ëèáî ìàëîãî ïàðàìåòðà

R = R(1) +R(2) + .... (211)

Â ñëó÷àå ìàëûõ R ìîæíî ïåðåéòè ê ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî
óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî óðàâíåíèå â òà-
êîì ñëó÷àå ìîæíî òàêæå ðåøàòü ìåòîäîì ìàëîãî ïàðàìåòðà. Ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè èùóò â âèäå ðÿäà

S = S(1) + S(2) + ..., (212)

ãäå âåðõíèé èíäåêñ â êðóãëûõ ñêîáêàõ îçíà÷àåò ïîðÿäîê ìàëîñòè.
Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (212) â óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè

∂S

∂t
+R

(
t, α1, α2, ..., αk,

∂S

∂α1
,
∂S

∂α2
, ...

∂S

∂αk

)
= 0, (213)

ñëåäóåò ðàçëîæèòü ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðà-
ìåòðà, ó÷èòûâàÿ ðàçëîæåíèÿ (211) è (212). Çàòåì íóæíî ïîñëåäîâà-
òåëüíî âûäåëèòü ÷ëåíû îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè è ïðèðàâíÿòü
èõ íóëþ. Äëÿ êàæäîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè áóäóò ïîëó÷àòüñÿ óðàâíå-
íèÿ, ðåøåíèå êîòîðûõ ñâåäåòñÿ ê êâàäðàòóðàì. Òàêîé îáùèé ïîäõîä
ïðèíèìàåò ðàçëè÷íûå êîíêðåòíûå ôîðìû â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ.

8.3. Ýëåìåíòû Äåëîíå è ýëåìåíòû Ïóàíêàðå

Óðàâíåíèÿ ßêîáè (210) íå èñïîëüçóþòñÿ â ïðàêòè÷åñêîé íåáåñíîé
ìåõàíèêå. Ïðè÷èíîé òîìó îêàçûâàåòñÿ ïîÿâëåíèå ñìåøàííûõ ÷ëåíîâ
ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðè ðåøåíèè ÷åòâåðòîãî èç óðàâíåíèé (210)

dβ1

dt
= − ∂R

∂α1
.
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Ýëåìåíò α1 âõîäèò â âîçìóùàþùóþ ôóíêöèþ íåïîñðåäñòâåííî è ÷å-
ðåç ñðåäíþþ äîëãîòó (èëè ñðåäíþþ àíîìàëèþ). Ïîñëå äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè ïîÿâëÿþòñÿ ñìåøàííûå ÷ëåíû âèäà t sin t. Â
èòîãå ýòî ïðîñòî íåóäà÷íàÿ ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ.

Äåëîíå ïðåäëîæèë ââåñòè âìåñòî ýëåìåíòîâ α1, β1 òàêèå:

L = µ(2α1)
− 1

2 , l =
1

µ
(2α1)

3
2 (t− β1) . (214)

Ïðîâåðèì áóäåò ëè òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå êàíîíè÷åñêèì. Ñîãëàñíî
òåîðåìå ßêîáè ïîñòðîèì ôóíêöèþ

β1dα1 − ldL . (215)

Ó÷èòûâàÿ çàâèñèìîñòü L îò α1 â (214), èìååì

dL = −µ(2α1)
− 3

2 dα1 . (216)

Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü l èç (214) è dL èç (216) â (215), ïîëó÷èì

β1dα1 − ldL = tdα1 = d′(tα1) . (217)

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå åñòü ïîëíûé "øòðèõ-äèôôåðåíöèàë" îò íåêî-
òîðîé ôóíêöèè. Çíà÷èò, óñëîâèÿ òåîðåìû ßêîáè âûïîëíÿþòñÿ, è ïðå-
îáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì.

Ïåðåîáîçíà÷àÿ äëÿ óäîáñòâà

H = α2, G = α3, h = β2, g = β3 ,

äëÿ íîâûõ ýëåìåíòîâ Äåëîíå ìîæíî çàïèñàòü êàíîíè÷åñêèå óðàâíå-
íèÿ

dL
dt

= ∂R′

∂l
, dG

dt
= ∂R′

∂l
, dH

dt
= ∂R′

∂h
,

dl
dt

= −∂R′

∂L
,

dg
dt

= −∂R′

∂G
, dh

dt
= −∂R′

∂H
,

(218)

ãäå

R′ = R+
µ2

2L2
.

Òåïåðü ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ (218) íå âîçíèêàþò ñìåøàííûå ÷ëåíû, ïîñêîëüêó L è l ÿâëÿ-
þòñÿ íåçàâèñèìûìè èñêîìûìè ôóíêöèÿìè.
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Ïóàíêàðå ââåë â óïîòðåáëåíèå åùå äâå ñèñòåìû êàíîíè÷åñêèõ ýëå-
ìåíòîâ, â êîòîðûõ çà îäèí èç ýëåìåíòîâ ïðèíèìàåòñÿ ñðåäíÿÿ äîëãî-
òà. Âûðàæåíèå âîçìóùàþùåé ôêíêöèè ÷åðåç ýêñöåíòðè÷åñêèå è îá-
ëè÷åñêèå ýëåìåíòû Ïóàíêàðå ïðîùå ðàçëàãàåòñÿ â ðÿäû ïî ñòåïåíÿì
ìàëûõ íàêëîíîâ è ìàëûõ ýêñöåíòðèñèòåòîâ îðáèòû.

Ïåðâàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ Ïóàíêàðå îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç êåïëåðîâ-
ñêèå ýëåìåíòû ðàâåíñòâàìè

L =
√
µ
√
a , ρ1 =

√
µ
√
a(1−

√
1− e2),

ρ2 =
√
µ
√

a(1− e2)(1− cos i),

λ = l + π = M + ω +Ω ,

ω1 = −π , ω2 = −Ω .

(219)

Ëåãêî ïðîâåðèòü ñîîòíîøåíèÿ

ldL+ gdG+ hdH − λdL− ω1dρ1 − ω2dρ2 =

= ldL+ gdG+ hdH−

−(l + g + h)dL+ (g + h)(dL− dG) + h(dG− dH) = 0 .

(220)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå ßêîáè äëÿ ýòèõ ýëåìåíòîâ ñîõðàíÿåòñÿ
êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà óðàâíåíèé.

Âòîðàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ Ïóàíêàðå äàåòñÿ ôîðìóëàìè

L =
√
µ
√
a , λ = l + π = M + ω +Ω ,

ξ1 =
√
2ρ1 cosω1 , η1 =

√
2ρ1 sinω1 ,

ξ2 =
√
2ρ2 cosω2 , η2 =

√
2ρ2 sinω2 .

(221)

Êàíîíè÷íîñòü óðàâíåíèé äëÿ ýòèõ ýëåìåíòîâ òàêæå ëåãêî ïðîâåðÿ-
åòñÿ ïî òåîðåìå ßêîáè.
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Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Â ïðåäëàãàåìîì êóðñå ëåêöèé ïðåäñòàâëåí îäèí èç ðÿäà ñóùåñòâó-
þùèõ â ëèòåðàòóðå ïîäõîäîâ ê èçó÷åíèþ ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùå-
íèé. Ïðè íåèçìåííîñòè ãëàâíîãî ïðèíöèïà ôîðìû èçëîæåíèÿ ìîãóò
áûòü ðàçëè÷íûìè. Ðàçëè÷àþòñÿ îíè â îñíîâíîì èç-çà îðèåíòàöèè íà
ðàçëè÷íûå çàäà÷è ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðåäëàãàåìûé êóðñ ëåêöèé íå èñ÷åðïûâàåò âñå
îñíîâíûå ìåòîäû òåîðèè âîçìóùåíèé â íåáåñíîé ìåõàíèêå. Â ÷àñòíî-
ñòè, íå çàòðîíóò ìåòîä Öåéïåëÿ, ïðèìåíÿâøèéñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ðÿäà
ïðàêòè÷åñêèé çàäà÷ íåáåñíîé ìåõàíèêè. Â êóðñå íå óïîìÿíóòû íîâûå
ïîäõîäû â òåîðèè âîçìóùåíèé, îñíîâàííûå íà ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëè.
Ðàññìîòðåííûé çäåñü ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà Ëÿïóíîâà-Ïóàíêàðå
ÿâëÿåòñÿ ëèøü ÷àñòíûì ñëó÷àåì áîëåå øèðîêîãî êëàññà àñèìïòîòè-
÷åñêèõ ìåòîäîâ íåáåñíîé ìåõàíèêè, õîðîøî ïðåäñòàâëåííûõ â ó÷åá-
íîì ïîñîáèè Õîëøåâíèêîâà (1985). Íå ðàññìîòðåíû ïðèìåíÿåìûå äëÿ
ðÿäà çàäà÷ ìåòîäû îñðåäíåíèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè ïî îòäåëüíûì ïðåðå-
ìåííûì. Â ðàìêàõ òàêîãî êóðñà âåñüìà çàòðóäíèòåëüíî äàòü ïîëíûé
îáçîð âñåõ ìåòîäîâ.

Âñå ýòè çàìå÷àíèÿ îïðåäåëÿþò ïóòü äàëüíåéøåãî áîëåå óãëóáëåí-
íîãî èçó÷åíèÿ ìåòîäîâ íåáåñíîé ìåõàíèêè. Ëþáîå èçó÷åíèå âñåãäà
íóæíî ñ ÷åãî-íèáóäü íà÷èíàòü. Èìåííî äëÿ ýòîãî è ïðåäíàçíà÷åí
ïðåäëàãàåìûé êóðñ ëåêöèé.
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