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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü è ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû. Òåîðèè äâèæåíèÿ ïëà-

íåò è ñïóòíèêîâ íåîáõîäèìû äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýôåìåðèä íåáåñíûõ òåë è ïðîâå-

äåíèÿ êîñìè÷åñêèõ ìèññèé. ×òîáû ñäåëàòü ñàìûå òî÷íûå ýôåìåðèäû, íóæíî

óòî÷íèòü ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ ïî âñåì èìåþùèìñÿ íàáëþäåíèÿì. Íåîáõîäè-

ìî ïîñòîÿííî óòî÷íÿòü ýôåìåðèäû ïðè ïîÿâëåíèè íîâûõ ïîðöèé íàáëþäåíèé

ýòèõ íåáåñíûõ òåë. Ïîñòðîåíèå òåîðèé äâèæåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïëàíåò è ñïóòíèêîâ. Äëÿ ýòîãî ïðèìå-

íÿþòñÿ êàê àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû, òàê è ìåòîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ïÿòü ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà ðàñïîëîæåíû â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå ïî âîç-

ðàñòàíèþ ðàññòîÿíèÿ îò ïëàíåòû: Ìèðàíäà, Àðèåëü, Óìáðèåëü, Òèòàíèÿ, Îáå-

ðîí. Ïåðâûìè èç íèõ áûëè îòêðûòû Òèòàíèÿ è Îáåðîí â 1787 ãîäó Óèëüÿìîì

Ãåðøåëåì. Íåñìîòðÿ íà òîò ôàêò, ÷òî äâà èç ïÿòè ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà

áûëè îòêðûòû åùå â XVIII âåêå, òåîðèè äâèæåíèÿ ýòèõ ñïóòíèêîâ ïîÿâèëèñü

íåñêîëüêî ïîçæå.

Â êîíöå âîñüìèäåñÿòûõ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà áûëà ïîñòðîåíà àíàëèòè÷å-

ñêàÿ òåîðèÿ äâèæåíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà (Laskar, Jacobson, 1987), íàçû-

âàåìàÿ GUST86, îñíîâàííàÿ íà íàáëþäåíèÿõ, âûïîëíåííûõ íà èíòåðâàëå âðåìå-

íè ñ 1911 ïî 1986 ãîä, âêëþ÷àÿ íàáëþäåíèÿ ñ êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà Âîÿäæåð-2.

Âçàèìíîå ïðèòÿæåíèå ñïóòíèêîâ ó÷èòûâàëîñü â ýòîé òåîðèè êëàññè÷åñêèì ìå-

òîäîì âåêîâûõ âîçìóùåíèé Ëàãðàíæà-Ëàïëàñà, à òàêæå äîáàâëåíèåì îñíîâíûõ

êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèé. Ïðè ýòîì â óðàâíåíèÿ äëÿ âåêîâûõ âîçìó-

ùåíèé áûëè äîáàâëåíû ÷ëåíû, îáóñëîâëåííûå âëèÿíèåì íåñôåðè÷íîñòè ïëàíå-

òû. Äðóãèå âîçìóùåíèÿ íå ó÷èòûâàëèñü. Â ðàçëîæåíèè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè

ïî ñòåïåíÿì íàêëîíà è ýêñöåíòðèñèòåòà â òåîðèè GUST86 áûëè îñòàâëåíû òîëü-

êî ãëàâíûå ÷ëåíû íå âûøå âòîðîé ñòåïåíè, îáåñïå÷èâàþùèå òåì ñàìûì âû÷èñ-

ëåíèå ëèíåéíûõ âîçìóùåíèé.

Âî âòîðîé ãëàâå íàøåé ðàáîòû ïîñòðîåíà íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ âåêîâûõ âîç-
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ìóùåíèé ñïóòíèêîâ ñæàòîé ïëàíåòû, â êîòîðîé ó÷òåíû ÷ëåíû ÷åòâåðòîé ñòå-

ïåíè â ðàçëîæåíèÿ âåêîâîé ÷àñòè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè ïî ñòåïåíÿì ìàëûõ

íàêëîíîâ è ýêñöåíòðèñèòåòîâ îðáèò. Ïîêàçàíî, ÷òî âåêîâûå ÷ëåíû ÷åòâåðòûõ

ñòåïåíåé âíîñÿò ñóùåñòâåííûé âêëàä â ýâîëþöèþ îðáèò ñïóòíèêîâ, ïðåæäå âñå-

ãî Ìèðàíäû, íà èíòåðâàëàõ ïîðÿäêà ñòà ëåò.

Ïîñëå 1986 ãîäà áûëî íàêîïëåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî íîâûõ, â òîì ÷èñëå

áîëåå òî÷íûõ íàáëþäåíèé ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà. Ðàññîãëàñîâàíèå òåîðèè

GUST86 ñ ýòèìè íàáëþäåíèÿìè îêàçàëîñü íåäîïóñòèìî áîëüøèì. Ïîÿâèëàñü

íåîáõîäèìîñòü ïîñòðîåíèÿ íîâîé ìîäåëè äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ.

Ïåðâàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà, îñíîâàííàÿ íà ÷èñëåí-

íîì èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, áûëà îïóáëèêîâàíà â ðàáîòå Òåéëîðà

(Taylor, 1998). Ìîäåëü îñíîâûâàëàñü íà íàáëþäåíèÿõ, âûïîëíåííûõ íà íåáîëü-

øîì èíòåðâàëå èíòåðâàëå âðåìåíè ñ 1977 ïî 1995 ãîä.

Â 2008 ãîäó Â. Ëåíåé (Lainey, 2008) ðàçðàáîòàë íîâóþ ìîäåëü äâèæåíèÿ

ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà. Ýòà ìîäåëü ïîñòðîåíà ïóòåì ÷èñëåííîãî èíòåãðè-

ðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ. Â ïðàâûõ ÷àñòÿõ

óðàâíåíèé ó÷èòûâàëèñü âîçìóùåíèÿ îò ñëåäóþùèõ ôàêòîðîâ: âòîðàÿ è ÷åò-

âåðòàÿ çîíàëüíûå ãàðìîíèêè ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ Óðàíà,

âçàèìíîå ïðèòÿæåíèå ñïóòíèêîâ è âîçìóùåíèÿ îò Ñîëíöà. Äëÿ óòî÷íåíèÿ ñâîåé

ìîäåëè Â. Ëåíåé èñïîëüçîâàë íàçåìíûå íàáëþäåíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà,

âûïîëíåííûå ñ 1948 ïî 2006 ãîäû, è íàáëþäåíèÿ, ñäåëàííûå ñ ïîìîùüþ êîñìè-

÷åñêîãî àïïàðàòà Âîÿäæåð-2 â 1985-1986 ãîäàõ.

Â ñèëó ñâîéñòâ îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ òî÷íîñòü ýôåìåðèä óõóä-

øàåòñÿ ñ óäàëåíèåì ìîìåíòà ýôåìåðèä îò ìîìåíòà ïîñëåäíåãî íàáëþäåíèÿ, èñ-

ïîëüçîâàííîãî ïðè ñîçäàíèè ìîäåëè äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ. Êðîìå òîãî èçâåñòíî,

÷òî òî÷íîñòü ýôåìåðèä óëó÷øàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè èíòåðâàëà âðåìåíè íàáëþ-

äåíèé, íà êîòîðûõ îíè îñíîâàíû (Emelyanov, 2010). Äëÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ

Óðàíà ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ýôåìåðèä ìîæíî äîáèòüñÿ ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ
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âñåõ äîñòóïíûõ íàáëþäåíèé, âêëþ÷àÿ òå, êîòîðûå áûëè âûïîëíåíû â ïðîøëûõ

âåêàõ, ñ ïîäõîäÿùåì ïîäáîðîì âåñîâ íàáëþäåíèé â ïðîöåäóðå ìåòîäà íàèìåíü-

øèõ êâàäðàòîâ ïðè óòî÷íåíèè ïàðàìåòðîâ îðáèò ïî íàáëþäåíèÿì.

Â äàííîé ðàáîòå ìû ïðåäëàãàåì íîâóþ ìîäåëü äâèæåíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíè-

êîâ Óðàíà, ðàçðàáîòàííóþ ìåòîäîì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâè-

æåíèÿ ñïóòíèêîâ è îñíîâàííóþ íà íàáëþäåíèÿõ. Ïðåèìóùåñòâî íàøåé ìîäåëè

ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåçóëüòàòàìè ïðåäøåñòâóþùèõ ðàáîò çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî

ïðè óëó÷øåíèè îðáèò ñïóòíèêîâ áûëè èñïîëüçîâàíû âñå äîñòóïíûå íà äàííûé

ìîìåíò âðåìåíè íàáëþäåíèÿ ñïóòíèêîâ Óðàíà, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà èõ îòêðûòèÿ

â 1787 ãîäó, äî 2008 ãîäà, ò. å. íà èíòåðâàëå áîëåå 220 ëåò. Êðîìå òîãî, ïðåèìó-

ùåñòâà íàøåé íîâîé ìîäåëè îáåñïå÷èâàåòñÿ òàêæå òåì, ÷òî ìû èñïîëüçîâàëè

íîâûå âûñîêîòî÷íûå àñòðîìåòðè÷åñêèå ïîëîæåíèÿ ñïóòíèêîâ, âûâåäåííûå èç

ôîòîìåòðèè âçàèìíûõ ïîêðûòèé è çàòìåíèé ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà â 2008

ãîäó.

Ãëàâíûå ñïóòíèêè ïëàíåò âûçûâàþò ïðèëèâû â âÿçêî-óïðóãîì òåëå ïëàíå-

òû. Äåéñòâèå òàêèõ ïðèëèâîâ äîëæíî ïðèâîäèòü ê çàìåäëåíèþ îðáèòàëüíîãî

äâèæåíèÿ. Â âîçìóùåíèÿõ îðáèòàëüíîé äîëãîòû äîëæåí ïîÿâëÿòüñÿ ÷ëåí, ïðî-

ïîðöèîíàëüíûé êâàäðàòó âðåìåíè, à áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû äîëæíà èìåòü

ëèíåéíîå ïî âðåìåíè èçìåíåíèå. Ýòîò ýôôåêò ìîæåò áûòü îáíàðóæåí è èññëå-

äîâàí òîëüêî íà îñíîâå íàáëþäåíèé. Äî ñèõ ïîð íèêòî íå îïðåäåëÿë èç íàáëþäå-

íèé ïàðàìåòðû âåêîâîãî çàìåäëåíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà. Ïîïûòêà òàêîãî

îïðåäåëåíèÿ ñäåëàíà â äèññåðòàöèè.

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû î÷åâèäíà, òàê êàê ñóùåñòâóþùèå òåîðèè äâèæåíèÿ

ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà òðåáóþò óòî÷íåíèÿ ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ íàáëþäåíèé

íà áîëåå øèðîêîì èíòåðâàëå âðåìåíè è íîâûõ âûñîêîòî÷íûõ íàáëþäåíèé.

Öåëü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â óòî÷íåíèè ìîäåëè ýâîëþöèè îðáèò è ïîñòðîå-

íèè íîâîé, áîëåå òî÷íîé òåîðèè äâèæåíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà íà îñíîâå

âñåõ äîñòóïíûõ íàáëþäåíèé.
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Äîñòèæåíèå óêàçàííîé âûøå öåëè îáóñëîâèëî ïîñòàíîâêó è ïîñëåäîâàòåëü-

íîå ðåøåíèå ñëåäóþùèõ çàäà÷:

• ïîñòðîåíèå íåëèíåéíîé òåîðèè âåêîâûõ âîçìóùåíèé ñïóòíèêîâ ñæàòîé ïëà-
íåòû, ïðèìåíåíèå äàííîé òåîðèè ê ñèñòåìå ñïóòíèêîâ Óðàíà è îöåíêà âêëà-

äà äîïîëíèòåëüíûõ ÷ëåíîâ ÷åòâåðòîé ñòåïåíè âåêîâîé ÷àñòè âîçìóùàþùåé

ôóíêöèè â ýâîëþöèþ ýëåìåíòîâ îðáèò ñïóòíèêîâ íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ

âðåìåíè.

• ïîñòðîåíèå íîâîé ìîäåëè äâèæåíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà ñ ïîìîùüþ

÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñïóò-

íèêîâ.

• óòî÷íåíèå ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ Óðàíà ïî âñåì äîñòóïíûì íà

äàííûé ìîìåíò íàáëþäåíèÿì, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà èõ îòêðûòèÿ, ò.å. íà èí-

òåðâàëå â áîëåå 220 ëåò, âêëþ÷àÿ íîâûå âûñîêîòî÷íûå àñòðîìåòðè÷åñêèå

äàííûå, ïîëó÷åííûå èç îáðàáîòêè ôîòîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèÿ âçàèìíûõ

ïîêðûòèé è çàòìåíèé ñïóòíèêîâ.

• èçó÷åíèå è îïðåäåëåíèå íåãðàâèòàöèîííûõ ýôôåêòîâ â äâèæåíèè ñèñòåìû
ñïóòíèêîâ Óðàíà, ïîïûòêà ÷èñëåííîãî îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé êîýôôèöèåí-

òîâ äèññèïàöèè ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ñïóòíèêîâ Óðàíà íà îñíîâå èìåþ-

ùèõñÿ íàáëþäåíèé.

• ñîçäàíèå íîâûõ ýôåìåðèä ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà, ïîñòðîåííûõ íà áîëü-
øåì èíòåðâàëå âðåìåíè, íà îñíîâå áîëåå øèðîêîãî íàáîðà íàáëþäåíèé, ÷åì

ýòî áûëî ñäåëàíî äðóãèìè àâòîðàìè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäó-

þùåì.

• Âïåðâûå êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ âåêîâûõ âîçìóùåíèé Ëàãðàíæà-Ëàïëàñà óòî÷-
íåíà è óñîâåðøåíñòâîâàíà ïóòåì ó÷åòà â âåêîâîé ÷àñòè âîçìóùàþùåé ôóíê-

öèè ÷ëåíîâ ÷åòâåðòîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî ýêñöåíòðèñèòåòîâ è íàêëîíîâ

6



îðáèò ñïóòíèêîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî ó÷åò ýòèõ ÷ëåíîâ âíîñèò ñóùåñòâåííûé

âêëàä â ýâîëþöèþ îðáèò ñïóòíèêîâ Óðàíà, ïðåæäå âñåãî Ìèðàíäû, íà èí-

òåðâàëàõ ïîðÿäêà ñòà ëåò.

• Ïîñòðîåíà íîâàÿ òåîðèÿ äâèæåíèÿ è ýôåìåðèäû ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà.

Íîâèçíà ïî îòíîøåíèþ ê ñóùåñòâóþùèì òåîðèÿì çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, íîâàÿ

ìîäåëü óòî÷íåíà íà îñíîâå áîëüøåãî ðÿäà íàáëþäåíèé íà áîëåå øèðîêîì

èíòåðâàëå âðåìåíè, âêëþ÷àÿ áîëåå òî÷íûå íàáëþäåíèÿ.

• Âïåðâûå îïðåäåëåíû êîýôôèöèåíòû äèññèïàöèè ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ãëàâ-

íûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà íà îñíîâå íàáëþäåíèé. Íà ñàìîì äåëå ñïóòíèêè ïðè-

îáðåòàþò ýíåðãèþ çà ñ÷åò ïðèëèâîâ â òåëå Óðàíà, êîòîðûé âðàùàåòñÿ áûñò-

ðåå îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ñî-

çäàíèè íîâîé òåîðèè âåêîâûõ âîçìóùåíèé â äâèæåíèè ñïóòíèêîâ ïëàíåò, êî-

òîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëåäóþùèé øàã â ðàçâèòèè êëàññè÷åñêèõ ìîäåëåé â

íåáåñíîé ìåõàíèêå. Òåîðèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ Óðàíà ðàñøèðåíà ïóòåì âêëþ-

÷åíèÿ â ìîäåëü äâèæåíèÿ íåãðàâèòàöèîííûõ ýôôåêòîâ.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü äèññåðòàöèè ñîñòîèò â ñîçäàíèè íîâûõ ýôå-

ìåðèä ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà. Ýôåìåðèäû ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî ðåçóëüòà-

òîì è ñðåäñòâîì èññëåäîâàíèé, ïîñêîëüêó ñîäåðæàò â ñåáå âñå çíàíèÿ î äèíàìèêå

ñïóòíèêîâ, âêëþ÷àÿ âñå âûïîëíåííûå íàáëþäåíèÿ, è ñëóæàò èíñòðóìåíòîì äëÿ

äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ íàçåìíûõ íàáëþäåíèé è

èññëåäîâàíèé ñ ïîìîùüþ êîñìè÷åñêèõ ìåæïëàíåòíûõ àïïàðàòîâ.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïðèìåíÿëèñü ñîâðåìåííûå ìåòîäû èññëåäî-

âàíèé ñ ìàêñèìàëüíûì èñïîëüçîâàíèåì ìîùíîé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè è ñî-

âåðøåííûõ ñðåäñòâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Óñïåõ äåëà â áîëüøîé ñòåïåíè çàâèñåë

îò ìàñòåðñòâà è èçîáðåòàòåëüíîñòè ïðè ïðîãðàììèðîâàíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ

êîìïüþòåðà. Ðåøåíèå äîñòèãíóòî ïóòåì ñîñòàâëåíèÿ âåñüìà ñëîæíûõ è îáú-
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åìíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîãðàìì. Â ÷àñòíîñòè, áûëè îïòèìàëüíî çàïðîãðàì-

ìèðîâàíû àíàëèòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ðÿäàìè, ÷òîáû

ïîëó÷èòü ðåøåíèå çà ïðèåìëåìîå âðåìÿ ðàáîòû êîìïüþòåðà.

Íà çàùèòó âûíîñèòñÿ ðÿä ñëåäóþùèõ ðåçóëüòàòîâ è ïîëîæåíèé:

• Íîâàÿ òåîðèÿ âåêîâûõ âîçìóùåíèé â çàäà÷å î äâèæåíèè ñèñòåìû ñïóòíè-

êîâ ñ ó÷åòîì èõ âçàèìíîãî ïðèòÿæåíèÿ è ñæàòèÿ ïëàíåòû, ïîñòðîåííàÿ

ïóòåì ðàçâèòèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðèè âåêîâûõ âîçìóùåíèé Ëàãðàíæà-Ëà-

ïëàñà. Ïîëó÷åíû äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû â âåêîâûõ âîçìóùåíèÿõ, ïîâûøà-

þùèå òî÷íîñòü ýòîé òåîðèè è äàþùèå ñóùåñòâåííûé âêëàä â ìîäåëü ýâîëþ-

öèè îðáèò ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà, ïðåæäå âñåãî Ìèðàíäû, íà áîëüøèõ

èíòåðâàëàõ âðåìåíè.

• Íîâàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ ïÿòè ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà, îñíîâàííàÿ íà

âñåõ îïóáëèêîâàííûõ íàáëþäåíèÿõ ñ ìîìåíòîâ èõ îòêðûòèé äî 2008 ãîäà.

Äëÿ ñïóòíèêîâ Òèòàíèÿ è Îáåðîí ýòî ïåðèîä 220 ëåò, äëÿ ñïóòíèêîâ Àðèýëü

è Óìáðèýëü � 160 ëåò, äëÿ Ìèðàíäû 60 ëåò. Äëÿ óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ äâè-

æåíèÿ ñïóòíèêîâ èñïîëüçîâàíû 30139 íàáëþäåíèé, âêëþ÷àÿ íàáëþäåíèÿ

ñ êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà Âîÿäæåð-2, à òàêæå àñòðîìåòðè÷åñêèå ðåçóëüòà-

òû ôîòîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé âçàèìíûõ ïîêðûòèé è çàòìåíèé ãëàâíûõ

ñïóòíèêîâ Óðàíà â 2007-2008 ãîäàõ. Ìîäåëü ïîñòðîåíà ïóòåì ÷èñëåííîãî

èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñ ó÷åòîì âñåõ íåîáõîäèìûõ âîçìóùå-

íèé. Ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ âåëè÷èíà îñòàòî÷íûõ îòêëîíåíèé íàáëþäåííûõ

ãåîöåíòðè÷åñêèõ ïîëîæåíèé ñïóòíèêîâ îò èõ ýôåìåðèäíûõ ïîëîæåíèé ñî-

ñòàâëÿåò 0.43 ñåê. äóãè. Ñ ó÷åòîì âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ íàáëþäåíèé ýòà

âåëè÷èíà îêàçàëîñü ðàâíîé 0.12 ñåê. äóãè.

• Ïàðàìåòðû äèññèïàöèè ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóò-

íèêîâ, ïîëó÷åííûå èç íàáëþäåíèé. Äèññèïàöèÿ ìîæåò áûòü âûçâàíà ïðè-

ëèâàìè ïëàíåòû è ïðèëèâàìè â òåëàõ ñïóòíèêîâ. Ïîëó÷åíû ïðèáëèæåííûå
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çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ êâàäðàòè÷íîãî ïî âðåìåíè èçìåíåíèÿ îðáèòàëü-

íîé äîëãîòû ñïóòíèêîâ. Ýòè çíà÷åíèÿ îêàçàëèñü ðàâíûìè −(0.64± 0.11)×
10−11ðàä./ñóò2 äëÿ ñïóòíèêà Àðèýëü, −(0.08 ± 0.24) × 10−11ðàä./ñóò2 äëÿ

ñïóòíèêà Óìáðèýëü, −(0.29±0.09)×10−11ðàä./ñóò2 äëÿ ñïóòíèêà Òèòàíèÿ,

−(0.32 ± 0.07) × 10−11ðàä./ñóò2 äëÿ ñïóòíèêà Îáåðîí è −(7.56 ± 1.15) ×
10−11ðàä./ñóò2 äëÿ Ìèðàíäû. Íàéäåííûå ïàðàìåòðû ïîêàçûâàþò çàìåäëå-

íèå îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âëèÿíèþ ïðèëè-

âîâ â òåëå Óðàíà, êîòîðûé âðàùàåòñÿ áûñòðåå ñïóòíèêîâ.

• Íîâûå ýôåìåðèäû ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà íà èíòåðâàëå âðåìåíè ñ 1787

ïî 2031 ãîä, îñíîâàííûå íà âñåõ îïóáëèêîâàííûõ íàáëþäåíèÿõ ñ ìîìåí-

òîâ èõ îòêðûòèé äî 2008 ãîäà. Ýôåìåðèäû âêëþ÷åíû â ñåðâåð ýôåìåðèä

MULTI-SAT, îáåñïå÷èâàþùèé äîñòóï ê ýôåìåðèäàì ÷åðåç èíòåðíåò.

Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ è îáîñíîâàííîñòü âûâîäîâ â äèññåð-

òàöèè îáåñïå÷èâàåòñÿ ðÿäîì îáñòîÿòåëüñòâ. Âî-ïåðâûõ, äëÿ ïîëó÷åíèÿ íàáîëåå

àäåêâàòíîé äåéñòâèòåëüíîñòè ìîäåëè äâèæåíèÿ è ýôåìåðèä ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ

Óðàíà èñïîëüçîâàëñÿ íàèáîëåå ïîëíûé íàáîð âñåõ âûïîëíåííûõ ê íàñòîÿùåìó

âðåìåíè íàáëþäåíèé. Âî-âòîðûõ, ðåçóëüòàòû ïîäâåðãàëèñü òùàòåëüíîé ïðîâåð-

êå. Òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ êîíòðîëèðîâàëàñü äâóìÿ ðàçëè÷íûìè

ìåòîäàìè. Èíòåãðèðîâàíèå âûïîëíÿëîñü ìåòîäîì Áåëèêîâà (Belikov, 1993) è ìå-

òîäîì Ýâåðõàðòà (Everhart, 1985). Âûïîëíÿëîñü òàêæå èíòåãðèðîâàíèå âïåðåä

è íàçàä ïî âðåìåíè. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ïîêàçàëî, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå âû-

ïîëíÿåòñÿ ñ áîëüøèì çàïàñîì òî÷íîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ òî÷íîñòüþ ñîâðåìåííûõ

íàáëþäåíèé. Òî÷íîñòü ýôåìåðèä îöåíèâàëàñü ïóòåì ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé, ïîëó-

÷åííûõ ïî ðàçíûì ñîñòàâàì íàáëþäåíèé ïðè ðàçëè÷íûõ êðèòåðèÿõ îòáðàñû-

âàíèÿ ãðóáûõ íàáëþäåíèé. Òî÷íîñòü íàéäåííûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ ïðè

ó÷åòå íåãðàâèòàöèîííûõ ýôôåêòîâ â äâèæåíèè ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà òàêæå

îöåíèâàëàñü ñðàâíåíèåì âû÷èñëåíèé ñ ðàçëè÷íûìè ñîñòàâàìè íàáëþäàòåëüíîãî

ìàòåðèàëà. Êðîìå òîãî, ïîñòðîåííûå ýôåìåðèäû ñîïîñòàâëÿëèñü ñ ýôåìåðèäà-
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ìè ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà, ñîçäàííûìè â ïðåäøåñòâóþùèõ ðàáîòàõ äðóãèõ

àâòîðîâ. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷åíû ðåàëüíûå îöåíêè òî÷íîñòè ðåçóëüòàòîâ.

Ìàòåðèàëû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè, îïóáëèêîâàíû â ñëå-

äóþùèõ ðàáîòàõ:

• Íèêîí÷óê Ä. Â. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ âåêîâûõ âîçìóùåíèé ñïóòíèêîâ ñæàòîé
ïëàíåòû. Ïèñüìà â Àñòðîíîìè÷åñêèé æóðíàë. 2012. Ò. 38. N 12. Ñ. 904-920.

• Emelyanov N. V., Nikonchuk D.V. Ephemerides of the main Uranian satellites.
Monthly Notices of the Royal Astronomical Society. Advance Access published

October 24, 2013, doi:10.1093/mnras/stt1851.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ îáñóæäåíà è ðåêîìåíäîâàíà ê çàùèòå

íà çàñåäàíèè êàôåäðû íåáåñíîé ìåõàíèêè, àñòðîìåòðèè è ãðàâèìåòðèè ôèçè÷å-

ñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòà-

öèè äîêëàäûâàëèñü íà çàñåäàíèÿõ îòäåëà íåáåñíîé ìåõàíèêè ÃÀÈØ, à òàêæå

â äîêëàäå íà Âñåðîññèéñêîé àñòðîíîìè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ìíîãîëèêàÿ Âñå-

ëåííàÿ¿ (ÂÀÊ-2013), ïðîõîäèâøåé â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãå (Í.Â. Åìåëüÿíîâ, Ä.Â.

Íèêîí÷óê, Ýôåìåðèäû ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà).

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Ðàçðàáîòêà íîâîé íåëèíåéíîé òåîðèè âåêîâûõ

âîçìóùåíèé ñïóòíèêîâ ñæàòîé ïëàíåòû ïðîâîäèëàñü àâòîðîì äèññåðòàöèè. Ïî-

ñòðîåíèå òåîðèè äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ Óðàíà è óòî÷íåíèå òåîðèè ïî íàáëþäåíè-

ÿì ñïóòíèêîâ ïðîâîäèëîñü ñîâìåñòíî ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì, Åìåëüÿíîâûì

Í.Â.

Ñòðóêòóðà è ñîäåðæàíèå ðàáîòû îïðåäåëÿåòñÿ öåëüþ è çàäà÷àìè èñ-

ñëåäîâàíèÿ. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà

ëèòåðàòóðû è ïðèëîæåíèÿ.

Â ïåðâîé ãëàâå ïðåäñòàâëåíû ïðåäøåñòâóþùèå ðàáîòû ïî äàííîé òåìàòèêå.

Ðàññìîòðåíû íàèáîëåå çíà÷èìûå òåîðèè äâèæåíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà.

Ñôîðìóëèðîâàíû çàäà÷è äàííîé ðàáîòû. Îáîñíîâàíà íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ

ïîñòàâëåííûõ çàäà÷.

10



Âî âòîðîé ãëàâå îïèñûâàåòñÿ ïîñòðîåíèå íîâîé íåëèíåéíîé òåîðèè âåêîâûõ

âîçìóùåíèé ñïóòíèêîâ ñæàòîé ïëàíåòû. Ïîêàçàíà çíà÷èìîñòü ðåçóëüòàòîâ.

Â òðåòüåé ãëàâå ïðåäñòàâëåíà íîâàÿ òåîðèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ Óðàíà, ïî-

ñòðîåííàÿ ìåòîäîì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ è óòî÷íåííàÿ ïî âñåì èìåþùèìñÿ íà äàííûé ìîìåíò âðå-

ìåíè íàáëþäåíèÿì ñïóòíèêîâ, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà èõ îòêðûòèÿ â êîíöå XVIII

âåêà, äî 2008 ãîäà.

Â çàêëþ÷åíèè êðàòêî ôîðìóëèðóþòñÿ ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëü-

òàòû, äåëàþòñÿ âûâîäû î çíà÷èìîñòè ðåçóëüòàòîâ.

Ðàáîòà âûïîëíÿëàñü ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ

èññëåäîâàíèé (ãðàíò � 12-02-00294).
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Ãëàâà 1. Îáçîð ïðåäøåñòâóþùèõ ðàáîò è ôîðìóëèðîâêà

íîâûõ çàäà÷

Òåîðèè äâèæåíèÿ ïëàíåò è ñïóòíèêîâ íåîáõîäèìû äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýôåìåðèä

íåáåñíûõ òåë è ïðîâåäåíèÿ êîñìè÷åñêèõ ìèññèé. Â çàäà÷å î äâèæåíèè ãëàâíûõ

ñïóòíèêîâ Óðàíà îñíîâíàÿ ïðîáëåìà ñîñòîèò â ó÷åòå èõ âçàèìíîãî ïðèòÿæåíèÿ.

Âîçìóùåíèÿ, îáóñëîâëåííûå ïðèòÿæåíèåì Ñîëíöà, îêàçûâàþòñÿ íà íåñêîëüêî

ïîðÿäêîâ ìåíüøå, ÷åì âîçìóùåíèÿ îò âçàèìíîãî ïðèòÿæåíèÿ. Âëèÿíèå íåöåí-

òðàëüíîñòè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ïëàíåòû òàêæå ìàëî è ñðàâíèìî ñî âçàèìíûì

ïðèòÿæåíèåì ñïóòíèêîâ òîëüêî äëÿ ñàìîãî áëèçêîãî èç íèõ. Îäíàêî ýòè ìàëûå

âîçìóùåíèÿ òîæå íóæíî ó÷èòûâàòü ïðè ñîâðåìåííîé òî÷íîñòè íàáëþäåíèé.

Ïÿòü ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà ðàñïîëîæåíû â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå ïî âîç-

ðàñòàíèþ ðàññòîÿíèÿ îò ïëàíåòû: Ìèðàíäà, Àðèåëü, Óìáðèåëü, Òèòàíèÿ, Îáå-

ðîí. Ïåðâûìè èç íèõ áûëè îòêðûòû Òèòàíèÿ è Îáåðîí â 1787 ãîäó Óèëüÿìîì

Ãåðøåëåì.

Â êîíöå âîñüìèäåñÿòûõ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà áûëà ïîñòðîåíà àíàëèòè÷å-

ñêàÿ òåîðèÿ äâèæåíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà (Laskar, 1986; Laskar and Jacobson,

1987), íàçûâàåìàÿ GUST86, îñíîâàííàÿ íà íàáëþäåíèÿõ, âûïîëíåííûõ íà èí-

òåðâàëå âðåìåíè ñ 1911 ïî 1986 ãîä, âêëþ÷àÿ íàáëþäåíèÿ ñ êîñìè÷åñêîãî àï-

ïàðàòà Âîÿäæåð-2. Âçàèìíîå ïðèòÿæåíèå ñïóòíèêîâ ó÷èòûâàëîñü â ýòîé òåî-

ðèè êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì âåêîâûõ âîçìóùåíèé Ëàãðàíæà-Ëàïëàñà. Ïðè ýòîì

â óðàâíåíèÿ äëÿ âåêîâûõ âîçìóùåíèé áûëè äîáàâëåíû ÷ëåíû, îáóñëîâëåííûå

âëèÿíèåì íåñôåðè÷íîñòè ïëàíåòû. Ó÷òåíû êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ

ïåðâîãî ïîðÿäêà è ðåçîíàíñíûå âîçìóùåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. Äðóãèå âîçìó-

ùàþùèå ôàêòîðû íå ó÷èòûâàëèñü. Â ðàçëîæåíèè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè ïî

ñòåïåíÿì íàêëîíà è ýêñöåíòðèñèòåòà â òåîðèè GUST86 áûëè îñòàâëåíû òîëüêî

÷ëåíû íå âûøå âòîðîé ñòåïåíè, îáåñïå÷èâàþùèå òåì ñàìûì âû÷èñëåíèå ëèíåé-

íûõ âîçìóùåíèé. Äîëãîå âðåìÿ ýôåìåðèäû ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà GUST86
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èñïîëüçîâàëèñü â ýôåìåðèäíîé ñëóæáå Jet Propulsion Laboratory (JPL) â ÑØÀ

(Giorgini è äð., 1996).

×òî êàñàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äâèæåíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà,

òî ïðîãðåññ â òî÷íîñòè ïîëó÷åíèÿ âåêîâûõ âîçìóùåíèé óïèðàåòñÿ â íåîáõîäè-

ìîñòü ó÷åòà â ðàçëîæåíèè âåêîâîé ÷àñòè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè ÷ëåíîâ ÷åòâåð-

òîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî ìàëûõ ýêñöåíòðèñèòåòîâ è âçàèìíûõ íàêëîíîâ îðáèò.

Òàêèå ÷ëåíû ïîëó÷åíû äëÿ çàäà÷è âçàèìíûõ âîçìóùåíèé ñèñòåìû ìàëûõ òåë è

îïóáëèêîâàíû â ñòàòüå Ellis, Murray (2000). Ðåçóëüòàòû âîñïðîèçâåäåíû òàêæå

â ìîíîãðàôèè ¾Äèíàìèêà Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû¿ (Ìþððåé, Äåðìîòò, 2009).

Îñîáåííîñòü ðåçóëüòàòîâ Ellis, Murray (2000) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîëó÷åí-

íûå ãðîìîçäêèå ôîðìóëû ïðåäñòàâëåíû â äâóõ âàðèàíòàõ: äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà

âîçìóùàþùåå òåëî ÿâëÿåòñÿ âíåøíèì ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùàþùåìó, è äëÿ

ñëó÷àÿ âíóòðåííåãî âîçìóùàþùåãî òåëà. Îáà âàðèàíòà ôîðìóë íåîáõîäèìû äëÿ

âûâîäà âåêîâûõ âîçìóùåíèé â äâèæåíèè ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà.

Â ðàáîòå Âàøêîâüÿêà è äð. (2013) âûâåäåíû ôîðìóëû, ïðåäñòàâëÿþùèå

ðàçëîæåíèå âåêîâîé ÷àñòè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè ñ òî÷íîñòüþ äî ÷åòâåðòûõ

ñòåïåíåé ýêñöåíòðèñèòåòîâ è íàêëîíîâ îðáèò, íåçàâèñèìûå îò òîãî, êàêèì ÿâëÿ-

åòñÿ âîçìóùàþùåå òåëî ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùàåìîìó, âíåøíèì èëè âíóòðåí-

íèì. Ýòî äàåò ïðåèìóùåñòâà ïðè îïðåäåëåíèè âåêîâûõ âîçìóùåíèé ýëåìåíòîâ

îðáèò ñïóòíèêîâ. Åùå îäíî ïðåèìóùåñòâî òàêîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî

ñëàãàåìûå âåêîâîé ÷àñòè, ñîäåðæàùèå ÷åòâåðòûå ñòåïåíè ýêñöåíòðèñèòåòîâ è

íàêëîíîâ îðáèòû òîëüêî âîçìóùàþùåãî òåëà, íå òðåáóþòñÿ, ïîñêîëüêó ïîñëå

ïîäñòàíîâêè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè â óðàâíåíèÿ â ýëåìåíòàõ ýòè ñëàãàåìûå

ïðîïàäàþò ïðè åå äèôôåðåíöèðîâàíèè. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íåñêîëüêî ñîêðà-

ùàåò îáúåì ôîðìóë. Ê ñîæàëåíèþ, ðåçóëüòàòû ðàáîòû Âàøêîâüÿêà è äð. (2013)

ïîÿâèëèñü ÷óòü ïîçæå òîãî, êàê ìû óæå ïîëó÷èëè íàøå ðåøåíèå çàäà÷è, è ìû

íå èñïîëüçîâàëè óêàçàííûå ïðåèìóùåñòâà ýòèõ ðåçóëüòàòîâ.

Ïîïûòêè ïîñòðîåíèÿ íîâîé, áîëåå òî÷íîé àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ñïóòíè-
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êîâ Óðàíà äåëàëèñü â ðàáîòàõ Malhotra et al. (1989), Christou, Murray (1997) è

Varfolomeev (2008). Îäíàêî â ýòèõ ðàáîòàõ âåêîâàÿ ÷àñòü âîçìóùàþùåé ôóíê-

öèè áðàëàñü ñ òî÷íîñòüþ äî êâàäðàòîâ ìàëûõ ýêñöåíòðèñèòåòîâ è íàêëîíîâ îð-

áèò ñïóòíèêîâ, êàê è â êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ Ëàãðàíæà è Ëàïëàñà.

Ïîïûòêè ðàçíûõ àâòîðîâ ïîñòðîèòü ïîëíîñòüþ àíàëèòè÷åñêóþ òåîðèþ äâè-

æåíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà ñ òî÷íîñòüþ, ñîîòâåòñòâóþùåé ñîâðåìåííûì

íàáëþäåíèÿì, ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè òàê è íå çàâåðøåíû. Â òåîðèè Laskar,

Jacobson (1987), ÷òîáû íàèëó÷øèì îáðàçîì ñîãëàñîâàòü òåîðèþ ñ íàáëþäåíè-

ÿìè, àâòîðû áûëè âûíóæäåíû âûïîëíèòü ýìïèðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ñîáñòâåí-

íûõ ÷àñòîò ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèé äëÿ âåêîâûõ âîçìóùåíèé.

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè èçëîæåíà ïîñòðîåííàÿ íàìè íîâàÿ òåîðèÿ âåêî-

âûõ âîçìóùåíèé äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ñæàòîé ïëàíåòû, â êîòîðîé ó÷èòûâàþòñÿ

÷ëåíû ÷åòâåðòîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî ìàëûõ ýêñöåíòðèñèòåòîâ è íàêëîíîâ îð-

áèò. Òåì ñàìûì êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ âåêîâûõ âîçìóùåíèé Ëàãðàíæà-Ëàïëàñà

ñóùåñòâåííî óòî÷íåíà. Ýòè ðåçóëüòàòû öåííû è ïîëåçíû äëÿ áóäóùèõ ïîñòðî-

åíèé àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ è èçó÷åíèÿ ýâîëþöèè îðáèò.

Â íàøèõ äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèÿõ ìû íåïîñðåäñòâåííî íå èñïîëüçîâàëè íîâóþ

òåîðèþ âåêîâûõ âîçìóùåíèé.

Ïîñëå 1986 ãîäà áûëî íàêîïëåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî íîâûõ, â òîì ÷èñëå

áîëåå òî÷íûõ íàáëþäåíèé ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà. Ðàññîãëàñîâàíèå òåîðèè

GUST86 ñ ýòèìè íàáëþäåíèÿìè îêàçàëîñü íåäîïóñòèìî áîëüøèì.

Ïåðâàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà, îñíîâàííàÿ íà ÷èñëåí-

íîì èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, áûëà îïóáëèêîâàíà â ðàáîòå Òåéëîðà

(Taylor, 1998). Ìîäåëü îñíîâûâàëàñü íà íàáëþäåíèÿõ, âûïîëíåííûõ íà íåáîëü-

øîì èíòåðâàëå èíòåðâàëå âðåìåíè ñ 1977 ïî 1995 ãîä.

Â 2008 ãîäó Lainey (2008) ðàçðàáîòàë íîâóþ ìîäåëü äâèæåíèÿ ãëàâíûõ

ñïóòíèêîâ Óðàíà. Ýòà ìîäåëü ïîñòðîåíà ïóòåì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ. Â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé
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ó÷èòûâàëèñü âîçìóùåíèÿ îò ñëåäóþùèõ ôàêòîðîâ: âòîðàÿ è ÷åòâåðòàÿ çîíàëü-

íûå ãàðìîíèêè ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ Óðàíà, âçàèìíîå ïðè-

òÿæåíèå ñïóòíèêîâ è âîçìóùåíèÿ îò Ñîëíöà. Äëÿ óòî÷íåíèÿ ñâîåé ìîäåëè Lainey

(2008) èñïîëüçîâàë íàçåìíûå íàáëþäåíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà, âûïîëíåí-

íûå ñ 1948 ïî 2006 ãîäû, è íàáëþäåíèÿ, ñäåëàííûå ñ ïîìîùüþ êîñìè÷åñêîãî

àïïàðàòà Âîÿäæåð-2 â 1985-1986 ãîäàõ.

Ýôåìåðèäû ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà, ïîñòðîåííûå â ðàáîòå (Lainey, 2008)

äëÿ èíòåðâàëà âðåìåíè 1995-2015 ãã., ïîìåùåíû â ñëóæáó åñòåñòâåííûõ ñïóòíè-

êîâ ïëàíåò MULTI-SAT (Emel'yanov, Arlot, 2008) è äîñòóïíû ÷åðåç èíòåðíåò.

Ýôåìåðèäû ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà ðàçðàáîòàíû òàêæå íà îñíîâå ÷èñ-

ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â JPL (Rush, Jacobson, 2007) íà

îñíîâå íàçåìíûõ íàáëþäåíèé, âûïîëíåííûõ ñ 1911 ïî 2006 ãîä, è íàáëþäåíèé ñ

êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà Âîÿäæåð-2. Ýòè ýôåìåðèäû âêëþ÷åíû â ñåðâåð ýôåìå-

ðèä HORIZONS, ðàçðàáîòàííûé JPL (Giorgini è äð., 1996).

Â ñèëó ñâîéñòâ îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ òî÷íîñòü ýôåìåðèä óõóä-

øàåòñÿ ñ óäàëåíèåì ìîìåíòà ýôåìåðèä îò ìîìåíòà ïîñëåäíåãî íàáëþäåíèÿ, èñ-

ïîëüçîâàííîãî ïðè ñîçäàíèè ìîäåëè äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ. Êðîìå òîãî èçâåñòíî,

÷òî òî÷íîñòü ýôåìåðèä óëó÷øàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè èíòåðâàëà âðåìåíè íàáëþ-

äåíèé, íà êîòîðûõ îíè îñíîâàíû (Emelyanov, 2010). Äëÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ

Óðàíà ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ýôåìåðèä ìîæíî äîáèòüñÿ ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ

âñåõ äîñòóïíûõ íàáëþäåíèé, âêëþ÷àÿ òå, êîòîðûå áûëè âûïîëíåíû â ïðîøëûõ

âåêàõ, ñ ïîäõîäÿùåì ïîäáîðîì âåñîâ íàáëþäåíèé â ïðîöåäóðå ìåòîäà íàèìåíü-

øèõ êâàäðàòîâ ïðè óòî÷íåíèè ïàðàìåòðîâ îðáèò ïî íàáëþäåíèÿì.

Â ïðåäøåñòâóþùèõ ðàáîòàõ ïî ïîñòðîåíèþ òåîðèè äâèæåíèÿ è ýôåìåðèä

ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà íå èñïîëüçîâàëèñü ìíîãî÷èñëåííûå ìèêðîìåòðè÷å-

ñêèå íàáëþäåíèÿ ñïóòíèêîâ, âûïîëíåííûå â ïåðèîä ñ 1787 ïî 1911 ãîäû.. Äîáàâ-

ëåíèå ýòèõ íàáëþäåíèé ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿåò èíòåðâàë âðåìåíè íàáëþäåíèé.

Â 2007-2008 ãîäàõ ïðîèñõîäèëè ðåäêèå ÿâëåíèÿ � âçàèìíûå ïîêðûòèÿ è
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çàòìåíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà. Áûëà îðãàíèçîâàíà ìåæäóíàðîäíàÿ êàì-

ïàíèÿ ôîòîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé ýòèõ ÿâëåíèé. Èç îáðàáîòêè ôîòîìåòðè÷å-

ñêèõ íàáëþäåíèé ÿâëåíèé áûëè ïîëó÷åíû àñòðîìåòðè÷åñêèå äàííûå � ðàçíîñòè

êîîðäèíàò äâóõ ñïóòíèêîâ, ó÷àñòâóþùèõ â êàæäîì ÿâëåíèè. Àñòðîìåòðè÷åñêàÿ

òî÷íîñòü ýòèõ äàííûõ ïðåâîñõîäèò òî÷íîñòü îáû÷íûõ àñòðîìåòðè÷åñêèõ íàáëþ-

äåíèé â íåñêîëüêî ðàç. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî òàêèå íàáëþäåíèÿ íå ìíîãî÷èñ-

ëåííû, îïðåäåëåíû âñåãî 32 âçàèìíûõ ïîëîæåíèÿ ñïóòíèêîâ, èõ èñïîëüçîâàíèå

ìîæåò óëó÷øèòü òî÷íîñòü ñîçäàâàåìûõ íîâûõ ýôåìåðèä.

Â òðåòüåé ãëàâå ìû ïðåäëàãàåì íîâóþ ìîäåëü äâèæåíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ

Óðàíà, ðàçðàáîòàííóþ ìåòîäîì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæå-

íèÿ ñïóòíèêîâ è îñíîâàííóþ íà íàáëþäåíèÿõ. Ãëàâíîå îòëè÷èå íàøåé ìîäåëè

îò ðåçóëüòàòîâ ïðåäøåñòâóþùèõ ðàáîò çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè óëó÷øåíèè

îðáèò ñïóòíèêîâ áûëè èñïîëüçîâàíû âñå äîñòóïíûå íà äàííûé ìîìåíò âðåìåíè

íàáëþäåíèÿ ñïóòíèêîâ Óðàíà, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà èõ îòêðûòèÿ â 1787 ãîäó, äî

2008 ãîäà, ò. å. íà èíòåðâàëå áîëåå 220 ëåò.
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Ãëàâà 2. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ âåêîâûõ âîçìóùåíèé ñïóòíè-

êîâ ñæàòîé ïëàíåòû

Àíàëèòè÷åñêèå òåîðèè äâèæåíèÿ ïëàíåò è ñïóòíèêîâ íåîáõîäèìû äëÿ ïîñòðîå-

íèÿ êàðòèíû ýâîëþöèè Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýôåìåðèä íåáåñíûõ

òåë è ïðîâåäåíèÿ êîñìè÷åñêèõ ìèññèé. Ïîñòðîåíèå òåîðèé îñíîâàíî íà ìîäåëè

âîçìóùåííûõ êåïëåðîâñêèõ äâèæåíèé íåñêîëüêèõ ìàëûõ òåë âîêðóã ãëàâíî-

ãî ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà ïî îðáèòàì ñ ìàëûìè ýêñöåíòðèñèòåòàìè è ìàëûìè

âçàèìíûìè íàêëîíàìè. Â çàäà÷àõ î äâèæåíèè ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà, Ñà-

òóðíà è Óðàíà îñíîâíàÿ ïðîáëåìà ñîñòîèò â ó÷åòå âçàèìíîãî ïðèòÿæåíèÿ ìàëûõ

òåë. Âîçìóùåíèÿ îáóñëîâëåííûå ïðèòÿæåíèåì Ñîëíöà, îêàçûâàþòñÿ íà íåñêîëü-

êî ïîðÿäêîâ ìåíüøå. Âëèÿíèå íåöåíòðàëüíîñòè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ïëàíåòû

ñðàâíèìî ñî âçàèìíûì ïðèòÿæåíèåì ñïóòíèêîâ òîëüêî äëÿ ñàìîãî áëèçêîãî èç

ïÿòè ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà. Ýòî âëèÿíèå äëÿ âñåõ ñïóòíèêîâ ëåãêî ó÷åñòü

â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè, è ìû ýòî äåëàåì.

Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò âåêîâûå âîçìóùåíèÿ ýëåìåíòîâ îðáèò. Òåî-

ðèÿ âåêîâûõ âîçìóùåíèé îïèñûâàåò ýâîëþöèþ îðáèò íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ

âðåìåíè è ñëóæèò íóëåâûì ïðèáëèæåíèåì ïðè ïîñòðîåíèè áîëåå òî÷íûõ òåî-

ðèé äâèæåíèÿ ïëàíåò è ñïóòíèêîâ. Âåêîâûå âîçìóùåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ â ïåðâóþ

î÷åðåäü èç âåêîâîé ÷àñòè ðàçëîæåíèÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèè, íå çàâèñÿùåé

îò ñðåäíèõ äîëãîò òåë. Ïðè àíàëèòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ âåêîâûõ âîçìóùåíèé

ïðåäïîëàãàþò îòñóòñòâèå ñîèçìåðèìîñòåé íèçøèõ ïîðÿäêîâ ñðåäíèõ äâèæåíèé

ñïóòíèêîâ.

Êëàññèêè íåáåñíîé ìåõàíèêè Ëàãðàíæ è Ëàïëàñ ïîñòðîèëè òåîðèþ âîç-

ìóùåíèé íà îñíîâå âåêîâîé ÷àñòè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè. Â ýòîé òåîðèè íå

èñïîëüçóåòñÿ ôàêò ìàëîñòè ìàññ òåë ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé öåíòðàëüíîãî ïðè-

òÿãèâàþùåãî öåíòðà. Ïëàòîé çà òàêîå îáîáùåíèå îêàçàëàñü íåîáõîäèìîñòü ðàç-

ëîæåíèÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèè ïî ñòåïåíÿì ìàëûõ ýêñöåíòðèñèòåòîâ è ìà-
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ëûõ âçàèìíûõ íàêëîíîâ îðáèò. Ïðèøëîñü îòáðîñèòü ÷ëåíû ÷åòâåðòîé è áîëåå

âûñîêèõ ñòåïåíåé. Äëÿ ïîëó÷åííûõ òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ

áîëüøèõ ïëàíåò Ëàãðàíæ è Ëàïëàñ íàøëè òî÷íîå ðåøåíèå. Â ýòîì ðåøåíèè

ýêñöåíòðèñèòåòû è íàêëîíû îðáèò îñòàþòñÿ ìàëûìè íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå

âðåìåíè.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî âåêîâûå âîçìóùåíèÿ ýëåìåíòîâ îðáèò ñïóòíèêîâ,

îáóñëîâëåííûå âçàèìíûì ïðèòÿæåíèåì, ïîÿâëÿþòñÿ òàêæå ïðè íàõîæäåíèè êî-

ðîòêîïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ìàññ ñïóòíè-

êîâ. Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè è â íàøåé ðàáîòå ýòè âîçìóùåíèÿ íå ðàññìàòðèâà-

þòñÿ.

Òàê æå êàê è â êëàññè÷åñêîé òåîðèè Ëàïëàñà � Ëàãðàíæà, ìû èñïîëüçóåì

ýëåìåíòû Ëàãðàíæà. Ðàçëîæåíèå âåêîâîé ÷àñòè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè âåäåòñÿ

ïî ñòåïåíÿì ýòèõ ýëåìåíòîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî ó÷åò ÷ëåíîâ ÷åòâåðòîé ñòåïåíè ýòèõ

ýëåìåíòîâ, â îòëè÷èå îò òåîðèè Ëàïëàñà � Ëàãðàíæà, ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè

ðåøàòü íåëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðè-

âàåìîé çàäà÷å íàêëîíû îðáèò îáû÷íî îòñ÷èòûâàþòñÿ îò íåêîòîðîé ïëîñêîñòè,

îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ýòè íàêëîíû ìàëû. Â êà÷åñòâå òàêîé ïëîñêîñòè â äàí-

íîé çàäà÷å áåðåòñÿ ïëîñêîñòü ýêâàòîðà ïëàíåòû, âáëèçè êîòîðîé ðàñïîëîæåíû

ïëîñêîñòè îðáèò ñïóòíèêîâ.

Ñèñòåìà êîîðäèíàò äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà èñïîëüçóåòñÿ ïëàíå-

òîöåíòðè÷åñêàÿ, îñíîâíàÿ ïëîñêîñòü � ýêâàòîð ïëàíåòû. Ñîãëàñíî ðåøåíèþ Ðà-

áî÷åé ãðóïïû ïî êàðòîãðàôè÷åñêèì êîîðäèíàòàì è ýëåìåíòàì âðàùåíèÿ Ìåæ-

äóíàðîäíîãî àñòðîíîìè÷åñêîãî ñîþçà (Archinal, 2011) íàïðàâëåíèåì ñåâåðíîãî

ïîëþñà ïëàíåòû ñ÷èòàåòñÿ òî, êîòîðîå ñîñòàâëÿåò îñòðûé óãîë ñ íàïðàâëåíèåì

íà ñåâåðíûé ïîëþñ ýêëèïòèêè. Â ñëó÷àå Óðàíà ýòî íàïðàâëåíèå èìååò îòðèöà-

òåëüíîå ñêëîíåíèå, à âðàùåíèå ïëàíåòû è îðáèòàëüíîå äâèæåíèå ãëàâíûõ ñïóò-

íèêîâ â òàêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îêàçûâàþòñÿ îáðàòíûìè. Â îòëè÷èå îò òàêîé

ñèñòåìû äëÿ óäîáñòâà îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ñ ïîìîùüþ ïðèâû÷íûõ
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ôîðìóë è ïàðàìåòðîâ ìû çàäàåì äâèæåíèå ñïóòíèêîâ â ïëàíåòîýêâàòîðèàëü-

íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè z, ñîâïàäàþùèì ñ

íàïðàâëåíèåì þæíîãî ïîëþñà Óðàíà. Îñü x íàïðàâëåíà â âîñõîäÿùèé óçåë îñ-

íîâíîé ïëîñêîñòè ýòîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïî îòíîøåíèþ ê ãåîýêâàòîðèàëüíîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò. Â ýòîì ñëó÷àå äîëãîòû ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ îòñ÷èòûâàþòñÿ

îò îñè x è âîçðàñòàþò âî âðåìåíè.

Ó÷åò ÷ëåíîâ ÷åòâåðòîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî ìàëûõ ýêñöåíòðèñèòåòîâ è

íàêëîíîâ îðáèò ñïóòíèêîâ â ðàçëîæåíèè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè ïðèâîäèò ê

íåîáõîäèìîñòè ðåøàòü íåëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ìåòîä ðå-

øåíèÿ îñíîâàí íà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèÿõ. Â èòîãå ïðîöåññ ðåøåíèÿ

ñîñòîèò èç ìíîãî÷èñëåííûõ îïåðàöèé ñ îòðåçêàìè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ,

ñîäåðæàùèõ ñîòíè ÷ëåíîâ. Ïåðåìíîæåíèå òàêèõ ðÿäîâ ïðèâîäèò ê ãðîìîçäêèì

âû÷èñëåíèÿì. Äëÿ èõ ðåàëèçàöèè íà êîìïüþòåðå íåîáõîäèìî îïòèìàëüíî âû-

áðàòü ñðåäñòâà ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ìû íå èñïîëüçîâàëè ñïåöèàëüíûõ ñðåäñòâ

êîìïüþòåðíîé àëãåáðû, à ïðîãðàììèðîâàëè ðåøåíèå çàäà÷è íà ñòàíäàðòíîì

ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ñè. Òàêîé ïîäõîä â äàííîé çàäà÷å îêàçàëñÿ ýôôåê-

òèâíûì.

Èòàê, â äèññåðòàöèè ïîñòàâëåíà çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ âåêî-

âûõ âîçìóùåíèé â ýëåìåíòàõ îðáèò ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà ïî ñðàâíåíèþ ñ

êëàññè÷åñêîé òåîðèåé.
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2.1 Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ

Âîçüìåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ Ëàãðàíæà

a, λ = M + π, h = e sinπ, k = e cosπ, p = sin
I

2
sin Ω, q = sin

I

2
cos Ω,

ãäå π = ω+Ω, a� áîëüøàÿ ïîëóîñü,M � ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ, e� ýêñöåíòðèñèòåò,

I � íàêëîí, ω � óãëîâîå ðàññòîÿíèå ïåðèöåòðà îò óçëà, Ω � äîëãîòà óçëà.

Ïîìèìî ýòèõ ýëåìåíòîâ ðàññìîòðèì òàêæå ñðåäíþþ äîëãîòó λ = ω + Ω + M ,

ãäå M � ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ. Ýòè ýëåìåíòû îòíîñÿòñÿ ê ëþáîìó èç ñïóòíèêîâ,

èíäåêñ, îáîçíà÷àþùèé íîìåð ñïóòíèêà, ìû ïîêà îïóñêàåì.

Â òåîðèè âåêîâûõ âîçìóùåíèé áåðåòñÿ òîëüêî âåêîâàÿ ÷àñòü âîçìóùàþùåé

ôóíêöèè. Òîãäà áîëüøèå ïîëóîñè îêàçûâàþòñÿ ïîñòîÿííûìè, à âîçìóùåííîå

çíà÷åíèå ñðåäíåé äîëãîòû íàõîäèòñÿ ïðîñòûì èíòåãðèðîâàíèåì ïîñëå òîãî, êàê

íàéäåíû âîçìóùåíèÿ äëÿ îñòàëüíûõ ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî

ðåøàòü óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ h, k, p, q. Êðîìå òîãî, âîçìóùàþùóþ

ôóíêöèþ ìû áåðåì â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ìàëûõ ýêñöåíòðèñèòåòîâ è

íàêëîíîâ. Ðàçëîæåíèå âåêîâîé ÷àñòè ïîëó÷àåòñÿ òîëüêî ïî ÷åòíûì ñóììàðíûì

ñòåïåíÿì ýòèõ ìàëûõ ïàðàìåòðîâ. Â òåîðèè Ëàïëàñà � Ëàãðàíæà â ýòîì ðàçëî-

æåíèè áåðóòñÿ òîëüêî ÷ëåíû âòîðîãî ïîðÿäêà. Ìû îñòàâëÿåì â âîçìóùàþùåé

ôóíêöèè òàêæå ÷ëåíû ÷åòâåðòîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî ìàëûõ ýêñöåíòðèñèòåòîâ

è íàêëîíîâ. Ñ ó÷åòîì òàêîé òî÷íîñòè îòíîñèòåëüíî ìàëûõ ïàðàìåòðîâ óðàâíå-

íèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ýëåìåíòîâ h, k, p, q ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

dh

dt
=

1

na2

{[
1− 1

2
(h2 + k2)

]
∂R

∂k
+

1

2
k

(
p
∂R

∂p
+ q

∂R

∂q

)}
,

dk

dt
= − 1

na2

{[
1− 1

2
(h2 + k2)

]
∂R

∂h
+

1

2
h

(
p
∂R

∂p
+ q

∂R

∂q

)}
,

dp

dt
=

1

2na2

{
1

2

[
1 +

1

2
(h2 + k2)

]
∂R

∂q
− p

(
k
∂R

∂h
− h∂R

∂k

)}
,

20



dq

dt
= − 1

2na2

{
1

2

[
1 +

1

2
(h2 + k2)

]
∂R

∂p
+ q

(
k
∂R

∂h
− h∂R

∂k

)}
,

ãäå ïîä R ïîäðàçóìåâàåòñÿ âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ.

Ìû èçó÷àåì äâèæåíèå íåñêîëüêèõ ñïóòíèêîâ â êîëè÷åñòâå n ïîä äåéñòâèåì

èõ âçàèìíîãî ïðèòÿæåíèÿ è íåñôåðè÷íîñòè ïëàíåòû. Â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ

äëÿ êàæäîãî ñïóòíèêà ñ íîìåðîì i âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ Ri âûðàæàåòñÿ ñóì-

ìîé âîçìóùàþùèõ ôóíêöèé, ò. å.

Ri =
n∑
j=1

Rij ,

ãäå êàæäîå ñëàãàåìîå Rij ïðè j 6= i îáóñëîâëåíî ïðèòÿæåíèåì ñïóòíèêà ñ íîìå-

ðîì j, à ñëàãàåìîå Rii - íåñôåðè÷íîñòüþ ïëàíåòû.

Äëÿ âûðàæåíèÿ ñëàãàåìûõ âîçìóùàþùåé ôóíêöèè, îáóñëîâëåííûõ âçàèì-

íûì ïðèòÿæåíèåì ñïóòíèêîâ, âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè, ïîëó÷åííûìè â ðà-

áîòå Ellis, Murray (2000) è îïóáëèêîâàííûìè òàêæå â êíèãå Ìþððåÿ, Äåðìîòòà

(2009). Íàì íóæíà òîëüêî òà ÷àñòü âîçìóùàþùåé ôóíêöèè, êîòîðàÿ îáîçíà÷åíà

â ýòèõ ïóáëèêàöèÿõ ÷åðåç RD. Â êàæäîé ïàðå ñïóòíèêîâ ýëåìåíòû, îòíîñÿùèåñÿ

ê âíåøíåìó ñïóòíèêó, îòìå÷åíû øòðèõîì, à ýëåìåíòû, îòíîñÿùèåñÿ ê âíóòðåí-

íåìó ñïóòíèêó, îáîçíà÷åíû áåç øòðèõà, íåçàâèñèìî îò òîãî, êàêîé èç ñïóòíèêîâ

ÿâëÿåòñÿ âîçìóùàåìûì, à êàêîé - âîçìóùàþùèì. Òîãäà âîçìóùàþùàÿ ôóíê-

öèÿ, îáóñëîâëåííàÿ âëèÿíèåì âíåøíåãî ñïóòíèêà íà âíóòðåííèé, âûðàæàåòñÿ â

âèäå

R =
µ′

a′
D(a, a′, h, h′, k, k′, p, p′, q, q′) ,

à âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ, îáóñëîâëåííàÿ âëèÿíèåì âíóòðåííåãî ñïóòíèêà íà

âíåøíèé, â âèäå

R =
µ

a′
D(a, a′, h, h′, k, k′, p, p′, q, q′) ,

ãäå D ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî çàäàííîé ôóíêöèåé ñâîèõ àðãóìåíòîâ â ñëó÷àå âå-

êîâûõ âîçìóùåíèé.
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Â ñëó÷àå âîçìóùåíèé îò íåñôåðè÷íîñòè ïëàíåòû âîçìóùàþùóþ ôóíêöèþ

Rii óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Rii =
µ0

ai
J(ai, hi, ki, pi, qi) ,

ãäå J(ai, hi, ki, pi, qi) � íåêîòîðàÿ èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ îò ñâîèõ àðãóìåíòîâ, µ0 =

Gm0, G � óíèâåðñàëüíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, à m0 � ìàññà ïëàíåòû.

Âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ âõîäèò â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òîëüêî ïîä çíàêîì

ïðîèçâîäíîé ïî ýëåìåíòàì Ëàãðàíæà. Ïîýòîìó íàì íóæíû îáîçíà÷åíèÿ äëÿ

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò ôóíêöèé D(...), J(...) ïî îäíîìó èç ñâîèõ àðãóìåíòîâ.

Ïóñòü Dl(...) åñòü ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò D(...) ïî àðãóìåíòó íîìåð l, åñëè

àðãóìåíòû ïðîíóìåðîâàíû â òàêîì ïîðÿäêå hj, hi, kj, ki, pj, pi, qj, qi, à Jl(...)

åñòü ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò J(...) ïî àðãóìåíòó íîìåð l â ñïèñêå hi, ki, pi, qi.

Ïîñêîëüêó ìû îñòàâëÿåì â âîçìóùàþùåé ôóíêöèè ÷ëåíû âòîðîé è ÷åòâåð-

òîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ hj, hi, kj, ki, pj, pi, qj, qi, óäîáíî îáîçíà÷èòü

â ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèÿõ îòäåëüíî ñîâîêóïíîñòè ñëàãàåìûõ âòîðîé è ÷åò-

âåðòîé ñòåïåíåé. Ïîýòîìó ïîëîæèì

D(...) = D(2)(...) +D(4)(...) , J(...) = J (2)(...) + J (4)(...) ,

ãäå âåðõíèé èíäåêñ â ñêîáêàõ îáîçíà÷àåò ñóììàðíóþ ñòåïåíü ýëåìåíòîâ. Ñîîò-

âåòñòâåííî áóäåì èìåòü

Dl(...) = D
(1)
l (...) +D

(3)
l (...) , Jl(...) = J

(1)
l (...) + J

(3)
l (...) .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç µ0i, µi ãðàâèòàöèîííûå ïàðàìåòðû, ââåäåííûå ïî ôîðìó-

ëàì

µ0i = G(m0 +mi) , µi = Gmi ,

ãäå mi � ìàññà ñïóòíèêà ñ íîìåðîì i.
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Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèè Mij ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

Mij =



µj
µ0i

ni
ai
aj , åñëè ai < aj,

µj
µ0i

ni, åñëè ai > aj,

µ0

nia
3
i

åñëè i = j,

ãäå ni îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ n2
ia

3
i = µ0i. Ââåäåì ôóíêöèè D(r)

ij ïî ôîð-

ìóëå

D
(r)
ij =



D(r)(ai, aj, hi, hj, ki, kj, pi, pj, qi, qj), åñëè ai < aj,

D(r)(aj, ai, hj, hi, kj, ki, pj, pi, qj, qi), åñëè ai > aj,

J (r)(ai, hi, ki, pi, qi), åñëè i = j,

ãäå r = 2, 4. Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü

Rij = nia
2
iMij(D

(2)
ij +D

(4)
ij ) .

Äëÿ çàïèñè óðàâíåíèé â ôîðìå, óäîáíîé äëÿ àëãîðèòìèçàöèè âû÷èñëåíèé,

ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

D
(r)h
ij =



D
(r)
1 (ai, aj, hi, hj, ki, kj, pi, pj, qi, qj), åñëè ai < aj,

D
(r)
2 (aj, ai, hj, hi, kj, ki, pj, pi, qj, qi), åñëè ai > aj,

J
(r)
1 (ai, hi, ki, pi, qi), åñëè i = j,

D
(r)k
ij =



D
(r)
3 (ai, aj, hi, hj, ki, kj, pi, pj, qi, qj), åñëè ai < aj,

D
(r)
4 (aj, ai, hj, hi, kj, ki, pj, pi, qj, qi), åñëè ai > aj,

J
(r)
2 (ai, hi, ki, pi, qi), åñëè i = j,
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D
(r)p
ij =



D
(r)
5 (ai, aj, hi, hj, ki, kj, pi, pj, qi, qj), åñëè ai < aj,

D
(r)
6 (aj, ai, hj, hi, kj, ki, pj, pi, qj, qi), åñëè ai > aj,

J
(r)
3 (ai, hi, ki, pi, qi), åñëè i = j,

D
(r)q
ij =



D
(r)
7 (ai, aj, hi, hj, ki, kj, pi, pj, qi, qj), åñëè ai < aj,

D
(r)
8 (aj, ai, hj, hi, kj, ki, pj, pi, qj, qi), åñëè ai > aj,

J
(r)
4 (ai, hi, ki, pi, qi), åñëè i = j.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü òåïåðü â ñëåäóþùåì âèäå:

dhi
dt

= H
(1)
i +H

(3)
i , H

(1)
i =

n∑
j=1

H
(1)
ij , H

(3)
i =

n∑
j=1

H
(3)
ij ,

dki
dt

= K
(1)
i +K

(3)
i , K

(1)
i =

n∑
j=1

K
(1)
ij , K

(3)
i =

n∑
j=1

K
(3)
ij ,

dpi
dt

= P
(1)
i + P

(3)
i , P

(1)
i =

n∑
j=1

P
(1)
ij , P

(3)
i =

n∑
j=1

P
(3)
ij ,

dqi
dt

= Q
(1)
i +Q

(3)
i , Q

(1)
i =

n∑
j=1

Q
(1)
ij , Q

(3)
i =

n∑
j=1

Q
(3)
ij ,

ãäå

H
(1)
ij = MijD

(1)k
ij ,

H
(3)
ij = Mij

[
D

(3)k
ij −

1

2
(h2

i + k2
i )D

(1)k
ij +

1

2
kipiD

(1)p
ij +

1

2
kiqiD

(1)q
ij

]
,

K
(1)
ij = −MijD

(1)h
ij ,
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K
(3)
ij = Mij

[
−D(3)h

ij +
1

2
(h2

i + k2
i )D

(1)h
ij −

1

2
hipiD

(1)p
ij −

1

2
hiqiD

(1)q
ij

]
,

P
(1)
ij = Mij

1

4
D

(1)q
ij ,

P
(3)
ij = Mij

1

4

[
D

(3)q
ij +

1

2
(h2

i + k2
i )D

(1)q
ij −

1

2
pikiD

(1)h
ij +

1

2
pihiD

(1)k
ij

]
,

Q
(1)
ij = −Mij

1

4
D

(1)p
ij ,

Q
(3)
ij = Mij

1

4

[
−D(3)p

ij −
1

2
(h2

i + k2
i )D

(1)p
ij −

1

2
qikiD

(1)h
ij +

1

2
qihiD

(1)k
ij

]
.

Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííûõ çäåñü ôîðìóë, åñëè â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ïðåíåáðå÷ü

÷ëåíàìè ñ òðåòüèìè ñòåïåíÿìè ýëåìåíòîâ h, k, p, q ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷ëåíàìè ïåð-

âîé ñòåïåíè, òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïîëó÷àòñÿ ëèíåéíûìè îäíîðîäíûìè äèô-

ôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Âêëþ÷åíèå ÷ëåíîâ òðåòüåé ñòåïåíè äåëàåò ýòè

óðàâíåíèÿ íåëèíåéíûìè.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé êàê ôóíêöèé îò èñêîìûõ ýëå-

ìåíòîâ Ëàãðàíæà, íyæíî èìåòü ÿâíîå âûðàæåíèå ôóíêöèèD(a, a′, h, h′, k, k′, p,

p′, q, q′). Ïðè ýòîì äëÿ áîëüøèõ ïîëóîñåé a, a′ ìîãóò áûòü ïîäñòàâëåíû èõ ÷èñ-

ëåííûå çíà÷åíèÿ. Äëÿ ýòîãî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè, ïðèâåäåííûìè

â êíèãå Ìþððåÿ, Äåðìîòòà (2009). Äëÿ óäîáñòâà ïîñëåäóþùåé àëãîðèòìèçàöèè

âû÷èñëåíèé ìîæíî çàäàòü ôóíêöèþ D(...) â âèäå

D =
∑

B fL h
N1, h′

N2, kN3, k′
N4, pN5, p′

N6, qN7, q′
N8 ,

ãäå êàæäîå ñëàãàåìîå ïðåäñòàâëåíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ öåëûõ ÷èñåë

B,L,N1, N2, N3, N4, N5, N6, N7, N8,
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à êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ îïðåäåëÿåòñÿ èñõîäíûìè ôîðìóëàìè. Çäåñü fL � ôóíê-

öèè îò α = a/a′, à L � íîìåð ýòîé ôóíêöèè. Ýòè ôóíêöèè âû÷èñëÿþòñÿ ñ

ïîìîùüþ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì òàê íàçûâàåìûõ êîýôôèöèåíòîâ

Ëàïëàñà. Ñòåïåíè ïåðåìåííûõ, ò. å. ÷èñëà N1, N2, N3, N4, N5, N6, N7, N8 ìîãóò

ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò 0 äî 4.

Ôóíêöèþ D ìû ðàçëîæèëè íà äâà ñëàãàåìûõ:

D = D(2) +D(4) .

Òîãäà â ñëàãàåìîì D(2) ÷èñëà N1, N2, N3, N4, N5, N6, N7, N8 óäîâëåòâîðÿþò ñîîò-

íîøåíèþ

N1 +N2 +N3 +N4 +N5 +N6 +N7 +N8 = 2 ,

à â ñëàãàåìîì D(4) � ñîîòíîøåíèþ

N1 +N2 +N3 +N4 +N5 +N6 +N7 +N8 = 4 .

Ôóíêöèè D(1)
l , D(3)

l , âõîäÿùèå â ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé, ìîæíî çàäàòü àíà-

ëîãè÷íûìè òàáëèöàìè, ïîëó÷åííûìè èç òàáëèö äëÿ ôóíêöèè D(...), â êîòîðûõ

B çàìåíÿåòñÿ íà NlB, à ÷èñëî Nl � íà ÷èñëî Nl − 1. Ïðè ýòîì ñóììà ÷èñåë

N1 + N2 + ... + N8 â ñëàãàåìûõ D
(1)
l è D(3)

l ðàâíà 1 è 3 ñîîòâåòñòâåííî. Íóæíî

ó÷èòûâàòü, ÷òî åñëè â ñëàãàåìîì â ôóíêöèè D çíà÷åíèå Nl ðàâíî íóëþ, òî â

ôóíêöèè Dl ýòî ñëàãàåìîå èñ÷åçàåò.

Âûðàæåíèå äëÿ D(2) èìååò ñëåäóþùèé ÿâíûé âèä:

D(2) = f2(h
2 +k2 +h′

2
+k′

2
)+f3(p

2 +q2 +p′
2
+q′

2
)+f10(hh

′+kk′)+f14(pp
′+qq′) .

Äëÿ ôóíêöèè D(4) â Ïðèëîæåíèè äàíà òàáëèöà ÷èñåë B, L, N1, N2, N3, N4,

N5, N6, N7, N8, çàäàþùèõ ýòó ôóíêöèþ òàê, êàê îïèñàíî âûøå.

Äèíàìè÷åñêóþ íåñôåðè÷íîñòü ïëàíåò îáû÷íî îïèñûâàþò ñ ïîìîùüþ ðàçëî-

æåíèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì. Â ñëó÷àå

ïëàíåòû Óðàí ñóùåñòâåííûìè â ýòîì ðàçëîæåíèè îêàçûâàþòñÿ òîëüêî âòîðàÿ
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è ÷åòâåðòàÿ çîíàëüíûå ãàðìîíèêè. ×òî êàñàåòñÿ ôóíêöèè J(ai, hi, ki, pi, qi), òî

ìû âûâåëè åå â ñëåäóþùåì âèäå:

J(a, h, k, p, q) = −J2
r2

0

a2
×

×
[
−1

2
− 3

4
(h2 + k2) + 3(p2 + q2)−

− 15

16
(h2 + k2)2 +

9

2
(h2 + k2)(p2 + q2)− 3(p2 + q2)2

]
−

− J4
r4

0

a4
×

×
[

3

8
+

15

8
(h2 + k2)− 15

2
(p2 + q2)+

+
315

64
(h2 + k2)2 − 75

2
(h2 + k2)(p2 + q2)+

+
135

4
(p2 + q2)2 +

45

8
(k2 − h2)(p2 + q2)

]
,

ãäå r0 � ýêâàòîðèàëüíûé ðàäèóñ ïëàíåòû, J2, J4 � êîýôôèöèåíòû ïðè âòî-

ðîé è ÷åòâåðòîé çîíàëüíûõ ãàðìîíèêàõ ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæå-

íèÿ ïëàíåòû.
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2.2 Ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

Óðàâíåíèÿ ðåøàåìîé çäåñü çàäà÷è îêàçûâàþòñÿ íåëèíåéíûìè. Ìåòîä ðåøåíèÿ

òàêèõ óðàâíåíèé âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû ëèíåéíûõ

îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé. Èìåííî ñèñòåìà ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé áåðåòñÿ ïðè îïðåäåëåíèè âåêîâûõ âîçìóùåíèé ìåòîäîì Ëàïëà-

ñà � Ëàãðàíæà. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì çäåñü ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ

îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî

ýëåìåíòîâ h, k è óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ p, q ðåøàþòñÿ íåçàâèñèìî.

Ïîýòîìó ðàññìîòðèì çäåñü òîëüêî óðàâíåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ h, k. Äëÿ ýëåìåíòîâ

p, q óðàâíåíèÿ ðåøàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïðåäñòàâèì ñîâîêóïíîñòü èñêîìûõ ôóíêöèé hi, ki (i = 1, 2, ..., n) â ôîðìå

ìàòðèö-ñòîëáöîâ

h =


h1

h2

...

hn

 , k =


k1

k2

...

kn

 , (1)

X =

 h

k

 .

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òîãäà ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåé ìàòðè÷íîé ôîðìå:

dX

dt
= AX, (2)

ãäå ìàòðèöà A ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áëî÷íóþ ìàòðèöó, âêëþ÷àþùóþ âñïîìîãà-

òåëüíóþ ìàòðèöó A1, ò. å.

A =

 0 A1

−A1 0

 , A1 =


A11 A12 ... A1n

A21 A22 ... A2n

... ... ... ...

An1 An2 ... Ann

 ,
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ãäå ýëåìåíòû Aij (i, j = 1, 2, ..., n) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîýôôèöèåíòû ïðè

ëèíåéíûõ ÷ëåíàõ â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ. ßâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ

ìàòðèöû A1 â ñëó÷àå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ h, k áóäóò

èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

Aij =


n∑

k=1,k 6=i
2f2(ai, ak)Mik +

3

2

(
J2
r2

0

a2
i

− 5

2
J4
r4

0

a4
i

)
Mij, åñëè i = j ,

f10(ai, aj)Mij, åñëè i 6= j .

Àíàëîãè÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A1 â ñëó÷àå óðàâíåíèé îòíî-

ñèòåëüíî ýëåìåíòîâ p, q:

Aij =


n∑

k=1,k 6=i

1
2f3(ai, ak)Mik −

3

2

(
J2
r2

0

a2
− 5

2
J4
r4

0

a4

)
Mij, åñëè i = j ,

1
4f14(ai, aj)Mij, åñëè i 6= j .

Èíäåêñû i è j ïðîáåãàþò çíà÷åíèÿ îò 1 äî n. Â âûðàæåíèÿõ äëÿ ýëåìåíòîâ ìàò-

ðèöû A1 ïðèñóòñòâóþò ôóíêöèè f2, f10,f3, f14, çàâèñÿùèå òîëüêî îò îòíîøåíèé

áîëüøèõ ïîëóîñåé ñïóòíèêîâ. Ýòè ôóíêöèè âûðàæàþòñÿ â êîíå÷íîì âèäå ÷å-

ðåç êîýôôèöèåíòû Ëàïëàñà. Êîýôôèöèåíòû Ëàïëàñà âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ

ñòåïåííûõ ðÿäîâ. Âñå íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî ôîðìóëû ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ

Ellis, Murray (2000) è Ìþððåÿ, Äåðìîòòà (2009).

Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èìååò ñëåäóþùèé âèä (Ñóá-

áîòèí, 1968):

h =


h1

h2

...

hn

 =

=


q

(1)
1 sin(g1t+ β1) q

(1)
2 sin(g2t+ β2) ... q

(1)
n sin(gnt+ βn)

q
(2)
1 sin(g1t+ β1) q

(2)
2 sin(g2t+ β2) ... q

(2)
n sin(gnt+ βn)

... ... ... ...

q
(n)
1 sin(g1t+ β1) q

(n)
2 sin(g2t+ β2) ... q

(n)
n sin(gnt+ βn)

×

c1

c2

...

cn

 ,
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k =


k1

k2

...

kn

 =

=


q

(1)
1 cos(g1t+ β1) q

(1)
2 cos(g2t+ β2) ... q

(1)
n cos(gnt+ βn)

q
(2)
1 cos(g1t+ β1) q

(2)
2 cos(g2t+ β2) ... q

(2)
n cos(gnt+ βn)

... ... ... ...

q
(n)
1 cos(g1t+ β1) q

(n)
2 cos(g2t+ β2) ... q

(n)
n cos(gnt+ βn)

×


c1

c2

.

.

cn


,

ãäå t � âðåìÿ, g1, g2, ..., gn � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A1, à ci, βi (i =

1, 2, ..., n) � íåçàâèñèìûå ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë

q
(j)
1 , q

(j)
2 , ..., q

(j)
n (j = 1, 2, ..., n) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðè-

öû A1, ãäå j � íîìåð ñîáñòâåííîãî âåêòîðà.

Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ âûêëàäîê íåîáõîäèìî çàïèñàòü îáùåå ðåøåíèå

äëÿ îáúåäèíåííîãî âåêòîðà èñêîìûõ ôóíêöèé X. Îáúåäèíÿÿ ïðåäûäóùèå ìàò-

ðè÷íûå ôîðìóëû, ðåøåíèå äëÿ X ëåãêî ïðåäñòàâèòü â âèäå

X =

 Ns

Nc

 c,

ãäå

Ns =


q

(1)
1 sin(g1t+ β1) q

(1)
2 sin(g2t+ β2) ... q

(1)
n sin(gnt+ βn)

q
(2)
1 sin(g1t+ β1) q

(2)
2 sin(g2t+ β2) ... q

(2)
n sin(gnt+ βn)

... ... ... ...

q
(n)
1 sin(g1t+ β1) q

(n)
2 sin(g2t+ β2) ... q

(n)
n sin(gnt+ βn)

 ,

Nc =


q

(1)
1 cos(g1t+ β1) q

(1)
2 cos(g2t+ β2) ... q

(1)
n cos(gnt+ βn)

q
(2)
1 cos(g1t+ β1) q

(2)
2 cos(g2t+ β2) ... q

(2)
n cos(gnt+ βn)

... ... ... ...

q
(n)
1 cos(g1t+ β1) q

(n)
2 cos(g2t+ β2) ... q

(n)
n cos(gnt+ βn)

 ,
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c =


c1

c2

...

cn

 .

Ôîðìóëû òðèãîíîìåòðèè ïîçâîëÿþò ïðåäñòàâèòü ýëåìåíòû ìàòðèö Nc è

Ns â ñëåäóþùåì âèäå:

ciq
(j)
i sin(git+ βi) = ciq

(j)
i cos βi sin git+ ciq

(j)
i sin βi cos git ,

ciq
(j)
i cos(git+ βi) = ciq

(j)
i cos βi cos git− ciq(j)

i sin βi sin git .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â ïðåäûäóùèå ôîðìóëû, ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíîå

âûðàæåíèå äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ôîðìå

X = NC , (3)

ãäå ìàòðèöà N èìååò ñëåäóþùèé âèä:

N =



q
(1)
1 sin g1t q

(1)
1 cos g1t q

(1)
2 sin g2t q

(1)
2 cos g2t ... q

(1)
n sin gnt q

(1)
n cos gnt

q
(2)
1 sin g1t q

(2)
1 cos g1t q

(2)
2 sin g2t q

(2)
2 cos g2t ... q

(2)
n sin gnt q

(2)
n cos gnt

... ... ... ... ... ... ...

q
(n)
1 sin g1t q

(n)
1 cos g1t q

(n)
2 sin g2t q

(n)
2 cos g2t ... q

(n)
n sin gnt q

(n)
n cos gnt

q
(1)
1 cos g1t −q(1)

1 sin g1t q
(1)
2 cos g2t −q(1)

2 sin g2t ... q
(1)
n cos gnt −q(1)

n sin gnt

q
(2)
1 cos g1t −q(2)

1 sin g1t q
(2)
2 cos g2t −q(2)

2 sin g2t ... q
(2)
n cos gnt −q(2)

n sin gnt

... ... ... ... ... ... ...

q
(n)
1 cos g1t −q(n)

1 sin g1t q
(n)
2 cos g2t −q(n)

2 sin g2t ... q
(n)
n cos gnt −q(n)

n sin gnt



,

à êîìïîíåíòû âåêòîðà C, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîìáèíàöèþ ïðîèçâîëüíûõ ïî-
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ñòîÿííûõ ci è βi (i = 1, 2, ..., n):

C =



c1 cos β1

c1 sin β1

c2 cos β2

c2 sin β2

...

cn cos βn

cn sin βn


=


C1

C2

...

C2n

 ,

çäåñü ýëåìåíòû C1, C2, ..., C2n ÿâëÿþòñÿ íîâûìè íåçàâèñèìûìè ïðîèçâîëüíûìè

ïîñòîÿííûìè.

Ìàòðèöà N íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé ëè-

íåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Òàêèì îáðàçîì, íàìè ïîëó÷åíî ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ

óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ h, k, íåîáõîäèìîå äëÿ äàëüíåéøåãî ðåøåíèÿ

ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ñèñòåìà îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî

ýëåìåíòîâ p, q ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåê-

òîðû ìàòðèöû A. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ ýòîé ìàòðèöû íóæíû òîëüêî

çíà÷åíèÿ ãðàâèòàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ è áîëüøèõ ïîëóîñåé îðáèò òåë. Ïðîèç-

âîëüíûå ïîñòîÿííûå ìîæíî íàéòè, åñëè ïîäñòàâèòü â ôîðìóëû îáùåãî ðåøåíèÿ

íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè è ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ

h
(0)
i , k

(0)
i , p

(0)
i , q

(0)
i (i = 1, 2, ..., n). Ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå íàéäóòñÿ òîãäà ïó-

òåì ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé.
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2.3 Ìåòîä ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì òåïåðü, êàê ðåøàòü óðàâíåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Ïðàâûå ÷à-

ñòè óðàâíåíèé ñîäåðæàò ÷ëåíû, ëèíåéíûå ïî îòíîøåíèþ ê èñêîìûì ôóíêöèÿì,

è ÷ëåíû òðåòüåé ñòåïåíè. Îñíîâîé ìåòîäà ðåøåíèÿ áóäåò ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî

èñêîìûå ôóíêöèè îñòàþòñÿ ìàëûìè íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè. Òîãäà

â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé ìîæíî ñ÷èòàòü ÷ëåíû òðåòüåé ñòåïåíè ìàëûìè ïî

ñðàâíåíèþ ñ ëèíåéíûìè ÷ëåíàìè. Ýòîò ôàêò áóäåò èñïîëüçîâàí ïðè ïîñòðîåíèè

ìåòîäà ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Ïðåäñòàâèì ñîâîêóïíîñòü èñêîìûõ ôóíêöèé hi, ki, pi, qi (i = 1, 2, ..., n) â

ôîðìå ìàòðèö-ñòîëáöîâ (1), à òàêæå

Xhk =

 h

k

 ,

p =


p1

p2

...

pn

 , q =


q1

q2

...

qn

 , Xpq =

 p

q

 .

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òåïåðü ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

dXhk

dt
= AhkXhk + Phk(Xhk,Xpq) ,

dXpq

dt
= ApqXpq + Ppq(Xhk,Xpq) , (4)

ãäå Ahk, Apq � èçâåñòíûå ïîñòîÿííûå ìàòðèöû, à êîìïîíåíòû âåêòîð-ñòîëáöîâ

Phk(Xhk,Xpq), Ppq(Xhk,Xpq) ñóòü èçâåñòíûå ïîëèíîìû îò èñêîìûõ ôóíêöèé,

ñîäåðæàùèå òîëüêî ÷ëåíû òðåòüåé ñòåïåíè.

Íàðÿäó ñ çàïèñàííûìè óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ âèäà

dX

dt
= AX + P(t) , (5)

ãäå A � èçâåñòíàÿ ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà, à êîìïîíåíòû âåêòîðà-ñòîëáöà P(t)

ñóòü èçâåñòíûå ôóíêöèè âðåìåíè. Îáùåå ðåøåíèå òàêèõ íåîäíîðîäíûõ óðàâíå-
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íèé èçâåñòíî (ßêóáîâè÷, Ñòàðæèíñêèé, 1972) â âèäå

X(t) = N(t)C + N(t)

tˆ

0

N−1(τ)P(τ)dτ , (6)

ãäå C � âåêòîð ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ, à N(t) � ìàòðèöà ôóíäàìåíòàëüíîé

ñèñòåìû ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé (2), òàê ÷òî

ðåøåíèå ñèñòåìû îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

X(t) = N(t)C .

Â ñëó÷àå ìàòðèöû A, ñîîòâåòñòâóþùåé íàøåé çàäà÷å, ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ìàòðè-

öû N(t) îïèñàí âûøå.

Â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è íåëèíåéíûå ÷àñòèPhk(Xhk,Xpq),

Ppq(Xhk,Xpq) íå ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè, îíè çàâèñÿò îò èñ-

êîìûõ ôóíêöèé. ×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèâåäåííûì âûøå ìåòîäîì ðåøåíèÿ

íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé, áóäåì ðåøàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íûìè ïðèáëèæåíèÿìè, ó÷èòûâàÿ ìàëîñòü íåëèíåéíûõ ÷àñòåé ýòèõ óðàâíåíèé

ïî ñðàâíåíèþ ñ ëèíåéíûìè ÷àñòÿìè. Â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ ìîæ-

íî âçÿòü ðåøåíèå ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷àåìûõ ïðîñòûì îò-

áðàñûâàíèåì íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ ïðàâûõ ÷àñòåé. Ïåðâîå ïðèáëèæåíèå äàñò íàì

âîçìóùåíèÿ â ýëåìåíòàõ hi, ki, pi, qi (i = 1, 2, ..., n) ñ òî÷íîñòüþ äî òðåòüåé ñòåïå-

íè ýòèõ âåëè÷èí âêëþ÷èòåëüíî. Âòîðîå ïðèáëèæåíèå ìîãëî áû äàòü íàì ÷ëåíû

áîëåå âûñîêèõ ñòåïåíåé, ÷åì òðåòüÿ. Îäíàêî, ïîëó÷åíèå âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ

íå ïîâûñèò òî÷íîñòè ðåøåíèÿ, ïîñêîëüêó ìû óæå ïðåíåáðåãëè òàêèìè ÷ëåíàìè

â èñõîäíûõ óðàâíåíèÿõ.

Èòàê, â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè èìååì

dX
(1)
hk

dt
= AhkX

(1)
hk + Phk(X

(0)
hk ,X

(0)
pq ) ,

dX
(1)
pq

dt
= ApqX

(1)
pq + Ppq(X

(0)
hk ,X

(0)
pq ) , (7)

ãäå X(0)
hk , X

(0)
pq � ðåøåíèÿ ñèñòåì îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

dX
(0)
hk

dt
= AhkX

(0)
hk ,

dX
(0)
pq

dt
= ApqX

(0)
pq ,
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èìåþùèõ ìàòðèöû ôóíäàìåíòàëüíûõ ñèñòåì ðåøåíèé Nhk(t), Npq(t), ñîîòâåò-

ñòâåííî.

Áåç íàðóøåíèÿ îáùíîñòè ðàññìîòðåíèÿ ìîæíî ïîëîæèòü íà÷àëüíûé ìî-

ìåíò âðåìåíè ðàâíûì íóëþ. Íàéäåì âåêòîðû ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ Chk,

Cpq äëÿ êàæäîé ñèñòåìû îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé èç ñîîòíîøåíèé

X
(0)
hk (0) = Nhk(0)Chk , X(0)

pq (0) = Npq(0)Cpq ,

ãäåNhk(0),Npq(0) � ìàòðèöû ôóíäàìåíòàëüíûõ ñèñòåì ðåøåíèé, âû÷èñëåííûå

íà íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, à X
(0)
hk (0), X(0)

pq (0) � íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ò. å.

çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ îðáèò íà íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, êîòîðûå ìû ñ÷èòàåì

çàäàííûìè.

Òåïåðü X
(0)
hk , X

(0)
pq ñòàíîâÿòñÿ èçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè

X
(0)
hk (t,Chk) = Nhk(t)Chk , X(0)

pq (t,Cpq) = Npq(t)Cpq

è ñîäåðæàò ïåðâûå ñòåïåíè ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ ëèíåéíûõ ïî âðåìåíè àðãóìåí-

òîâ. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòèõ ôóíêöèé â ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (7) ñëàãàåìûå

Phk(X
(0)
hk ,X

(0)
pq )

è Ppq(X
(0)
hk ,X

(0)
pq ) ñòàíóò èçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè è áóäóò ñîäåðæàòü òðå-

òüè ñòåïåíè ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ ëèíåéíûõ ïî âðåìåíè àðãóìåíòîâ.

Òåïåðü êàæäàÿ èç ñèñòåì óðàâíåíèé (7) èìååò âèä (5). Ïîýòîìó äàëåå ìîæ-

íî ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàöèé ïðè ðåøåíèè ýòèõ óðàâíåíèé

ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (6). Ïîäñòàâèì â ýòî ñîîòíîøåíèå íàéäåííûå ôóíêöèè

N−1(τ) è P(τ). Ïîëó÷èì â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè ñóììó êîíå÷íîãî ÷èñ-

ëà ñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõ ÷åòâåðòûå ñòåïåíè ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ ëèíåéíûõ ïî

âðåìåíè àðãóìåíòîâ. Ñðåäè ñëàãàåìûõ ìîãóò âñòðåòèòüñÿ ïîñòîÿííûå âåëè÷è-

íû, êîòîðûå ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî àðãóìåíòó âðåìåíè äàäóò ëèíåéíûå ïî

âðåìåíè ôóíêöèè. Ýòè ôóíêöèè ïîñëå óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöó N(t) ïðèâåäóò

ê ñìåøàííûì ôóíêöèÿì â ðåøåíèè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

â ðåøåíèè ìîãóò ïîÿâèòüñÿ òàêæå è âåêîâûå ÷ëåíû. Òàêàÿ ôîðìà ðåøåíèÿ íå

ñîîòâåòñòâóåò ðåàëüíûì ñâîéñòâàì äâèæåíèÿ.
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Óêàçàííîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ìîæíî èçáåæàòü, åñëè èçìåíèòü ïîðÿäîê ïîëó÷å-

íèÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå äâå íåîïðåäåëåííûå

ïîêà ïîñòîÿííûå ìàòðèöû dhk , dpq. Ïðåäïîëîæèì òîëüêî, ÷òî ýëåìåíòû ýòèõ

ïîñòîÿííûõ ìàòðèö ìàëû è èìåþò âòîðîé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî îòíîøåíèþ ê

ìàëûì èñêîìûì ôóíêöèÿì hi, ki, pi, qi (i = 1, 2, ..., n). Çàïèøåì óðàâíåíèÿ (4) â

âèäå
dXhk

dt
= (Ahk + dhk)Xhk + Phk(Xhk,Xpq)− dhkXhk , (8)

dXpq

dt
= (Apq + dpq)Xpq + Ppq(Xhk,Xpq)− dpqXpq . (9)

Çäåñü ïîñëåäíèå ñëàãàåìûå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé èìåþò òðåòèé ïîðÿäîê

ìàëîñòè. Òîãäà ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè

äàåò
dX

(1)
hk

dt
= (Ahk + dhk)X

(1)
hk + Phk(X

(0)
hk ,X

(0)
pq )− dhkX

(0)
hk , (10)

dX
(1)
pq

dt
= (Apq + dpq)X

(1)
pq + Ppq(X

(0)
hk ,X

(0)
pq )− dpqX

(0)
pq . (11)

Òåïåðü êàæäóþ èõ ýòèõ ñèñòåì óðàâíåíèé ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì îáùåì

âèäå:
dX

dt
= (A + d)X + P(t,C)− dX(0)(t,C) . (12)

Ïðèìåíèì ê ýòèì óðàâíåíèÿì ôîðìóëû ðåøåíèÿ ñèñòåì íåîäíîðîäíûõ

óðàâíåíèé (6), ïîëó÷èì

X(t) = N′(t)C + N′(t)

tˆ

0

[N′
−1

(τ)P(τ,C)−N′
−1

(τ)d X(0)(τ,C)]dτ , (13)

ãäå N′ � ìàòðèöà ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé ñèñòåìû îäíîðîäíûõ

óðàâíåíèé
dX

dt
= (A + d)X . (14)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(C) ïîñòîÿííóþ ÷àñòü ïðîèçâåäåíèÿ N′−1(τ)P(τ,C) , à

÷åðåç V(τ,C) � ïåðåìåííóþ ÷àñòü ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ò. å. ñèíóñû è êîñèíóñû
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êðàòíûõ ëèíåéíûõ ïî âðåìåíè àðãóìåíòîâ. Òîãäà èìååì

N′
−1

(τ)P(τ,C) = S(C) + V(τ,C) .

Îáà ñëàãàåìûõ â ýòîì âûðàæåíèè áóäóò èìåòü òðåòèé ïîðÿäîê ìàëîñòè. Ïîä-

ñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â ôîðìóëó (13), ïîëó÷èì

X(t) = N′(t)C + N′(t)

tˆ

0

[S(C) + V(τ,C)−N′
−1

(τ)d X(0)(τ,C)]dτ . (15)

Îïðåäåëèì ââåäåííóþ âûøå ïîñòîÿííóþ ìàòðèöó d èç óñëîâèÿ

N′
−1

(τ)d X(0)(τ,C) = S(C) . (16)

Ïîñêîëüêó X(0)(τ,C) èìååò ïåðâûé, à S(C) � òðåòèé ïîðÿäîê ìàëîñòè, òî ìàò-

ðèöà d ïîëó÷àåòñÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, êàê ìû è ïðåäïîëàãàëè çàðàíåå.

Òåïåðü ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

X(t) = N′(t)C + N′(t)

tˆ

0

V(τ,C)dτ , (17)

è îíî íå áóäåò ñîäåðæàòü âåêîâûõ ÷ëåíîâ. Ñîîòíîøåíèå (16) ìîæíî ðàññìàò-

ðèâàòü êàê óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû d. Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî åùå

çàïèñàòü â âèäå

d N′(t)C = N′(t)S(C) . (18)

Âûâåäåì ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû d. Äëÿ ýòîãî îáî-

çíà÷èì ÷åðåç Si (i = 1, 2, ..., 2n) êîìïîíåíòû ìàòðèöû-ñòîëáöà S(C). Îêàçû-

âàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöó d, èìåþùóþ ðàçìåðíîñòü (2n× 2n), ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå êîìáèíàöèè

d =

 d(a) d(b)

−d(b) d(a)

 ,

ãäå ìàòðèöû d(a) è d(b) èìåþò ðàçìåðíîñòü (n× n).
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Ýëåìåíòû ìàòðèö d(a) è d(b) íàõîäÿòñÿ èç ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ ñèñòåì ëè-

íåéíûõ íåîäíîðîäíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

n∑
i=1

d
(a)
k,iq

(i)
p = q(k)

p

S2pC2p + S2p−1C2p−1

C2
2p + C2

2p−1

, k, p = 1, 2, ..., n ,

n∑
i=1

d
(b)
k,iq

(i)
p = q(k)

p

S2pC2p−1 − S2p−1C2p

C2
2p + C2

2p−1

, k, p = 1, 2, ..., n .

Ïóòåì íåñëîæíûõ âûêëàäîê íàì óäàëîñü äîêàçàòü ðàâåíñòâî íóëþ ìàòðèöû

d(a). Ýòîò ôàêò ìîæåò ñëóæèòü êîíòðîëåì ïðàâèëüíîñòè âû÷èñëåíèé. Òåïåðü

ñèñòåìà îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé (14) áóäåò èìåòü âèä

dX

dt
=

 0 A1 + d(b)

−A1 − d(b) 0

X .

Íåèçâåñòíûå ìàòðèöû d, N′ íåëüçÿ îïðåäåëèòü ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè ïî

ôîðìóëàì. Îäíàêî, ó÷èòûâàÿ ìàëîñòü ýëåìåíòîâ ìàòðèöû d(b) ïî ñðàâíåíèþ ñ

ýëåìåíòàìè ìàòðèöû A1, èñêîìûå ìàòðèöû ìîæíî íàéòè ïîñëåäîâàòåëüíûìè

ïðèáëèæåíèÿìè. Ïîëîæèì â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè d(b) = 0. Îïðåäåëèì ïðè

ýòîì óñëîâèè íóëåâîå ïðèáëèæåíèå ìàòðèöû ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøå-

íèé N′. Íàéäåì ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ìàòðèöû d(b) èç óðàâíåíèÿ (18). Îïðåäå-

ëèì òåïåðü ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ìàòðèöû ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé

N′ ñ ó÷åòîì ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ìàòðèöû d(b). Ó÷èòûâàÿ òî÷íîñòü, ñ êîòîðîé

ïîñòðîåíû èñõîäíûå óðàâíåíèÿ, ýòèõ ïðèáëèæåíèé áóäåò äîñòàòî÷íî.

Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì ðåøåíèå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ âåêîâûõ âîçìó-

ùåíèé ýëåìåíòîâ hi, ki, pi, qi (i = 1, 2, ..., n) ñ ó÷åòîì ÷ëåíîâ ÷åòâåðòîé ñòåïåíè

â ðàçëîæåíèè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè ïî ñòåïåíÿì ýòèõ ýëåìåíòîâ. Ðåøåíèå

ïðåäñòàâëåíî îãðàíè÷åííûìè ôóíêöèÿìè. Ôàêòè÷åñêè âêëàä íåëèíåéíîé ÷à-

ñòè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â ðåøåíèå äëÿ èñêîìûõ ýëåìåíòîâ Ëàãðàíæà âûðàæà-

åòñÿ îòðåçêàìè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ îòíîñèòåëüíî àðãóìåíòîâ, êðàòíûõ

g1t, g2t, ..., gnt, s1t, s2t, ..., snt, ãäå ÷àñòîòû g1, g2, ..., gn è s1, s2, ..., sn ÿâëÿþòñÿ ñîá-
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ñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöAhk+dhk èApq+dpq ñîîòâåòñòâåííî. Ñóììàðíàÿ

êðàòíîñòü àðãóìåíòîâ ðàâíà 1 èëè 3 äëÿ ðàçíûõ ñëàãàåìûõ.
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2.4 Ðåçóëüòàòû

Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà áûëà íàïèñàíà ïðîãðàì-

ìà íà ÿçûêå Ñè. Ïðîãðàììà âêëþ÷àåò â ñåáÿ âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ Ëà-

ïëàñà äëÿ çàäàííûõ çíà÷åíèé îòíîøåíèÿ áîëüøèõ ïîëóîñåé ñïóòíèêîâ, âû÷èñëå-

íèå ôóíêöèé f2, f3, ..., f26, âû÷èñëåíèå ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîé ÷àñòè

óðàâíåíèé äâèæåíèÿ è ïîëó÷åíèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â âèäå

ôóíêöèé âðåìåíè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåîäíîðîäíîé ÷àñòè óðàâíåíèé íåîáõîäèìî

âûïîëíÿòü îïåðàöèè ïåðåìíîæåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ ñ áóêâåííûìè

àðãóìåíòàìè è ÷èñëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, à òàêæå èíòåãðèðîâàíèå òàêèõ

ðÿäîâ ïî âðåìåíè. Ýòè îïåðàöèè áûëè òàêæå çàïðîãðàììèðîâàíû íà ÿçûêå Ñè.

Â èòîãå ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è â âèäå

îòðåçêîâ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ îòíîñèòåëüíî áóêâåííûõ àðãóìåíòîâ.

Ðàçðàáîòàííûé ìåòîä ìû ïðèìåíèëè äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåêîâûõ âîçìóùå-

íèé ýëåìåíòîâ Ëàãðàíæà ïÿòè ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà. Â êà÷åñòâå èñõîä-

íûõ äàííûõ áûëè âçÿòû çíà÷åíèÿ, ïðèíÿòûå â ðàáîòå Laskar, Jacobson (1987).

Äëÿ ïàðàìåòðîâ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ Óðàíà âçÿòû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: µ0 =

5793950.0êì3/ñ2, J2 = 0.0033461, J4 = −0.0000321. Ïðè ñðàâíåíèè ñ ðåçóëüòàòà-

ìè Laskar, Jacobson (1987) ìû ñòîëêíóëèñü ñ òåì ôàêòîì, ÷òî â ñòàòüå Laskar,

Jacobson (1987) íå óêàçàíî, êàêîå çíà÷åíèå ðàäèóñà ïëàíåòû îíè èñïîëüçîâàëè.

Ïîýòîìó ìû ïîäîáðàëè èç èìåþùèõñÿ â ïóáëèêàöèÿõ ðàçíûõ çíà÷åíèé ñðåä-

íåãî ýêâàòîðèàëüíîãî ðàäèóñà Óðàíà òî çíà÷åíèå, ïðè êîòîðîì ìû ïîëó÷àåì

ðåçóëüòàòû, íàèáîëåå ñõîäíûå ñ ðåçóëüòàòàìè Laskar, Jacobson (1987). Òàêèì

çíà÷åíèåì îêàçàëîñü r0 = 25559.0 êì (Archinal et al., 2011). Ïðèíÿòûå çíà÷åíèÿ

ãðàâèòàöèîííûõ ïîñòîÿííûõ è èñõîäíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ îðáèò ñïóòíèêîâ

ïðèâåäåíû â Òàáë. 1.

Ñíà÷àëà âû÷èñëåíèÿ áûëè ñäåëàíû â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè Ëàïëàñà �

Ëàãðàíæà. Ïîëó÷åííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö

A1 ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ h, k è p, q ñîîòâåò-

40



Òàáëèöà 1: Ãðàâèòàöèîííûå ïàðàìåòðû µ, áîëüøèå ïîëóîñè a è íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ýëåìåí-

òîâ Ëàãðàíæà îðáèò ñïóòíèêîâ.

Ñïóòíèê µ, êì3/ñ2 a, êì h0 k0 p0 q0

Ìèðàíäà 4.4 129872.0 0.00086945 0.00099909 -0.02074708 0.03170562

Àðèýëü 86.1 190945.0 0.00162034 -0.00119231 0.00043281 0.00043650

Óìáðèýëü 84.0 265998.0 0.00357835 -0.00126154 0.00084538 0.00072860

Òèòàíèÿ 230.0 436298.0 0.00080316 0.00186452 0.00026724 -0.00042066

Îáåðîí 200.0 583519.0 0.00013445 0.00067042 -0.00096130 -0.00008486

ñòâåííî ïðèâåäåíû â Òàáë. 2, 3.

Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëåíèé ñîãëàñíî íåëèíåéíîé òåîðèè âåêîâûõ âîç-

ìóùåíèé ìàòðèöû A1 áûëè ñêîððåêòèðîâàíû c ó÷åòîì íàéäåííûõ ìàòðèö d(b).

Ñíîâà áûëè âû÷èñëåíû ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòèõ ìàò-

ðèö. Ýòè ðåçóëüòàòû äàíû â Òàáë. 4, 5.

Ìû ïîëó÷èëè òàêæå ÷ëåíû òðåòüåé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî ýêñöåíòðèñèòå-

òîâ è íàêëîíîâ îðáèò ñïóòíèêîâ â ðåøåíèè äëÿ ýëåìåíòîâ Ëàãðàíæà. Îêàçàëîñü,

÷òî àìïëèòóäû ýòèõ ÷ëåíîâ íå ïðåâûøàþò âåëè÷èíû 5×10−6. Ýòî ñîîòâåòñòâó-

åò òî÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ ïëàíåòîöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ñïóòíèêîâ ïðèáëèçè-

òåëüíî 2.5 êì è òî÷íîñòè ãåîöåíòðè÷åñêèõ óãëîâûõ êîîðäèíàò 0.16 ìñä. Ïðè

èñïîëüçîâàíèè íàçåìíûõ íàáëþäåíèé ýòèìè ÷ëåíàìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

×òî êàñàåòñÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò, òî ðàçëè÷èÿ ðåçóëüòàòîâ â ëèíåéíîé è

íåëèíåéíîé òåîðèÿõ îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ òî÷íîñòüþ

íàçåìíûõ íàáëþäåíèé. Â ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé òåîðèÿõ ïåðâûå èç ïÿòè ñîá-

ñòâåííûõ ÷àñòîò â êàæäîé èç ìàòðèö Ahk è Apq (ìàòðèö A äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé

îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ h, k è p, q ñîîòâåòñòâåííî) ôàêòè÷åñêè çàäàþò óãëîâûå

ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ äîëãîòû ïåðèöåíòðà è äîëãîòû óçëà îðáèòû Ìèðàíäû. Ýòî

ëåãêî âèäåòü èç çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèö. Ïåðèîäû îáðàùåíèé
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Òàáëèöà 2: Ñîáñòâåííûå âåêòîðû Ei (i = 1, 2, ..., n) ìàòðèöû A1 ïðè ðåøåíèè ëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ h, k.

Ïàðàìåòð Ìèðàíäà Àðèåëü Óìáðèåëü Òèòàíèÿ Îáåðîí

E1 -0.99999665 0.00258370 0.00016247 0.00001361 0.00000306

E2 -0.05769601 -0.95440581 0.18291663 0.00103823 0.00027857

E3 0.01763253 0.21771396 0.98825141 -0.08190896 0.01872864

E4 0.00436149 0.04616769 0.19984853 0.60492078 -0.49174114

E5 -0.00444982 -0.03945120 -0.15761859 -0.79677879 -0.99375892

g, ãðàä./ãîä 19.46823476 5.95117664 2.73360007 1.73539456 0.38302580

1Ïðèìå÷àíèå: â ïîñëåäíåé ñòðîêå êóðñèâîì âûäåëåíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ g äëÿ êàæäîãî

èç ñïóòíèêîâ.

Òàáëèöà 3: Ñîáñòâåííûå âåêòîðû Ii (i = 1, 2, ..., n) ìàòðèöû A1 ïðè ðåøåíèè ëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ p, q.

Ïàðàìåòð Ìèðàíäà Àðèåëü Óìáðèåëü Òèòàíèÿ Îáåðîí

I1 -0.99999468 0.00325324 0.00029026 0.00003833 0.00001167

I2 0.07021884 0.93156012 -0.21163977 -0.00275175 -0.00080212

I3 -0.02676036 -0.25234056 -0.97003078 0.12170198 -0.03188127

I4 -0.00980894 -0.07871677 -0.28216746 -0.55476184 0.48216682

I5 0.01224363 0.07747654 0.24310027 0.86430802 1.03233271

g, ãðàä./ãîä -19.46955428 -6.00743711 -2.70847094 -1.82643083 -0.25953867

2Ïðèìå÷àíèå: â ïîñëåäíåé ñòðîêå êóðñèâîì âûäåëåíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ g äëÿ êàæäîãî

èç ñïóòíèêîâ.
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Òàáëèöà 4: Ñîáñòâåííûå âåêòîðû Ei (i = 1, 2, ..., n) ìàòðèöû A2 ïðè ðåøåíèè íåëèíåéíûõ

óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ h, k.

Ïàðàìåòð Ìèðàíäà Àðèåëü Óìáðèåëü Òèòàíèÿ Îáåðîí

E1 -0.99999665 0.00258370 0.00016247 0.00001361 0.00000306

E2 -0.05767651 -0.95408324 0.18285481 0.00103788 0.00027847

E3 0.01763740 0.21777414 0.98852460 -0.08193160 0.01873382

E4 0.00436040 0.04615615 0.19979859 0.60476962 -0.49161826

E5 -0.00445121 -0.03946349 -0.15766771 -0.79702708 -0.99406859

g, ãðàä./ãîä 19.17993169 5.94876926 2.73340063 1.73524926 0.38302122

3Ïðèìå÷àíèå: â ïîñëåäíåé ñòðîêå êóðñèâîì âûäåëåíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ g äëÿ êàæäîãî

èç ñïóòíèêîâ.

Òàáëèöà 5: Ñîáñòâåííûå âåêòîðû Ii (i = 1, 2, ..., n) ìàòðèöû A2 ïðè ðåøåíèè íåëèíåéíûõ

óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ p, q.

Ïàðàìåòð Ìèðàíäà Àðèåëü Óìáðèåëü Òèòàíèÿ Îáåðîí

I1 -0.99999468 0.00325324 0.00029026 0.00003833 0.00001167

I2 0.07020903 0.93142995 -0.21161020 -0.00275136 -0.00080201

I3 -0.02676257 -0.25236137 -0.97011076 0.12171202 -0.03188390

I4 -0.00980813 -0.07871030 -0.28214429 -0.55471628 0.48212721

I5 0.01224534 0.07748734 0.24313416 0.86442854 1.03247666

g, ãðàä./ãîä -19.38125984 -6.00517644 -2.70836039 -1.82641316 -0.25953275

4Ïðèìå÷àíèå: â ïîñëåäíåé ñòðîêå êóðñèâîì âûäåëåíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ g äëÿ êàæäîãî

èç ñïóòíèêîâ.
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ïåðèöåíòðà è óçëà Ìèðàíäû ñîñòàâëÿþò îêîëî 18 ëåò. Ðàçëè÷èÿ ÷àñòîò â ëè-

íåéíîé è íåëèíåéíîé òåîðèÿõ ñîñòàâëÿþò 0.3 ãðàä./ãîä. Íà èíòåðâàëå âðåìåíè

100 ëåò ðàçëè÷èÿ â çíà÷åíèÿõ ýëåìåíòîâ Ëàãðàíæà h, k è p, q áóäóò èìåòü ïîðÿ-

äîê çíà÷åíèé ýêñöåíòðèñèòåòà è íàêëîíà îðáèòû ñîîòâåòñòâåííî. Â êîîðäèíàòàõ

Ìèðàíäû ýòè ðàçëè÷èÿ áóäóò ñîñòàâëÿòü îêîëî 4000 êì, ÷òî â ãåîöåíòðè÷åñêèõ

êîîðäèíàòàõ ñîñòàâëÿåò áîëåå 0.1 ñåê. äóãè.

Çàìåòèì, ÷òî ðàçëè÷èÿ îñòàëüíûõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò, à ñîîòâåòñòâåííî

ðàçëè÷èÿ â ðåøåíèÿõ äëÿ ýëåìåíòîâ Ëàãðàíæà äðóãèõ ñïóòíèêîâ, îêàçûâàþòñÿ

ïðèìåðíî â 50 ðàç ìåíüøå. Íà èíòåðâàëàõ âðåìåíè áîëåå 100 ëåò ïîïðàâêè ê ÷à-

ñòîòàì ñ íîìåðàìè 2 � 5, îáóñëîâëåííûå ÷ëåíàìè òðåòüåé ñòåïåíè â óðàâíåíèÿõ,

ìîãóò ïðèâåñòè ê èçìåíåíèÿì êîîðäèíàò ñïóòíèêîâ 200 � 400 êì.

Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé ìû ïîëó÷èëè ôîðìóëû, ïðåäñòàâëÿþùèå âåêîâûå

âîçìóùåíèÿ ýëåìåíòîâ îðáèò ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî

ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî âîçìóùàþùèõ ìàññ è äî òðåòüåé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî

ìàëûõ ýêñöåíòðèñèòåòîâ è íàêëîíîâ îðáèò. Ýòè ôîðìóëû ìîãóò áûòü îñíîâîé

äëÿ ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äâèæåíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî âûðàæåíèÿ äëÿ âåêîâûõ âîçìóùåíèé ìû ïîëó÷èëè

ïóòåì îñðåäíåíèÿ ïî ñðåäíèì äîëãîòàì âñåõ ãðàâèòàöèîííî-âçàèìîäåéñòâóþ-

ùèõ ñïóòíèêîâ ïîëíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ Ëàãðàíæà. Ïðîâåðêà

òîãî, íàñêîëüêî òî÷íî ýòè âûðàæåíèÿ îïèñûâàþò ýâîëþöèþ îðáèò ñïóòíèêîâ,

ìîæåò áûòü ñäåëàíî òîëüêî ïóòåì ñðàâíåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äâèæåíèÿ ñ

ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ èëè ñ íàáëþäå-

íèÿìè. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü òàêæå âñå êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèå âîç-

ìóùåíèÿ âñåõ øåñòè ýëåìåíòîâ.

Â ðàáîòå Laskar, Jacobson (1987) ïîñòðîåíà àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ äâèæå-

íèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà íà îñíîâå ëèíåéíîé òåîðèè âåêîâûõ âîçìóùåíèé

Ëàïëàñà-Ëàãðàíæà. Àâòîðû ýòîé ðàáîòû ïåðåîïðåäåëèëè îñíîâíûå ÷àñòîòû ðå-

øåíèÿ ïî ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ è âû-
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Òàáëèöà 6: Îñíîâíûå ÷àñòîòû ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå è â ðàáîòå Laskar,

Jacobson (1987).

Â íàñòîÿùåé Â ðàáîòå Laskar,

Íîìåð ðàáîòå Jacobson (1987)

÷àñòîòû Ëèíåéíàÿ Íåëèíåéíàÿ Ëèíåéíàÿ Ïîñëå

òåîðèÿ òåîðèÿ òåîðèÿ óòî÷íåíèÿ

Äëÿ h, k

1 19.468 19.180 19.440 20.082

2 5.951 5.949 5.944 6.217

3 2.734 2.733 2.731 2.865

4 1.735 1.735 1.735 2.078

5 0.383 0.383 0.383 0.386

Äëÿ p, q

1 -19.470 -19.381 -19.453 -20.309

2 -6.007 -6.005 -5.999 -6.288

3 -2.708 -2.708 -2.706 -2.288

4 -1.826 -1.826 -1.828 -1.843

5 -0.260 -0.260 -0.259 -0.259

5Ïðèìå÷àíèå: Åäèíèöû èçìåðåíèÿ ÷àñòîò � ãðàä./ãîä

ïîëíèëè óòî÷íåíèå ïàðàìåòðîâ îðáèò íà îñíîâå íàáëþäåíèé. Äëÿ ñðàâíåíèÿ

íàøèõ ðåçóëüòàòîâ ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû Laskar, Jacobson (1987) ìû ñâåëè ïî-

ëó÷åííûå çíà÷åíèÿ îñíîâíûõ ÷àñòîò ðåøåíèÿ â Òàáë. 6.

Èç ñðàâíåíèÿ ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû. Êîððåêòèðóþùèå ïîïðàâ-

êè ÷àñòîò, âû÷èñëåííûå Laskar, Jacobson (1987) íà îñíîâå ÷èñëåííîãî èíòåãðè-

ðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ïðåâûøàþò ðàçëè÷èÿ ÷àñòîò â ëèíåéíîé è íåëè-

íåéíîé òåîðèÿõ. Îñíîâíûå ÷àñòîòû ðåøåíèÿ â ëèíåéíîé òåîðèè ïðè îäèíàêîâûõ

èñõîäíûõ äàííûõ ðàçëè÷àþòñÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå è â ðàáîòå Laskar, Jacobson

(1987). Äëÿ ïîíèìàíèÿ ïðè÷èí ðàçëè÷èé íåîáõîäèìû äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ.
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2.5 Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ðàçðàáîòàí ìåòîä âû÷èñëåíèÿ âåêîâûõ âîçìóùåíèé â çàäà÷å

äâèæåíèÿ ñèñòåìû ìàëûõ òåë âîêðóã ìàññèâíîãî öåíòðàëüíîãî òåëà. Ïî ñðàâ-

íåíèþ ñ êëàññè÷åñêîé òåîðèåé Ëàïëàñà � Ëàãðàíæà, îñíîâàííîé íà ëèíåéíûõ

óðàâíåíèÿõ ó÷òåíû ÷ëåíû òðåòüåé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî ýêñöåíòðèñèòåòîâ è íà-

êëîíîâ îðáèò. Ñîîòâåòñòâóþùåå óòî÷íåíèå ðåøåíèÿ îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííûì

ïðè èçó÷åíèè ýâîëþöèè îðáèò íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè.

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä áûë ïðèìåíåí äëÿ èññëåäîâàíèÿ äâèæåíèÿ ãëàâíûõ

ñïóòíèêîâ Óðàíà. Ïîêàçàíî, ÷òî íà èíòåðâàëàõ âðåìåíè áîëüøå 100 ëåò âêëàä

ïîëó÷åííûõ äîïîëíèòåëüíûõ âåêîâûõ âîçìóùåíèé äëÿ ñïóòíèêà Ìèðàíäà èìå-

åò ïîðÿäîê âåëè÷èíû ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû, ÷òî â ëèíåéíîé ìåðå ñîñòàâëÿåò

íåñêîëüêî òûñÿ÷ êèëîìåòðîâ. Äëÿ äðóãèõ ñïóòíèêîâ ýôôåêò ó÷åòà íåëèíåéíûõ

÷ëåíîâ îêàçûâàåòñÿ ìåíüøèì. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè îáùåé àíàëèòè÷å-

ñêîé òåîðèè äâèæåíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü íåëè-

íåéíûå ÷ëåíû â óðàâíåíèÿõ äëÿ âåêîâûõ âîçìóùåíèé. Ñîîòâåòñòâóþùèé ìåòîä

ïîñòðîåí, èññëåäîâàí è ïðåäëîæåí â íàñòîÿùåé ãëàâå.
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Ãëàâà 3. Òåîðèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ Óðàíà íà îñíîâå íà-

áëþäåíèé

Â äàííîé ãëàâå ìû ïðåäëàãàåì íîâóþ ìîäåëü äâèæåíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðà-

íà, ðàçðàáîòàííóþ ìåòîäîì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

ñïóòíèêîâ è îñíîâàííóþ íà íàáëþäåíèÿõ. Ãëàâíîå îòëè÷èå íàøåé ìîäåëè îò ðå-

çóëüòàòîâ ïðåäøåñòâóþùèõ ðàáîò çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè óëó÷øåíèè îðáèò

ñïóòíèêîâ áûëè èñïîëüçîâàíû âñå äîñòóïíûå íà äàííûé ìîìåíò âðåìåíè íàáëþ-

äåíèÿ ñïóòíèêîâ Óðàíà, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà èõ îòêðûòèÿ â 1787 ãîäó, äî 2008

ãîäà, ò. å. íà èíòåðâàëå áîëåå 220 ëåò, à òàêæå àñòðîìåòðè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ôî-

òîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé âçàèìíûõ ïîêðûòèé è çàòìåíèé ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ

Óðàíà â 2007-2008 ãîäàõ.

Öåëüþ ðàçðàáîòêè íîâîé ìîäåëè äâèæåíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà áûëî

ñîçäàíèå íîâûõ áîëåå òî÷íûõ ýôåìåðèä ýòèõ ñïóòíèêîâ.
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3.1 Ìîäåëü äâèæåíèÿ è ìåòîä óëó÷øåíèÿ îðáèò

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýôåìåðèä ïÿòè ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà ìû ðåøàëè äèôôåðåí-

öèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ýòèõ ñïóòíèêîâ îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò â ïëà-

íåòîöåíòðè÷åñêîé íåâðàùàþùåéñÿ äåêàðòîâîé ñèñòåìå ñ íàïðàâëåíèÿìè îñåé

êîîðäèíàò â ñîîòâåòñòâèè ñ International Celestial Reference Frame (ICRF). Èäåí-

òè÷íîñòü ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ ICRF îáåñïå÷èâàåòñÿ ïîñðåäñòâîì ïðèâåäåíèÿ ðå-

çóëüòàòîâ íàáëþäåíèé ê ICRF. Êîîðäèíàòû Ñîëíöà âû÷èñëÿëèñü òàêæå â ICRF

ñ ïîìîùüþ ïëàíåòíûõ ýôåìåðèä INPOP10 (Fienga è äð., 2011).

Â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ó÷èòûâàëècü ñëåäóþùèå âîçìóùå-

íèÿ:

- îò âçàèìíîãî ïðèòÿæåíèÿ ñïóòíèêîâ,

- îò íåñôåðè÷íîñòè Óðàíà (òîëüêî 2-ÿ è 4-ÿ çîíàëüíûå ãàðìîíèêè),

- îò ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà.

Ïîñòîÿííàÿ îðèåíòàöèÿ ñåâåðíîãî ïîëþñà Óðàíà â ñèñòåìå êîîðäèíàò ICRF

áûëà çàäàíà â ñîîòâåòñòâèè ñ äîêëàäîì ðàáî÷åé ãðóïïû ìåæäóíàðîäíîãî àñò-

ðîíîìè÷åñêîãî ñîþçà (ÌÀÑ) (Archinal è äð., 2011).

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ìû ðàññìàòðèâàëè â

ñëåäóþùåì âèäå:

r̈i = −G(m0 +mi)ri
r3
i

+
N+1∑

j=1,j 6=i
Gmj

(
rj − ri

∆3
ij

− rj
r3
j

)

+G(m0 +mi)RF2,4(R
Tri) +

N∑
j=1,j 6=i

GmjRF2,4(R
Trj) .

(19)

Çäåñü G � óíèâåðñàëüíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, m0 � ìàññà Óðàíà, mi

� ìàññà i-ãî ñïóòíèêà (i = 1, 2, ..., N), ri � ðàäèóñ-âåêòîð i-ãî ñïóòíèêà â âû-

áðàííîé ïëàíåòîöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (ICRF), à N � ÷èñëî ðàññìàò-

ðèâàåìûõ ñïóòíèêîâ (â íàøåì ñëó÷àå N = 5). Ïðè j = N + 1 èìååì: rN+1 è

mN+1 (mN+1 = mSun) � ðàäèóñ-âåêòîð è ìàññà Ñîëíöà, ñîîòâåòñòâåííî. Êðîìå

òîãî, ∆ij � ðàññòîÿíèå îò i-ãî ñïóòíèêà äî òåëà íîìåð j, R � ìàòðèöà ïåðåõî-
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Òàáëèöà 7: Çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ, ïðèíÿòûå â äàííîé ðàáîòå ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè äâèæåíèÿ

ñïóòíèêîâ Óðàíà íà îñíîâå íàáëþäåíèé.

Ïîñòîÿííàÿ Çíà÷åíèå Èñòî÷íèê

r0 26200 êì

J2 3.34343× 10−3 French et al. (1988)

J4 −2.885× 10−5

Gm0 5793939.3 êì3/ñ2

Gm1 90.3 êì3/ñ2

Gm2 78.2 êì3/ñ2 Jacobson (1992)

Gm3 235.3 êì3/ñ2

Gm4 201.1 êì3/ñ2

Gm5 4.4 êì3/ñ2

GmSun 132712440055.0 êì3/ñ2 Fienga et al. (2011)

c, 299792.458 êì/ñ

AU 149597870.70 êì

α0 257.311 ãðàä. Archinal et al. (2011)

δ0 -15.175 ãðàä.

äà îò ïëàíåòîýêâàòîðèàëüíûõ êîîðäèíàò ê êîîðäèíàòàì â ICRF, à ïîä F2,4(rp)

ïîäðàçóìåâàåòñÿ ÷àñòü ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà âîçìóùàþùåãî óñêîðåíèÿ ïëàíåòû

â ïëàíåòîýêâàòîðèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, îáóñëîâëåííàÿ âòîðîé è ÷åòâåðò-

íîé çîíàëüíûìè ãàðìîíèêàìè è çàïèñàííàÿ êàê ôóíêöèÿ îò ïëàíåòîýêâàòîðè-

àëüíûõ êîîðäèíàò ñïóòíèêà, ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîð rp. Ìàòðèöà R çàâèñèò îò

ãåîýêâàòîðèàëüíûõ êîîðäèíàò ñåâåðíîãî ïîëþñà Óðàíà α0, δ0, à âåêòîð F2,4(rp)

ñîäåðæèò ýêâàòîðèàëüíûé ðàäèóñ Óðàíà r0 è êîýôôèöèåíòû J2, J4 ïðè âòîðîé

è ÷åòâåðòíîé çîíàëüíûõ ãàðìîíèêàõ, ñîîòâåòñòâåííî.

Â Òàáë. 7 ïðåäñòàâëåíû ïðèíÿòûå â äàííîé ðàáîòå çíà÷åíèÿ âñåõ ïàðàìåò-

ðîâ, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ, à òàêæå ïðèíÿòûå çíà÷åíèÿ

àñòðîíîìè÷åñêîé åäèíèöû AU è ñêîðîñòè ñâåòà c.

×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå äàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðîâîäèëîñü ìå-
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òîäîì Ýâåðõàðòà ñ àâòîìàòè÷åñêèì âûáîðîì øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ (Everhart,

1985). Ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåèçáåæíî íàêàï-

ëèâàþòñÿ ïîãðåøíîñòè. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íàäåæíîñòè ðåçóëüòàòîâ è äîïîëíè-

òåëüíîãî êîíòðîëÿ òî÷íîñòè âñå âû÷èñëåíèÿ äåëàëèñü òàêæå ñ ïðèìåíåíèåì

ìåòîäà ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòå (Belikov, 1993), êî-

òîðûé îñíîâàí íà ðàçëîæåíèè ðåøåíèÿ íà îäíîì øàãå â ðÿäû ïî ïîëèíîìàì

×åáûøåâà. Ïîñêîëüêó ýòîò ïîñëåäíèé ìåòîä çíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ìåòîäà

Ýâåðõàðòà (Everhart, 1985), ìîæíî îæèäàòü ÷òî òàêèì îáðàçîì áóäåò îáåñïå÷åí

êîíòðîëü òî÷íîñòè ðåøåíèÿ. Ñðàâíåíèå ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ äâóìÿ ìåòîäàìè,

ïîêàçàëî, ÷òî íà èíòåðâàëå âðåìåíè 250 ëåò îíè ñîâïàäàþò ñ áîëüøèì çàïàñîì

òî÷íîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ òî÷íîñòüþ íàáëþäåíèé.

Óëó÷øåíèå îðáèò ïðîâîäèëîñü ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ). Â

êà÷åñòâå óòî÷íÿåìûõ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ áûëè âçÿòû ýëåìåíòû

Ëàãðàíæà îðáèò ñïóòíèêîâ:

n, λ = M+ω+Ω, h = e sin π, k = e cosπ, p = sin
I

2
sin Ω, q = sin

I

2
cos Ω,

ãäå n � ñðåäíåå äâèæåíèå, λ � ñðåäíÿÿ äîëãîòà, M � ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ, e �

ýêñöåíòðèñèòåò, I � íàêëîí, ω � óãëîâîå ðàññòîÿíèå ïåðèöåíòðà îò óçëà, Ω �

äîëãîòà óçëà. Îáîçíà÷åíèÿ çäåñü îòíîñÿòñÿ ê ëþáîìó èç ñïóòíèêîâ, íîìåð ñïóò-

íèêà ìû îïóñêàåì. Ýëåìåíòû i è Ω îòñ÷èòûâàþòñÿ â ïëàíåòîýêâàòîðèàëüíîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò. Îñü z ýòîé ñèñòåìû íàïðàâëåíà â þæíûé ïëþñ Óðàíà, à îñü

x � â âîñõîäÿùèé óçåë îñíîâíîé ïëîñêîñòè ýòîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ãåîýêâà-

òîðà. Ïðè òàêîì âûáîðå ñèñòåìû êîîðäèíàò îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðÿìîå îðáèòàëüíîå

äâèæåíèå ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà â ýòîé ñèñòåìå.

Ñòîèò îòìåòèòü îáîñíîâàííîñòü âûáîðà â êà÷åñòâå óòî÷íÿåìûõ ïàðàìåòðîâ

ýëåìåíòîâ Ëàãðàíæà. Ïðè âûáîðå â êà÷åñòâå óòî÷íÿåìûõ ïàðàìåòðîâ äåêàðòî-

âûõ êîîðäèíàò è êîìïîíåíò ñêîðîñòè ñïóòíèêîâ ïðè óòî÷íåíèè ïî íàáëþäåíèÿì

íà èíòåðâàëàõ áîëåå 20 ëåò îêàçàëîñü, ÷òî ïðîöåññ óòî÷íåíèÿ íå ñõîäèòñÿ. Îä-

íàêî ïðè óòî÷íåíèè ýëåìåíòîâ Ëàãðàíæà ïðîöåññ óòî÷íåíèÿ ñõîäèòñÿ çà 4-5
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èòåðàöèé.

Äëÿ óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ïî íàáëþäåíèÿì íåîáõîäè-

ìû ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò èçìåðÿåìûõ ôóíêöèé ïî ïàðàìåòðàì. Â îòëè÷èå îò

ðàáîòû (Lainey, 2008), â íàøåé ðàáîòå ýòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îïðåäåëÿëèñü

êàê îòíîøåíèå êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé ôóíêöèè è àðãóìåíòà. Äëÿ ýòîãî óðàâíå-

íèÿ äâèæåíèÿ èíòåãðèðîâàëèñü ïîâòîðíî íåñêîëüêî ðàç ñ çàäàííûì êîíå÷íûì

ïðèðàùåíèåì êàæäîãî ïàðàìåòðà.

Ïåðåä òåì, êàê óòî÷íÿòü ýëåìåíòû Ëàãðàíæà îðáèò ñïóòíèêîâ ïî ðåàëüíûì

íàáëþäåíèÿì, áûëî ïðîâåäåíî óòî÷íåíèå ïàðàìåòðîâ ïî âû÷èñëåííûì çíà÷å-

íèÿì ãåîýêâàòîðèàëüíûõ êîîðäèíàò ñïóòíèêîâ ñ ïîìîùüþ ýôåìåðèäû (Lainey,

2008) íà ìàêñèìàëüíîì äëÿ ýòîé ýôåìåðèäû èíòåðâàëå âðåìåíè 20 ëåò. Ñðåäíå-

êâàäðàòè÷íàÿ âåëè÷èíà îñòàòî÷íûõ îòêëîíåíèé ("Î-Ñ") ïîñëå óòî÷íåíèÿ ïàðà-

ìåòðîâ íå ïðåâûñèëà 0.001 ñåêóíä äóãè äëÿ âñåõ ñïóòíèêîâ. Â çíà÷åíèÿõ ïðÿìî-

óãîëüíûõ êîîðäèíàò ñïóòíèêîâ ýòî íå ïðåâûøàåò 15 êì. Òàêàÿ ñîãëàñîâàííîñòü

äåìîíñòðèðóåò èäåíòè÷íîñòü ìîäåëåé âîçìóùàþùèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ñïóò-

íèêè, â íàøåé ðàáîòå è â ðàáîòå (Lainey, 2008).

Îñíîâíàÿ ðàáîòà çàêëþ÷àëàñü â äèôôåðåíöèàëüíîì óòî÷íåíèè ïàðàìåòðîâ

äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ïî âñåì äîñòóïíûì â ïóáëèêàöèÿõ íàáëþäåíèÿì. Öåëüþ

áûëî ïîëó÷åíèå íàèáîëåå äîñòîâåðíûõ ýôåìåðèä.

Îòìåòèì, ÷òî ïîñëå óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ïî íàáëþ-

äåíèÿì áûëà ïðîâåäåíà èòîãîâàÿ ãåíåðàöèÿ ýôåìåðèä ïÿòè ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ

Óðàíà íà èíòåðâàëå âðåìåíè ñ 1787 ïî 2031 ãîä. Ýôåìåðèäû ñäåëàíû â âèäå

ôàéëîâ äàííûõ, ñîäåðæàùèõ êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèé ïðÿìîóãîëüíûõ ïëà-

íåòîöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò â ðÿäû ïî ïîëèíîìàì ×åáûøåâà îòäåëüíî íà êàæ-

äîì èç ïîäèíòåðâàëîâ âðåìåíè â îäíè ñóòêè. ×ëåíû â ðÿäàõ áðàëèñü äî 12 ñòå-

ïåíè ïîëèíîìîâ, âêëþ÷èòåëüíî. Ôîðìàò ñîîòâåòñòâóåò ôîðìàòó àíàëîãè÷íûõ

äàííûõ â ñåðâåðå ýôåìåðèä MULTI-SAT (Emelyanov, Arlot, 2008).
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3.2 Ñîñòàâ èñïîëüçîâàííûõ íàáëþäåíèé

Ïðè óëó÷øåíèè îðáèò ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà áûëè èñïîëüçîâàíû ïî÷òè âñå

äîñòóïíûå íà ìîìåíò íàïèñàíèÿ ñòàòüè íàáëþäåíèÿ, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà îò-

êðûòèÿ ïåðâûõ äâóõ ñïóòíèêîâ â 1787 ãîäó Óèëüÿìîì Ãåðøåëåì. Ïî ñïîñîáó

íàáëþäåíèé äàííûå ìîæíî ðàçäåëèòü íà ñëåäóþùèå òèïû.

1. Ìèêðîìåòðè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ. Èçìåðÿþòñÿ òîïîöåíòðè÷åñêèå óãëîâîå

ðàññòîÿíèå è ïîçèöèîííûé óãîë ñïóòíèêà îòíîñèòåëüíî ïëàíåòû èëè äðóãîãî

ñïóòíèêà. Ýòè äâå êîîðäèíàòû ÷àñòî èçìåðÿþòñÿ â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè.

Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ìû ðàññìàòðèâàëè èõ êàê äâà îòäåëüíûõ íàáëþäåíèÿ. Ðåçóëü-

òàòû íàáëþäåíèé ïðèâîäèëèñü ê ñèñòåìå êîîðäèíàò ýêâàòîðà è ðàâíîäåíñòâèÿ

ýïîõè J2000.

1. Àáñîëþòíûå òîïîöåíòðè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ, ïðè êîòîðûõ èçìåðÿåìûìè

âåëè÷èíàìè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîå âîñõîæäåíèå α è ñêëîíåíèå δ ñïóòíèêà. Ïî÷òè âñå

íàéäåííûå àáñîëþòíûå íàáëþäåíèÿ óæå áûëè ïðèâåäåíû ê ICRF (International

Celestial Reference Frame). Òîëüêî â ðàáîòå (Debehogne et al. 1981) îïóáëèêîâàíû

24 íàáëþäåíèÿ â ñèñòåìå êîîðäèíàò çâåçäíîãî êàòàëîãà FK4. Â ýòîì ñëó÷àå êî-

îðäèíàòû ïåðåâîäèëèñü ñíà÷àëà â ñèñòåìó êîîðäèíàò J2000 ñîãëàñíî ðåçîëþöèè

ÌÀÑ ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû, îïèñàííîé â ðàáîòå Aoki et al. (1983). Îêîí÷àòåëü-

íî àáñîëþòíûå êîîðäèíàòû ñïóòíèêîâ ïðèâîäèëèñü ê ICRF ñ èñïîëüçîâàíèåì

óãëîâ ïîâîðîòà èç ðàáîòû Feissel, Mignard (1998).

2. Îòíîñèòåëüíûå òîïîöåíòðè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ ñïóòíèêîâ. Èçìåðÿþòñÿ

ðàçíîñòè ïðÿìûõ âîñõîæäåíèé è ñêëîíåíèé ñïóòíèêà è ïëàíåòû, ëèáî äâóõ

ñïóòíèêîâ. Ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé, ãäå ýòî áûëî íåîáõîäèìî, ïðèâîäèëèñü ê

ñèñòåìå êîîðäèíàò ýêâàòîðà è ðàâíîäåíñòâèÿ ýïîõè J2000.

4. Óãëîìåðíûå íàáëþäåíèÿ, âûïîëíåííûå ñ ïîìîùüþ êîñìè÷åñêîãî àïïà-

ðàòà Âîÿäæåð-2. Äàííûå áûëè âçÿòû èç ðàáîòû (Jacobson, 1992). Â ýòîé ðà-

áîòå äàþòñÿ ïðÿìûå âîñõîæäåíèÿ è ñêëîíåíèÿ ñïóòíèêîâ â ñèñòåìå êîîðäèíàò

ñ íà÷àëîì â êîñìè÷åñêîì àïïàðàòå, à òàêæå ïðÿìîóãîëüíûå ïëàíåòîöåíòðè÷å-
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ñêèå êîîðäèíàòû êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà â ãåîýêâàòîðèàëüíîé ñèñòåìå ýêâàòîðà

è ðàâíîäåíñòâèÿ ýïîõè FK4/B1950. Èçìåðåííûå êîîðäèíàòû ñïóòíèêîâ è êî-

îðäèíàòû êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà ïðèâîäèëèñü ê ñèñòåìå FK5/J2000, à çàòåì ê

ICRF ñîãëàñíî ïðîöåäóðàì, óêàçàííûì äëÿ àáñîëþòíûõ íàáëþäåíèé.

5. Ïñåâäîãåëèîöåíòðè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ. Àñòðîìåòðè÷åñêèå äàííûå â ýòîì

ñëó÷àå ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå îáðàáîòêè ôîòîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé âçà-

èìíûõ çàòìåíèé ñïóòíèêîâ. Íà íåêîòîðûé ñðåäíèé ìîìåíò ÿâëåíèÿ äàþòñÿ ðàç-

íîñòè ãåëèîöåíòðè÷åñêèõ ãåîýêâàòîðèàëüíûõ êîîðäèíàò äâóõ ñïóòíèêîâ. Ïðè

èñïîëüçîâàíèè ýòèõ äàííûõ íóæíî ó÷èòûâàòü, ÷òî ïîëîæåíèÿ ñïóòíèêîâ îïðå-

äåëÿþòñÿ â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè, îïðåäåëÿåìûå âðåìåíåì ðàñïðîñòðàíåíèÿ

ñâåòà. Ïîëîæåíèå çàòìåâàþùåãî ñïóòíèêà îïðåäåëÿåòñÿ íà ìîìåíò t2, ïîëîæå-

íèå çàòìåâàåìîãî � íà ìîìåíò t1, ïðè ýòîì t2 < t1 < t0, à t0 � ìîìåíò íàáëþäåíèÿ.

Îòìåòèì íåêîòîðûå îñîáåííîñòè íàáëþäåíèé.

Ìèêðîìåòðè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ. Îñòàòî÷íûå îòêëîíåíèÿ íàáëþäåí-

íûõ êîîðäèíàò îò âû÷èñëåííûõ ("O-C") äëÿ ìèêðîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé

îïðåäåëÿëèñü ïî ôîðìóëå

σ =
√

((So − Sc)2 + [Sc(P o − P c)]2,

ãäå So, Sc � íàáëþäåííîå è âû÷èñëåííîå çíà÷åíèÿ óãëîâîãî ðàññòîÿíèÿ, P o,

P c � íàáëþäåííîå è âû÷èñëåííîå çíà÷åíèÿ ïîçèöèîííîãî óãëà. Ñëó÷àè, êîãäà

èçìåðÿëîñü òîëüêî óãëîâîå ðàññòîÿíèå èëè òîëüêî ïîçèöèîííûé óãîë, ðàññìàò-

ðèâàëèñü êàê îòäåëüíûå íàáëþäåíèÿ, à â âûðàæåíèè äëÿ σ áðàëîñü òîëüêî îäíî

èç ñëàãàåìûõ.

Àáñîëþòíûå íàáëþäåíèÿ. Ïðÿìûå âîñõîæäåíèÿ è ñêëîíåíèÿ ïîëó÷àþò-

ñÿ èç èçìåðåíèé ïîëîæåíèé ñïóòíèêîâ íà ôîòîïðèåìíèêàõ îòíîñèòåëüíî çâåçä

è êîîðäèíàò çâåçä èç êàòàëîãîâ. Îøèáêè êîîðäèíàò çâåçä èç çâåçäíûõ êàòàëî-

ãîâ íåïîñðåäñòâåííî âõîäÿò â îøèáêè àáñîëþòíûõ íàáëþäåíèé ñïóòíèêîâ. Êðî-

ìå òîãî, â âû÷èñëåííûå ïðÿìûå âîñõîæäåíèÿ è ñêëîíåíèÿ ñïóòíèêîâ íåïîñðåä-

ñòâåííî âõîäèò îøèáêà ïðèìåíÿåìîé ìîäåëè äâèæåíèÿ ïëàíåò. Ïîýòîìó ðàçíî-
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ñòè èçìåðåííûõ è âû÷èñëåííûõ êîîðäèíàò ñïóòíèêîâ ñîäåðæàò ñèñòåìàòè÷åñêèå

îøèáêè. Ïðåäâàðèòåëüíûé àíàëèç ýòèõ ðàçíîñòåé ïîêàçàë, ÷òî ñðåäíèå çíà÷å-

íèÿ îòêëîíåíèé ïî ðàçíûì ãðóïïàì íàáëþäåíèé ñóùåñòâåííî ìåíüøå èõ ñðåäíå-

êâàäðàòè÷íûõ âåëè÷èí. Ïîýòîìó ìû íå èñêëþ÷àëè èç àáñîëþòíûõ íàáëþäåíèé

ñèñòåìàòè÷åñêèå îøèáêè, êîòîðûå ìîãëè áû áûòü ïîëó÷åíû èç ïðåäâàðèòåëüíî-

ãî àíàëèçà. Îñòàòî÷íûå îòêëîíåíèÿ íàáëþäåííûõ êîîðäèíàò îò âû÷èñëåííûõ

("O-C") äëÿ àáñîëþòíûõ íàáëþäåíèé ìû âû÷èñëÿëè ïî ôîðìóëå

σ =
√

[(αo − αc) cos δ]2 + (δo − δc)2,

ãäå αo, δo � èçìåðåííûå çíà÷åíèÿ ïðÿìûõ âîñõîæäåíèé è ñêëîíåíèé, à αc, δc �

âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ýòèõ êîîðäèíàò.

Îòíîñèòåëüíûå íàáëþäåíèÿ. Äëÿ îòíîñèòåëüíûõ íàáëþäåíèé îñòàòî÷-

íûå îòêëîíåíèÿ íàáëþäåííûõ êîîðäèíàò îò âû÷èñëåííûõ ("O-C") ìû îïðåäå-

ëÿëè ïî ôîðìóëå

σ =
√

([(∆(α)o −∆(α)c) cos δ]2 + (∆(δ)o −∆(δ)c)2,

ãäå ∆(α)o, ∆(δ)o � èçìåðåííûå ðàçíîñòè ïðÿìûõ âîñõîæäåíèé è ñêëîíåíèé,

∆(α)c, ∆(δ)c � âû÷èñëåííûå ðàçíîñòè ýòèõ êîîðäèíàò.

Îòíîñèòåëüíûå êîîðäèíàòû ñïóòíèêîâ èç ôîòîìåòðè÷åñêèõ íà-

áëþäåíèé âçàèìíûõ ïîêðûòèé è çàòìåíèé ñïóòíèêîâ. Êðîìå ôîòîãðà-

ôè÷åñêèõ íàáëþäåíèé è íàáëþäåíèé ñ ïîìîùüþ ÏÇÑ-êàìåðû, ðàçíîñòè óãëî-

âûõ êîîðäèíàò äâóõ ñïóòíèêîâ ïîëó÷àþòñÿ òàêæå èç ôîòîìåòðè÷åñêèõ íàáëþ-

äåíèé âçàèìíûõ ïîêðûòèé äâóõ ñïóòíèêîâ. Íàáëþäåíèÿ âçàèìíûõ ïîêðûòèé

äàþò ðàçíîñòè òîïîöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò. Ýòè íàáëþäåíèÿ èíòåðïðåòèðî-

âàëèñü êàê îáû÷íûå îòíîñèòåëüíûå íàáëþäåíèÿ. Â ðÿäå ñëó÷àåâ äàíû òîëüêî

çíà÷åíèÿ ïîçèöèîííîãî óãëà îäíîãî ñïóòíèêà îòíîñèòåëüíî äðóãîãî íà ìîìåíò

íàáëþäåíèÿ. Èç íàáëþäåíèé âçàèìíûõ çàòìåíèé ïîëó÷àþòñÿ ðàçíîñòè ãåëèî-

öåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò äâóõ ñïóòíèêîâ. Ìû èñïîëüçîâàëè àñòðîìåòðè÷åñêèå

ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè ôîòîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðà-

íà, âûïîëíåííûõ âî âðåìÿ ìåæäóíàðîäíîé êàìïàíèè íàáëþäåíèé 2007-2008 ãã
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(Arlot et al. 2013). Ýòè ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé 34 àñòðîìåòðè÷åñêèõ èç-

ìåðåíèÿ ðàçíîñòåé òîïîöåíòðè÷åñêèõ èëè ãåëèîöåíòðè÷åñêèõ ïðÿìûõ âîñõîæäå-

íèé è ñêëîíåíèé ïàð ñïóòíèêîâ è 4 çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ïîçèöèîííîãî óãëà.

Ïÿòü àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ áûëè âçÿòû èç ðàáîòû Mallama et al. (2009).

Íàáëþäåíèÿ ñ êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà Âîÿäæåð-2. Ïðè èñïîëüçîâà-

íèè íàáëþäåíèé èç ðàáîòû (Jacobson, 1992) ñëåäóåò ó÷èòûâàòü òî, ÷òî â êà÷åñòâå

ìîìåíòîâ íàáëþäåíèé äàíû ìîìåíòû ðåãèñòðàöèè èçîáðàæåíèÿ â ôîòîïðèåì-

íèêå, à èçìåðåííûå êîîðäèíàòû ñïóòíèêîâ è êîîðäèíàòû êîñìè÷åñêîãî àïïàðà-

òà äàíû äëÿ ìîìåíòà èñïóñêàíèÿ ôîòîíîâ ñ íàáëþäàåìîãî ñïóòíèêà. Ðàçíîñòè

ýòèõ ìîìåíòîâ, ò. å. ñâåòîâîå ïðîìåæóòêè âðåìåíè, îïóáëèêîâàíû âìåñòå ñ ðå-

çóëüòàòàìè íàáëþäåíèé. Îñîáåííîñòüþ íàáëþäåíèé ñ Âîÿäæåðà-2 ÿâëÿåòñÿ òîò

ôàêò, ÷òî íàáëþäåíèÿ âåëèñü ñ îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèõ ðàññòîÿíèé îò ñïóòíè-

êîâ, ïðè÷åì â ðàçíûå ìîìåíòû ñóùåñòâåííî ñ ðàçëè÷íûõ ðàññòîÿíèé. Ïîýòîìó

îäèíàêîâûå îøèáêè èçìåðåíèé óãëîâûõ êîîðäèíàò ñïóòíèêîâ ñ êîñìè÷åñêîãî àï-

ïàðàòà è ñ íàçåìíûõ îáñåðâàòîðèé áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì

îøèáîê ïîëîæåíèé ñïóòíèêîâ íà îðáèòàõ. Ýòè ðàçëè÷èÿ âåñüìà ñóùåñòâåííûå,

òàê êàê ñ ïîìîùüþ Âîÿäæåðà-2 íàáëþäåíèÿ âåëèñü ñ ðàññòîÿíèé 1 - 200 ìëí êì,

à íàçåìíûå íàáëþäåíèÿ ñïóòíèêîâ Óðàíà âûïîëíÿþòñÿ íà ðàññòîÿíèè â ñðåä-

íåì 2875 ìëí êì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî ñðàâíèâàòü ìåæäó ñîáîé îøèáêè

íàáëþäåíèé ðàçíûõ òèïîâ, ìû íîðìèðîâàëè (óìíîæàëè) îñòàòî÷íûå îòêëîíå-

íèÿ íàáëþäåííûõ óãëîâûõ êîîðäèíàò îò âû÷èñëåííûõ ("O-C") äëÿ íàáëþäåíèé

ñ Âîÿäæåðà íà ìíîæèòåëü ρ/2875, ãäå ρ � ðàññòîÿíèå êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà îò

ñïóòíèêà, âûðàæåííîå â ìëí êì.

Îñòàòî÷íûå îòêëîíåíèÿ íàáëþäåííûõ êîîðäèíàò îò âû÷èñëåííûõ σi ìû

áóäåì íàçûâàòü äàëåå íåâÿçêàìè íàáëþäåíèé, à èíäåêñ i çäåñü áóäåò íîìåðîì

íàáëþäåíèÿ. Ôàêòè÷åñêè íåâÿçêà íàáëþäåíèÿ åñòü óãëîâîå ðàññòîÿíèå ìåæäó

íàáëþäåííûì è âû÷èñëåííûì òîïîöåíòðè÷åñêèìè ïîëîæåíèÿìè ñïóòíèêà. Òà-

êîå îïðåäåëåíèå íåâÿçîê íàáëþäåíèé ïîçâîëÿåò ñðàâíèâàòü òî÷íîñòü íàáëþäå-
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íèé ðàçíûõ òèïîâ ìåæäó ñîáîé.

Äèôôåðåíöèàëüíîå óòî÷íåíèå ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ

Óðàíà ìû äåëàåì ïóòåì îïðåäåëåíèÿ ïîïðàâîê ê ïàðàìåòðàì. Ïîïðàâêè íàõî-

äÿòñÿ ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ) èç óñëîâíûõ óðàâíåíèé. Êàæäîå

íàáëþäåíèå äàåò íàì îäíî èëè äâà óñëîâíûõ óðàâíåíèÿ. Ïðèìåíÿÿ ÌÍÊ, ìû äî-

ïóñêàåì, ÷òî îøèáêè íàáëþäåíèé ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè è íåçàâèñèìûìè ìåæ-

äó ñîáîé. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó îøèáîê íà-

áëþäåíèé êàê íåêîòîðóþ äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó. Äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ýòîé

ìàòðèöû íóæíî çíàòü ñ òî÷íîñòüþ äî íåîïðåäåëåííîãî ìíîæèòåëÿ. Ïîñêîëüêó

êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà îøèáîê íàáëþäåíèé íàì íåèçâåñòíà, ïðè ñîñòàâëåíèè

íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé ÌÍÊ ìû ïîïûòàëèñü ïîäîáðàòü âåñîâûå êîýôôèöèåí-

òû òàê, ÷òîáû ýòî ñîîòâåòñòâîâàëî åäèíè÷íîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöå îøèáîê

íàáëþäåíèé. Äëÿ ýòîãî âåñîâûå êîýôôèöèåíòû äîëæíû áûòü çàäàíû îáðàòíî

ïðîïîðöèîíàëüíûìè êâàäðàòàì îøèáîê íàáëþäåíèé.

Ïðîáëåìà ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ îøèáîê íàáëþäåíèé, êîòîðûå àïðèîð-

íî íåèçâåñòíû. Ðåøåíèå ìîæåò áûòü íàéäåíî, åñëè ðàñïðåäåëèòü íàáëþäåíèÿ

ïî ãðóïïàì òàê, ÷òîáû â îäíó ãðóïïó ïîïàëè ïðåäïîëîæèòåëüíî ðàâíîòî÷íûå

íàáëþäåíèÿ. Íóæíî ñíà÷àëà âûïîëíèòü ïðåäâàðèòåëüíîå óòî÷íåíèå ïàðàìåò-

ðîâ äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ïî âñåì íàáëþäåíèÿì, ñ÷èòàÿ âñå íàáëþäåíèÿ ðàâíî-

òî÷íûìè. Òàê îïðåäåëÿòñÿ íåâÿçêè σi äëÿ êàæäîãî íàáëþäåíèÿ. Çàòåì íóæíî

îïðåäåëèòü ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ âåëè÷èíó íåâÿçîê σk îòäåëüíî âíóòðè êàæäîé

ãðóïïû. Çäåñü ÷åðåç k ìû îáîçíà÷àåì íîìåð ãðóïïû. Ýòè âåëè÷èíû áóäóò ïðåä-

ñòàâëÿòü îøèáêè íàáëþäåíèé, ïî êîòîðûì íàçíà÷àþòñÿ âåñîâûå êîýôôèöèåíòû.

Òàêèì îáðàçîì âñå íàáëþäåíèÿ îäíîé ãðóïïû áóäóò èìåòü îäèíàêîâûé âåñ, è âå-

ñîâûå êîýôôèöèåíòû áóäóò ðàçíûìè äëÿ ðàçíûõ ãðóïï. Âåñîâîé êîýôôèöèåíò

íàáëþäåíèé â ãðóïïå k îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

wk =
1

σ2
k

.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îäíîòèïíûå íàáëþäåíèÿ, âûïîëíåííûå ïî îäíîé ìåòîäè-
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êå â îäíîé îáñåðâàòîðèè, èìåþò îäèíàêîâóþ òî÷íîñòü.

Ïîñêîëüêó öåëüþ ðàáîòû áûëî ñîçäàíèå ýôåìåðèä ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðà-

íà, îñíîâàííûõ íà íàáëþäåíèÿõ, âûïîëíåííûõ íà ìàêñèìàëüíîì èíòåðâàëå âðå-

ìåíè, ìû ïîïûòàëèñü íàéòè âñå îïóáëèêîâàííûå íàáëþäåíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíè-

êîâ Óðàíà, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòîâ èõ îòêðûòèé. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îïóáëèêîâàí-

íûå â ñòàòüÿõ ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé ââîäèëèñü â ôàéëû äàííûõ âðó÷íóþ.

Ïóòåì ñðàâíåíèÿ ñ ýôåìåðèäîé GUST86 (Laskar, Jacobson, 1987) ïðîâåðÿëîñü

êà÷åñòâî êàæäîãî íàáëþäåíèÿ. Åñëè îòêëîíåíèå èçìåðåííûõ êîîðäèíàò ñïóò-

íèêîâ îò ýôåìåðèäû ïðåâûøàëî 10 ñåêóíä äóãè, òàêîå íàáëþäåíèå ñ÷èòàëîñü

ãðóáî îøèáî÷íûì è çàðàíåå îòáðàñûâàëîñü. Äàííûå èç íåñêîëüêèõ ïóáëèêàöèé

áûëè ïîëíîñòüþ îòáðîøåíû. Çíà÷èòåëüíûå ðàñõîæäåíèÿ ñ ýôåìåðèäîé ìîæíî

îáúÿñíèòü íåòî÷íîñòÿìè â îïèñàíèÿõ íàáëþäåíèé. Ìû íå èñïîëüçîâàëè äàí-

íûå, îïóáëèêîâàííûå â ðàáîòàõ (Carlsberg veridian catalogues la Palma, 1999;

Mulholland et al., 1979; Soulie, 1968; Soulie, 1972; Soulie, 1975; Soulie, 1978; van

Biesbroeck, 1970; van Biesbroeck, 1976). Èç âñåõ äðóãèõ ïóáëèêàöèé áûëè îòáðî-

øåíû â ñóììå 161 íàáëþäåíèå. Ïîñëå ñáîðêè âñåõ îòîáðàííûõ äàííûõ â ôàéëå

îêàçàëèñü 30169 íàáëþäåíèé.

Íà îñíîâå ïðåäâàðèòåëüíîãî óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ îðáèò ïî îòîáðàííûì

30169 íàáëþäåíèÿì áûëè âû÷èñëåíû îòêëîíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé îò

ýôåìåðèäû. Äëÿ 30 íàáëþäåíèé îòêëîíåíèÿ ïðåâûøàëè 5 ñåêóíä äóãè, è îíè

áûëè îòáðîøåíû. Â èòîãå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýôåìåðèä ìû èñïîëüçîâàëè 30139 íà-

áëþäåíèé. Êîëè÷åñòâî è èíòåðâàëû âðåìåíè íàáëþäåíèé äëÿ êàæäîãî ñïóòíèêà

äàíû â Òàáë. 8. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñóììà ÷èñëà íàáëþäåíèé â òàáëèöå äëÿ ñïóò-

íèêîâ çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò óêàçàííîå âûøå ÷èñëî èñïîëüçîâàííûõ íàáëþäå-

íèé. Ýòî îêàçûâàåòñÿ ïîòîìó, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ îòíîñèòåëüíûõ íàáëþäåíèÿõ

èçìåðÿëèñü ðàçíîñòè êîîðäèíàò äâóõ ñïóòíèêîâ, è òàêîå íàáëþäåíèå ïðè÷èñëÿ-

ëîñü ê íàáëþäåíèÿì êàæäîãî èç äâóõ ñïóòíèêîâ.

Èñïîëüçóåìàÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå áàçà äàííûõ ñîäåðæèò âåñüìà ðàçíî-
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Òàáëèöà 8: Êîëè÷åñòâî è èíòåðâàëû âðåìåíè èñïîëüçîâàííûõ íàáëþäåíèé äëÿ êàæäîãî ñïóò-

íèêà. Äàíî ÷èñëî îáîðîòîâ, êîòîðîå ñîâåðøèë ñïóòíèê íà èíòåðâàëå íàáëþäåíèé.

Ñïóòíèê ×èñëî Äàòû íà÷àëà è êîíöà Èíòåðâàë, ×èñëî

íàáëþäåíèé âðåìåíè íàáëþäåíèé ëåò îáîðîòîâ

U1 Àðèýëü 5469 1847/09/15 - 2008/01/04 160.303 23230

U2 Óìáðèýëü 5510 1847/10/02 - 2008/01/03 160.252 14124

U3 Òèòàíèÿ 10077 1787/02/16 - 2008/01/04 220.884 9267

U4 Îáåðîí 15325 1787/02/16 - 2008/01/04 220.884 5992

U5 Ìèðàíäà 3997 1948/02/15 - 2008/01/04 59.886 15475

ðîäíûå íàáëþäåíèÿ. Ïîëíûé ñîñòàâ èñïîëüçîâàííûõ íàáëþäåíèé ïðåäñòàâëåí

â Òàáë. 9.

Òàáëèöà 9: Ñîñòàâ íàáëþäåíèé è õàðàêòåðèñòèêè ãðóïï íàáëþäåíèé. Çäåñü k � íîìåð ãðóïïû, Nk �

êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé â ãðóïïå, σk � ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ âåëè÷èíà îñòàòî÷íûõ íåâÿçîê â ãðóï-

ïå, ∆Tk � ïåðèîä íàáëþäåíèé. Â ñòîëáöå Òèï óêàçàí òèï íàáëþäåíèé, è èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå

îáîçíà÷åíèÿ: rel - îòíîñèòåëüíûå, abs � àáñîëþòíûå, microm � ìèêðîìåòðè÷åñêèå, phot � ôîòîãðà-

ôè÷åñêèå, CCD � ñ ïîìîùüþ ÏÇÑ-êàìåðû, Voyager-2 � ñ êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà Âîÿäæåð-2, phen

� àñòðîìåòðè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ôîòîìåòðèè âçàèìíûõ ïîêðûòèé è çàòìåíèé, occ � äëÿ âçàèìíûõ

ïîêðûòèé, ecl � äëÿ âçàèìíûõ çàòìåíèé, occ-P � ïî ôîòîìåòðèè âçàèìíûõ ïîêðûòèé îïðåäåëÿëñÿ

òîëüêî ïîçèöèîííûé óãîë. Ïåðåä íàçâàíèåì îáñåðâàòîðèè óêàçàí åå êîä ïî êàòàëîãó Ìåæäóíàðîä-

íîãî Àñòðîíîìè÷åñêîãî Ñîþçà, åñëè îí èçâåñòåí.

k Òèï Ïóáëèêàöèÿ Ìåñòî íàáëþäåíèé ∆Ti Ni σk

1 microm, rel Herschel, 1835 Windsor 1787�1832 102 2.149

2 microm, rel Lamont, 1840 532�Munich 1837�1837 26 1.639

3 microm, rel Lassel, 1847, 1848a, 1848b, 1849, 1850, 1851,

1852a, 1952b, 1853, 1857, 1864, 1867

Valetta, Liverpool,

Malta

1847�1865 484 1.263

4 microm, rel Asten, 1872 084�Pulkovo 1847�1871 275 1.273

5 microm, rel Winlock, Pickering, 1888 802�Harvard 1866�1868 58 1.922

6 microm, rel Rosse Earl Of, 1875 Birr Castle 1872�1874 50 1.772

7 microm, rel USNO, 1878, 1880, 1882, 1883, 1884,

1885a, 1885b, 1887, 1889, 1899; Hall, 1876,

1877, 1878, 1911a, 1921, 1922, 1923; Eppes,

1913; See, 1901, 1902, 1907; Frederickson,

1908; Frederick, Hammond, 1905; Dinwiddie,

1904

787�USNO before

1893, 786�USNO since

1893

1874�1922 1937 0.675

8 microm, rel Holden, 1881 787�USNO 1877-1877 19 1.200
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Òàáëèöà 9: Ñîñòàâ íàáëþäåíèé è õàðàêòåðèñòèêè ãðóïï íàáëþäåíèé. Çäåñü k � íîìåð ãðóïïû, Nk �

êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé â ãðóïïå, σk � ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ âåëè÷èíà îñòàòî÷íûõ íåâÿçîê â ãðóï-

ïå, ∆Tk � ïåðèîä íàáëþäåíèé. Â ñòîëáöå Òèï óêàçàí òèï íàáëþäåíèé, è èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå

îáîçíà÷åíèÿ: rel - îòíîñèòåëüíûå, abs � àáñîëþòíûå, microm � ìèêðîìåòðè÷åñêèå, phot � ôîòîãðà-

ôè÷åñêèå, CCD � ñ ïîìîùüþ ÏÇÑ-êàìåðû, Voyager-2 � ñ êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà Âîÿäæåð-2, phen

� àñòðîìåòðè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ôîòîìåòðèè âçàèìíûõ ïîêðûòèé è çàòìåíèé, occ � äëÿ âçàèìíûõ

ïîêðûòèé, ecl � äëÿ âçàèìíûõ çàòìåíèé, occ-P � ïî ôîòîìåòðèè âçàèìíûõ ïîêðûòèé îïðåäåëÿëñÿ

òîëüêî ïîçèöèîííûé óãîë. Ïåðåä íàçâàíèåì îáñåðâàòîðèè óêàçàí åå êîä ïî êàòàëîãó Ìåæäóíàðîä-

íîãî Àñòðîíîìè÷åñêîãî Ñîþçà, åñëè îí èçâåñòåí.

k Òèï Ïóáëèêàöèÿ Ìåñòî íàáëþäåíèé ∆Ti Ni σk

9 microm, rel Hough, 1881 768�Dearborn 1880-1880 39 0.652

10 microm, rel Henry Paul and Prosper, 1884a, 1884b, 1884c,

1884d

007�Paris 1883�1884 139 0.814

11 microm, rel Perrotin, 1887 020-Nice 1887-1887 25 0.327

12 microm, rel Schaeberle, 1895, 1897; Barnard, 1896; Hussey,

1902; Aitken, 1898, 1899, 1901, 1904, 1905,

1909, 1912, 1913

662�Mount Hamilton 1894�1914 1297 0.368

13 microm, rel Hammond, 1911 786�USNO 1900�1907 930 0.611

14 microm, rel Barnard, 1909, 1912, 1915, 1916, 1919 754�Williams Bay 1907�1918 526 0.466

15 microm, rel Hall, 1929 786�USNO 1908�1925 581 0.529

16 phot, rel Rosanof, 1925 192�Tashkent 1913�1914 16 1.216

17 phot, rel Nicholson, 1915 662�Mount Hamilton 1914�1914 20 0.586

18 microm, rel Barnard, 1927 754�Yerkes 1919�1922 112 0.456

19 phot, rel Sytinskaja, 1930 192�Tashkent 1926�1926 62 0.757

20 microm, rel Struve, 1928 536�Berlin 1927�1928 82 0.408

21 phot, rel Steavenson, 1948, 1964 503�Cambridge 1947�1949 38 0.675

22 phot, rel van Biesbroeck, 1970 711�McDonald 1948�1964 804 0.353

23 phot, rel Whitaker, Greenberg, 1973 693�Tucson 1948�1973 133 0.246

24 phot, rel Tomita, Soma, 1979 371�Tokyo-Okayama 1964�1977 155 1.090

25 phot, rel van Biesbroeck et al., 1976 695�Kitt Peak, 693�

Tucson

1966�1966 55 0.225

26 phot, rel Walker et al., 1978; Harrington, Walker, 1984;

Walker, Harrington, 1987

689�USNO, Flagsta�,

807�La Serena

1975�1986 653 0.216

27 phot, rel Veillet, Ratier, 1980 586�Pic du Midi 1977�1979 58 0.154

28 phot, rel Veillet, 1983b 586�Pic du Midi, 511�

Haute Provence, 809�

ESO La Silla, 568�

Mauna Kea

1977�1982 1260 0.133

29 phot, abs Debehogne et al., 1981 809�ESO La Silla 1980�1980 24 0.898

30 phot, rel Veillet, 1983a 809�ESO La Silla, 586�

Pic du Midi

1980�1981 112 0.157

31 CCD, rel Pascu et al., 1987 687�Flagsta� 1981�1985 76 0.150

32 phot, rel Veiga et al., 1987, 1994 874�Itajuba 1982�1988 2285 0.141
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Òàáëèöà 9: Ñîñòàâ íàáëþäåíèé è õàðàêòåðèñòèêè ãðóïï íàáëþäåíèé. Çäåñü k � íîìåð ãðóïïû, Nk �

êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé â ãðóïïå, σk � ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ âåëè÷èíà îñòàòî÷íûõ íåâÿçîê â ãðóï-

ïå, ∆Tk � ïåðèîä íàáëþäåíèé. Â ñòîëáöå Òèï óêàçàí òèï íàáëþäåíèé, è èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå

îáîçíà÷åíèÿ: rel - îòíîñèòåëüíûå, abs � àáñîëþòíûå, microm � ìèêðîìåòðè÷åñêèå, phot � ôîòîãðà-

ôè÷åñêèå, CCD � ñ ïîìîùüþ ÏÇÑ-êàìåðû, Voyager-2 � ñ êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà Âîÿäæåð-2, phen

� àñòðîìåòðè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ôîòîìåòðèè âçàèìíûõ ïîêðûòèé è çàòìåíèé, occ � äëÿ âçàèìíûõ

ïîêðûòèé, ecl � äëÿ âçàèìíûõ çàòìåíèé, occ-P � ïî ôîòîìåòðèè âçàèìíûõ ïîêðûòèé îïðåäåëÿëñÿ

òîëüêî ïîçèöèîííûé óãîë. Ïåðåä íàçâàíèåì îáñåðâàòîðèè óêàçàí åå êîä ïî êàòàëîãó Ìåæäóíàðîä-

íîãî Àñòðîíîìè÷åñêîãî Ñîþçà, åñëè îí èçâåñòåí.

k Òèï Ïóáëèêàöèÿ Ìåñòî íàáëþäåíèé ∆Ti Ni σk

33 CCD, abs Veiga et al., 2003 874�Itajuba 1982�1998 8518 0.293

34 Voyager-2 Jacobson, 1992 Voyager 2 1985�1986 445 0.026

35 phot, rel Chanturiya et al., 2002 119�Abastuman 1987�1994 188 0.628

36 CCD, rel Veiga, Vieira Martins, 1995, 1999 874�Itajuba 1989�1998 4258 0.076

37 phot, rel Abrahamian, 1993 123�Byurakan 1990�1990 32 0.887

38 phot, abs Yizhakevich et al., 1990 188�Majdanak 1990�1990 58 0.594

39 phot, rel Jones et al., 1998 950�La Palma 1990�1991 514 0.065

40 CCD, abs Stone, 2001; USNO, Planet. Ephemeris Data 689�Flagsta� 1998�2006 503 0.242

41 CCD, abs Qiao et al., 2013 337�Sheshan, formerly

Zo-Se

1998�2006 2358 0.138

42 CCD, rel Communication to NSDB by Owen,

1999,2001

673�Wrightwood 1999�2001 15 0.276

43 CCD, abs JPL Planetary Ephem. Data 689�USNO Flagsta� 1999�2005 396 0.250

44 CCD, rel Communication to NSDB 2003 413�Siding Spring

Observatory

2003�2003 6 0.130

45 CCD, abs Veiga, Bourget, 2006 874�Itajuba 2004�2004 287 0.587

46 CCD, abs Izmailov et al., 2007 B05�Barybino 2005�2005 20 0.175

47 CDD, rel Izmailov et al., 2007 B05�Barybino 2005�2005 14 0.258

48 phen, occ-P Arlot et al., 2013 Ñì. â ïóáëèêàöèè 2007�2007 4 0.020

49 CCD, abs Khovritchev, 2009 F65�Haleakala-Faulkes 2007�2007 29 0.152

50 phen, occ, ecl Mallama et al., 2009; Arlot et al., 2013 Ñì. â ïóáëèêàöèè 2007�2008 39 0.027

51 CCD, rel Communication to NSDB by Kisseleva, 2009 084�Pulkovo 2007�2008 10 0.215

52 CCD, abs Communication to NSDB by Kisseleva, 2009 084�Pulkovo 2007�2008 12 0.153

Â òàáëèöå äàíû öèòèðîâàíèÿ èñòî÷íèêîâ äàííûõ, à ñîîòâåòñòâóþùèå ññûë-

êè ïðèâîäÿòñÿ â ñïèñêå ëèòåðàòóðû. Íåñêîëüêî íåáîëüøèõ ïîðöèé íàáëþäåíèé

âçÿòû èç áàçû äàííûõ Natural Satellites Data Base (NSDB) (Arlot, Emelyanov,

2009). Ýòè íàáëþäåíèÿ áûëè ïåðåäàíû íàáëþäàòåëÿìè â NSDB áåç ïóáëèêà-

öèè äàííûõ. Òàêèå äàííûå ïîìå÷åíû â Òàáë. 9 êàê Communication to NSDB áåç

60



ññûëêè íà ïóáëèêàöèþ.

Èñõîäÿ èç èíôîðìàöèè î íàáëþäåíèÿõ ìû ðàñïðåäåëèëè èõ ïî ãðóïïàì

òàê, êàê ýòî ïðåäñòàâëåíî â Òàáë. 9. Âñåãî èìååì 52 ãðóïïó íàáëþäåíèé. Âñåì

íàáëþäåíèÿì îäíîé ãðóïïû ïðèñâîåí îäèíàêîâûé âåñ, èñõîäÿ èç ñðåäíåêâàä-

ðàòè÷íîé âåëè÷èíû îñòàòî÷íûõ íåâÿçîê â ãðóïïå σk, êîòîðûå òàêæå äàþòñÿ â

Òàáë. 9.
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3.3 Óòî÷íåíèå ïàðàìåòðîâ è îöåíêè êà÷åñòâà ýôåìåðèä

Ñîãëàñíî îïèñàííûì âûøå ìåòîäó è èñõîäíûì äàííûì âûïîëíÿëîñü óòî÷íåíèå

ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ïÿòè ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà. Ñíà÷àëà óòî÷íåíèå áû-

ëî ñäåëàíî â ïðåäïîëîæåíèè ðàâíîòî÷íûõ íàáëþäåíèé. Ïî ïîëó÷åííûì íåâÿç-

êàì áûëè íàçíà÷åíû âåñà ãðóïïàì íàáëþäåíèé. Äàëåå ñíîâà âûïîëíÿëîñü óòî÷-

íåíèå ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ óæå ñ ó÷åòîì âåñîâ íàáëþäåíèé. Ñíîâà âû÷èñëÿ-

ëèñü íåâÿçêè è ïåðåíàçíà÷àëèñü âåñà. Ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå çíà÷åíèÿ íåâÿçîê

ïî ãðóïïàì íàáëþäåíèé ïðèâîäÿòñÿ â Òàáëèöå 9. Ïî ýòèì ïîñëåäíèì äàííûì

áûëî âûïîëíåíî îêîí÷àòåëüíîå óòî÷íåíèå ïàðàìåòðîâ è ñîçäàíû ýôåìåðèäû

ñïóòíèêîâ íà èíòåðâàëå âðåìåíè ñ 1787 ïî 2031 ãîä.

Êà÷åñòâî ïîëó÷åííûõ ýôåìåðèä îïðåäåëÿåòñÿ íåñêîëüêèìè óñëîâèÿìè.

Ïðåæäå âñåãî ìû äîëæíû èìåòü ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâè-

æåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ íå õóæå òî÷íîñòè íàáëþäåíèé. Ýòî äîëæíî ñîáëþäàòüñÿ

íà âñåì èíòåðâàëå âðåìåíè, äëÿ êîòîðîãî íàì íóæíû ýôåìåðèäû, âêëþ÷àÿ èí-

òåðâàë âðåìåíè íàáëþäåíèé. Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ

áûëî âûïîëíåíî èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïÿòè ñïóòíèêîâ íà èí-

òåðâàëå âðåìåíè 250 ëåò âïåðåä îò ìîìåíòà ïåðâîãî íàáëþäåíèÿ, à çàòåì ïî

ïîëó÷åííûì êîîðäèíàòàì è ñêîðîñòè íà êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè áûëî ñäå-

ëàíî èíòåãðèðîâàíèå íàçàä äî íà÷àëüíîãî ìîìåíòà. Ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ

ñðàâíèâàëñÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Ðàçëè÷èÿ êîîðäèíàò äëÿ áëèæàéøåãî

ê ïëàíåòå ñïóòíèêà Ìèðàíäû íå ïðåâûñèëè 0.7 êì. Äëÿ îñòàëüíûõ ñïóòíèêîâ

ðàçëè÷èÿ îêàçàëèñü çíà÷èòåëüíî ìåíüøå. Íà ñðåäíåì ãåîöåíòðè÷åñêîì ðàññòî-

ÿíèè Óðàíà óãëîâîìó ðàññòîÿíèþ, ðàâíîìó 1 ìèëëèñåêóíäå äóãè, ñîîòâåòñòâóåò

ðàçíîñòü ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò 15 êì. Ñëåäîâàòåëüíî òî÷íîñòü ðåøåíèÿ

óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â òîïîöåíòðè÷åñêèõ óãëîâûõ êîîðäèíàòàõ ñîñòàâëÿåò 0.5

ìñåê äóãè, ÷òî îêàçûâàåòñÿ çíà÷èòåëüíî ëó÷øå òî÷íîñòè èñïîëüçîâàííûõ íà-

áëþäåíèé.

Òåïåðü ÿñíî, ÷òî òî÷íîñòü ýôåìåðèä îïðåäåëÿåòñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü òî÷íî-
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ñòüþ íàáëþäåíèé è èíòåðâàëîì âðåìåíè íàáëþäåíèé. Íà òî÷íîñòü ýôåìåðèäû

âëèÿþò òàêæå ðàâíîìåðíîñòü ðàñïðåäåëåíèé íàáëþäåíèé ïî âðåìåíè è ïî îð-

áèòå, à òàêæå ïðàâèëüíîñòü íàçíà÷åíèÿ âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ. Èíòåðâàëû

âðåìåíè íàáëþäåíèé äëÿ êàæäîãî ñïóòíèêà äàíû â Òàáë. 8, à ñðåäíåêâàäðà-

òè÷íûå âåëè÷èíû íåâÿçîê äëÿ êàæäîé ãðóïïû íàáëþäåíèé � â Òàáë. 9. Ðàñ-

ïðåäåëåíèå íåâÿçîê âñåõ íàáëþäåíèé ïî âðåìåíè äëÿ êàæäîãî ñïóòíèêà ìîæíî

âèäåòü íà Ðèñ. 1. Îòäåëüíî íà Ðèñ. 2 ïðèâîäèòñÿ ðàñïðåäåëåíèå íåâÿçîê ïî âðå-

ìåíè äëÿ íàáëþäåíèé âñåõ ïÿòè ñïóòíèêîâ, âûïîëíåííûõ êîñìè÷åñêèì àïïàðà-

òîì Âîÿäæåð-2. Ðàñïðåäåëåíèå íàáëþäåíèé ïî îðáèòàì îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî

ðàâíîìåðíûì, ó÷èòûâàÿ ìíîãî÷èñëåííîñòü íàáëþäåíèé.

Ïîêàçàòåëåì êà÷åñòâà èñïîëüçîâàííûõ íàáëþäåíèé ñëóæèò ñðåäíåêâàäðà-

òè÷íàÿ âåëè÷èíà íåâÿçîê ïî âñåì íàáëþäåíèÿì σ. Âêëàäû îøèáîê ðàçíûõ íà-

áëþäåíèé â îøèáêó ýôåìåðèäû îêàçûâàþòñÿ ðàçëè÷íûìè, òàê êàê ïðè óòî÷íå-

íèè ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ìû íàçíà÷àëè âåñà íàáëþäåíèÿì. Ïîýòîìó

âàæíûì ïîêàçàòåëåì òî÷íîñòè íàáëþäåíèé, ó÷èòûâàþùèì âåñîâûå êîýôôèöè-

åíòû, ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà σw, îïðåäåëÿåìàÿ êàê êîðåíü êâàäðàòíûé îò ñðåäíå-

âçâåøåííîé âåëè÷èíû êâàäðàòîâ íåâÿçîê âñåõ íàáëþäåíèé, ò. å. âû÷èñëÿåìàÿ

ïî ôîðìóëå

σw =

√√√√√√√√
N∑
i=1

wiσ2
i

N∑
i=1

wi

.

Ïðè óòî÷íåíèè îðáèò ñïóòíèêîâ ïî íàáëþäåíèÿì âàæíûì îêàçûâàåòñÿ âî-

ïðîñ î òîì, êàêîé êðèòåðèé âûáðàòü äëÿ îòáðàñûâàíèÿ ãðóáûõ íàáëþäåíèé. Ïðè

óòî÷íåíèè ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ äëÿ êàæäîãî íàáëþäåíèÿ âû÷èñëÿ-

ëàñü íåâÿçêà σ, ðàâíàÿ óãëîâîìó ðàññòîÿíèþ íà íåáåñíîé ñôåðå íàáëþäåííîãî

ïîëîæåíèÿ ñïóòíèêà îò âû÷èñëåííîãî. Ìû çàäàâàëè íåêîòîðîå ãðàíè÷íîå çíà-

÷åíèå σlim, è âñå íàáëþäåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ íåâÿçêà σ ïðåâûøàëà ýòî çíà÷åíèå,

îòáðàñûâàëè. Ïåðâîíà÷àëüíî çíà÷åíèå σlim, êàê óæå óêàçàíî âûøå, áðàëîñü ðàâ-
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íûì 5 ñåê. äóãè. Åñëè îòáðàñûâàòü íàáëþäåíèÿ ïî áîëåå ñòðîãîìó êðèòåðèþ,

íàïðèìåð, σlim = 0.5 ñåê. äóãè, òî áóäåò îòáðîøåíî ñëèøêîì ìíîãî íàáëþäå-

íèé, êîòîðûå íåñóò èíôîðìàöèþ î äâèæåíèè ñïóòíèêîâ, è ìîæåò ñîêðàòèòüñÿ

èíòåðâàë âðåìåíè èñïîëüçóåìûõ íàáëþäåíèé. Ïðè òàêîì îòáðàñûâàíèè íàáëþ-

äåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ ñ âåñüìà ìàëûìè ôîðìàëüíûìè

îöåíêàìè îøèáîê, ïîëó÷åííûìè ïî ÌÍÊ, îäíàêî íàéäåííûå ïàðàìåòðû è ýôå-

ìåðèäû ïðè ýòîì ìîãóò îòêëîíÿòüñÿ îò èñòèíû íà áîëüøóþ âåëè÷èíó, ÷åì â

ñëó÷àå áîëåå ïîëíîãî ñîñòàâà íàáëþäåíèé.

64



Ðèñ. 1: Íåâÿçêè íàáëþäåíèé äëÿ êàæäîãî ñïóòíèêà.
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Ðèñ. 2: Íîðìèðîâàííûå íà ãåîöåíòðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå íåâÿçêè íàáëþäåíèé ïÿòè ñïóòíèêîâ

ñ êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà Âîÿäæåð-2.

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé íå äàåò íàì òî÷íîãî êðèòåðèÿ îòáðàñûâàíèÿ ãðóáûõ

íàáëþäåíèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ íàèëó÷øèõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ. Çäåñü ïðèõîäèò-

ñÿ ïîñòóïàòü ïî íàèëó÷øåìó ïðîäóìàííîìó óñìîòðåíèþ. Ìû ïîïûòàëèñü ïî-

ëó÷èòü äëÿ ýòîãî äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ, äåëàÿ óòî÷íåíèå ïàðàìåòðîâ

äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé êðèòåðèÿ îòáðàñûâàíèÿ σlim. Ïî-

ñëå îòáðàêîâêè íàáëþäåíèé äëÿ êàæäîãî σlim ïðîèçâîäèëîñü ïåðåâû÷èñëåíèå

ñðåäíåêâàäðàòè÷íûõ âåëè÷èí íåâÿçîê ïî ãðóïïàì íàáëþäåíèé è çàíîâî íàçíà-

÷àëèñü âåñîâûå êîýôôèöèåíòû. Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â Òàáë. 10. Â ýòîé

òàáëèöå íàáëþäåíèÿ îäíîãî ñïóòíèêà îòíîñèòåëüíî äðóãîãî âêëþ÷àëèñü â ÷èñ-

ëî íàáëþäåíèé îáîèõ ñïóòíèêîâ. Â ñòîëáöå Òàáë. 10 "×èñëî èñïîëüçîâàííûõ

íàáëþäåíèé"òàêèå íàáëþäåíèÿ ó÷èòûâàëèñü îäèí ðàç.

Çàìåòèì, ÷òî ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå âåëè÷èíû îñòàòî÷íûõ íåâÿçîê â ãðóïïàõ

σk, êîòîðûå äàþòñÿ â Òàáë. 9, âû÷èñëåíû ïðè σlim = 5.0 ñåê. äóãè.

Â Òàáë. 10 âèäíî, ÷òî ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå âåëè÷èíû íåâÿçîê íàáëþäåíèé

ñ ó÷åòîì âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ σw ïî÷òè íå ðàçëè÷àþòñÿ äëÿ ðàçíûõ êðè-

òåðèåâ îòáðàñûâàíèÿ íàáëþäåíèé. Îòìåòèì, ÷òî îöåíêè òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ

ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ, ïîëó÷åííûå èç êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ïà-

ðàìåòðîâ, òàêæå ìàëî ðàçëè÷àþòñÿ äëÿ ðàçíûõ âàðèàíòîâ σlim. Ýòè ðåçóëüòàòû
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Òàáëèöà 10: Ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå âåëè÷èíû íåâÿçîê íàáëþäåíèé, ïîëó÷åííûå ïðè ðàçíûõ

êðèòåðèÿõ îòáðàñûâàíèÿ σlim. Íåâçâåøåííûå çíà÷åíèÿ σ è ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ñ ó÷å-

òîì âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ σw âû÷èñëåíû ïî íàáëþäåíèÿì âñåõ ïÿòè ñïóòíèêîâ âìåñòå.

Èíòåðâàë ×èñëî ×èñëî

σlim, Ñïóòíèê âðåìåíè, íàáëþ- èñïîëü- σ, σw,

ñåê. íàáëþ- äåíèé çîâàííûõ ñåê. ñåê.

äóãè äåíèé, ëåò ñïóòíèêîâ íàáëþäåíèé äóãè äóãè

U1 Àðèýëü 160.3 5469

U2 Óìáðèýëü 160.3 5510

5.0 U3 Òèòàíèÿ 220.9 10077 30139 0.430 0.121

U4 Îáåðîí 220.9 15325

U5 Ìèðàíäà 59.9 3997

U1 Àðèýëü 156.2 5378

U2 Óìáðèýëü 156.2 5423

1.0 U3 Òèòàíèÿ 218.0 9705 29229 0.270 0.117

U4 Îáåðîí 215.8 14910

U5 Ìèðàíäà 59.9 3971

U1 Àðèýëü 156.1 5183

U2 Óìáðèýëü 156.2 5185

0.5 U3 Òèòàíèÿ 216.8 8712 27063 0.203 0.109

U4 Îáåðîí 215.8 13969

U5 Ìèðàíäà 59.9 3839
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ïîçâîëÿþò çàêëþ÷èòü, ÷òî äëÿ òðåõ âàðèàíòîâ êðèòåðèÿ îòáðàñûâàíèÿ íàáëþ-

äåíèé ìû èìååì ïðèìåðíî îäèíàêîâûå ôîðìàëüíûå îöåíêè òî÷íîñòè îïðåäå-

ëåíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ. Ïîñêîëüêó ïðè σlim = 5.0 ñåê. äóãè èñïîëüçóåòñÿ

á�îëüøåå ÷èñëî íàáëþäåíèé íà á�îëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè, ìû ïðèíÿëè ðå-

øåíèå âçÿòü ýòîò âàðèàíò äëÿ ïðîèçâîäñòâà îêîí÷àòåëüíûõ ýôåìåðèä ãëàâíûõ

ñïóòíèêîâ Óðàíà.

Óòî÷íåíèå ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ïðè ðàçíûõ êðèòåðèÿõ îòáðà-

ñûâàíèÿ íàáëþäåíèé äàåò íàì íåñêîëüêî âàðèàíòîâ ýôåìåðèä, ïîëó÷åííûõ ñ

îäèíàêîâîé ôîðìàëüíîé òî÷íîñòüþ, íî ïðè ðàçíûõ ñîñòàâàõ èñïîëüçîâàííûõ

íàáëþäåíèé. Ñðàâíåíèå òàêèõ âàðèàíòîâ ýôåìåðèä ìåæäó ñîáîé äàåò âîçìîæ-

íîñòü ïîëó÷èòü íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå îöåíêè òî÷íîñòè. Ìû ïðîâåëè ñðàâ-

íåíèå âàðèàíòîâ ýôåìåðèä, ïîëó÷åííûõ ïðè σlim = 5.0 ñåê. äóãè è σlim = 1.0

ñåê. äóãè íà èíòåðâàëå âðåìåíè ñ 1787 ïî 2031 ãã. Äëÿ ðÿäà ìîìåíòîâ âðåìåíè ñ

ïîñòîÿííûì øàãîì âû÷èñëÿëîñü óãëîâîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ãåîöåíòðè÷åñêèìè

ïîëîæåíèÿìè ñïóòíèêà, ïîëó÷åííûìè ïî äâóì ñðàâíèâàåìûì ýôåìåðèäàì. Ðå-

çóëüòàòû ñðàâíåíèÿ äëÿ êàæäîãî èç ïÿòè ñïóòíèêîâ ïîêàçàíû íà Ðèñ. 3. Âèäíî,

÷òî íà èíòåðâàëå âðåìåíè ñ 2000 ïî 2031 ãîä ðàçëè÷èÿ ýôåìåðèä íå ïðåâûøàþò

7 ìèëëèñåêóíä äóãè.

Èíòåðåñíî ñðàâíèòü íàøè íîâûå ýôåìåðèäû ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà ñ

ýôåìåðèäàìè, ïîñòðîåííûìè ðàíåå äðóãèìè àâòîðàìè. Ìû ïðîâåëè òàêîå ñðàâ-

íåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû (Lainey, 2008). Äëÿ ýòîãî ñ ïîìîùüþ ñåðâåðà ýôå-

ìåðèä åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò MULTI-SAT (Emel'yanov, Arlot , 2008)

áûë îïðåäåëåíû ãåîöåíòðè÷åñêèå ýêâàòîðèàëüíûå êîîðäèíàòû êàæäîãî ñïóòíè-

êà äëÿ ðÿäà ìîìåíòîâ âðåìåíè íà ïîëíîì èíòåðâàëå âðåìåíè, íà êîòîðîì ïî-

ñòðîåíû ýôåìåðèäû Lainey (2008). Çàòåì äëÿ êàæäîãî òàêîãî ïîëîæåíèÿ ñïóò-

íèêîâ âû÷èñëÿëàñü íåâÿçêà ñ íàøèìè ýôåìåðèäàìè, àíàëîãè÷íî íåâÿçêàì íà-

áëþäåíèé. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëñÿ íàø îêîí÷àòåëüíûé âàðèàíò ýôåìåðèä ïðè

σlim = 5.0 ñåê. äóãè. Ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì ðàçëè÷èÿ äâóõ ýôåìåðèä äëÿ
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Ðèñ. 3: Ñðàâíåíèå ýôåìåðèä, ïîëó÷åííûõ ïðè σlim = 5.0 è σlim = 1.0. Ïî âåðòèêàëüíîé îñè

îòëîæåíî óãëîâîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ãåîöåíòðè÷åñêèìè ïîëîæåíèÿìè ñïóòíèêà, ïîëó÷åííûìè

ïî äâóì ñðàâíèâàåìûì ýôåìåðèäàì.
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Ðèñ. 4: Íåâÿçêè ýôåìåðèä Lainey (2008) ñ ýôåìåðèäàìè íàñòîÿùåé ðàáîòû ïî ïÿòè ñïóòíèêàì.

âñåõ ïÿòè ñïóòíèêîâ ïîêàçàíû íà Ðèñ. 4.

Íàèáîëåå äîñòîâåðíûå îöåíêè òî÷íîñòè ýôåìåðèä ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû

ìåòîäàìè ìíîãîêðàòíîé âàðèàöèè îøèáîê èëè ñîñòàâà íàáëþäåíèé ñ ïîñëåäóþ-

ùèìè ïåðåóòî÷íåíèÿìè ìîäåëè äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ, âû÷èñëåíèÿìè ýôåìåðèä

è îïðåäåëåíèåì äèñïåðñèé ýôåìåðèä íà êàæäûé èíòåðåñóþùèé íàñ ìîìåíò âðå-

ìåíè. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî âûïîëíåíî â ðàáîòàõ

(Desmars è äð., 2009; Emelyanov, 2010). Òàêóþ ðàáîòó ìû çàïëàíèðîâàëè íà

áóäóùåå.

Â íåêîòîðûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ íåîáõîäèìî çíàòü ïðèáëèæåííûå êîîð-

äèíàòû ñïóòíèêîâ íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè. Äëÿ ýòîé öåëè ìû âçÿëè

ïðîñòóþ ìîäåëü äâèæåíèÿ � êðóãîâóþ îðáèòó â ïëîñêîñòè ýêâàòîðà ïëàíåòû è

îïðåäåëèëè íàèëó÷øèå ïàðàìåòðû ýòîé ìîäåëè ïî ïîñòðîåííûì ýôåìåðèäàì íà

èíòåðâàëå âðåìåíè 245 ëåò, âêëþ÷àÿ èíòåðâàë âðåìåíè íàáëþäåíèé.

Ñèñòåìà êîîðäèíàò äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà èñïîëüçóåòñÿ ïëàíå-
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òîöåíòðè÷åñêàÿ, îñíîâíàÿ ïëîñêîñòü � ýêâàòîð ïëàíåòû. Ñîãëàñíî ðåøåíèþ Ðà-

áî÷åé ãðóïïû ïî êàðòîãðàôè÷åñêèì êîîðäèíàòàì è ýëåìåíòàì âðàùåíèÿ Ìåæ-

äóíàðîäíîãî àñòðîíîìè÷åñêîãî ñîþçà (Archinal, 2011) íàïðàâëåíèåì ñåâåðíîãî

ïîëþñà ïëàíåòû ñ÷èòàåòñÿ òî, êîòîðîå ñîñòàâëÿåò îñòðûé óãîë ñ íàïðàâëåíèåì

íà ñåâåðíûé ïîëþñ ýêëèïòèêè. Â ñëó÷àå Óðàíà ýòî íàïðàâëåíèå èìååò îòðè-

öàòåëüíîå ñêëîíåíèå, à âðàùåíèå ïëàíåòû è îðáèòàëüíîå äâèæåíèå ãëàâíûõ

ñïóòíèêîâ â òàêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îêàçûâàåòñÿ îáðàòíûì. Ýòî âûçûâàåò

íåêîòîðîå íåóäîáñòâî ïðè îïèñàíèè äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ñ ïîìîùüþ ïðèâû÷-

íûõ â áîëüøèíñòâå ðàáîò ôîðìóë è ïàðàìåòðîâ. Ïîýòîìó ìû çàäàåì äâèæåíèå

ñïóòíèêîâ â ïëàíåòîýêâàòîðèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ ïîëîæèòåëüíûì íà-

ïðàâëåíèåì îñè z, ñîâïàäàþùèì ñ íàïðàâëåíèåì þæíîãî ïîëþñà Óðàíà. Îñü x

íàïðàâëåíà â âîñõîäÿùèé óçåë ýòîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïî îòíîøåíèþ ê ãåîýê-

âàòîðèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Â ýòîé ñèñòåìå äîëãîòû ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ

îòñ÷èòûâàþòñÿ îò ýòîé îñè è âîçðàñòàþò âî âðåìåíè.

Ñîãëàñíî óïðîùåííîé ìîäåëè äâèæåíèÿ, êàê óêàçàíî âûøå, ñïóòíèê èìååò

ïîñòîÿííîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà ïëàíåòû a, äâèæåòñÿ âäîëü ýêâàòîðà, à äîëãî-

òà, êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè, îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

λ = λ0 +N0(t− t0).

Íà îñíîâå ïîñòðîåííûõ ýôåìåðèä ìû îïðåäåëèëè ïàðàìåòðû a, λ0, N0 è ïåðè-

îäû îáðàùåíèÿ ñïóòíèêîâ è ïðèâîäèì èõ çíà÷åíèÿ â Òàáë. 11. Çäåñü âðåìÿ

îòñ÷èòûâàåòñÿ â øêàëå TT, à íà÷àëüíàÿ ýïîõà t0 âûáðàíà ðàâíîé JD 2445700.5 .

Óïðîùåííàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííîé, ïðåíåáðåãàåòñÿ ýêñöåíòðèñèòåòà-

ìè è íàêëîíàìè îðáèò, îäíàêî òàêîé ýôåìåðèäîé ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ íà âåñüìà

áîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè çà ïðåäåëàìè èíòåðâàëà âðåìåíè íàáëþäåíèé.
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Òàáëèöà 11: Ïàðàìåòðû óïðîùåííîé ìîäåëè äâèæåíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà, âû÷èñëåí-

íûå ïî ïîñòðîåííûì ýôåìåðèäàì.

Ñïóòíèê a, êì λ0, ðàä. N0, ðàä./ñóò Ïåðèîä, ñóò

U1 Àðèýëü 190929.789657 4.19129041789 2.4929523362207 2.52037923705

U2 Óìáðèýëü 265984.008927 2.55027481930 1.5161478527029 4.14417716318

U3 Òèòàíèÿ 436281.937093 2.84893383786 0.7217183196095 8.70586922413

U4 Îáåðîí 583449.534238 5.47451149964 0.4666920062040 13.46323747494

U5 Ìèðàíäà 129848.114137 0.50830992724 4.4451905228990 1.41347941664

3.4 Îïðåäåëåíèå îðáèòàëüíîãî çàìåäëåíèÿ ñïóòíèêîâ

Ãëàâíûå ñïóòíèêè ïëàíåò âûçûâàþò ïðèëèâû â òåëå ïëàíåòû. Åñëè áû ïëàíå-

òû áûëè àáñîëþòíî óïðóãèìè òåëàìè, ïðèëèâû íå èçìåíÿëè áû ýíåðãèè îðáè-

òàëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ. Îäíàêî âÿçêîñòü âåùåñòâà âûçûâàåò ñìåùåíèå

ïðèëèâíîé âîëíû îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ íà ñïóòíèê. Ýòî ñìåùåíèå ñîçäàåò

äîïîëíèòåëüíóþ ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà ñïóòíèê âäîëü òðàåêòîðèè åãî äâèæå-

íèÿ. Äåéñòâèå òàêîé ñèëû ïðèâîäèò ê óñêîðåíèþ èëè çàìåäëåíèþ îðáèòàëüíîãî

äâèæåíèÿ. Âîçíèêàåò ïîëîæèòåëüíàÿ èëè îòðèöàòåëüíàÿ äèññèïàöèÿ ìåõàíè÷å-

ñêîé ýíåðãèè. Â âîçìóùåíèÿõ îðáèòàëüíîé äîëãîòû ïîÿâëÿåòñÿ ÷ëåí, ïðîïîðöè-

îíàëüíûé êâàäðàòó âðåìåíè, à áîëüøàÿ ïîëóîñü ïðèîáðåòàþò ëèíåéíîå ïî âðå-

ìåíè èçìåíåíèå. Çíàê êîýôôèöèåíòà êâàäðàòè÷íîãî ÷ëåíà â äîëãîòå çàâèñèò

îò ñîîòíîøåíèÿ óãëîâûõ ñêîðîñòåé âðàùåíèÿ ïëàíåòû è îðáèòàëüíîãî äâèæå-

íèÿ ñïóòíèêà. Åñëè ïëàíåòà âðàùàåòñÿ áûñòðåå ñïóòíèêà, êàê ýòî èìååò ìåñòî

â ñëó÷àÿõ Ëóíû è ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà, ñèëà îò ïðèëèâîâ â òåëå ïëàíåòû

äåéñòâóåò â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ ñïóòíèêà, êîýôôèöèåíò ïðè êâàäðàòè÷íîì

÷ëåíå â äîëãîòå îòðèöàòåëåí, áîëüøàÿ ïîëóîñü óâåëè÷èâàåòñÿ. Â ñëó÷àå, êîãäà

ñïóòíèê âðàùàåòñÿ ïî îðáèòå áûñòðåå âðàùåíèÿ ïëàíåòû, êîýôôèöèåíò êâàäðà-

òè÷íîãî èçìåíåíèÿ äîëãîòû èìååò ïîëîæèòåëüíûé çíàê. Ýòî ñëó÷àé äâèæåíèÿ
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ñïóòíèêà Ìàðñà Ôîáîñà, îí ïàäàåò íà Ìàðñ.

Â ðàáîòå (Lainey è äð., 2009) èññëåäîâàëîñü âëèÿíèå ïðèëèâîâ íà îðáè-

òàëüíîå äâèæåíèå ãàëèëååâûõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà. Êîýôôèöèåíòû êâàäðàòè÷-

íîãî ïî âðåìåíè èçìåíåíèÿ äîëãîò ñïóòíèêîâ îïðåäåëÿëèñü ïî àñòðîìåòðè÷å-

ñêèì íàáëþäåíèÿì ñïóòíèêîâ ñîâìåñòíî ñ óòî÷íåíèåì ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ.

Çíà÷èòåëüíûé ïðîãðåññ â ýòîì äåëå äîñòèãíóò áëàãîäàðÿ èñïîëüçîâàíèþ àñòðî-

ìåòðè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ôîòîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé âçàèìíûõ ïîêðûòèé è

çàòìåíèé ñïóòíèêîâ. Ýòè ðåçóëüòàòû èìåþò áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü, ÷åì ïðÿ-

ìûå àñòðîìåòðè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ. Ïî íàáëþäåíèÿì äâèæåíèÿ ñïóòíèêà Èî

îêàçàëîñü, ÷òî îí èìååò îðáèòàëüíîå óñêîðåíèå, â òî âðåìÿ êàê èç-çà ïðèëèâîâ

â òåëå Þïèòåðà îí äîëæåí ïðîÿâëÿòü îðáèòàëüíîå çàìåäëåíèå, òàê êàê Þïèòåð

âðàùàåòñÿ áûñòðåå ñïóòíèêà. Â ðàáîòå (Lainey è äð., 2009) íàéäåíî íå òîëüêî

îáúÿñíåíèå ýòîãî ýôôåêòà, íî òàêæå ïîëó÷åíû îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ âÿçêî-

ñòè êàê ïëàíåòû, òàê è ñïóòíèêà. Îêàçàëîñü, ÷òî èç-çà ïðèëèâîâ â òåëå ñàìîãî

ñïóòíèêà îí òåðÿåò áîëüøå ýíåðãèè, ÷åì ïðèîáðåòàåò îò ïðèëèâîâ â òåëå âðà-

ùàþùåãîñÿ Þïèòåðà.

Åùå áîëåå ñëîæíàÿ êàðòèíà èçìåíåíèé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè îðáèòàëüíî-

ãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ îêàçàëàñü â ñëó÷àå ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà. Ýòîìó

ïîñâÿùåíà ðàáîòà (Lainey è äð., 2012). Îáíàðóæèëàñü ñèëüíàÿ äèññèïàöèÿ ìå-

õàíè÷åñêîé ýíåðãèè îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ èç-çà ïðèëèâîâ â òåëå

Ñàòóðíà. Ïðè ýòîì îñîáûé ñëó÷àé ïðåäñòàâëÿåò äâèæåíèå ñïóòíèêà Ýíöåëàä.

Èçó÷åíèå äèññèïàöèè ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóò-

íèêîâ ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ, òàê êàê ýòî ñëóæèò îïðåäåëåíèþ ôèçè-

÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñïóòíèêîâ è èçó÷åíèþ òåïëîâûõ áàëàíñîâ â èõ òåëàõ.

Óñêîðåíèå èëè çàìåäëåíèå îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ìîæíî îáíà-

ðóæèòü èç àñòðîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé ïðè äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòè è äîñòà-

òî÷íî äîëãîãî èíòåðâàëà âðåìåíè íàáëþäåíèé. Äëÿ ýòîãî íóæíî ââåñòè äîïîë-

íèòåëüíûé ïàðàìåòð äâèæåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèé ðàññìàòðèâàåìûé ýôôåêò, è
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óòî÷íÿòü åãî íà îñíîâå íàáëþäåíèé ñîâìåñòíî ñ äðóãèìè ïàðàìåòðàìè.

Â ñëó÷àå àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ òàêèì ïàðàìåòðîì

ìîæåò áûòü êîýôôèöèåíò λ̂ êâàäðàòè÷íîãî ïî âðåìåíè ÷ëåíà â âûðàæåíèè äëÿ

âîçìóùåíèé îðáèòàëüíîé äîëãîòû ñïóòíèêà

δλ = λ̂(t− t0)2 ,

ëèáî êîýôôèöèåíò n̂ ïðè ëèíåéíîì ïî âðåìåíè ÷ëåíå â âîçìóùåíèÿõ ñðåäíåãî

äâèæåíèÿ

δn = n̂(t− t0) ,

ëèáî êîýôôèöèåíò â ïðè ëèíåéíîì ïî âðåìåíè ÷ëåíå â âîçìóùåíèÿõ áîëüøîé

ïîëóîñè îðáèòû

δa = â(t− t0) .

Çäåñü t � âðåìÿ, à t0 � íåêîòîðûé íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè.

Ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ âëèÿíèå ïðèëèâîâ

ìîæíî ïðèáëèæåííî ó÷åñòü äîáàâëåíèåì â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé âîçìóùà-

þùåãî óñêîðåíèÿ, íàïðàâëåííîãî ïðîòèâîïîëîæíî âåêòîðó ñêîðîñòè ñïóòíèêà,

è èìåþùåãî êîìïîíåíòû

Fx = −k̂Vx
V
, Fy = −k̂Vy

V
, Fz = −k̂Vz

V
,

ãäå Vx, Vy, Vz � êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ñïóòíèêà, V � ìîäóëü ñêîðîñòè, à k̂ � íåêî-

òîðûé ïîñòîÿííûé êîýôôèöèåíò. Â ýòîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíò k̂ ìîæíî íàçâàòü

êîýôôèöèåíòîì òîðìîæåíèÿ ñïóòíèêà, êîòîðûé ìîæåò îêàçàòüñÿ êàê ïîëîæè-

òåëüíûì, òàê è îòðèöàòåëüíûì.

Èç óðàâíåíèé Íüþòîíà îòíîñèòåëüíî êåïëåðîâûõ ýëåìåíòîâ (Äóáîøèí, 1975)

ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ðàññìîòðåííûìè âûøå êîýôôèöè-

åíòàìè:

λ̂ =
3

2

k̂

a
, n̂ = 3

k̂

a
, â = −2

k̂

n
.

Ê øåñòè óòî÷íÿåìûì ïàðàìåòðàì äâèæåíèÿ êàæäîãî ñïóòíèêà ìû äîáàâè-

ëè êîýôôèöèåíò òîðìîæåíèÿ k̂i, ãäå i � íîìåð ñïóòíèêà. Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ
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êîýôôèöèåíòîâ òîðìîæåíèÿ áûëè çàäàíû ðàâíûìè íóëþ. Ïîñëå óòî÷íåíèÿ âñåõ

ïàðàìåòðîâ ïî âñåì íàáëþäåíèÿì áûëè ïîëó÷åíû êîýôôèöèåíòû òîðìîæåíèÿ

äëÿ êàæäîãî ñïóòíèêà. Ìû âûïîëíèëè òàêèå âû÷èñëåíèÿ äëÿ òðåõ âàðèàíòîâ

êðèòåðèÿ îòáðàñûâàíèÿ ãðóáûõ íàáëþäåíèé σlim. Ïðè ýòîì âåñîâûå êîýôôèöè-

åíòû ïåðåâû÷èñëÿëèñü ïî êàæäîìó ñîñòàâó íàáëþäåíèé çàíîâî, êàê ýòî óêàçàíî

âûøå. Ðåçóëüòàòû îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà òîðìîæåíèÿ äëÿ ðàçíûõ âàðèàí-

òîâ ñîñòàâà íàáëþäåíèé ïðåäñòàâëåíû â Òàáë. 12. Ôîðìàëüíûå îøèáêè êîýôôè-

öèåíòîâ òîðìîæåíèÿ k̂i, îïðåäåëåííûå ïî ÌÍÊ, îêàçàëèñü âåñüìà ìàëûìè. Äëÿ

ñïóòíèêà Ìèðàíäà îøèáêà ðàâíà 0.2× 10−6 êì/ñóò2, äëÿ îñòàëüíûõ ñïóòíèêîâ

ôîðìàëüíûå îøèáêè íå ïðåâûøàþò 0.04 × 10−6 êì/ñóò2. Ýòè îöåíêè, ïîëó-

÷åííûå ïî ÌÍÊ, íå îòðàæàþò ðåàëüíîé òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ

òîðìîæåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî óìåíüøåíèå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé âåëè÷èíû íåâÿçîê σ è ñî-

îòâåòñòâóþùåãî çíà÷åíèÿ σw ïîñëå äîáàâëåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ óòî÷íÿåìûõ

ïàðàìåòðîâ ïðîèçîøëî íåçíà÷èòåëüíîå. Ïðè σlim = 5.0′′ ïîëó÷èëîñü, ÷òî σ =

0.430′′ è σw = 0.120′′, ïðè σlim = 1.0′′ èìååì σ = 0.270′′, è σw = 0.116′′. Â ñëó÷àå

σlim = 0.5′′ îêàçàëîñü σ = 0.203′′ è σw = 0.108′′. Ìîæíî ñðàâíèòü ýòè çíà÷åíèÿ

ñ òåìè, ÷òî äàíû â Òàáë. 10 � ðàçëè÷èÿ ñîñòàâëÿþò îêîëî 1%. Â ïîäîáíûõ ñëó-

÷àÿõ óòî÷íÿåìûå ïàðàìåòðû ñèëüíî çàâèñÿò îò ñîñòàâà èñõîäíûõ íàáëþäåíèé.

Êîëè÷åñòâî è äëèòåëüíîñòü èíòåðâàëîâ âðåìåíè íàáëþäåíèé îêàçàëèñü òàêèìè

æå, êàê è ïðè óòî÷íåíèè ïàðàìåòðîâ áåç êîýôôèöèåíòîâ òîðìîæåíèÿ.

Â êà÷åñòâå íàèáîëåå âåðîÿòíûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ òîðìîæåíèÿ ìû

âçÿëè ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïî òðåì âàðèàíòàì, à ïîãðåøíîñòè çíà÷åíèé âû÷èñëèëè

êàê ìàêñèìàëüíûå îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíåãî.

Êàê âèäíî â Òàáë. 12, òîëüêî äëÿ ñïóòíèêà Ìèðàíäà êîýôôèöèåíò òîðìî-

æåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ îêîëî 15%. Äëÿ îñòàëüíûõ ñïóòíèêîâ òî÷íîñòü

íèæå, îäíàêî íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ìîãóò ñëóæèòü îöåíêàìè, îãðàíè÷èâàþùèìè

âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà òîðìîæåíèÿ.
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Òàáëèöà 12: Êîýôôèöèåíòû òîðìîæåíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà k̂, ïîëó÷åííûå ïðè ðàç-

íûõ êðèòåðèÿõ îòáðàñûâàíèÿ ãðóáûõ íàáëþäåíèé, è ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïî òðåì âàðèàíòàì.

Ïîãðåøíîñòè (±) îïðåäåëåíû êàê ìàêñèìàëüíûå îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ â òðåõ

âàðèàíòàõ. Êîýôôèöèåíòû èçìåíåíèé äîëãîò λ̂ è áîëüøèõ ïîëóîñåé îðáèò â âû÷èñëåíû ïî

ñðåäíèì çíà÷åíèÿì k̂.

Ñðåäíåå λ̂ â

Ñïóòíèê k̂ × 106 êì/ñóò2 k̂ × 106 ×1011 ×106

σlim = 5.0′′ σlim = 1.0′′ σlim = 0.5′′ êì/ñóò2 ñóò−2 êì/ñóò

U1 Àðèýëü -0.70 -1.04 -0.73 −0.82± 0.22 −0.64± 0.11 0.66

U2 Óìáðèýëü -0.10 0.25 -0.60 −0.15± 0.45 −0.08± 0.24 0.20

U3 Òèòàíèÿ -0.89 -0.58 -1.06 −0.84± 0.26 −0.29± 0.09 2.33

U4 Îáåðîí -1.00 -1.25 -1.53 −1.26± 0.27 −0.32± 0.07 5.40

U5 Ìèðàíäà -5.60 -6.49 -7.55 −6.55± 1.00 −7.56± 1.15 2.95

Êîýôôèöèåíòû òîðìîæåíèÿ äëÿ âñåõ ïÿòè ñïóòíèêîâ ïîëó÷èëèñü îòðèöà-

òåëüíûìè. Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ñïóòíèêè èñïûòûâàþò "îòðèöàòåëüíîå òîð-

ìîæåíèå". Ïðèëèâû â òåëå Óðàíà, êîòîðûé âðàùàåòñÿ áûñòðåå ñïóòíèêîâ, ïå-

ðåäàþò èì äîïîëíèòåëüíóþ ìåõàíè÷åñêóþ ýíåðãèþ. Â ðåçóëüòàòå ñïóòíèêè çà-

ìåäëÿþò ñâîå îðáèòàëüíîå äâèæåíèå, óäàëÿÿñü îò ïëàíåòû.

Ó÷åò òîðìîæåíèÿ â äâèæåíèè ñïóòíèêà äîëæåí ïðèâîäèòü ê ëó÷øåìó ñî-

ãëàñîâàíèþ ìîäåëè äâèæåíèÿ ñ íàáëþäåíèÿìè. Â ðåçóëüòàòå ìû ìîæåì ïîëó-

÷èòü áîëåå òî÷íûå ýôåìåðèäû. Ýôåìåðèäà ñïóòíèêà, ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâå

íàáëþäåíèé ñ ó÷åòîì òîðìîæåíèÿ ñïóòíèêà, áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ýôåìåðèäû

ïîñòðîåííîé áåç ó÷åòà ýòîãî ýôôåêòà. Ýòè îòëè÷èÿ íåîáõîäèìî îöåíèòü. Ìû

îïðåäåëèëè íåâÿçêè òîïîöåíòðè÷åñêèõ ïîëîæåíèé ñïóòíèêîâ ìåæäó äâóìÿ èñ-

ñëåäóåìûìè ýôåìåðèäàìè äëÿ ðÿäà ìîìåíòîâ âðåìåíè. Ïðè ýòîì â îáîèõ ñëó÷à-

ÿõ èñïîëüçîâàëñÿ îäèí è òîò æå íàáîð íàáëþäåíèé (30139 íàáëþäåííûõ ïîëîæå-

íèé). Äëÿ ñïóòíèêà U5 Ìèðàíäà âû÷èñëåíèÿ ñäåëàíû íà èíòåðâàëå âðåìåíè ñ
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Ðèñ. 5: Ðàçíîñòè ìåæäó òîïîöåíòðè÷åñêèìè ïîëîæåíèÿìè ñïóòíèêà U5 Ìèðàíäà ïî ýôåìåðè-

äàì, ïîñòðîåííûì ñ ó÷åòîì êâàäðàòè÷íîãî ïî âðåìåíè èçìåíåíèÿ äîëãîòû, è ïî ýôåìåðèäàì

áåç ó÷åòà ýòîãî ýôôåêòà.

1948 ïî 2031 ãîä è ïîêàçàíû íà Ðèñ. 5. Äëÿ îñòàëüíûõ ÷åòûðåõ ñïóòíèêîâ òàêîå

ñðàâíåíèå ñäåëàíî íà èíòåðâàëå âðåìåíè ñ 1788 ïî 2031 ãîä, ðåçóëüòàòû äàíû

íà Ðèñ. 6. Íà ðèñóíêàõ âèäíî, ÷òî ðàçëè÷èÿ â ïîëîæåíèÿõ ñïóòíèêîâ ïðåâûøà-

þò ñäåëàííûå âûøå îöåíêè ïîãðåøíîñòè ýôåìåðèä. Ýòè ðàçëè÷èÿ ïðåâîñõîäÿò

òàêæå óðîâåíü òî÷íîñòü ñîâðåìåííûõ íàáëþäåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî ïðè ïðîèç-

âîäñòâå ýôåìåðèä ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà íà îñíîâå íàáëþäåíèé íåîáõîäèìî

ó÷èòûâàòü ýôôåêò âåêîâîãî çàìåäëåíèÿ îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ.

Êàê îáñóæäàëîñü ðàíåå â äàííîì ïàðàãðàôå, äèññèïàòèâíûå ýôôåêòû â ñè-

ñòåìå ñïóòíèêîâ Óðàíà ïðèâîäÿò ê âîçìóùåíèÿì â ýëåìåíòàõ îðáèò ñïóòíèêîâ.

Â âûðàæåíèè äëÿ îðáèòàëüíîé äîëãîòû ïîÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûé ïî âðåìåíè

÷ëåí, à â âûðàæåíèÿõ äëÿ ñðåäíåãî äâèæåíèÿ è áîëüøîé ïîëóîñè - ëèíåéíûå

ïî âðåìåíè ÷ëåíû. Ïðè âû÷èñëåíèè êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèé â äîëãî-

òàõ ñïóòíèêîâ Óðàíà, îáóñëîâëåííûõ èõ âçàèìíûì ïðèòÿæåíèåì, â âûðàæåíèÿõ

äëÿ ýòèõ âîçìóùåíèé ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ ìàëûå çíàìåíàòåëè èç-çà ñîîòíîøåíèé

ìåæäó ñðåäíèìè äâèæåíèÿìè, áëèçêèõ ê ñîèçìåðèìîñòÿì. Òàêèå ñîèçìåðèìîñòè
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Ðèñ. 6: Ðàçíîñòè ìåæäó òîïîöåíòðè÷åñêèìè ïîëîæåíèÿìè ñïóòíèêîâ ïî ýôåìåðèäàì, ïîñòðî-

åííûì ñ ó÷åòîì êâàäðàòè÷íîãî ïî âðåìåíè èçìåíåíèÿ äîëãîòû, è ïî ýôåìåðèäàì áåç ó÷åòà

ýòîãî ýôôåêòà.

àññîöèèðóþòñÿ ñ ðåçîíàíñíûìè âîçìóùåíèÿìè(Ìþððåé, Äåðìîòò, 2009). Èç-çà

äèññèïàòèâíûõ ýôôåêòîâ ñðåäíèå äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ èçìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè.

Â íåêîòîðûå ìîìåíòû ìîãóò íàñòóïàòü òî÷íûå ñîèçìåðèìîñòè. Òîãäà âû÷èñëå-

íèå êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèé â äîëãîòå ñòàíîâèòñÿ ïðîáëåìàòè÷íûì.

Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ íàìè ïàðàìåòðîâ ëèíåéíûõ ïî âðåìåíè èçìåíåíèé ñðåä-

íèõ äâèæåíèé ìîæíî îöåíèòü òàêèå ìîìåíòû.

Â ðàáîòå (Laskar, 1986) íàéäåíû êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ âòîðî-

ãî ïîðÿäêà â äîëãîòàõ ñïóòíèêîâ Óðàíà Ìèðàíäà, Àðèýëü è Óìáðèåëü, èìåþ-

ùèå çíà÷èòåëüíóþ àìïëèòóäó èç-çà ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñðåäíèìè äâèæåíèÿìè

òðåõ ñïóòíèêîâ, áëèçêîì ê ñîèçìåðèìîñòè. Àðãóìåíò ïîä çíàêîì ñèíóñà äëÿ

ýòèõ ÷ëåíîâ âîçìóùåíèé èìååò ñëåäóþùèé âèä:

(N1 − 3N2 + 2N3)t+ φ,

ãäå N1, N2, N3 -ñðåäíèå äâèæåíèÿ äëÿ Ìèðàíäû, Àðèýëü è Óìáðèýëü, ñîîòâåò-

ñòâåííî, φ -íà÷àëüíàÿ ôàçà íà íà íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0, à t- âðåìÿ

ïðîøåäøåå ñ ìîìåíòà t0. Ôàêòè÷åñêè, âûðàæåíèå (N1− 3N2 + 2N3) ìîæíî ðàñ-
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ñìàòðèâàòü êàê ÷àñòîòó äàííîãî âîçìóùåíèÿ. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé

äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ýòî âûðàæåíèå ïåðåøëî â çíàìåíàòåëü, ÷òî ïðèâåëî ê çíà-

÷èòåëüíîé àìïëèòóäå.

Ñîãëàñíî íàøåé óïðîùåííîé ìîäåëè äâèæåíèÿ, îïèñàííîé âûøå, è ÷èñëåí-

íûì çíà÷åíèÿì äëÿ ñðåäíèõ äâèæåíèé Ìèðàíäû, Àðèýëü è Óìáðèýëü, âçÿòûõ èç

Òàáë. 11, íà ìîìåíò íà÷àëüíîé ýïîõè t0 = 2445700.5(JD) ÷àñòîòà äàííîãî âîç-

ìóùåíèÿ ñîñòàâëÿåò ïðèáëèçèòåëüíî −0.00137 ðàä./ñóòêè. Ïðè ó÷åòå âåêîâîãî

çàìåäëåíèÿ îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ, èññëåäóåìîãî â äàííîì ïàðàãðà-

ôå, äàííàÿ ÷àñòîòà íå áóäåò ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé. Â òàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè

åå çíà÷åíèå ìîæåò ñòàòü ðàâíûì íóëþ, ÷òî ïðèâåäåò è "îáíóëåíèþ"çíàìåíàòåëÿ

â ÷ëåíå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ, îáóñëîâëåííûì äàííûì âîç-

ìóùåíèåì.

Âû÷èñëèì ìîìåíò "îáíóëåíèÿ"äàííîãî çíàìåíàòåëÿ ñ ó÷åòîì ëèíåéíûõ

÷ëåíîâ â ñðåäíåì äâèæåíèè äàííûõ ñïóòíèêîâ èç-çà äèññèïàòèâíûõ ýôôåêòîâ.

Äëÿ ÷àñòîòû èññëåäóåìîãî êîðîòêîïåðèîäè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ, êàê ôóíêöèè

âðåìåíè, ìû èìååì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

(N1 − 3N2 + 2N3) + 2(λ̂1 − 3λ̂2 + 2λ̂3)(t− t0).

Ïðèðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå íóëþ, è ïîäñòàâëÿÿ â íåãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ èç

Òàáë. 11 è Òàáë. 12, ïîëó÷èì èñêîìûé ìîìåíò âðåìåíè. Â èòîãå ìû íàøëè, ÷òî

çíàìåíàòåëü îïèñàííîãî âûøå âîçìóùåíèÿ ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå â ïðî-

øëîì äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè, îòñòîÿùåãî îò íà÷àëüíîé ýïîõè t0 íà 11817072.05

ñóòîê íàçàä, ÷òî ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 32353 ãîäà. Ñëåäóåò ñðàçó æå îòìåòèòü,

÷òî âñå ýòè âû÷èñëåíèÿ íîñÿò ëèøü îöåíî÷íûé õàðàêòåð, òåì íå ìåíåå, äèññè-

ïàòèâíûå ýôôåêòû ìîãóò ïðèâåñòè ñóùåñòâåííîìó ðîñòó àìïëèòóä êîðîòêîïå-

ðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèé â äîëãîòàõ ñïóòíèêîâ èç-çà ïîÿâëåíèÿ ìàëûõ çíàìå-

íàòåëåé.
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Çàêëþ÷åíèå è âûâîäû

Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íîâûå

ðåçóëüòàòû.

• Ïîñòðîåíà íîâàÿ òåîðèÿ âåêîâûõ âîçìóùåíèé äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ñæàòîé
ïëàíåòû, â êîòîðîé ó÷èòûâàþòñÿ ÷ëåíû ÷åòâåðòîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî

ìàëûõ ýêñöåíòðèñèòåòîâ è íàêëîíîâ îðáèò â ðàçëîæåíèè âîçìóùàþùåé

ôóíêöèè. Òåì ñàìûì êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ âåêîâûõ âîçìóùåíèé Ëàãðàíæà-

Ëàïëàñà ñóùåñòâåííî óòî÷íåíà. Ýòè ðåçóëüòàòû öåííû è ïîëåçíû äëÿ áó-

äóùèõ ïîñòðîåíèé àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ è èçó÷åíèÿ

ýâîëþöèè îðáèò.

• Ðàçðàáîòàíà íîâàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ ïÿòè ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà, îñíî-
âàííàÿ íà âñåõ îïóáëèêîâàííûõ íàáëþäåíèÿõ ñ ìîìåíòîâ èõ îòêðûòèé äî

2008 ãîäà. Äëÿ ñïóòíèêîâ Òèòàíèÿ è Îáåðîí ýòî ïåðèîä 220 ëåò, äëÿ ñïóò-

íèêîâ Àðèýëü è Óìáðèýëü � 160 ëåò, äëÿ Ìèðàíäû � 60 ëåò. Äëÿ óòî÷íåíèÿ

ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ èñïîëüçîâàíû 30139 íàáëþäåíèé, âêëþ-

÷àÿ íàáëþäåíèÿ ñ êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà Âîÿäæåð-2, à òàêæå àñòðîìåò-

ðè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ôîòîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé âçàèìíûõ ïîêðûòèé è

çàòìåíèé ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà â 2007-2008 ãîäàõ. Ìîäåëü ïîñòðîåíà

ïóòåì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñ ó÷åòîì âñåõ íåîá-

õîäèìûõ âîçìóùåíèé. Ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ âåëè÷èíà îñòàòî÷íûõ îòêëîíå-

íèé íàáëþäåííûõ ãåîöåíòðè÷åñêèõ ïîëîæåíèé ñïóòíèêîâ îò èõ ýôåìåðèä-

íûõ ïîëîæåíèé ñîñòàâëÿåò 0.43 ñåê. äóãè. Ñ ó÷åòîì âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ

íàáëþäåíèé ýòà âåëè÷èíà îêàçàëîñü ðàâíîé 0.12 ñåê. äóãè.

• Íà îñíîâå íîâîé ìîäåëè ñîçäàíû ýôåìåðèäû ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà íà

èíòåðâàëå âðåìåíè ñ 1787 ïî 2031 ãîä. Ýôåìåðèäû âêëþ÷åíû â ñåðâåð ýôå-

ìåðèä MULTI-SAT, îáåñïå÷èâàþùèé äîñòóï ê ýôåìåðèäàì ÷åðåç èíòåðíåò.
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• Îïðåäåëåíû ïàðàìåòðû äèññèïàöèè ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè äâèæåíèÿ ñïóò-

íèêîâ èç íàáëþäåíèé. Äèññèïàöèÿ ìîæåò áûòü âûçâàíà ïðèëèâàìè ïëàíå-

òû è ïðèëèâàìè â òåëàõ ñïóòíèêîâ. Ïîëó÷åíû ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ êî-

ýôôèöèåíòîâ êâàäðàòè÷íîãî ïî âðåìåíè èçìåíåíèÿ îðáèòàëüíîé äîëãîòû

ñïóòíèêîâ. Ýòè çíà÷åíèÿ îêàçàëèñü ðàâíûìè−(0.64±0.11)×10−11ðàä./ñóò2

äëÿ ñïóòíèêà Àðèýëü, −(0.08 ± 0.24) × 10−11ðàä./ñóò2 äëÿ ñïóòíèêà Óì-

áðèýëü, −(0.29 ± 0.09) × 10−11ðàä./ñóò2 äëÿ ñïóòíèêà Òèòàíèÿ, −(0.32 ±
0.07)×10−11ðàä./ñóò2 äëÿ ñïóòíèêà Îáåðîí è−(7.56±1.15)×10−11ðàä./ñóò2

äëÿ Ìèðàíäû. Íàéäåííûå ïàðàìåòðû ïîêàçûâàþò çàìåäëåíèå îðáèòàëüíî-

ãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âëèÿíèþ ïðèëèâîâ â òåëå Óðàíà,

êîòîðûé âðàùàåòñÿ áûñòðåå ñïóòíèêîâ. Òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ

îðáèòàëüíîãî çàìåäëåíèÿ íå âûñîêà, îäíàêî ñäåëàííûå îöåíêè ìîãóò ñëó-

æèòü îãðàíè÷åíèÿìè íà èõ âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ.

Ñðàâíåíèå ýôåìåðèä, ïîñòðîåííûõ ñ ó÷åòîì âåêîâîãî çàìåäëåíèÿ îðáèòàëü-

íîãî äâèæåíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà, ñ ýôåìåðèäàìè, ïîñòðîåííûìè

áåç ó÷åòà ýòîãî ýôôåêòà, ïîêàçûâàåò íåîáõîäèìîñòü ó÷åòà äèññèïàöèè ìå-

õàíè÷åñêîé ýíåðãèè äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ.

Íà îñíîâå ïðîäåëàííîé ðàáîòû è ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî ñäåëàòü

ñëåäóþùèå âûâîäû.

• Âûâåäåííûå â äèññåðòàöèè âîçìóùåíèÿ îò äîïîëíèòåëüíûõ ÷ëåíîâ â âåêî-
âîé ÷àñòè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè âíîñèò ñóùåñòâåííûé âêëàä â ýâîëþöèþ

îðáèò ñïóòíèêîâ Óðàíà, ïðåæäå âñåãî Ìèðàíäû, íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ

âðåìåíè. Íà èíòåðâàëàõ âðåìåíè áîëüøå 100 ëåò âêëàä ïîëó÷åííûõ äîïîë-

íèòåëüíûõ âåêîâûõ âîçìóùåíèé äëÿ ñïóòíèêà Ìèðàíäà èìååò ïîðÿäîê âå-

ëè÷èíû ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû, ÷òî â ëèíåéíîé ìåðå ñîñòàâëÿåò íåñêîëüêî

òûñÿ÷ êèëîìåòðîâ. Äëÿ äðóãèõ ñïóòíèêîâ ýôôåêò ó÷åòà íåëèíåéíûõ ÷ëå-

íîâ îêàçûâàåòñÿ ìåíüøèì.
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• Ïîñòðîåííàÿ íîâàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà îáåñïå÷è-
âàåò ïðîãðåññ â òî÷íîñòè ýôåìåðèä ýòèõ ñïóòíèêîâ çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ

áîëåå øèðîêîãî íàáîðà íàáëþäåíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäøåñòâóþùèìè ðà-

áîòàìè äðóãèõ àâòîðîâ.

• Îöåíêè òî÷íîñòè ýôåìåðèä ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà äî ñèõ ïîð íèêåì

íå äåëàëèñü. Íàøè ïðèáëèæåííûå îöåíêè ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîãðåøíîñòü

ïîñòðîåííûõ ýôåìåðèä ñïóòíèêîâ ìîíîòîííî è ïî÷òè ëèíåéíî âîçðàñòàåò

îò ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â 1990 ãîäó äî 7 ìñåê äóãè ê 2031 ãîäó.

• Ñðàâíåíèå íîâûõ ïîñòðîåííûõ ýôåìåðèä ñ ðåçóëüòàòàìè ïîñëåäíåé èç àíà-
ëîãè÷íûõ ðàáîò äðóãèõ àâòîðîâ (Lainey, 2008) ïîêàçûâàåò ñîãëàñîâàíèå â

ïðåäåëàõ 0.04 ñåê äóãè íà èíòåðâàëå âðåìåíè 1995-2015 ãã.

• Òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ èç íàáëþäåíèé ïàðàìåòðîâ äèññèïàöèè ìåõàíè÷å-

ñêîé ýíåðãèè äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ îêàçàëàñü íèçêîé. Íàèëó÷øèé ïî òî÷íî-

ñòè ðåçóëüòàò ïîëó÷åí äëÿ ñïóòíèêà Ìèðàíäà � êîýôôèöèåíò ïðè êâàäðà-

òè÷íîì ïî âðåìåíè ÷ëåíå â äîëãîòå ñïóòíèêà îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ 15%.

Îäíàêî óâåðåííî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî âñå ïÿòü ñïóòíèêîâ èñïûòûâàþò

âåêîâîå çàìåäëåíèå èçìåíåíèÿ ñðåäíåé îðáèòàëüíîé äîëãîòû è óäàëÿþòñÿ

îò ïëàíåòû. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò âëèÿíèþ ïðèëèâîâ â òåëå Óðàíà, êîòîðûé

âðàùàåòñÿ áûñòðåå ñïóòíèêîâ.

• Ñðàâíåíèå ýôåìåðèä, ïîñòðîåííûõ ñ ó÷åòîì âåêîâîãî çàìåäëåíèÿ îðáèòàëü-
íîãî äâèæåíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà, ñ ýôåìåðèäàìè, ïîñòðîåííûìè

áåç ó÷åòà ýòîãî ýôôåêòà, ïîêàçûâàåò íåîáõîäèìîñòü ó÷åòà äèññèïàöèè ìå-

õàíè÷åñêîé ýíåðãèè äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ïðè ñîçäàíèè ýôåìåðèä.

Ðàáîòà âûïîëíÿëàñü ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ

èññëåäîâàíèé (ãðàíò � 12-02-00294).

Â çàêëþ÷åíèå àâòîð ñ÷èòàåò ïðèÿòíûì äîëãîì âûðàçèòü ïðèçíàòåëü-

íîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Åìåëüÿíîâó Í.Â. çà ïîñòîÿííóþ ïîä-
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äåðæêó â ðàáîòå, âíèìàòåëüíîå îòíîøåíèå è öåííûå ñîâåòû.
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Ïðèëîæåíèå

Â ðàçäåëå "Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ"ìû ââåëè ôóíêöèè

D(a, a′, h, h′, k, k′, p, p′, q, q′). Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýòè ôóíêöèè áûâàþò äâóõ òè-

ïîâ:D(2) èD(4). ßâíûé âèä äëÿ ôóíêöèèD(2) ïðåäñòàâëåí â ðàçäåëå "Óðàâíåíèÿ

äâèæåíèÿ è âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ."Ôóíêöèþ D(4) ìû ïðåäñòàâèëè â ñëåäóþ-

ùåì âèäå:

D =
∑

B fL h
N1, h′

N2, kN3, k′
N4, pN5, p′

N6, qN7, q′
N8

èëè

D =
∑
i

Di(B fL h
N1, h′

N2, kN3, k′
N4, pN5, p′

N6, qN7, q′
N8 ) =

∑
i

Di,

ãäå Di âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

Di = B fL h
N1h′

N2kN3k′
N4pN5p′

N6qN7q′
N8 ,

Ýëåìåíòû Ëàãðàíæà âîçìóùàþùåãî ñïóòíèêà ïîìå÷åíû øòðèõîì. Â Òàáë. 13

ïðåäñòàâëåí ïîëíûé ñïèñîê ôóíêöèéDi. Êàæäàÿ ñòðîêà ýòîé òàáëèöû îïèñûâà-

åò îïðåäåëåííóþ ôóíêöèþ Di. Íàïðèìåð, â ñòðîêå ïîä íîìåðîì 10 ñîäåðæèòñÿ

ôóíêöèÿ

D10 = f6 h
0h′

0
k0k′

4
p0p′

0
q0q′

0
= f6k

′4,

à â ñòðîêå ïîä íîìåðîì 108 ñîäåðæèòñÿ ôóíêöèÿ

D108 = −f23 h
0h′

1
k1k′

0
p0p′

1
q1q′

0
= −f23h

′kp′q.

Òàáëèöà 13: Ôóíêöèè Di

i B fL N1 N2 N3 N4 N5 N6 N7 N8

1 1 4 4 0 0 0 0 0 0 0
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Òàáëèöà 13: Ôóíêöèè Di

i B fL N1 N2 N3 N4 N5 N6 N7 N8

2 2 4 2 0 2 0 0 0 0 0

3 1 4 0 0 4 0 0 0 0 0

4 1 5 2 2 0 0 0 0 0 0

5 1 5 2 0 0 2 0 0 0 0

6 1 5 0 2 2 0 0 0 0 0

7 1 5 0 0 2 2 0 0 0 0

8 1 6 0 4 0 0 0 0 0 0

9 2 6 0 2 0 2 0 0 0 0

10 1 6 0 0 0 4 0 0 0 0

11 1 11 2 0 1 1 0 0 0 0

12 1 11 3 1 0 0 0 0 0 0

13 1 11 0 0 3 1 0 0 0 0

14 1 11 1 1 2 0 0 0 0 0

15 1 12 0 2 1 1 0 0 0 0

16 1 12 1 3 0 0 0 0 0 0

17 1 12 0 0 1 3 0 0 0 0

18 1 12 1 1 0 2 0 0 0 0

19 1 17 0 0 2 2 0 0 0 0

20 4 17 1 1 1 1 0 0 0 0

21 -1 17 0 2 2 0 0 0 0 0

22 -1 17 2 0 0 2 0 0 0 0

23 1 17 2 2 0 0 0 0 0 0

24 1 7 2 0 0 0 2 0 0 0

25 1 7 2 0 0 0 0 0 2 0

26 1 7 0 0 2 0 2 0 0 0

27 1 7 0 0 2 0 0 0 2 0
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Òàáëèöà 13: Ôóíêöèè Di

i B fL N1 N2 N3 N4 N5 N6 N7 N8

28 1 7 0 2 0 0 2 0 0 0

29 1 7 0 2 0 0 0 0 2 0

30 1 7 0 0 0 2 2 0 0 0

31 1 7 0 0 0 2 0 0 2 0

32 1 7 2 0 0 0 0 2 0 0

33 1 7 2 0 0 0 0 0 0 2

34 1 7 0 0 2 0 0 2 0 0

35 1 7 0 0 2 0 0 0 0 2

36 1 7 0 2 0 0 0 2 0 0

37 1 7 0 2 0 0 0 0 0 2

38 1 7 0 0 0 2 0 2 0 0

39 1 7 0 0 0 2 0 0 0 2

40 1 8 0 0 0 0 4 0 0 0

41 1 8 0 0 0 0 0 4 0 0

42 1 8 0 0 0 0 0 0 4 0

43 1 8 0 0 0 0 0 0 0 4

44 2 8 0 0 0 0 2 0 2 0

45 2 8 0 0 0 0 0 2 0 2

46 1 9 0 0 0 0 2 2 0 0

47 1 9 0 0 0 0 2 0 0 2

48 1 9 0 0 0 0 0 2 2 0

49 1 9 0 0 0 0 0 0 2 2

50 1 13 1 1 0 0 2 0 0 0

51 1 13 1 1 0 0 0 0 2 0

52 1 13 1 1 0 0 0 2 0 0

53 1 13 1 1 0 0 0 0 0 2
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Òàáëèöà 13: Ôóíêöèè Di

i B fL N1 N2 N3 N4 N5 N6 N7 N8

54 1 13 0 0 1 1 2 0 0 0

55 1 13 0 0 1 1 0 0 2 0

56 1 13 0 0 1 1 0 2 0 0

57 1 13 0 0 1 1 0 0 0 2

58 1 15 2 0 0 0 1 1 0 0

59 1 15 0 2 0 0 1 1 0 0

60 1 15 0 0 2 0 1 1 0 0

61 1 15 0 0 0 2 1 1 0 0

62 1 15 2 0 0 0 0 0 1 1

63 1 15 0 2 0 0 0 0 1 1

64 1 15 0 0 2 0 0 0 1 1

65 1 15 0 0 0 2 0 0 1 1

66 1 16 0 0 0 0 3 1 0 0

67 1 16 0 0 0 0 1 3 0 0

68 1 16 0 0 0 0 1 1 2 0

69 1 16 0 0 0 0 1 1 0 2

70 1 16 0 0 0 0 2 0 1 1

71 1 16 0 0 0 0 0 2 1 1

72 1 16 0 0 0 0 0 0 3 1

73 1 16 0 0 0 0 0 0 1 3

74 1 18 0 0 2 0 0 0 2 0

75 4 18 1 0 1 0 1 0 1 0

76 -1 18 2 0 0 0 0 0 2 0

77 -1 18 0 0 2 0 2 0 0 0

78 1 18 2 0 0 0 2 0 0 0

79 1 19 0 0 1 1 0 0 2 0
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Òàáëèöà 13: Ôóíêöèè Di

i B fL N1 N2 N3 N4 N5 N6 N7 N8

80 -1 19 1 1 0 0 0 0 2 0

81 2 19 0 1 1 0 1 0 1 0

82 2 19 1 0 0 1 1 0 1 0

83 -1 19 0 0 1 1 2 0 0 0

84 1 19 1 1 0 0 2 0 0 0

85 1 20 0 0 0 2 0 0 2 0

86 4 20 0 1 0 1 1 0 1 0

87 -1 20 0 2 0 0 0 0 2 0

88 -1 20 0 0 0 2 2 0 0 0

89 1 20 0 2 0 0 2 0 0 0

90 1 21 0 0 2 0 0 0 1 1

91 -1 21 0 0 2 0 1 1 0 0

92 2 21 1 0 1 0 0 1 1 0

93 2 21 1 0 1 0 1 0 0 1

94 -1 21 2 0 0 0 0 0 1 1

95 1 21 2 0 0 0 1 1 0 0

96 1 22 0 0 1 1 0 0 1 1

97 1 22 0 0 1 1 1 1 0 0

98 1 22 1 1 0 0 0 0 1 1

99 1 22 1 1 0 0 1 1 0 0

100 1 22 0 1 1 0 0 1 1 0

101 -1 22 0 1 1 0 1 0 0 1

102 -1 22 1 0 0 1 0 1 1 0

103 1 22 1 0 0 1 1 0 0 1

104 1 23 0 0 1 1 0 0 1 1

105 1 23 0 0 1 1 1 1 0 0
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Òàáëèöà 13: Ôóíêöèè Di

i B fL N1 N2 N3 N4 N5 N6 N7 N8

106 1 23 1 1 0 0 0 0 1 1

107 1 23 1 1 0 0 1 1 0 0

108 -1 23 0 1 1 0 0 1 1 0

109 1 23 0 1 1 0 1 0 0 1

110 1 23 1 0 0 1 0 1 1 0

111 -1 23 1 0 0 1 1 0 0 1

112 1 24 0 0 1 1 0 0 1 1

113 -1 24 0 0 1 1 1 1 0 0

114 -1 24 1 1 0 0 0 0 1 1

115 1 24 1 1 0 0 1 1 0 0

116 1 24 0 1 1 0 0 1 1 0

117 1 24 0 1 1 0 1 0 0 1

118 1 24 1 0 0 1 0 1 1 0

119 1 24 1 0 0 1 1 0 0 1

120 1 25 0 0 0 2 0 0 1 1

121 -1 25 0 0 0 2 1 1 0 0

122 2 25 0 1 0 1 0 1 1 0

123 2 25 0 1 0 1 1 0 0 1

124 -1 25 0 2 0 0 0 0 1 1

125 1 25 0 2 0 0 1 1 0 0

126 1 18 0 0 2 0 0 0 0 2

127 4 18 1 0 1 0 0 1 0 1

128 -1 18 2 0 0 0 0 0 0 2

129 -1 18 0 0 2 0 0 2 0 0

130 1 18 2 0 0 0 0 2 0 0

131 1 19 0 0 1 1 0 0 0 2
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Òàáëèöà 13: Ôóíêöèè Di

i B fL N1 N2 N3 N4 N5 N6 N7 N8

132 -1 19 1 1 0 0 0 0 0 2

133 2 19 0 1 1 0 0 1 0 1

134 2 19 1 0 0 1 0 1 0 1

135 -1 19 0 0 1 1 0 2 0 0

136 1 19 1 1 0 0 0 2 0 0

137 1 20 0 0 0 2 0 0 0 2

138 4 20 0 1 0 1 0 1 0 1

139 -1 20 0 2 0 0 0 0 0 2

140 -1 20 0 0 0 2 0 2 0 0

141 1 20 0 2 0 0 0 2 0 0

142 1 26 0 0 0 0 0 0 2 2

143 4 26 0 0 0 0 1 1 1 1

144 -1 26 0 0 0 0 0 2 2 0

145 -1 26 0 0 0 0 2 0 0 2

146 1 26 0 0 0 0 2 2 0 0

105


