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Глава 4

МОДЕЛИРОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ
СПУТНИКОВ. МЕТОДЫ ЧИСЛЕННОГО

ИНТЕГРИРОВАНИЯ

Ðåçþìå

Ìåòîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ÿâëÿþòñÿ àëüòåðíàòèâîé àíàëèòè÷åñêèì òåîðèÿì äâèæåíèÿ
ñïóòíèêîâ áîëüøèõ ïëàíåò. Ýòè ìåòîäû äîñòîéíû ïîäðîáíîãî îïè-
ñàíèÿ â ïðèìåíåíèè ê ïîñòðîåíèþ ìîäåëåé äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ íà
îñíîâå íàáëþäåíèé. Èìåííî ýòîìó ïîñâÿùåíà äàííàÿ ãëàâà.

Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàþòñÿ îáùèå âîïðîñû, ïðåèìóùåñòâà è íåäî-
ñòàòêè ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Äàëåå íà ïðîñòîì ïðè-
ìåðå ìåòîäà «ëîìàíûõ Ýéëåðà» ïîêàçûâàþòñÿ îñîáåííîñòè ìåòî-
äîâ. Ðàññêàçûâàåòñÿ, êàê íà ïðàêòèêå ïðèìåíÿòü ìåòîäû ÷èñëåííî-
ãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Êðîìå ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû, ïðåäëàãàþòñÿ åùå
äâà íàèáîëåå ñîâåðøåííûõ ìåòîäà, øèðîêî ïðèìåíÿåìûõ â ïðàê-
òè÷åñêîé íåáåñíîé ìåõàíèêå: ìåòîä Ýâåðõàðòà è ìåòîä Áåëèêîâà.
Ïðÿìî ïðèâîäÿòñÿ èíñòðóêöèè äëÿ ñîñòàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîãðàìì ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä õðàíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî èíòå-
ãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ïóòåì ñî-
ñòàâëåíèÿ îòðåçêîâ ðÿäîâ ïî ïîëèíîìàì ×åáûøåâà. Ïðèâîäÿòñÿ ñî-
îòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû.

Â êîíöå ãëàâû äàåòñÿ êðàòêèé îáçîð çàäà÷ è ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ.
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4.1. Öåëè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë
Ìåòîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåáåñ-

íûõ òåë ðàçðàáàòûâàþòñÿ è ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ
çàäà÷ íåáåñíîé ìåõàíèêè. Ñîâìåñòíî ñ àíàëèòè÷åñêèìè è êà÷å-
ñòâåííûìè ìåòîäàìè îíè ÿâëÿþòñÿ ïðîöåäóðàìè, ñëóæàùèìè öå-
ëÿì ïðàêòè÷åñêîãî ïîçíàíèÿ ïðèðîäû.

Ïðîöåññ èçó÷åíèÿ íåáåñíûõ òåë ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ìîäåëè èõ
äâèæåíèÿ. Ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì âñåõ íàó÷íûõ èçûñêàíèé. Îíà
ïîñòîÿííî óòî÷íÿåòñÿ íà îñíîâå âñå íîâûõ íàáëþäåíèé. Ê íàñòîÿ-
ùåìó âðåìåíè ìû óæå çíàåì äîñòàòî÷íî ìíîãî î òåëàõ Ñîëíå÷íîé
ñèñòåìû, ïëàíåòàõ è ñïóòíèêàõ. Îòêðûòû çàêîíû, ñîãëàñíî êîòî-
ðûì âçàèìîäåéñòâóþò ïëàíåòû è ñïóòíèêè. Ýòè çàêîíû âûðàæàþò-
ñÿ â ôîðìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò
öåíòðîâ ìàññ òåë è îòíîñèòåëüíî óãëîâ èõ âðàùåíèÿ.

Èñïîëüçîâàíèå ìîäåëè çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåäâû÷èñëåíèè êîîðäè-
íàò è óãëîâûõ ïîëîæåíèé òåë íà ëþáîé çàäàííûé ìîìåíò âðåìå-
íè. Òàêèì ìîìåíòîì ìîæåò áûòü ëèáî ìîìåíò î÷åðåäíîãî íàáëþ-
äåíèÿ íåáåñíîãî òåëà, ëèáî ìîìåíò âñòðå÷è êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà
ñ íåáåñíûì òåëîì, ëèáî ìîìåíò ïðîâåäåíèÿ íàáëþäåíèé ñ èñêóñ-
ñòâåííîãî êîñìè÷åñêîãî îáúåêòà.

Ïðåäâû÷èñëåíèå îðáèòàëüíîãî è âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèé íåáåñ-
íûõ òåë ìîæåò äåëàòüñÿ íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, åñëè òàêîå ðåøåíèå èìååòñÿ.
Îäíàêî ïî÷òè âñå ïðàêòè÷åñêè çíà÷èìûå ìîäåëè äâèæåíèÿ îïè-
ñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè, òî÷íîå ðåøåíèå êîòîðûõ íåèçâåñòíî. ×òî
êàñàåòñÿ ïðèáëèæåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé, òî î÷åíü ÷àñòî
ñëó÷àåòñÿ, ÷òî ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îêàçûâàåòñÿ
íåäîïóñòèìîé, ëèáî ïðè òðåáóåìîé òî÷íîñòè ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ
ðåøåíèÿ îêàçûâàåòñÿ ÷ðåçìåðíî òðóäîåìêîé äàæå äëÿ ìîùíåéøèõ
ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðîâ.

Ïðåäâû÷èñëåíèå êîîðäèíàò è óãëîâ âðàùåíèÿ òåëà âîêðóã åãî
öåíòðà ìàññ íà çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ìåòî-
äàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé. Ïðåèìóùåñòâà ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïî ñðàâíåíèþ
ñ àíàëèòè÷åñêèìè çàêëþ÷àþòñÿ â îòíîñèòåëüíîé ïðîñòîòå èõ ðåà-
ëèçàöèè â âèäå àëãîðèòìîâ è âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîãðàìì äëÿ êîì-
ïüþòåðîâ. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ÷èñëåííûå ìåòîäû îáëàäàþò áîëü-
øåé òî÷íîñòüþ ïðåäâû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò íåáåñíûõ òåë. Óêàçàí-
íûå ïðåèìóùåñòâà îáû÷íî äîñòèãàþòñÿ ïðè âûñîêîé òðåáóåìîé
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òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé. Íåäîñòàòêàìè ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ áîëüøèå çàòðàòû âû÷èñëèòåëüíîãî
âðåìåíè, áûñòðûé ðîñò ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ ñ ðîñòîì èíòåðâàëà
ïðåäâû÷èñëåíèÿ äâèæåíèÿ è íåâîçìîæíîñòü äîñòîâåðíîé îöåíêè
òî÷íîñòè ðåøåíèÿ. Ïðè çàäàííûõ óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ, íà÷àëü-
íûõ çíà÷åíèÿõ êîîðäèíàò òåë è çàäàííîì ìîìåíòå ïðåäâû÷èñëåíèÿ
òî÷íîñòü ðåøåíèÿ îêàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, ñêîëü ñîâåðøåííûì
áû íè áûë ïðèìåíÿåìûé ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ.

×èñëåííûå ìåòîäû íåçàìåíèìû â çàäà÷àõ, äëÿ êîòîðûõ íåâîç-
ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. Ìåòîäû ÷èñëåííîãî èí-
òåãðèðîâàíèÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñëóæàò òàêæå
äëÿ ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè è îöåíêè òî÷íîñòè íàéäåííîãî àíàëè-
òè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.

4.2. Îáùèå ñâîéñòâà ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ðåøåíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìåòîäàìè
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ðàñïàäàåòñÿ íà äâà íåçàâèñèìûõ ýòàïà.
Âî-ïåðâûõ, ñîñòàâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.
Âî-âòîðûõ, ðàçðàáàòûâàåòñÿ íîâûé èëè âûáèðàåòñÿ îäèí èç èçâåñò-
íûõ ìåòîäîâ èõ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. ×òîáû ñâÿçàòü ýòè äâà
ýòàïà, íåîáõîäèìî ïðèíÿòü íåêîòîðûé ñòàíäàðòíûé âèä óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíî íåáåñíîå òåëî èëè ñèñòåìà òåë ïðè âçà-
èìíîì ãðàâèòàöèîííîì âçàèìîäåéñòâèè. Â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ
ìîæåò ó÷èòûâàòüñÿ âëèÿíèå ìíîãèõ äðóãèõ ôàêòîðîâ. Â ÷àñòíîñòè,
â ðàññìîòðåíèå ìîãóò âêëþ÷àòüñÿ ïðèòÿæåíèå äðóãèõ òåë ñ èçâåñò-
íûìè çàêîíàìè äâèæåíèÿ, îòëè÷èå ãðàâèòèðóþùèõ òåë îò ìàòåðè-
àëüíûõ òî÷åê, ñîïðîòèâëåíèå ñðåäû, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò äâèæå-
íèå òåë.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó îáûêíîâåí-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî èëè âòîðîãî ïîðÿä-
êà îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò íåáåñíîãî òåëà. Îáû÷íî óïîòðåáëÿåò-
ñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Åñëè ñîñòàâëÿåòñÿ ñèñòåìà
óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, åå âñåãäà ìîæíî ñâåñòè ê ñèñòåìå óðàâ-
íåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ýòî ïðèõîäèòñÿ äåëàòü, â ÷àñòíîñòè, åñëè
äåéñòâóþùèå ñèëû íåïîñðåäñòâåííî çàâèñÿò îò ñêîðîñòè äâèæåíèÿ
íåáåñíîãî òåëà.
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Èòàê, â çàäà÷àõ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ íåáåñíûõ òåë ïðèìåì ñëåäóþùóþ íàèáîëåå îáùóþ ôîðìó äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

dxi

dt
= fi(x1, x2, ..., xn, t) (i = 1, 2, 3, ..., n), (4.1)

ãäå xi(t) ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè. Îáÿçàòåëüíûì
óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ çàäàíèå ôóíêöèé fi(x1, x2, ..., xn, t) òàêèì îáðà-
çîì, ÷òîáû èõ ìîæíî áûëî âû÷èñëÿòü ïðè ëþáûõ çàäàííûõ çíà÷å-
íèÿõ àðãóìåíòîâ. Ýòè ôóíêöèè ìîãóò ñîäåðæàòü òàêæå ïîñòîÿííûå
ïàðàìåòðû, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ çàäàíû.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðàçðàáîòàíî ìíîæåñòâî ìåòîäîâ ÷èñ-
ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé. Îíè ðàçëè÷íû ïî ñâîåé ýôôåêòèâíîñòè è îáëàñòè ïðèëî-
æåíèé. Õîðîøèé îáçîð ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ïðèìåíÿåìûõ â íåáåñíîé ìå-
õàíèêå, äàí â ðàáîòå (Áîðäîâèöûíà, 1984). Ñóùåñòâóåò äàæå òåî-
ðèÿ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, îáîáùàþùàÿ ìíîæå-
ñòâî òàêèõ ìåòîäîâ è äàþùàÿ ïóòü ðàçðàáîòêè íàèáîëåå îïòèìàëü-
íûõ ñõåì èíòåãðèðîâàíèÿ (Butcher, 1963, 1964à, 1964á; Õîëë, Óàòò,
1979).

Ðàçíîîáðàçíûå ìåòîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè èõ ïðè-
ìåíåíèè îáëàäàþò íåêîòîðûìè îáùèìè ñâîéñòâàìè. Ýòè ñâîéñòâà
íåîáõîäèìî çíàòü ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷ äëÿ äîñòèæåíèÿ
íàèëó÷øåãî ðåçóëüòàòà è ýôôåêòèâíîñòè èññëåäîâàíèé.

Îñíîâíóþ èäåþ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ îáûêíî-
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ëåãêî îáúÿñíèòü íà ïðîñòåé-
øåì èç íèõ — ìåòîäå ëîìàíûõ ëèíèé Ëåîíàðäà Ýéëåðà (Leonhard
Euler, 1707–1783). Ïðè ýòîì ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì
îäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îáùåãî âèäà.

Äîïóñòèì, ÷òî ìû èìååò îäíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dx

dt
= f(x, t),

â êîòîðîì t åñòü íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ — âðåìÿ. Òðåáóåòñÿ íàéòè
ôóíêöèþ x(t) , óäîâëåòâîðÿþùóþ ýòîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ:

x(t0) = x0,
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ãäå t0 — íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, à x0 — çàäàííàÿ êîíñòàíòà.
Äëÿ íà÷àëà âàæíî ïîíÿòü òî, ÷òî íèêàêîé ìåòîä ÷èñëåííîãî èí-

òåãðèðîâàíèÿ íå ïîçâîëèò íàéòè ñàìó ôóíêöèþ x(t), à òîëüêî ðÿä åå
çíà÷åíèé íà êîíå÷íîå ÷èñëî ìîìåíòîâ âðåìåíè. Ðàññìîòðèì íåêî-
òîðûé ìîìåíò âðåìåíè t1, íåäàëåêî îòñòîÿùèé îò ìîìåíòà t0. Ðàç-
íîñòü t1 − t0 îáîçíà÷èì ÷åðåç h, òî åñòü

h = t1 − t0.

Òî÷íîå çíà÷åíèå x(t1) íàì íåèçâåñòíî, íî åñëè âåëè÷èíà h äîñòàòî÷-
íî ìàëà, à ôóíêöèÿ f(x, t) íåïðåðûâíà, òî ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå
x â ìîìåíò âðåìåíè t1 ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëå

x1 = x0 + f(x0, t0) h.

Î÷åâèäíî, ÷òî îòëè÷èå x1 îò òî÷íîãî çíà÷åíèÿ x(t1) áóäåò òåì ìåíü-
øå, ÷åì ìåíüøå h . Ïîãðåøíîñòü îáóñëîâëåíà âîçìîæíîé íåëèíåé-
íîñòüþ ôóíêöèè x(t) íà îòðåçêå [t0, t1].

Äàëåå ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ôóíêöèè
x(t) íà ìîìåíò âðåìåíè t2 = t1 + h ïî ôîðìóëå

x2 = x1 + f(x1, t1) h.

Ïîãðåøíîñòü íàéäåííîãî çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè â ìîìåíò t2
áóäåò ñêëàäûâàòüñÿ èç ïîãðåøíîñòè x1 è ïîãðåøíîñòè, âûçâàííîé
íåëèíåéíîñòüþ ôóíêöèè x(t) íà îòðåçêå [t1, t2].

Òåïåðü àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé èñêîìîé ôóíêöèè íà ïî-
ñëåäîâàòåëüíûå ìîìåíòû ti = ti−1 (i = 1, 2, ...) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

xi = xi−1 + f(xi−1, ti−1) h. (4.2)

Â ýòîì àëãîðèòìå âåëè÷èíó h íàçûâàþò ïîñòîÿííûì øàãîì ÷èñëåí-
íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Îøèáêà çíà÷åíèÿ xi áóäåò ñîäåðæàòü ñóì-
ìó îøèáîê, ñîâåðøåííûõ íà âñåõ ïðåäûäóùèõ øàãàõ èíòåãðèðîâà-
íèÿ. Ýòè îøèáêè ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íûå âåëè÷èíû è çíàêè, íî ïðè
äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f(x, t) ñóììàðíàÿ îøèáêà, êàê
ïðàâèëî, âîçðàñòàåò. Î÷åâèäíî, ÷òî âîçðàñòàíèå ñóììàðíîé îøèá-
êè ïðîèñõîäèò ñ íàðàñòàíèåì ÷èñëà âûïîëíåííûõ øàãîâ èíòåãðè-
ðîâàíèÿ. ×åì áîëüøå øàãîâ ïðè ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå øàãà, òåì
áîëüøå îøèáêà òàêîãî ðåøåíèÿ.
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Ëþáàÿ çàäà÷à ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
íåáåñíîãî òåëà îáû÷íî ñòàâèòñÿ òàê, ÷òî â êîíå÷íîì èòîãå òðåáóåò-
ñÿ íàéòè êîîðäèíàòû òåëà íà çàäàííûé êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè
tk. Åñëè øàã èíòåãðèðîâàíèÿ óæå âûáðàí, òî ìîæíî ïîäñ÷èòàòü êî-
ëè÷åñòâî øàãîâ k, íåîáõîäèìîå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Î÷åâèäíî, ÷òî

k = E

(
tk − t0

h

)
+ 1,

ãäå E(...) îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü.
Ìåòîä ëîìàíûõ îòíîñèòñÿ ê ãðóïïå òàê íàçûâàåìûõ îäíîøà-

ãîâûõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Êðîìå íèõ ñóùåñòâó-
þò åùå ýêñòðàïîëÿöèîííûå è ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû (Áîäîâèöûíà,
1984). Âñå ýòè ìåòîäû èìåþò íåêîòîðûå îáùèå ñâîéñòâà. Ïðè èõ
ïðèìåíåíèè âîçíèêàþò îáùèå ïðîáëåìû. Îäíà èç ïðîáëåì — ýòî
âûáîð øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ. Íà ïåðâûé âçãëÿä ÿñíî, ÷òî åñëè øàã
èíòåãðèðîâàíèÿ óìåíüøèòü, òî îøèáêà, äîïóñêàåìàÿ íà êàæäîì øà-
ãå, óìåíüøèòñÿ, à ñëåäîâàòåëüíî ïîâûñèòñÿ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèé äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà. Ïðè çàäàííîì èíòåðâàëå âðåìå-
íè ïðåäâû÷èñëåíèÿ äâèæåíèÿ, òî åñòü èíòåðâàëå èíòåãðèðîâàíèÿ
tk − t0, êîëè÷åñòâî âûïîëíÿåìûõ øàãîâ âîçðàñòåò, ÷òî âûçîâåò óâå-
ëè÷åíèå çàòðàò âû÷èñëèòåëüíîãî âðåìåíè, òî åñòü âðåìåíè ðàáîòû
êîìïüþòåðà. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìàêñèìàëüíàÿ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî äîïóñòèìûìè çàòðàòàìè âðåìåíè âû÷èñëåíèé.

Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî åñëè óâåëè÷åíèå âû÷èñëèòåëü-
íûõ çàòðàò åùå äîïóñòèìî, òî óëó÷øåíèÿ òî÷íîñòè âñåãäà ìîæíî
äîñòèãíóòü óìåíüøåíèåì øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ìîæíî ïðîâåñòè
òàêîé ýêñïåðèìåíò. Çàäàòü êîíêðåòíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ÷èñ-
ëåííîå ðåøåíèå êîòîðûõ ìîæíî ïðîâåðèòü. Ýòî ìîãóò áûòü óðàâíå-
íèÿ, èìåþùèå òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, èëè óðàâíåíèÿ, äî-
ïóñêàþùèå èçâåñòíîå ÷àñòíîå ðåøåíèå. Äàëåå ìîæíî çàäàòü èíòåð-
âàë èíòåãðèðîâàíèÿ [t0, tk], âçÿòü êàêîé-íèáóäü ìåòîä ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ è ðåøàòü çàäà÷ó ìíîãîêðàòíî, óìåíüøàÿ êàæäûé
ðàç øàã èíòåãðèðîâàíèÿ. Èçó÷àÿ çàâèñèìîñòü òî÷íîñòè ðåøåíèÿ îò
øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ìû óâèäèì, ÷òî ñíà÷àëà ïðè óìåíüøåíèè øà-
ãà ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óìåíüøàåòñÿ. Íî ïðè íåêîòî-
ðûõ âåñüìà ìàëûõ çíà÷åíèÿõ øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ òî÷íîñòü íà÷íåò
óõóäøàòüñÿ, ñêîëü áû ìû íè óìåíüøàëè øàã. ×òî æå ïðîèñõîäèò?

Äåëî â òîì, ÷òî âñå âû÷èñëåíèÿ äåëàþòñÿ âñåãäà ñ ôèêñèðîâàí-
íîé òî÷íîñòüþ âûïîëíåíèÿ ïðîñòûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Åå
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ìîæíî óëó÷øèòü ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ ñïîñîáîâ îòîáðàæåíèÿ
÷èñåë â ïàìÿòè êîìïüþòåðà è ïðèìåíåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãî-
ðèòìîâ àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé. Ýòî ïðèâåäåò ê åùå áîëüøèì âû-
÷èñëèòåëüíûì çàòðàòàì. Âàæíî òî, ÷òî â ëþáîì êîìïüþòåðå ñ ñîîò-
âåòñòâóþùèì ïðîãðàììíûì îáåñïå÷åíèåì ìàêñèìàëüíàÿ òî÷íîñòü
ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë è òî÷íîñòü âûïîëíåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ îïå-
ðàöèé ôèêñèðîâàíà. Ïðè êàæäîé îïåðàöèè ñîâåðøàåòñÿ íåêîòîðàÿ
îøèáêà. Åå íàçûâàþò îøèáêîé îêðóãëåíèÿ ÷èñåë. Ïðè ïîñëåäîâà-
òåëüíîì âûïîëíåíèè àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé îøèáêè îêðóãëå-
íèÿ íàêàïëèâàþòñÿ.

×åì ìåíüøå øàã èíòåãðèðîâàíèÿ, òåì ìåíüøå ïîãðåøíîñòü ôîð-
ìóëû (4.2), ìåíüøå îøèáêà, ñîâåðøàåìàÿ íà êàæäîì øàãå, è ìåíü-
øå åå íàêîïëåíèå íà êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
÷èñëî øàãîâ ðàñòåò, è îøèáêè îêðóãëåíèÿ íàêàïëèâàþòñÿ. Òàêèì
îáðàçîì, ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé îïòèìàëüíûé øàã èíòåãðèðîâàíèÿ,
ïðè êîòîðîì ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè
íà êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè ìèíèìàëüíà. Äëÿ âûáðàííîãî ìåòîäà
èíòåãðèðîâàíèÿ è çàäàííîé êîíêðåòíîé çàäà÷è òî÷íîñòü, ëó÷øàÿ,
÷åì ïðè îïòèìàëüíîì øàãå, íåäîñòèæèìà. Ïóòåì ñîâåðøåíñòâîâà-
íèÿ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî äîáèòüñÿ íåêîòî-
ðîãî óëó÷øåíèÿ òî÷íîñòè. Îäíàêî ñîâðåìåííûå ìåòîäû óæå ñòîëü
ñîâåðøåííû, ÷òî äàëüíåéøåå ïîâûøåíèå òî÷íîñòè ïî÷òè íå ïðî-
èñõîäèò. Íà ïðàêòèêå âû÷èñëåíèÿ ñ îïòèìàëüíûõ øàãîì, êàê ïðà-
âèëî, íå ïðîèçâîäÿò — ñëèøêîì âåëèêè ïðè ýòîì âû÷èñëèòåëüíûå
çàòðàòû.

Ñëåäóþùóþ ïðîáëåìó âûçûâàåò òîò ôàêò, ÷òî ñòåïåíü íåëèíåé-
íîñòè èñêîìîé ôóíêöèè ìîæåò áûòü ðàçëè÷íà íà ðàçíûõ ó÷àñòêàõ
èíòåðâàëà [t0, tk]. Ïðè çàäàííîì ïîñòîÿííîì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ
ñóììàðíàÿ îøèáêà ïîðîæäàåòñÿ, â îñíîâíîì, íà òåõ ó÷àñòêàõ, ãäå
íåëèíåéíîñòü ìàêñèìàëüíà. Íåò ñìûñëà âûáèðàòü òàêîé æå ìàëûé
øàã íà äðóãèõ ó÷àñòêàõ è òðàòèòü íàïðàñíî âðåìÿ íà âû÷èñëåíèÿ
ñ èçëèøíåé òî÷íîñòüþ. Îïòèìàëüíî áûëî áû âûáèðàòü íà êàæäîì
ó÷àñòêå ñâîé øàã èíòåãðèðîâàíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ñòåïåíè íåëè-
íåéíîñòè èñêîìîé ôóíêöèè. Â ñîâåðøåííûõ ìåòîäàõ ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ àíàëèçèðóåòñÿ íà ïðåäûäóùåì
øàãå, ÷òîáû ýêîíîìíî âûáðàòü ñëåäóþùèé øàã. Äëÿ ýòîãî, êîíå÷íî,
ïåðåä íà÷àëîì èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàþò íåêîòîðûé ïàðàìåòð, êîí-
òðîëèðóþùèé òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé íà êàæäîì øàãå. Ýòîò ïàðàìåòð
íàçûâàþò çàäàííîé òî÷íîñòüþ èíòåãðèðîâàíèÿ, îäíàêî ýòà òî÷íîñòü
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äàëåêî íå ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ íà êîíå÷íûé
ìîìåíò âðåìåíè tk. Ýòè äâå òî÷íîñòè îáû÷íî ïðîïîðöèîíàëüíû ïðè
îäíîé è òîé æå ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è, òî åñòü ïðè çàäàííûõ óðàâ-
íåíèÿõ äâèæåíèÿ, íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ è êîíå÷íîì ìîìåíòå âðåìå-
íè. Äëÿ àíàëèçà ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ èñïîëüçóþò ðàçëè÷íûå ïðèå-
ìû è ôîðìóëû. Îäèí èç íèõ ñîñòîèò â òîì, ÷òî êàæäûé øàã äåëàþò
äâàæäû: ñíà÷àëà îäèí øàã âåëè÷èíîé h, çàòåì äâà øàãà, âåëè÷èíîé
h/2. Ðàçíèöó äâóõ ðåçóëüòàòîâ ñðàâíèâàþò ñ çàäàííîé êîíñòàíòîé
— òî÷íîñòüþ âû÷èñëåíèé. Åñëè ðàçíîñòü îêàçûâàåòñÿ áîëüøå, òî
øàã óìåíüøàþò âäâîå. Åñëè æå ýòà ðàçíîñòü â äåñÿòü èëè áîëåå ðàç
ìåíüøå, ÷åì çàäàííàÿ òî÷íîñòü, òî øàã óâåëè÷èâàþò. Â íàèáîëåå
ñîâåðøåííûõ àëãîðèòìàõ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ èñïîëüçóþò
áîëåå ñëîæíûå ïðèåìû. Ê ñîæàëåíèþ, íà ïðàêòèêå íå âñåãäà àâòî-
ìàòè÷åñêèé âûáîð øàãà ìîæåò áûòü ýôôåêòèâåí. Â íåêîòîðûõ ñëó-
÷àÿõ âñå æå èñïîëüçóþò ïîñòîÿííûé øàã èíòåãðèðîâàíèÿ.

Íàèáîëüøóþ ïðîáëåìó â ïðàêòèêå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë ïðåäñòàâëÿåò îöåíêà òî÷íîñòè
ïîëó÷àåìîãî ðåøåíèÿ. Îêàçûâàåòñÿ, íå ñóùåñòâóåò ñòðîãèõ ôîðìóë
èëè óñëîâèé, ïîçâîëÿþùèõ âûïîëíèòü òàêèå îöåíêè. Íà äåëå èñ-
ïîëüçóþò íåêîòîðûå ïðèåìû, êîòîðûå âñå æå íåëüçÿ ñ÷èòàòü âïîëíå
íàäåæíûìè. Îäèí èç íèõ — ýòî èíòåãðèðîâàíèå «âïåðåä-íàçàä». Òî
åñòü ïîñëå ïîëó÷åíèÿ çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè íà êîíå÷íûé ìî-
ìåíò âðåìåíè ýòî çíà÷åíèå ïðèíèìàþò çà èñõîäíîå è âûïîëíÿþò
èíòåãðèðîâàíèå ñ îòðèöàòåëüíûì øàãîì äî íà÷àëüíîãî ìîìåíòà. Â
êîíöå ñðàâíèâàþò ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì.
Ïîëó÷åííóþ ðàçíîñòü çíà÷åíèé è ñ÷èòàþò òî÷íîñòüþ âûïîëíåííî-
ãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Èíîãäà òàêèå îöåíêè ïîëó÷àþòñÿ óäîâëåòâîðè-
òåëüíûìè, íî ÷àùå âñåãî ðåàëüíàÿ òî÷íîñòü îêàçûâàåòñÿ õóæå. Ñó-
ùåñòâóþò è äðóãèå ìåòîäû îöåíêè òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî èíòåãðè-
ðîâàíèÿ, íî âñå îíè, íà ñàìîì äåëå, íåíàäåæíû.

4.3. Ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû èíòåãðèðîâàíèÿ
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ìåòîä ëîìàíûõ, èçëîæåííûé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïî÷òè íå
ïðèìåíÿåòñÿ íà ïðàêòèêå. Ñóùåñòâóþò áîëåå òî÷íûå ìåòîäû. Îä-
íèì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû (Áîðäîâèöûíà, 1984; Äó-
áîøèí, 1976). Ýòîò ìåòîä äàëåêî íå ñàìûé ñîâåðøåííûé, îäíàêî
â ñâîå âðåìÿ îí øèðîêî ïðèìåíÿëñÿ â àñòðîíîìè÷åñêèõ çàäà÷àõ.
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Ôîðìóëû ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû äîñòàòî÷íî ïðîñòû (Äóáîøèí, 1976).
Èõ ìîæíî ëåãêî çàïðîãðàììèðîâàòü íà ëþáîì ïîäõîäÿùåì ÿçûêå
ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â çàäà÷àõ, ãäå íå òðåáóåòñÿ ïîëó÷àòü ïðåäåëüíî
âûñîêóþ òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ìåòîä
Ðóíãå-Êóòòû ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ïðèìåíåí.

Îïèøåì ýòîò ìåòîä è ôîðìóëû, ïî êîòîðûì âûïîëíÿþòñÿ âû-
÷èñëåíèÿ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòå-
ìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà
(4.1). ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x1 = x

(0)
1 , x2 = x

(0)
2 , ..., xn = x

(0)
n

ïðè t = t0. Ïåðåìåííûå x1, x2, ..., xn äëÿ óäîáñòâà áóäåì íàçûâàòü
êîîðäèíàòàìè, à íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ t — âðåìåíåì.

Ôîðìóëû Ðóíãå-Êóòòû, ïðèâîäèìûå íèæå, ïîçâîëÿþò îïðåäå-
ëèòü êîîðäèíàòû íà ìîìåíò âðåìåíè tk+1 = tk+h, åñëè îíè èçâåñò-
íû íà ìîìåíò âðåìåíè tk. Ôîðìóëû ñîñòàâëåíû íà îñíîâå ìåòîäà
èíòåðïîëÿöèè ïîëèíîìàìè îòíîñèòåëüíî øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ h, â
êîòîðûõ ïðåíåáðåãàþò ÷ëåíàìè íåêîòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè îòíî-
ñèòåëüíî âåëè÷èíû øàãà. Â äàííîì ñëó÷àå ñîõðàíÿþòñÿ âñå ÷ëåíû
äî 4-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Ôîðìóëû Ðóíãå-Êóòòû èìåþò âèä

x
(k)
i = xi(tk),

p
(k)
i = fi

(
x
(k)
1 , x

(k)
2 , ..., x(k)

n , tk

)
,

q
(k)
i = fi

(
x
(k)
1 +

1

2
hp

(k)
1 , x

(k)
2 +

1

2
hp

(k)
2 , ..., x(k)

n +
1

2
hp(k)n , tk +

1

2
h

)
,

r
(k)
i = fi

(
x
(k)
1 +

1

2
hq

(k)
1 , x

(k)
2 +

1

2
hq

(k)
2 , ..., x(k)

n +
1

2
hq(k)n , tk +

1

2
h

)
,

s
(k)
i = fi

(
x
(k)
1 + hr

(k)
1 , x

(k)
2 + hr

(k)
2 , ..., x(k)

n + hr(k)n , tk + h
)
,

xk+1
i = x

(k)
i +

1

6
h
(
p
(k)
i + 2q

(k)
i + 2r

(k)
i + s

(k)
i

)
(i = 1, 2, 3, ..., n).

Èç ïðèâåäåííûõ ôîðìóë ëåãêî âèäåòü ñõåìó àëãîðèòìà îäíîøà-
ãîâûõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà (4.1). Àëãîðèòì ñîñòîèò èç äâóõ îò-
íîñèòåëüíî íåçàâèñèìûõ áëîêîâ. Â ïåðâîì áëîêå ïðîèçâîäÿòñÿ âû-
÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëàì Ðóíãå-Êóòòû. Âõîäíûìè äàííûìè äëÿ ýòîãî
áëîêà ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé íà ìîìåíò âðåìåíè tk.
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Ðåçóëüòàò ðàáîòû áëîêà — çíà÷åíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé íà ìîìåíò
âðåìåíè tk+1. Ðàçóìååòñÿ, èñõîäíûìè ïàðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ ñàìè
ìîìåíòû tk è tk+1, à òàêæå øàã èíòåãðèðîâàíèÿ h. Ðåàëèçàöèÿ ýòîãî
áëîêà íå çàâèñèò îò êîíêðåòíîé çàäà÷è íåáåñíîé ìåõàíèêè. Âòîðîé
áëîê — âû÷èñëåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé (4.1) ïðè ëþáûõ çà-
äàííûõ àðãóìåíòàõ x1, x2, ..., xn, t. Ýòîò áëîê ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿ-
åòñÿ ïîñòàíîâêîé çàäà÷è î äâèæåíèè èëè âðàùåíèè íåáåñíûõ òåë è
íå çàâèñèò îò ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ.

4.4. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷ î äâèæåíèè íåáåñíîãî
òåëà ìåòîäàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé êëàññ çàäà÷ î äâèæåíèè ñèñòåìû íåáåñ-
íûõ òåë. Ïóñòü äàíû äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî
êîîðäèíàò òåë. Êîîðäèíàòàìè ìîãóò áûòü êàê ïðÿìîóãîëüíûå êî-
îðäèíàòû öåíòðîâ ìàññ êàæäîãî òåëà, òàê è óãëû ïîâîðîòà êàæäî-
ãî òåëà îòíîñèòåëüíî åãî öåíòðà ìàññ â íåêîòîðîé çàäàííîé ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò. Óðàâíåíèÿ äîëæíû áûòü âûðàæåíû â ôîðìå (4.1),
à èõ ïðàâûå ÷àñòè çàäàíû òàê, ÷òî èçâåñòíû ïðàâèëà, ïî êîòîðûì
èõ ìîæíî âû÷èñëÿòü äëÿ ëþáûõ çàäàííûõ çíà÷åíèé èñêîìûõ êî-
îðäèíàò è, âîçìîæíî, âðåìåíè. Êðîìå òîãî, äîëæíû áûòü çàäàíû
çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò íà íåêîòîðûé íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0.
Îáîçíà÷èì ýòè íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ÷åðåç x

(0)
1 , x

(0)
2 , ..., x

(0)
n . Òðåáó-

åòñÿ îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò íà íåêîòîðûé òàêæå çàäàííûé
äðóãîé ìîìåíò âðåìåíè tk. Ïðàêòè÷åñêèå öåëè ðåøåíèÿ çàäà÷è î
äâèæåíèè òåë ñèñòåìû äèêòóþò íåáõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîãî
âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò òàêæå è íà äðóãèå çàäàííûå ìîìåíòû t2, t3,
... , tk. ×àùå âñåãî ìîìåíòû âðåìåíè âûáèðàþòñÿ ðàâíîîòñòîÿùèìè
òàê, ÷òî

ti = ti−1 +H (i = 1, 2, ..., k), (4.3)

ãäå H — çàäàííûé øàã ïî âðåìåíè (íî íå øàã èíòåãðèðîâàíèÿ). Òà-
êèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòîì ðåøåíèÿ çàäà÷è áóäóò çíà÷åíèÿ èñêîìûõ
ôóíêöèé íà ìîìåíòû t1, t2, ... , tn, òî åñòü x

(i)
1 , x

(i)
2 , ..., x

(i)
n (i =

1, 2, ..., k). Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íîé íå òîëüêî â
ïðàêòè÷åñêîé íåáåñíîé ìåõàíèêå, íî òàêæå ïðè ðàçëè÷íûõ èññëå-
äîâàíèÿõ òåîðåòè÷åñêîãî õàðàêòåðà.

Ñîîòâåòñòâåííî ñôîðìóëèðîâàííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ìîæíî
ñîñòàâèòü àëãîðèòì åå ðåøåíèÿ. Îí áóäåò ñîñòîÿòü èç ñëåäóþùèõ
áëîêîâ:
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• (1) çàäàíèå íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè, íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé
êîîðäèíàò è øàãà ñëåäîâàíèÿ ìîìåíòîâ H ;

• (2) çàäàíèå ñëåäóþùåãî ìîìåíòà âðåìåíè;

• (3) âûïîëíåíèå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé è ïî-
ëó÷åíèå çíà÷åíèé èñêîìûõ ôóíêöèé íà ñëåäóþùèé ìîìåíò
âðåìåíè;

• (4) çàïîìèíàíèå ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé â ôàéëå äëÿ ïîñëåäó-
þùåãî èñïîëüçîâàíèÿ;

• (5) ïðîâåðêà äîñòèæåíèÿ ïîñëåäíåãî çàäàííîãî ìîìåíòà âðå-
ìåíè è ïåðåõîä ê ïóíêòó (2), åñëè ïîñëåäíèé ìîìåíò åùå íå
äîñòèãíóò;

• (6) ïðåêðàùåíèå ðàáîòû àëãîðèòìà.

Ïóíêò (1) âûïîëíÿåòñÿ ïóòåì ââîäà ÷èñåë èç ôàéëà èñõîäíûõ
äàííûõ èëè çàäàíèåì çíà÷åíèé ïðÿìî â òåêñòå âû÷èñëèòåëüíîé
ïðîãðàììû.

Ïóíêò (2) âûïîëíÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (4.3).
Ðåàëèçàöèÿ ïóíêòà (3) â âû÷èñëèòåëüíîé ïðîãðàììå äîëæíà

áûòü íåçàâèñèìà îò ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, ÷òîáû ëþáóþ êîíêðåòíóþ
çàäà÷ó ìîæíî áûëî ðåøàòü ëþáûì ìåòîäîì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðî-
âàíèÿ. Ïîýòîìó ñàì ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ êàê ïðàâèëî îôîðìëÿ-
þò â âèäå îòäåëüíîé ïðîöåäóðû íà âûáðàííîì ÿçûêå ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ. Ýòó ïðîöåäóðó îáû÷íî ñîñòàâëÿþò ñïåöèàëèñòû ïî ìå-
òîäàì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé. Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ïðîöåäóðû â êîíêðåòíîé çàäà÷å
íóæíî çíàòü òîëüêî ôîðìó îáðàùåíèÿ ê ýòîé ïðîöåäóðå è ñïîñîáû
îáìåíà äàííûìè ñ íåé. Íåîáõîäèìàÿ èíôîðìàöèÿ îáû÷íî ñîäåð-
æèòñÿ â èíñòðóêöèè, êîòîðîé ñíàáæàåòñÿ ïðîöåäóðà ïðè åå ïåðå-
äà÷å èëè ïóáëèêàöèè. Ïóíêò (3) àëãîðèòìà ðåàëèçóåòñÿ ñîãëàñíî
èíñòðóêöèè ê ïðîöåäóðå. Ïðèìåð òàêîé èíñòðóêöèè ïðèâîäèòñÿ â
ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Íà ïåðâûé âçãëÿä â îïèñàííîì âûøå àëãîðèòìå ñîâåðøåííî îò-
ñóòñòâóåò áëîê âû÷èñëåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé ðåøàåìûõ óðàâíåíèé. Íà
ñàìîì äåëå ýòîò áëîê âêëþ÷åí â ïóíêò (3), íî ðåàëèçóåòñÿ îí â âèäå
íåçàâèñèìîé ïðîöåäóðû, êîòîðóþ ñîñòàâëÿåò ñïåöèàëèñò, ïîñòàâèâ-
øèé è ðåøàþùèé çàäà÷ó. Ýòà ïðîöåäóðà èñïîëüçóåòñÿ â ïðîöåññå
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÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðûé íå çàâèñèò îò âèäà ïðàâûõ ÷à-
ñòåé óðàâíåíèé. ×òîáû îðãàíèçîâàòü ñîñòàâëåíèå àëãîðèòìà è ïðî-
ãðàììû, óñòàíàâëèâàþòñÿ íåêîòîðûå ïðàâèëà, ïî êîòîðûì ïðîèñõî-
äèò îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå âû÷èñëåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ. Ýòè ïðàâèëà òàêæå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ èíñòðóêöèè ê ïðî-
öåäóðå èíòåãðèðîâàíèÿ. Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâ-
íåíèé íå çàâèñèò îò ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ, îäíàêî çàãîëîâîê ýòîé
ïðîöåäóðû äîëæåí áûòü ñîãëàñîâàí ñ èíñòðóêöèåé ê ïðîãðàììå.

Ïóíêòû (4), (5) è (6) àëãîðèòìà äîñòàòî÷íî ïðîñòû äëÿ ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ. Çàìåòèì òîëüêî, ÷òî ïóíêò (4) ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí
áîëåå çàìûñëîâàòûì ñïîñîáîì. Íàïðèìåð, ìîæíî çàïðîãðàììèðî-
âàòü ïîñòðîåíèå ãðàôè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé íà ýêðàíå êîìïüþòåðà â
çàâèñèìîñòè îò ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé èñêîìûõ ôóíêöèé. Â èòîãå,
ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ñìåíà êàðòèíîê â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è äàñò
íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î äâèæåíèè ñèñòåìû òåë.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè íåêîòîðûõ ïðîãðàìì
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî çàäàòü îïðåäåëåííûå ïà-
ðàìåòðû ðàáîòû. Ýòî ìîãóò áûòü, íàïðèìåð, ïàðàìåòðû, çàäàþùèå
òî÷íîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ. Â òî æå âðåìÿ ðåçóëüòàòîì âûïîëíåíèÿ
ïðîöåäóðû ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûå âñïîìîãàòåëüíûå äàííûå, êîòî-
ðûå òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ïðîãðàììå ðåøåíèÿ çàäà÷è.

4.5. Èíñòðóêöèÿ ê âû÷èñëèòåëüíîé ïðîãðàììå
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì
Ýâåðõàðòà

Â ïðàêòè÷åñêîé íåáåñíîé ìåõàíèêå ïðèìåíÿþòñÿ ìíîãî ðàçëè÷-
íûõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Ýòà
íàóêà äàåò ñòèìóë äëÿ ðàçâèòèÿ è ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ òàêèõ ìåòî-
äîâ. Â òî æå âðåìÿ çàäà÷è íåáåñíîé ìåõàíèêè ÿâëÿþòñÿ ñâîåîá-
ðàçíûì ïîëèãîíîì äëÿ èñïûòàíèÿ íîâûõ ðàçðàáîòîê â ýòîé îáëà-
ñòè. Îäíèì èç íàèáîëåå ïðèìåíÿåìûõ â ïîñëåäíåå âðåìÿ â íåáåñ-
íîé ìåõàíèêå ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä
Ýâåðõàðòà (Everhart, 1974). Ïîêàçàòåëüíî, ÷òî åãî àâòîðîì ÿâëÿåò-
ñÿ ñïåöèàëèñò â îáëàñòè íåáåñíîé ìåõàíèêè. Ìåòîä åùå ïîäðîáíî
îïèñàí â êíèãå (Áîðäîâèöûíà, 1984).

Ïåðâîíà÷àëüíî ïðîöåäóðà èíòåãðèðîâàíèÿ áûëà ñîñòàâëåíà íà
ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ôîðòðàí ñàìèì Ýâåðõàðòîì, ïîýòîìó åå
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òàê è íàçûâàþò ïðîöåäóðîé Ýâåðõàðòà. Ýòà âåðñèÿ ïðîãðàììû áû-
ëà çàòåì àäàïòèðîâàíà äëÿ êîìïüþòåðîâ, â ïàìÿòè êîòîðûõ ÷èñëà
ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé çàíèìàþò 8 áàéò ïàìÿòè. Ïðîãðàììà ñâîáîä-
íî ïåðåäàåòñÿ ìåæäó èññëåäîâàòåëÿìè ðàçíûõ íàó÷íûõ èíñòèòóòîâ.
Îíà èìååòñÿ òàêæå è â ÃÀÈØ ÌÃÓ, ãäå ïðîãðàììà áûëà ïåðåïèñà-
íà íà ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ñè. Ïðè ýòîì â ôîðìå îáðàùåíèÿ ê
íåé ñîõðàíèëèñü ñâîéñòâà ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðíûå äëÿ ÿçûêà ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ Ôîðòðàí.

Îñíîâíûì äîñòîèíñòâîì ìåòîäà Ýâåðõàðòà ÿâëÿåòñÿ âûñîêàÿ
äîñòèæèìàÿ òî÷íîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïëàòîé çà òî÷íîñòü îêàçû-
âàþòñÿ áîëüøèå çàòðàòû «ìàøèííîãî» âðåìåíè âû÷èñëåíèé. Ïðî-
öåäóðà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ìåòîäó Ýâåðõàðòà ñîñòàâëåíà òàê, ÷òî
ñ ïîìîùüþ äâóõ ïàðàìåòðîâ ìîæåò áûòü çàäàíà íåîáõîäèìàÿ òî÷-
íîñòü âû÷èñëåíèé. Â çàâèñèìîñòè îò çàäàííîé òî÷íîñòè èçìåíÿþò-
ñÿ íåîáõîäèìûå çàòðàòû âðåìåíè âû÷èñëåíèé. Ïðè íèçêîé òðåáó-
åìîé òî÷íîñòè âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû áóäóò íåáîëüøèìè, îäíà-
êî íàèëó÷øåå ñîîòíîøåíèå òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé è çàòðàò âðåìåíè
äîñòèãàåòñÿ èìåííî ïðè âûñîêîé çàäàííîé òî÷íîñòè. Îñíîâíîé ïà-
ðàìåòð ε , îïðåäåëÿþùèé òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé íà êàæäîì øàãå,
âûðàæàþò â âèäå

ε = 10−l, (4.4)

ãäå l — íåêîòîðîå çàäàííîå öåëîå ÷èñëî.
Â ìåòîäå Ýâåðõàðòà èñïîëüçóþòñÿ ñïåöèàëüíûå àïïðîêñèìèðó-

þùèå ïîëèíîìû ïî ñòåïåíÿì øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñòåïåíü ýòèõ
ïîëèíîìîâ Norder ìîæåò áûòü âûáðàíà èç ñëåäóþùåãî ñïèñêà öå-
ëûõ ÷èñåë: 7, 11, 15, 19, 23, 27. Â ïðîöåäóðå ìîæíî âçÿòü ëþáîå
èç ýòèõ çíà÷åíèé. Îäíàêî ïðè íåâûñîêîé çàäàííîé òî÷íîñòè èíòå-
ãðèðîâàíèÿ áåñïîëåçíî çàäàâàòü âûñîêóþ ñòåïåíü ïîëèíîìîâ. Ýòî
ìîæåò ïðèâåñòè ëèøü ê íåîïðàâäàííûì çàòðàòàì âðåìåíè âû÷èñëå-
íèé. ÏîýòîìóNorder âûáèðàþò â çàâèñèìîñòè îò çàäàííîé òî÷íîñòè
âû÷èñëåíèé â ïðåäåëàõ

3

4
l ≤ Norder ≤ 2l, (4.5)

ãäå l — öåëîå ÷èñëî, ôèãóðèðóþùåå â ôîðìóëå (4.4).
Ïðîöåäóðà Ýâåðõàðòà ïîçâîëÿåò ðåøàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-

íåíèÿ äâèæåíèÿ êàê â ðåæèìå àâòîìàòè÷åñêîãî âûáîðà øàãà èí-
òåãðèðîâàíèÿ, òàê è ïðè ïîñòîÿííîì çàäàííîì øàãå. Ïîñêîëüêó â
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íåáåñíîé ìåõàíèêå áîëüøèíñòâî çàäà÷ îïèñûâàþòñÿ îáûêíîâåí-
íûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà, òî äëÿ
óäîáñòâà ïðîãðàììèðîâàíèÿ çàäà÷è ïðîöåäóðà Ýâåðõàðòà ïîçâîëÿ-
åò ðåøàòü ñðàçó óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, íå ðàçëàãàÿ èõ íà óäâî-
åííîå ÷èñëî óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà âèäà (4.1).

Íàèáîëüøóþ ÷àñòü âðåìåíè èíòåãðèðîâàíèÿ çàíèìàþò âû÷èñëå-
íèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé. Ïîýòîìó ýôôåêòèâíîñòü ïðîãðàììû
õàðàêòåðèçóåòñÿ êîëè÷åñòâîì ïðîèçâîäèìûõ îáðàùåíèé ê ïðîöåäó-
ðå âû÷èñëåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé â
êîíêðåòíîé çàäà÷å. Äëÿ îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè ïðîöåäóðû îêàçû-
âàåòñÿ èíòåðåñíûì òàêæå êîëè÷åñòâî âûïîëíåííûõ øàãîâ èíòåãðè-
ðîâàíèÿ â ñëó÷àå àâòîìàòè÷åñêîãî âûáîðå øàãà. Îáå êîëè÷åñòâåí-
íûå õàðàêòåðèñòèêè âûäàþòñÿ ïðîöåäóðîé ÷åðåç åå âûõîäíûå ïà-
ðàìåòðû.

Ìåòîä Ýâåðõàðòà ñîäåðæèò ïðîöåññ èòåðàöèé ïðè ïîñòðîåíèè
ïîëèíîìîâ ïî ñòåïåíÿì øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ íà ïåðâîì øàãå.
Îáû÷íî îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íûì âûïîëíèòü äâå èòåðàöèè, íî â
íåêîòîðûõ çàäà÷àõ óâåëè÷åíèå ÷èñëà èòåðàöèé íà ýòîì ýòàïå àëãî-
ðèòìà ìîæåò ïðèâåñòè ê íåáîëüøîìó ïîâûøåíèþ ýôôåêòèâíîñòè
ïðîöåäóðû áåç ñóùåñòâåííîãî óâåëè÷åíèÿ çàòðàò âðåìåíè âû÷èñëå-
íèé. Ïîýòîìó âõîäíûì ïàðàìåòðîì ïðîöåäóðû ÿâëÿåòñÿ óêàçàííîå
÷èñëî èòåðàöèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî óïðàâëÿòü ýôôåêòèâ-
íîñòüþ â íåêîòîðûõ íåáîëüøèõ ïðåäåëàõ. Íà íà÷àëüíîé ñòàäèè ðå-
øåíèÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è ìàëî ÷òî èçâåñòíî î ñâîéñòâàõ óðàâíåíèé
ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû Ýâåðõàðòà. Ïîýòîìó áåç ñî-
ìíåíèé ìîæíî çàäàòü ÷èñëî èòåðàöèé ðàâíûì 2.

Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, óðàâíåíèÿ êàêîãî âèäà íóæíî ðåøàòü ìå-
òîäîì Ýâåðõàðòà, çàäàþò êëàññ óðàâíåíèé. Óðàâíåíèÿ ðàçäåëÿþòñÿ
íà òðè êëàññà.

Óðàâíåíèÿ ïåðâîãî êëàññà èìåþò âèä (1). Êî âòîðîìó êëàññó îò-
íîñÿòñÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà âèäà

d2xi

dt2
= fi(x1, x2, ..., xn,

dx1

dt
,
dx2

dt
, ...,

dxn

dt
, t) (i = 1, 2, 3, ..., n). (4.6)

Óðàâíåíèÿ òðåòüåãî êëàññà îòëè÷àþòñÿ îò óðàâíåíèé (4.6) òîëüêî
òåì, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè íå çàâèñÿò îò êîìïîíåíò ñêîðîñòè, òî åñòü îò
ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè îò èñêîìûõ ôóíêöèé. Ýòî íàèáî-
ëåå âñòðå÷àåìûå â íåáåñíîé ìåõàíèêå óðàâíåíèÿ. Êëàññ òàêèõ óðàâ-
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íåíèé ïî ñòðàííîé òðàäèöèè îáîçíà÷àåòñÿ êàê -2. Óðàâíåíèÿ êëàññà
ìèíóñ 2 èìåþò âèä

d2xi

dt2
= fi(x1, x2, ..., xn, t) (i = 1, 2, 3, ..., n). (4.7)

Ïîñëå îïèñàíèÿ âñåõ îñîáåííîñòåé ïðîöåäóðû Ýâåðõàðòà ïðèâå-
äåì çäåñü èíñòðóêöèþ äëÿ åå èñïîëüçîâàíèÿ. Èíñòðóêöèÿ, êîíå÷íî,
çàâèñèò îò èñïîëüçóåìîãî ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îáû÷íî ýòî
îäèí èç ÿçûêîâ ïðîöåäóðíîãî òèïà, íàïðèìåð, Ôîðòðàí, Ïàñêàëü
èëè Ñè. Ôîðìû âûçîâà ïðîöåäóðû íà ðàçíûõ ÿçûêàõ âåñüìà ïî-
õîæè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîãðàììà âû÷èñëåíèé ñîñòàâëÿåòñÿ íà
ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ñè. Îïèñàíèå íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ ñî-
õðàíÿåò ñâîéñòâà, õàðàêòåðíûå äëÿ ñòàðûõ âåðñèé ÿçûêà Ôîðòðàí.
Â ÷àñòíîñòè, èíäåêñèðîâàíèå ïåðåìåííûõ â ìàññèâàõ íà÷èíàåòñÿ ñ
åäèíèöû.

Ïðèâåäåì çäåñü ñíà÷àëà îïèñàíèå ïàðàìåòðîâ ïðîöåäóðû, à çà-
òåì ñàì âûçîâ ïðîöåäóðû. Íåîáõîäèìî îïèñàòü â ïðîãðàììå èñ-
ïîëüçóåìûå ïåðåìåííûå è çàäàòü èõ çíà÷åíèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèå
ôðàãìåíòû ïðîãðàììû ïîëüçîâàòåëÿ èìåþò âèä

...
#define NV 3
...
double X[NV+1],V[NV+1];
double TI,TF,XL;
int LL, NI, NF,NS, NCLASS, NOR;
...
Rada27(X, V, TI, TF, XL, LL, NV,

NI, &NF, &NS, NCLASS, NOR);

Îïèøåì òèï è ñìûñë êàæäîãî ïàðàìåòðà. Óäîáíî íà÷àòü ñ âõîä-
íîãî ïàðàìåòðà NV. Ýòî ïàðàìåòð òèïà int. Îí âûçûâàåòñÿ ïðîöåäó-
ðîé ïî çíà÷åíèþ, òî åñòü ïðè îáðàùåíèè ê ïðîöåäóðå íà ìåñòå ýòîãî
ïàðàìåòðà ìîæåò ñòîÿòü ëþáîå âûðàæåíèå òèïà int. Ïàðàìåòð NV
çàäàåò ÷èñëî èñêîìûõ ôóíêöèé n. Â ïðèâåäåííîì âûøå ôðàãìåíòå
ïðîãðàììû ïîëüçîâàòåëÿ ýòîò ïàðàìåòð çàäàí ñèìâîëüíîé êîíñòàí-
òîé NV.

Ñëåäóåò ó÷èòûâàòü òîò âàæíûé ôàêò, ÷òî âíóòðè òåêñòà ïðîöå-
äóðû Rada27 èìåþòñÿ îïèñàíèÿ âíóòðåííèõ ìàññèâîâ (èíäåêñèðî-
âàííûõ ïåðåìåííûõ) çàäàííîé äëèíû. Ýòà äëèíà çàâèñèò îò ÷èñëà
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ïåðåìåííûõ NV. Ñëåäóåò ïðîâåðÿòü, äîñòàòî÷íî ëè çàðåçåðâèðîâà-
íî ìåñòà äëÿ ýòèõ âíóòðåííèõ ìàññèâîâ ïðè çàäàííîì NV.

Ïàðàìåòð NCLASS çàäàåò êëàññ ðåøàåìûõ óðàâíåíèé. Îí ìîæåò
èìåòü çíà÷åíèÿ 1, 2 èëè -2 ñîîòâåòñòâåííî îïèñàííîé âûøå êëàñ-
ñèôèêàöèè óðàâíåíèé. Ïàðàìåòð NCLASS òèïà int. Îí âûçûâàåòñÿ
ïðîöåäóðîé ïî çíà÷åíèþ.

Ïàðàìåòðû X, V — îäíîìåðíûå ìàññèâû (èíäåêñèðîâàííûå ïå-
ðåìåííûå), â êîòîðûõ èíäåêñû èñïîëüçóþòñÿ, íà÷èíàÿ ñ åäèíèöû.
Ýòè ìàññèâû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ õðàíåíèÿ è ïåðåäà÷è çíà÷åíèé èñ-
êîìûõ ôóíêöèé. Â ìàññèâå X çàäàþòñÿ êîîðäèíàòû, à â ìàññèâå V —
êîìïîíåíòû ñêîðîñòè. Ïåðåä îáðàùåíèåì ê ïðîöåäóðå â ýòèõ ìàñ-
ñèâàõ äîëæíû ñîäåðæàòüñÿ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ íà ìîìåíò t0. Ïî-
ñëå îáðàùåíèÿ ìàññèâû X, V áóäóò ñîäåðæàòü çíà÷åíèÿ èñêîìûõ
ôóíêöèé íà êîíå÷íûé ìîìåíò tk.

Ìàññèâ V èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî äëÿ óðàâíåíèé êëàññîâ 2 è -2
äëÿ õðàíåíèÿ è ïåðåäà÷è çíà÷åíèé ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ îò èñêî-
ìûõ ôóíêöèé ïî âðåìåíè.

Ïàðàìåòðû TI è TF — ïðîñòûå ïåðåìåííûå òèïà double çàäàþò
íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé ìîìåíòû âðåìåíè t0 è tk, ñîîòâåòñòâåííî.
Ýòè ïàðàìåòðû ïåðåäàþòñÿ ïî çíà÷åíèþ.

Ïàðàìåòð LL òèïà int çàäàåò òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé. Îí ñîîòâåò-
ñòâóåò âåëè÷èíå l â ôîðìóëå (4.4). Ýòîò ïàðàìåòð ïåðåäàåòñÿ ïî
çíà÷åíèþ. Àâòîìàòè÷åñêèé âûáîð øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ äåëàåòñÿ â
ñëó÷àå, åñëè çíà÷åíèå ïàðàìåòðà LL çàäàíî ïîëîæèòåëüíûì. Äëÿ
âêëþ÷åíèÿ ðåæèìà ïîñòîÿííîãî øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ñëåäóåò çà-
äàòü çíà÷åíèå LL ðàâíûì ëþáîìó îòðèöàòåëüíîìó ÷èñëó. Â ýòîì
ðåæèìå äëÿ çàäàíèÿ âåëè÷èíû ïîñòîÿííîãî øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ
èñïîëüçóåòñÿ ïàðàìåòð XL òèïà double. Ýòîò âõîäíîé ïàðàìåòð ïå-
ðåäàåòñÿ ïî çíà÷åíèþ. Ïðè àâòîìàòè÷åñêîì âûáîðå øàãà èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ïàðàìåòð XL íå èñïîëüçóåòñÿ.

Äëÿ çàäàíèÿ ñòåïåíè àïïðîêñèìèðóþùèõ ïîëèíîìîâNorder ñëó-
æèò âõîäíîé ïàðàìåòð NOR òèïà int. Îí ïåðåäàåòñÿ â ïðîöåäóðó ïî
çíà÷åíèþ. Äëÿ âûáîðà çíà÷åíèÿ ýòîãî ïàðàìåòðà ñëåäóåò èñïîëüçî-
âàòü íåðàâåíñòâà (4.5).

Ïàðàìåòð NI òèïà int çàäàåò ÷èñëî èòåðàöèé ïðè îïðåäåëåíèè
àïïðîêñèìèðóþùåãî ïîëèíîìà. Ýòî âõîäíîé ïàðàìåòð, îí ïåðåäà-
åòñÿ â ïðîöåäóðó ïî çíà÷åíèþ. Êàê óæå óêàçàíî âûøå, çíà÷åíèå
ýòîãî ïàðàìåòðà ìîæåò áûòü âûáðàíî ðàâíûì 2, åñëè íàèáîëåå îï-
òèìàëüíîå çíà÷åíèå ýòîãî ïàðàìåòðà íåèçâåñòíî.
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Ïîñëå âû÷èñëåíèé âûõîäíûå ïàðàìåòðû NF è NS òèïà int ïåðå-
äàþò â ïðîãðàììó ïîëüçîâàòåëÿ êîëè÷åñòâî ñäåëàííûõ îáðàùåíèé
ê âû÷èñëåíèþ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé è êîëè÷åñòâî âûïîëíåí-
íûõ øàãîâ èíòåãðèðîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè ïàðàìåòðû ïåðå-
äàþòñÿ â ïðîöåäóðó ïî íàèìåíîâàíèþ (àäðåñó).

Òåïåðü ðàññìîòðèì, êàê ïðîöåäóðà ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
Ýâåðõàðòà âçàèìîäåéñòâóåò ñ ïðîöåäóðîé âû÷èñëåíèÿ ïðàâûõ ÷à-
ñòåé óðàâíåíèé, êîòîðóþ äîëæåí ñîñòàâëÿòü ïîëüçîâàòåëü. Â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ôîðìîé îáðàùåíèÿ ê ýòîé ïðîöåäóðå âíóòðè ïðîöåäóðû
Ýâåðõàðòà åå îïèñàíèå (ïðîòîòèï) â ïðîãðàììå ïîëüçîâàòåëÿ äîë-
æåí èìåòü âèä

void FORCE(double *Xc, *Vc, double TM, double *Fc);

Ìàññèâû Xc è Vc ïðè âõîäå â ïðîöåäóðó ñîäåðæàò çíà÷åíèÿ àð-
ãóìåíòîâ ôóíêöèé, îïðåäåëÿþùèõ ïðàâûå ÷àñòè ðåøàåìûõ óðàâíå-
íèé. Â ìàññèâå Xc õðàíÿòñÿ çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò, à â ìàññèâå Vc —
çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ îò êîîðäèíàò ïî âðåìåíè. Àðãóìåíòû ðàñïî-
ëàãàþòñÿ â ìàññèâàõ ñîãëàñíî èõ íîìåðàì, ïðè ýòîì ýëåìåíòû ìàñ-
ñèâîâ Xc[0] è Vc[0] íèêîãäà íå èñïîëüçóþòñÿ. Êðîìå òîãî, ïàðàìåòð
Vc èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà ðåøàþòñÿ óðàâíåíèÿ êëàññà 2.

Âõîäíîé ïàðàìåòð TM òèïà double çàäàåò òåêóùèé ìîìåíò âðå-
ìåíè — àðãóìåíò ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé. Îí ïåðåäàåòñÿ â ïðî-
öåäóðó ïî çíà÷åíèþ. Åñëè ïðàâûå ÷àñòè íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, òî
ïàðàìåòð TM íå èñïîëüçóåòñÿ.

Ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé ïîëüçîâàòåëü
äîëæåí ïîìåñòèòü â ýëåìåíòàõ âûõîäíîãî ìàññèâà Fc. Äëÿ ýòîãî
ïîñëåäîâàòåëüíî èñïîëüçóþòñÿ ýëåìåíòû ýòîãî ìàññèâà, íà÷èíàÿ ñ
ïåðâîãî. Íóëåâîé ýëåìåíò ìàññèâà Fc íå èñïîëüçóåòñÿ.

Ïðè ñîñòàâëåíèè âû÷èñëèòåëüíîé ïðîãðàììû ÷èñëåííîãî ðå-
øåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë ìî-
ãóò ïðîÿâëÿòüñÿ íåêîòîðûå îñîáåííîñòè, ñâÿçàííûå ñ ïðèìåíÿåìûì
ÿçûêîì ïðîãðàììèðîâàíèÿ è äðóãèìè ñðåäñòâàìè ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ, íàïðèìåð, êîìïèëÿòîðîì. Â ÷àñòíîñòè, íåîáõîäèìî çíàòü, ÷òî
ïðîöåäóðà Ýâåðõàðòà, çàïèñàííàÿ íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ïàñ-
êàëü, èñïîëüçóåò äëÿ ñâîåé ðàáîòû íåñêîëüêî ðàáî÷èõ ìàññèâîâ, êî-
òîðûå äîëæíû áûòü îïèñàíû âíå òåëà ïðîöåäóðû êàê ãëîáàëüíûå
ïåðåìåííûå ñ ôèêñèðîâàííûìè èìåíàìè. Äëèíà ýòèõ ðàáî÷èõ ìàñ-
ñèâîâ çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà èñêîìûõ ôóíêöèé, òî åñòü îò çíà÷å-
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íèÿ n â ôîðìóëàõ (4.1), (4.6) è (4.7). Ïðîùå âñåãî çàðåçåðâèðîâàòü
íåêîòîðóþ äëèíó ýòèõ ìàññèâîâ è ïîìíèòü ìàêñèìàëüíîå äîïóñòè-
ìîå ÷èñëî èñêîìûõ ôóíêöèé, êîòîðîå íåëüçÿ ïðåâûøàòü.

Ïðè ïðîãðàììèðîâàíèè ïðîöåäóðû FORCE âû÷èñëåíèÿ ïðàâûõ
÷àñòåé óðàâíåíèé ìîãóò ïîòðåáîâàòüñÿ ïàðàìåòðû, êîòîðûå ââîäÿò-
ñÿ èëè çàäàþòñÿ â îñíîâíîé ïðîãðàììå. Ïåðåäà÷ó çíà÷åíèé ýòèõ ïà-
ðàìåòðîâ ìîæíî ñäåëàòü òîëüêî ÷åðåç ãëîáàëüíûå ïåðåìåííûå, îáú-
ÿâëåííûå â îäíîì èç ìîäóëåé ïðîãðàììû è ñâÿçàííûå ÷åðåç èíòåð-
ôåéñû ìîäóëåé.

4.6. Ïðîãðàììà Ì.Â. Áåëèêîâà ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Äðóãàÿ âåñüìà ýôôåêòèâíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîãðàììà ÷èñ-
ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé áûëà ðàçðàáîòàíà Ì.Â. Áåëèêîâûì (Belikov, 1993). Ìåòîä
èíòåãðèðîâàíèÿ îñíîâàí íà àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ íà êàæäîì
øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ îòðåçêàìè ðÿäîâ ïî ïîëèíîìàì ×åáûøåâà,
áëèçêèìè ê íàèëó÷øåé ðàâíîìåðíîé ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìà-
öèè. Èñïîëüçóåòñÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà Ðàäî-Ýðìèòà íàèâûñøå-
ãî êëàññà òî÷íîñòè ïðè âû÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòîâ ðÿäîâ ïî ñìå-
ùåííûì ïîëèíîìàì ×åáûøåâà.

Ðåàëèçàöèÿ ïðèìåíåííîãî ìåòîäà â âèäå âû÷èñëèòåëüíîé ïðî-
ãðàììû áûëà ïåðåäàíà â 90-å ãîäû Èíñòèòóòîì òåîðåòè÷åñêîé àñò-
ðîíîìèè (Ñ.-Ïåòåðáóðã) â ÃÀÈØ ÌÃÓ. Ïðîöåäóðà, ñîñòàâëåííàÿ
ïåðâîíà÷àëüíî Ì.Â. Áåëèêîâûì íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ôîð-
òðàí, áûëà âïîñëåäñòâèè àäàïòèðîâàíà Í.Â. Åìåëüÿíîâûì (ÃÀÈØ
ÌÃÓ) äëÿ ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ñè. Íà ÿçûêàõ ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ ïðîöåäóðà èìååò èìÿ DINCH.

Çíà÷èòåëüíûì äîñòîèíòñòâîì ïðîãðàììû Ì.Â. Áåëèêîâà ÿâëÿ-
åòñÿ òî, ÷òî îíà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðîöåäóðó àïïðîêñèìàöèè ðåçóëü-
òàòîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ îòðåçêàìè ðÿäîâ ïî ïîëèíîìàì
×åáûøåâà. Ïîñëå îäíîêðàòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ â ñïåöèàëüíîì ôàéëå íàêàïëèâàþòñÿ êîýôôèöèåíòû ðàçëîæå-
íèÿ êîîðäèíàò òåëà ïî ïîëèíîìàì ×åáûøåâà. Ñ èñïîëüçîâàíèåì
ýòîãî ôàéëà ñ ïîìîùüþ ïðîñòîé ïðîãðàììû ìîæíî ïîëó÷àòü êîîð-
äèíàòû è ñêîðîñòü íåáåñíîãî òåëà íà ëþáûå çàäàííûå ìîìåíòû âðå-
ìåíè. Ïîäðîáíåå ýòîò ïðèåì îïèñàí íèæå â ñïåöèàëüíîì ðàçäåëå.
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Íå âäàâàÿñü â ïîäðîáíîñòè ìåòîäà, ðàññìîòðèì íåêîòîðûå àñ-
ïåêòû èñïîëüçîâàíèÿ ýòîé âû÷èñëèòåëüíîé ïðîãðàììû. Èäåíòèôè-
êàòîðû ïàðàìåòðîâ çäåñü òå, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â òåêñòå ïåðå-
äàâàåìîé ïðîöåäóðû.

Ôîðìà âûçîâà ïðîöåäóðû ÷èñëåííjãî èíòåãðèðîâàíèÿ DINCH
ñõîæà ñ âûçîâîì ïðîöåäóðû Ýâåðõàðòà (ñì. âûøå). Èñïîëüçóåòñÿ
òàêàÿ æå òåðìèíîëîãèÿ êëàññà óðàâíåíèé. Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ êî-
îðäèíàò è êîìïîíåíò ñêîðîñòè, à òàêæå èõ ðåçóëüòèðóþùèå çíà÷å-
íèÿ, ðàçìåùàþòñÿ â èíäåêñèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ òàêæå, êàê è â
ïðîöåäóðå Ýâåðõàðòà. Çàäàåòñÿ ïàðàìåòð (NORD), îïðåäåëÿþùèé
ñòåïåíü ïîëèíîìîâ àïïðîêñèìàöèè íà øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ. Óïðàâ-
ëåíèå òî÷íîñòüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïðîèçâîäèòñÿ ñïåöèàëüíûì ïà-
ðàìåòðîì, àíàëîãè÷íî ïðîöåäóðå Ýâåðõàðòà. Èìååòñÿ âîçìîæíîñòü
èíòåãðèðîâàíèÿ ñ ïîñòîÿííûì çàäàííûì øàãîì (XL).

Äîïîëíèòåëüíî çàäàþòñÿ íåêîòîðûå ïàðàìåòðû, óïðàâëÿþùèå
ïðîöåññîì èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñìûñë ýòèõ ïàðàìåòðîâ ìîæíî âûÿñ-
íèòü â îïèñàíèè ìåòîäà (Belikov, 1993). Â ÷àñòíîñòè, çàäàåòñÿ íåêî-
òîðûé ïàðàìåòð NNN, óïðàâëÿþùèé âûáîðîì âåëè÷èíû øàãà èí-
òåãðèðîâàíèÿ. Ïðè NNN=0 îñóùåñòâëÿåòñÿ âûáîð ïåðåìåííîãî øà-
ãà ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ïîñëåäíåãî êîýôôèöèåíòà â ðàçëîæå-
íèè ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé. Ïðè NNN=1 èñïîëüçóåòñÿ îòíîñè-
òåëüíûé êðèòåðèé — ïîñëåäíèé ê íóëåâîìó è ïåðâîìó. Â îáùåì
ñëó÷àå, êîãäà íåò èíôîðìàöèè î òîì, êàê âûáðàòü ýòîò ïàðàìåêòð,
ìîæíî ïîëîæèòü NNN=1. Çàäàþòñÿ ïàðàìåòðû âûáîðà ÷èñëà èòå-
ðàöèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà ïî ñìåùåííûì ïîëè-
íîìàì ×åáûøåâà: ITS — íà ñòàðòîâîì øàãå, ITC — íà ïîñëåäóþ-
ùèõ. Ïðè îòñóòñòâèè äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè ðåêîìåíäóåòñÿ
âûáðàòü ITS = 6, ITC = 2.

Ôîðìà îáðàùåíèÿ ê ïðîöåäóðå FORCE âû÷èñëåíèÿ ïðàâûõ ÷à-
ñòåé óðàâíåíèé òî÷íî òàêàÿ æå, êàê è äëÿ ïðîöåäóðû Ýâåðõàðòà.

Âàæíî ó÷åñòü, ÷òî â òåêñòå ïðîãðàììû èìåþòñÿ îïèñàíèÿ ìàñ-
ñèâîâ (èíäåêñèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ), äëèíà êîòîðûõ çàâèñèò îò
÷èñëà èñêîìûõ ôóíêöèé. Ñëåäóåò ñîãëàñîâàòü ýòè îïèñàíèÿ ñ ïðî-
ãðàììîé ïîëüçîâàòåëÿ.

Íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå äåòàëè ïðîöåäóðû Ì. Â. Áåëèêîâà
ìîæíî âûÿñíèòü ïðè ïåðåäà÷å ïðîãðàììû ïîëüçîâàòåëþ.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïðîãðàììà ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâà-
íèÿ, ðàçðàáîòàííàÿ Ì. Â. Áåëèêîâûì, óñïåøíî ïðèìåíÿëàñü àâòî-
ðîì íàñòîÿùåé êíèãè è ïîêàçàëà âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü.
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4.7. Ïðîâåðêà è ñðàâíåíèå íåêîòîðûõ ïðîöåäóð
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë ìåòîäàìè ÷èñëåí-
íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ âîç-
íèêàåò àêòóàëüíûé âîïðîñ î âûáîðå òîé èëè èíîé ïðîöåäóðû èíòå-
ãðèðîâàíèÿ. Îáû÷íî äåëàåòñÿ ïîèñê íàèáîëåå ýôôåêòèâíîãî ìåòî-
äà. Ïîíÿòèå ýôôåêòèâíîñòè äîëæíî áûòü ñôîðìóëèðîâàíî ñòðîãî è
îäíîçíà÷íî. Ýôôåêòèâíîñòü õàðàêòåðèçóþò äâà ôàêòîðà: òî÷íîñòü
ðåøåíèÿ è âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû (âðåìÿ âû÷èñëåíèé). Ïðàâèëü-
íîå ñðàâíåíèå äâóõ ìåòîäîâ è âûÿñíåíèå ýôôåêòèâíîñòè äåëàåòñÿ
òàê: îïðåäåëÿþòñÿ âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû ïðè ðàâíîé òî÷íîñòè,
ëèáî îöåíèâàåòñÿ äîñòèãíóòàÿ òî÷íîñòü ïðè ðàâíûõ âû÷èñëèòåëü-
íûõ çàòðàòàõ. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ òðóäíî ïîäîáðàòü ïàðàìåòðû
èíòåãðèðîâàíèÿ òàê, ÷òîáû ïðèðàâíÿòü îäèí èç ïîêàçàòåëåé â äâóõ
ìåòîäàõ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ëèøü ïðèáëèæåííî.

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî âûøå â ñïåöèàëüíîì ðàçäåëå, òî÷íîñòü
ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà
ïðèíöèïèàëüíî çàâèñèò îò ñëåäóþùèõ îáñòîÿòåëüñòâ:
— ÷èñëà èñêîìûõ ïåðåìåííûõ,
— âèäà ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé,
— íà÷àëüíûõ óñëîâèé ðåøåíèÿ,
— èíòåðâàëà âðåìåíè ìåæäó íà÷àëüíûì è êîíå÷íûì ìîìåíòàìè.

Ðàçóìååòñÿ, ñðàâíåíèå ìåòîäîâ ñëåäóåò äåëàòü ïðè ðàâíûõ óñëî-
âèÿõ. Ïðè ýòîì íóæíî çàäàâàòü òàêèå óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû ïðî-
öåäóð, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ìàêñèìàëüíóþ òî÷íîñòü. Îäíàêî â
íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íåâîçìîæíî ðåàëèçîâàòü ìàêñèìàëüíî äîñòèæè-
ìóþ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ èç-çà íåäîïóñòèìî áîëüøîãî âðåìåíè âû-
÷èñëåíèé.

4.8. Àïïðîêñèìàöèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò
ïëàíåò è ñïóòíèêîâ îòðåçêàìè ðÿäîâ ïî
ïîëèíîìàì ×åáûøåâà

Â ïðîöåññå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà âû÷èñëÿþòñÿ ïðÿìîóãîëüíûå
êîîðäèíàòû íà ðÿä ìîìåíòîâ âðåìåíè, ðàçäåëåííûõ øàãîì ÷èñëåí-
íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Âîçíèêàåò ïðîáëåìà õðàíåíèÿ è ïîñëåäóþ-
ùåãî èñïîëüçîâàíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ïîñêîëüêó øàã ÷èñ-
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ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ áûâàåò âåñüìà ìàëûì, òî çàïîìèíàòü ïîëó-
÷àåìûå êîîðäèíàòû íà êàæäîì øàãå îêàçûâàåòñÿ ñëîæíûì äåëîì è
íåöåëåñîîáðàçíî. Â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ïðèìåíÿþò ïðèáëèæåí-
íîå ïðåäñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñ ïîìî-
ùüþ îòðåçêîâ ðÿäîâ ïî ïîëèíîìàì ×åáûøåâà Tj(τ). Â ïðèíöèïå,
äëÿ ýòîãî ïîäîøëè áû ëþáûå îðòîãîíàëüíûå ôóíêöèè, íàïðèìåð,
ñòåïåííûå ôóíêöèè. Îäíàêî, ïðåèìóùåñòâî ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè
ïî ïîëèíîìàì ×åáûøåâà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè òàêîì ðàçëîæå-
íèè àáñîëþòíàÿ îøèáêà âû÷èñëåíèé çíàêîïåðåìåííà è ðàñïðåäå-
ëåíà áîëåå èëè ìåíåå ðàâíîìåðíî ïî âñåìó èíòåðâàëó [-1,1] àðãó-
ìåíòà ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà.

Ëþáóþ ôóíêöèþ âðåìåíè íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü îòðåçêîì ðÿäà ïî ïîëèíîìàì ×åáûøåâà äëèíîé â N ñëà-
ãàåìûõ òàê, ÷òî â N ìîìåíòîâ âðåìåíè íà ýòîì èíòåðâàëå òàêîå
ïðèáëèæåííîå ïðåäñòàâëåíèå áóäåò òî÷íî ñîâïàäàòü ñî çíà÷åíèåì
ôóíêöèè. Ïðè ýòîì â ïðîìåæóòî÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè çíà÷åíèå
îòðåçêà ðÿäà áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ñàìîé ôóíêöèè. Îòëè÷èÿ çàâèñÿò
îò ñâîéñòâ ôóíêöèè è îò ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè ïîëèíîìîâ N − 1.

Âåñü èíòåðâàë âðåìåíè, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ÷èñëåííîå
èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, äåëèòñÿ íà ðàâíûå ïîäûíòåð-
âàëû íåêîòîðîé äëèíû ∆t = t2 − t1, ãäå t1 è t2 — ìîìåíòû íà÷àëà è
êîíöà îäíîãî òàêîãî ïîäûíòåðâàëà. Íà êàæäîì òàêîì ïîäûíòåðâàëå
îòäåëüíî ñòðîèòñÿ ïðåäñòàâëåíèå äëÿ êàæäîé èç êîîðäèíàò, íàïðè-
ìåð, äëÿ êîîðäèíàòû x. Çàäàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ τ ïî ôîðìóëå

τ =
2t− t2 − t1

t2 − t1
, (4.8)

êîòîðàÿ áóäåò àðãóìåíòîì ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà. ßñíî, ÷òî ïðè
t = t1 èìååì τ = −1, à ïðè t = t2 áóäåò τ = 1. Òàêèì îáðàçîì,
íà ïîäûíòåðâàëå âðåìåíè (t1, t2) àðãóìåíò τ èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ
[−1, 1].

Ôóíêöèþ x(t) ìîæíî ïðèáëèçèòü ôîðìóëîé

x(t) ≈
N−1∑
j=0

CjTj(τ)−
1

2
C0,
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â êîòîðîé çàâèñèìîñòü τ îò âðåìåíè çàäàíà ôîðìóëîé (4.8), à êî-
ýôôèöèåíòû Cj âû÷èñëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

Cj =
2

N

N−1∑
k=0

x(τk)Tj(τk) (j = 0, 1, 2, N − 1),

â êîòîðîì çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà τk îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

τk = cos
(
π(k + 1

2 )

N

)
(k = 0, 1, 2, N − 1).

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå áóäåò òî÷íî ñîâïàäàòü ñ ñàìîé ôóíêöèåé äëÿ
çíà÷åíèé àðãóìåíòà τ , ðàâíûõ êîðíÿì ïîëèíîìà TN (τ), êîòîðûìè
è ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà τk.

Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ñîîòíîøåíèé âèäíî, ÷òî íàì íóæíî çíàòü
çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò íà ðÿä îïðåäåëåííûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè

tk =
t2 + t1 + τk(t2 − t1)

2

âíóòðè èíòåðâàëà (t1, t2).
Íà ïðàêòèêå ïðîöåññ âû÷èñëåíèé ïðîãðàììèðóåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Â ïàìÿòè çàâîäèòñÿ ìàññèâ êîýôôèöèåíòîâ Cj (j = 0, 1, 2,
N−1). Ïåðåä âõîäîì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ â èíòåðâàë (t1, t2)

âñåì ýëåìåíòàì ýòîãî ìàññèâà ïðèñâàèâàþòñÿ íóëè. Ïðîèçâîäèòñÿ
÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíî äî êàæäîãî ìîìåíòà tk.
Ïðè äîñòèæåíèè ìîìåíòà tk ìû èìååì çíà÷åíèÿ τk è x(τk). Çäåñü
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîõîä öèêëà ïî íîìåðó êîýôôèöèåíòà Cj . Êàæäî-
ìó êîýôôèöèåíòó Cj äàåòñÿ ïðèðàùåíèå (2/N)x(τk)Tj(τk). Â ýòîì
öèêëå çíà÷åíèÿ Tj(τk) âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíîãî ñî-
îòíîøåíèÿ äëÿ ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà

Tj+1(τk) = 2τkTj(τk)− Tj−1(τk). (4.9)

Äëÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé èíäåêñà èìååì

T0(τ) = 1, T1(τ) = τ.

Îäíîâðåìåííî âû÷èñëåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ äëÿ òðåõ êîîðäèíàò x, y, z.
Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîé êîîðäèíàòû íåáåñíîãî òåëà âû÷èñëÿåòñÿ ñâîé
ìàññèâ êîýôôèöèåíòîâ Cj . Ïîñëå âûõîäà ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâà-
íèÿ èç èíòåðâàëà (t1, t2) ïîëó÷åííûå äëÿ êàæäîé êîîðäèíàòû êîýô-
ôèöèåíòû çàïîìèíàþòñÿ â ôàéëå. Íà êàæäîì ñëåäóþùåì ïîäûí-
òåðâàëå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Cj èñïîëüçóåòñÿ îäèí è òîò æå ìàññèâ
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ïàìÿòè. Â èòîãå, åñëè âåñü èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ áûë ðàçäåëåí
íà K ðàâíûõ ïîäûíòåðâàëîâ, òî ðåçóëüòèðóþùèé ôàéë áóäåò ñî-
äåðæàòü 3KN ÷èñåë.

Åñëè ðåçóëüòèðóþùèé ôàéë èìååòñÿ â ðàñïîðÿæåíèè ïîëüçîâà-
òåëÿ, òî âû÷èñëåíèå ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò ïëàíåòû èëè ñïóò-
íèêà íà çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè t ìîæíî ñäåëàòü ïî ñëåäóþùåé
ïðîöåäóðå. Íàõîäèì òîò ïîäûíòåðâàë âðåìåíè, êîòîðîìó ïðèíàä-
ëåæèò çàäàííûé ìîìåíò t. Ñ÷èòûâàåì èç ôàéëà äëÿ êàæäîé êîîð-
äèíàòû ìàññèâ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ Cj (j = 0, 1, 2, N − 1). Âû-
÷èñëÿåì êîîðäèíàòû ïî ôîðìóëå

x =

N−1∑
j=0

CjTj(τ)−
1

2
C0.

Çäåñü àðãóìåíò τ íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (4.8), à ïîëèíîìû ×å-
áûøåâà âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé (4.9).

4.9. Îáçîð çàäà÷ è ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ. Êíèãà Â.À.Àâäþøåâà

Îáøèðíàÿ èíôîðìàöèÿ î ìåòîäàõ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë ñîäåðæèò-
ñÿ â ìîíîãðàôèè (Àâäþøåâ, 2015). Â ýòîé êíèãå äàåòñÿ ìíîãî ñâå-
äåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë.
Ïðèâåäåì çäåñü êðàòêèé ðåôåðàò ýòîé ìîíîãðàôèè.

Ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòüþ çàíèìàåòñÿ ìíîæåñòâî èññëåäîâàòå-
ëåé â ìèðå. Äëÿ õîðîøåãî âçàèìîïîíèìàíèÿ ìåæäó íèìè íåîáõîäè-
ìà îáùàÿ òåðìèíîëîãèÿ. Ìîíîãðàôèÿ (Àâäþøåâ, 2015) íà÷èíàåòñÿ
èìåííî ñ óòî÷íåíèÿ òåðìèíîëîãè÷åñêèõ ìîìåíòîâ.

Âàæíûé íà÷àëüíûé ýòàï ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ — ýòî ñî-
ñòàâëåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë.
Òðóäíîñòè ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àÿõ òåñíûõ ñáëè-
æåíèé òåë, ïðèâåëè ê íåîáõîäèìîñòè ïðåîáðàçîâûâàòü óðàâíåíèÿ.
Â ìîíîãðàôèè (Àâäþøåâ, 2015) äàåòñÿ îáøèðíûé ðÿä âàðèàí-
òîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ïîçâîëÿþùèõ ïðå-
îäîëåòü âîçíèêàþùèå ïðîáëåìû. Ðàññìàòðèâàþòñÿ òàê íàçûâàåìûå
ìåòîäû ñòàáèëèçàöèè ñèñòåìû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Ïðèâîäèòñÿ
ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ýôôåêòèâíîñòè ðàçëè÷íûõ óðàâíåíèé.

Äàëåå â ìîíîãðàôèè (Àâäþøåâ, 2015) äàåòñÿ èçëîæåíèå ðàçëè÷-
íûõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Êðîìå îäíîøàãîâûõ ìå-
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òîäîâ ðàññìîòðåíû ýêñòðàïîëÿöèîííûå ìåòîäû, ìíîãîøàãîâûå ìå-
òîäû, ñèìïëåêòè÷åñêèå ìåòîäû. Â èòîãå äàåòñÿ ñðàâíèòåëüíûé àíà-
ëèç ýôôåêòèâíîñòè ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ.

Òðåòüÿ ÷àñòü ìîíîãðàôèè (Àâäþøåâ, 2015) ïîñâÿùåíà îáðàòíîé
çàäà÷å îðáèòàëüíîé äèíàìèêè — îïðåäåëåíèþ îðáèò èç íàáëþäå-
íèé. Êðîìå óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìå-
òîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ðàññìîòðåí ðÿä äðóãèõ ìåòîäîâ ðåøå-
íèÿ çàäà÷è. Âàæíûì äîñòîèíñòâîì ýòîãî ìàòåðèàëà ÿâëÿåòñÿ òî,
÷òî âñå ìåòîäû èçëîæåíû òàê, êàê ýòî íóæíî äëÿ èõ ïðàêòè÷åñêîãî
ïðèìåíåíèÿ. Â ìîíîãðàôèè (Àâäþøåâ, 2015) äàåòñÿ ñðàâíèòåëüíûé
àíàëèç è îöåíåíà ýôôåêòèâíîñòü ðàçíûõ ìåòîäîâ.

Ôàêòè÷åñêè ìîíîãðàôèÿ (Àâäþøåâ, 2015) âîñïîëíÿåò òå âàæ-
íûå àñïåêòû, êîòîðûå áûëè îïóùåíû â Ãëàâàõ 4 è 6 íàñòîÿùåé êíè-
ãè èç-çà îãðàíè÷åíèÿ îáúåìà.
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