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Глава 6

ПОСТРОЕНИЕ МОДЕЛЕЙ ДВИЖЕНИЯ
НА ОСНОВЕ НАБЛЮДЕНИЙ

Ðåçþìå

Ýòà ãëàâà ïðåäñòàâëÿåò ãëàâíóþ ïðîöåäóðó èçó÷åíèÿ äèíàìèêè
åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ — ïîñòðîåíèå ìîäåëè äâèæåíèÿ íà îñíîâå
íàáëþäåíèé. Èñõîäíûìè äàííûìè ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ èçìåðÿåìîé
âåëè÷èíû, ïîëó÷àåìûå èç íàáëþäåíèé. Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ïà-
ðàìåòðû äâèæåíèÿ: ïîñòîÿííûå ýëåìåíòû îðáèòû èëè íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñïóòíèêà.

Â óñëîâèÿõ íàëè÷èÿ îøèáîê íàáëþäåíèé è îøèáîê òåîðèè ìå-
òîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è îñíîâàíû íà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Âñÿ ñî-
âîêóïíîñòü ýòèõ ìåòîäîâ íàçûâàåòñÿ àëãîðèòìàìè ôèëüòðàöèè. Â
äàííîé ãëàâå ïîäðîáíî îïèñàí îäèí èç íèõ — ìåòîä íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ (ÌÍÊ). Çà îáîñíîâàíèåì ÌÍÊ ÷èòàòåëÿ îòïðàâëÿåì ê
ñîîòâåòñòâóþùåé ëèòåðàòóðå. Çäåñü æå äàåì àëãîðèòì åãî ïðèìåíå-
íèÿ ê ïîñòàâëåííîé çàäà÷å. Â ñèëó ïðèáëèæåííîñòè îöåíîê, ïîëó-
÷àåìûõ ïî ÌÍÊ, îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ çàêëþ÷àåòñÿ â èõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîì äèôôåðåíöèàëüíîì óòî÷íåíèè.

Îäèí èç ýòàïîâ ðåøåíèÿ — âû÷èñëåíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
îò èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí ïî óòî÷íÿåìûì ïàðàìåòðàì. Â äàííîé ãëà-
âå ýòîìó óäåëåíî ìíîãî âíèìàíèÿ, îñîáåííî äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà ìî-
äåëü äâèæåíèÿ ñòðîèòñÿ ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñïóòíèêà. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ èñêîìûå
ïðîèçâîäíûå íàçûâàþòñÿ èçîõðîííûìè, ïîñêîëüêó âû÷èñëÿþòñÿ íà
ìîìåíòû íàáëþäåíèé.

Â êîíöå ãëàâû ðàññìîòðåíû äâå î÷åíü òðóäíûå ïðîáëåìû: íà-
çíà÷åíèå âåñîâ íàáëþäåíèÿì è îòáðàêîâêà ãðóáûõ íàáëþäåíèé.
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6.1. Ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ
ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë íà îñíîâå
íàáëþäåíèé. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ

Â íåáåñíîé ìåõàíèêå ñóùåñòâóåò ðÿä çàäà÷, ðàçëè÷íûõ ïî èçó-
÷àåìûì îáúåêòàì, íî ñõîäíûõ ïî ñïîñîáó èõ ðåøåíèÿ. Ýòè çàäà-
÷è ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê «Óòî÷íåíèå ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ
íåáåñíûõ òåë èç íàáëþäåíèé». Äåòàëüíîå îáúÿñíåíèå òîãî, ÷òî ìû
ïîíèìàåì ïîä ïàðàìåòðàìè è íàáëþäåíèÿìè äàíî â ïðåäûäóùèõ
ðàçäåëàõ. Çäåñü îïèøåì ýòè ïîíÿòèÿ êðàòêî.

Ïàðàìåòðàìè äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë íàçûâàþòñÿ âåëè÷èíû, îò
êîòîðûõ çàâèñèò äâèæåíèå òåë, è êîòîðûå ïî êðàéíåé ìåðå íà íåêî-
òîðîì ýòàïå èçó÷åíèÿ èëè íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå âðåìåíè ñ÷èòà-
þòñÿ ïîñòîÿííûìè. Ìû ðàññìàòðèâàåì òðè òèïà ïàðàìåòðîâ. Ïåð-
âûé òèï — ïàðàìåòðû, êîòîðûå âõîäÿò â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Îíè
ñóùåñòâóþò åùå äî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé. Âòîðîé òèï ïàðàìåòðîâ ïî-
ÿâëÿåòñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ. Ýòî ëèáî ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå â îáùåì àíàëèòè÷åñêîì
ðåøåíèè óðàâíåíèé, ëèáî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðè-
ðîâàíèÿ, òî åñòü êîîðäèíàòû è êîìïîíåíòû ñêîðîñòè òåë â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïàðàìåòðû òðåòüåãî òèïà âõîäÿò â ñîîòíîøå-
íèÿ, ñâÿçûâàþùèå ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé è êîîðäèíàòû íåáåñíî-
ãî òåëà. Îíè íå ñâÿçàíû ñ äâèæåíèåì èçó÷àåìîãî îáúåêòà, íî çàâè-
ñÿò îò òîãî, êàê ìû íàáëþäàåì, è íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðàìè óñëîâèé
íàáëþäåíèé.

Ïðèìåðàìè ïàðàìåòðîâ ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî òèïîâ ìî-
ãóò ñëóæèòü ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð íåáåñíîãî òåëà, ýëåìåíòû
åãî îðáèòû è ãåîöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû îáñåðâàòîðèè, ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Â ïðîöåññå íàáëþäåíèé èçìåðÿþòñÿ êàêèå-ëèáî âåëè÷èíû, çà-
âèñÿùèå îò ïîëîæåíèÿ èëè ñêîðîñòè íåáåñíîãî òåëà. Îíè òàê è íà-
çûâàþòñÿ — èçìåðÿåìûå âåëè÷èíû. Íàáëþäåíèÿ äàþò íàì çíà÷å-
íèÿ èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí íà ìîìåíòû èçìåðåíèé. Îäíîâðåìåííî
ìîãóò èçìåðÿòüñÿ íåñêîëüêî âåëè÷èí. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ áåç
íàðóøåíèÿ îáùíîñòè èçëîæåíèÿ áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âñå âåëè÷èíû
èçìåðÿþòñÿ íåçàâèñèìî, êàæäàÿ â îäèí ìîìåíò âðåìåíè. Ìîìåíòû
èçìåðåíèé ðàçíûõ âåëè÷èí ìîãóò ñîâïàäàòü. Ïðèìåðàìè èçìåðÿå-
ìûõ âåëè÷èí ÿâëÿþòñÿ óãëîâûå òîïîöåíòðè÷åñêèå ýêâàòîðèàëüíûå

6.1. Метод дифференциального уточнения параметров.
Применение МНК 3



êîîðäèíàòû íåáåñíîãî òåëà, òîïîöåíòðè÷åñêàÿ äàëüíîñòü íåáåñíîãî
òåëà, ðàçíîñòü óãëîâûõ êîîðäèíàò äâóõ íåáåñíûõ òåë. Èçìåðÿåìàÿ
âåëè÷èíà âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ðåàëüíîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíîé, ïîëó÷à-
åìîé ñ ïîìîùüþ èçìåðèòåëüíûõ ïðèáîðîâ â îïðåäåëåííûé ìîìåíò
âðåìåíè â îïðåäåëåííîì ìåñòå. Ìîìåíòû èçìåðåíèé îòñ÷èòûâàþò-
ñÿ ïî ÷àñàì, ðàñïîëîæåííûì â ïóíêòå íàáëþäåíèé. Ïðè ýòîì äîëæ-
íà áûòü èçâåñòíà ñâÿçü øêàëû âðåìåíè íàáëþäåíèé ñî øêàëîé âðå-
ìåíè, êîòîðîå ôèãóðèðóåò â ìîäåëè äâèæåíèÿ, òî åñòü â äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ.

Çàäà÷ó óòî÷íåíèÿ ìîäåëè äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà ñôîðìóëè-
ðóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì: äàíû ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé, òðåáóåòñÿ
íàéòè ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ.

Ïóñòü ξ — îäíà èç èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí, à p1, p2, ..., pn — èñòèí-
íûå, íî íåèçâåñòíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òå-
ëà. Èçìåðåíèå äåëàåòñÿ â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t. Èçìåðåíèé
îáû÷íî äåëàåòñÿ ìíîãî, êàæäîìó ïðèïèñûâàåòñÿ íîìåð i. Â èòîãå
ìû èìååì ðÿä çíà÷åíèé èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí ξi íà ðÿä ìîìåíòîâ
âðåìåíè ti, i = 1, 2, ...,m, ãäå m — ÷èñëî èçìåðåíèé.

Ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè èëè òåîðèè äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà
íåèçáåæíî èñïîëüçóþòñÿ òå èëè èíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò. Îáû÷íî
ýòî êîîðäèíàòû, êîòîðûå ôèãóðèðóþò â äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèÿõ äâèæåíèÿ. Â îòëè÷èå îò èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí, êîòîðûå âñå-
ãäà ðåàëüíû, èáî îíè ïîëó÷àþòñÿ èç ðåàëüíûõ èçìåðèòåëüíûõ ïðè-
áîðîâ, êîîðäèíàòû — ýòî íåêîòîðûå àáñòðàêòíûå ïîíÿòèÿ. Â áîëü-
øèíñòâå ñëó÷àåâ èõ íè÷åì íåâîçìîæíî èçìåðèòü. Íàïðèìåð, ìû íå
ìîæåì íåïîñðåäñòâåííî èçìåðèòü ïðÿìîóãîëüíûå ãåîöåíòðè÷åñêèå
êîîðäèíàòû ñïóòíèêà Çåìëè. Îñè ëþáîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñâÿ-
çûâàþò ñ êàêèì-ëèáî ðåàëüíûì îáúåêòîì. Íàïðèìåð, îñè çåìíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò ñâÿçûâàþò ñ ïîëîæåíèÿìè ðÿäà îïîðíûõ îá-
ñåðâàòîðèé íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè. Îñè íåáåñíîé ñèñòåìû êîîðäè-
íàò ñâÿçûâàþò ñ ïîëîæåíèÿìè çâåçä èëè âíåãàëàêòè÷åñêèõ ðàäèî-
èñòî÷íèêîâ. Â ëþáîì ñëó÷àå ñòðîèòñÿ íåêîòîðàÿ ìîäåëü ñèñòåìû
êîîðäèíàò. Ýòà ìîäåëü ìîæåò ñî âðåìåíåì èçìåíÿòüñÿ, óñîâåðøåí-
ñòâîâàòüñÿ.

Òåîðèÿ äâèæåíèÿ íåáåñíîãî îáúåêòà äàåò íàì ìîäåëüíûå çíà-
÷åíèÿ íåêîòîðûõ êîîðäèíàò íà çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè. ×àùå
âñåãî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îñè ñèñòåìû êîîðäèíàò íåâðàùàþùèåñÿ,
òî åñòü âñåãäà âçàèìíî ïàðàëëåëüíû îñÿì íåêîòîðîé èíåðöèàëüíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò. Îòíîñèòåëüíî âðåìåíè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíî
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ðàâíîìåðíîå. Îäíàêî ýòè ñâîéñòâà êîîðäèíàò è âðåìåíè îáåñïå÷è-
âàþòñÿ òîëüêî ìîäåëüþ ñâÿçè ñ íåêîòîðûìè ðåàëüíûìè íåáåñíûìè
òåëàìè èëè ðåàëüíûìè ïåðèîäè÷åñêèìè ïðîöåññàìè.

Òåîðèÿ è ìîäåëü äâèæåíèÿ äàþò íàì íà ëþáîé çàäàííûé ìîìåíò
âðåìåíè t çíà÷åíèÿ êîðäèíàò, êîòîðûå çäåñü äëÿ îïðåäåëåííîñòè
áóäåì ñ÷èòàòü äåêàðòîâûìè ïðÿìîóãîëüíûìè è îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç
x, y, z. Êîîðäèíàòû çàâèñÿò åùå îò ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ, êîòîðûå
îáîçíà÷èì çäåñü ÷åðåç p1, p2, ..., pj . Çäåñü ÷èñëî ïàðàìåòðîâ j äëÿ
îäíîãî íåáåñíîãî òåëà ìîæåò áûòü ðàâíî 6 èëè áîëüøå, â çàâèñèìî-
ñòè îò èñïîëüçóåìîé òåîðèè. Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðèè ìû èìååì
ïàðàìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè âðåìåíè

x = x(t, p1, p2, ..., pj),

y = y(t, p1, p2, ..., pj), (6.1)

z = z(t, p1, p2, ..., pj),

íàçûâàåìûå çàêîíîì äâèæåíèÿ.
Ïðè ïðîâåäåíèè íàáëþäåíèé ìû îáÿçàòåëüíî äîëæíû çíàòü, êàê

ñâÿçàíà èçìåðÿåìàÿ âåëè÷èíà ξi ñ êîîðäèíàòàìè íåáåñíîãî òåëà. Ýòà
ñâÿçü çàäàåòñÿ íåêîòîðîé ìîäåëüþ èçìåðåíèé. Ìîäåëü ìîæåò âêëþ-
÷àòü â ñåáÿ íåêîòîðûå ïàðàìåòðû. Îáîçíà÷èì òàêèå ïàðàìåòðû ÷å-
ðåç pj+1, pj+2, ..., pn. Ìîäåëü íàáëþäåíèé äàåò íàì ôóíêöèþ

ξ = ξ(t, x, y, z, pj+1, pj+2, ..., pn). (6.2)

Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü ôóíêöèè (6.1) äëÿ êîîðäèíàò â ïðàâóþ ÷àñòü
ñîîòíîøåíèÿ (6.2), ïîëó÷èì ìîäåëüíîå çíà÷åíèå èçìåðÿåìîé âåëè-
÷èíû ξc, êàê èçâåñòíóþ ôóíêöèþ âðåìåíè t è ïàðàìåòðîâ äâèæå-
íèÿ:

ξc = ξ(t, p1, p2, ..., pn). (6.3)

Ëþáàÿ ìîäåëü ñîäåðæèò îøèáêè. Îáîçíà÷èì îøèáêó ìîäåëè ÷å-
ðåç δth. Òîãäà èñòèííîå çíà÷åíèå èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû ξ îïðåäå-
ëèòñÿ ïóòåì èñêëþ÷åíèÿ îøèáêè δth :

ξ = ξ(t, p1, p2, ..., pn)− δth.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè èçìåðÿåìûå âåëè÷èíû ïîëó÷àþòñÿ èç íà-
áëþäåíèé è ïîýòîìó ñîäåðæàò îøèáêè íàáëþäåíèé. Ïóñòü ξo — íà-
áëþäåííîå çíà÷åíèå èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû, à δobs — åå îøèáêà. Âû-
÷èòàÿ îøèáêó íàáëþäåíèÿ, ñíîâà ïîëó÷èì èñòèííîå çíà÷åíèå èçìå-
ðÿåìîé âåëè÷èíû

ξ = ξo − δobs.
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Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ, ïîëó÷èì

ξo = ξ(t, p1, p2, ..., pn) + δobs − δth.

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ èçìåðåíèé â ìîìåíòû âðåìåíè t1, t2, ..., tm
ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

ξoi = ξ(ti, p1, p2, ..., pn) + δ
(i)
obs − δ

(i)
th (i = 1, 2, 3, ...,m) (6.4)

îòíîñèòåëüíî èñòèííûõ çíà÷åíèé èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ pk (k =

1, 2, ..., n). Âåëè÷èíû
δ(i)sum = δ

(i)
obs − δ

(i)
th

íàçûâàþò ñóììàðíûìè îøèáêàìè íàáëþäåíèé è òåîðèè.
Ïðè ðåøåíèè òàêîé çàäà÷è òî÷íûå çíà÷åíèÿ îøèáîê δ

(i)
obs è

δ
(i)
th (i = 1, 2, 3, ...,m) îñòàþòñÿ íåèçâåñòíûìè. Èõ îáû÷íî ðàññìàò-
ðèâàþò êàê ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ çàäàííûìè âåðîÿòíîñòíûìè õà-
ðàêòåðèñòèêàìè (çàêîíàìè ðàñïðåäåëåíèÿ, ìîìåíòàìè è ò.ï.).

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì ñèñòåìó m óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî
m+ n íåèçâåñòíûõ

δ(i)sum (i = 1, 2, ...,m), p1, p2, ..., pn,

â êîòîðîé ÷èñëî íåèçâåñòíûõ áîëüøå ÷èñëà óðàâíåíèé.
Â òàêîé ñèòóàöèè óðàâíåíèÿ (6.4) çàìåíÿþò òàê íàçûâàåìîé ñè-

ñòåìîé óñëîâíûõ óðàâíåíèé

ξoi = ξ(ti, p1, p2, ..., pn) (i = 1, 2, 3, ...,m), (6.5)

ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ñèñòåìó èç m óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñò-
íûìè p1, p2, ..., pn. Ñèñòåìà óñëîâíûõ óðàâíåíèé (6.5) íåñîâìåñò-
íà, îíà íå èìååò ðåøåíèÿ, ïîñêîëüêó ïîëó÷åíà ïóòåì âû÷èòàíèÿ
èç ïðàâûõ ÷àñòåé òî÷íûõ óðàâíåíèé (6.4) ñëó÷àéíûõ íåçàâèñèìûõ
ñóììàðíûõ îøèáîê δ

(i)
sum.

Ìîæíî ïûòàòüñÿ íàéòè íåêîòîðóþ ïðèáëèæåííóþ îöåíêó èñ-
êîìûõ ïàðàìåòðîâ. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåìûå çíà÷åíèÿ äîëæíû ïî
âîçìîæíîñòè ìàëî îòëè÷àòüñÿ îò èñòèííûõ. Àëãîðèòì íàõîæäå-
íèÿ ïðèáëèæåííîé îöåíêè íàçûâàþò àëãîðèòìîì ôèëüòðàöèè. Îñ-
íîâíîé çàäà÷åé ýòîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîå óìåíüøåíèå
(ôèëüòðàöèÿ) âëèÿíèÿ îøèáîê òåîðèè è îøèáîê íàáëþäåíèé. Âû-
áîð àëãîðèòìà ôèëüòðàöèè íåîäíîçíà÷åí, åãî ñòðóêòóðà çàâèñèò îò
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èìåþùèõñÿ ñâåäåíèé î ñóììàðíîé îøèáêå δ(i)sum . Íà ïðàêòèêå òàêèõ
ñâåäåíèé î÷åíü ìàëî èëè îíè âîîáùå îòñóòñòâóþò. Ïîýòîìó ïðèõî-
äèòñÿ äîâîëüñòâîâàòüñÿ òåìè èëè èíûìè ïðåäïîëîæåíèÿìè î ñâîé-
ñòâàõ ñóììàðíîé îøèáêè è àëãîðèòìîì ôèëüòðàöèè, îñíîâàííûì
íà ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.

Ñîîòíîøåíèÿ (6.5) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèÿ îòíîñè-
òåëüíî èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ p1, p2, ..., pn . Ðåøèòü ýòè óðàâíåíèÿ
íåïîñðåäñòâåííî íà ïðàêòèêå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì åùå è
ïî äðóãîé ïðè÷èíå. Äåëî â òîì, ÷òî ξ(ti, p1, p2, ..., pn) — ñóãó-
áî íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ. ×àùå âñåãî åå áûâàåò
íåâîçìîæíî äàæå çàïèñàòü â ÿâíîì âèäå. Òåì áîëåå íåëüçÿ ïîëó-
÷èòü â ÿâíîì âèäå ðåøåíèå óðàâíåíèé (6.5).

Ðåøåíèå çàäà÷è áóäåì âûïîëíÿòü ïî ñõåìå, êîòîðàÿ óæå ïðåä-
ñòàâëåíà â Ãëàâå 1.

Ïðàêòè÷åñêè íà ëþáîì ýòàïå èññëåäîâàíèé áûâàþò èçâåñòíû
íåêîòîðûå ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ. Íàçîâåì
ýòè çíà÷åíèÿ ïðåäâàðèòåëüíûìè è îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç p(0)1 , p

(0)
2 , ...,

p
(0)
n .
Ïóñòü òî÷íûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ p1, p2, ..., pn îòëè÷àþòñÿ îò

ïðåäâàðèòåëüíûõ ïðèáëèæåííûõ íà âåëè÷èíû ïîïðàâîê

∆p1 = p1 − p
(0)
1 , ∆p2 = p2 − p

(0)
2 , ... , ∆pn = pn − p(0)n .

Òîãäà (6.5) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ξoi = ξ(ti, p
(0)
1 +∆p1, p

(0)
2 +∆p2, ... , p

(0)
n +∆pn). (6.6)

Äëÿ áîëüøèíñòâà íåáåñíûõ òåë ìîäåëè äâèæåíèÿ ïîñòîÿííî
ðàçâèâàþòñÿ. Ïîýòîìó íà î÷åðåäíîì ýòàïå óòî÷íåíèÿ ïðåäâàðèòåëü-
íûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ óæå äîñòàòî÷íî áëèçêè ê èñòèííûì. Ýòî
ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü ïîïðàâêè ∆p1,∆p2, ... , ∆pn ìàëûìè è ðàçëî-
æèòü ïðàâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (6.6) â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì
ïîïðàâîê:

ξoi = ξ(ti, p
(0)
1 , p

(0)
2 , ... , p(0)n ) +

n∑
k=1

(
∂ξ

∂pk

)
i

∆pk + ... . (6.7)

Ïðîèçâîäíûå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ âû÷èñëÿþòñÿ ïðè çíà÷åíèÿõ

t = ti, p1 = p
(0)
1 , ... , pn = p(0)n .

6.1. Метод дифференциального уточнения параметров.
Применение МНК 7



Îãðàíè÷èìñÿ âåëè÷èíàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè îòíîñèòåëü-
íî ïîïðàâîê ∆pk è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

ξ
c(0)
i = ξ(ti, p

(0)
1 , p

(0)
2 , ... , p(0)n ) , (6.8)

a
(i)
k =

(
∂ξ

∂pk

)
i

, (6.9)

∆ξi = ξoi − ξ
c(0)
i . (6.10)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

∆ξi =

n∑
k=1

a
(i)
k ∆pk, (i = 1, 2, ... , m). (6.11)

Ïðèáëèæåííûå ñîîòíîøåíèÿ (6.11) íàçûâàþòñÿ óñëîâíûìè óðàâ-
íåíèÿìè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîïðàâîê ê óòî÷íÿåìûì ïàðàìåòðàì. Îíè
ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè íåîäíîðîäíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè óðàâíåíè-
ÿìè îòíîñèòåëüíî èñêîìûõ ïîïðàâîê ∆pk, (k = 1, 2, ... , n).

Óñëîâíûå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûìè ïî äâóì ïðè÷è-
íàì. Âî-ïåðâûõ, â ëåâûõ ÷àñòÿõ îòáðîøåíû îøèáêè íàáëþäåíèé è
îøèáêè òåîðèè. Âî-âòîðûõ, â ïðàâûõ ÷àñòÿõ îòáðîøåíû âñå ÷ëåíû
ïîðÿäêà êâàäðàòîâ ïîïðàâîê è âûøå. Óðàâíåíèÿ (6.11) èíîãäà íà-
çûâàþò ëèíåàðèçîâàííûìè ïî îòíîøåíèþ ê óñëîâíûì óðàâíåíèÿì
(6.5).

Ïðèíèìàÿ òå èëè èíûå äîïóùåíèÿ îòíîñèòåëüíî îøèáîê òåî-
ðèè è îøèáîê íàáëþäåíèé, ìîæíî âûáðàòü îäèí èç ðàçðàáîòàííûõ
àëãîðèòìîâ ôèëüòðàöèè è íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óñëîâíûõ
óðàâíåíèé (6.11). Ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû ïîçâîëÿþò òàêæå îöåíèòü
ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ.

Ïîñëå òîãî, êàê ïîïðàâêè íàéäåíû, ïðèáàâëÿåì èõ ê ïðåäâàðè-
òåëüíûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ è ïîëó÷àåì íîâûå è, êàê ìû íàäå-
åìñÿ, áîëåå òî÷íûå èõ çíà÷åíèÿ. Òàêîé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óòî÷-
íåíèåì ïàðàìåòðîâ.

Â ñèëó ïðèáëèæåííîñòè óñëîâíûõ óðàâíåíèé è ïðèáëèæåííî-
ñòè èõ ðåøåíèÿ íîâûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ áóäóò íåäîñòàòî÷íî
òî÷íûìè. Îäíàêî óòî÷íåíèå ìîæíî ïðîâåñòè ïîâòîðíî íåñêîëüêî
ðàç. Åñëè ïðîöåññ óòî÷íåíèÿ ñõîäèòñÿ, òî åñòü ïîïðàâêè îò øàãà
ê øàãó óáûâàþò, òî âû÷èñëåíèÿ ìîæíî ïðåêðàòèòü, êîãäà ïîïðàâêè
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ñòàíóò ñóùåñòâåííî ìåíüøå èõ ïîãðåøíîñòåé. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïî-
ëó÷èì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà p1, p2, ..., pn ,
ñîîòâåòñòâóþùèå âñåì èñïîëüçóåìûì ïðè ýòîì íàáëþäåíèÿì. Ýòî
ñîîòâåòñòâèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çàäàííîé ìîäåëüþ äâèæå-
íèÿ (6.3) è âûáðàííûì àëãîðèòìîì ôèëüòðàöèè.

Òåîðåòè÷åñêè ñõîäèìîñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ ïî÷òè
íå èññëåäîâàíà. Ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåðû, â êîòîðûõ ïðîöåññ íå
ñõîäèòñÿ èëè ñõîäèòñÿ ê ëîæíûì çíà÷åíèÿì èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ.
Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà äèôôåðåíöèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî ñ íåêîòîðîãî øàãà óòî÷íåíèÿ ïî-
ïðàâêè íà÷èíàþò êîëåáàòüñÿ èç-çà íåèçáåæíûõ îøèáîê âû÷èñëå-
íèé. Ïîñëå ïîÿâëåíèÿ òàêèõ êîëåáàíèé äàëüíåéøèå ïîïûòêè óòî÷-
íåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñòàíîâÿòñÿ áåñïîëåçíûìè.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîãäà îïèñàííûé ïðîöåññ õîðîøî ñõîäèòñÿ,
íå âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòè â òî÷íîì âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíûõ(

∂ξ
∂pk

)
i
, òàê êàê â ïðîöåññå óòî÷íåíèÿ îíè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ âñå óìåíüøàþùèõñÿ ïîïðàâîê ∆p1,∆p2, ... , ∆pn . Â ýòèõ
óñëîâèÿõ ëåæàùèå â ðàçóìíûõ ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ
óêàçàííûõ ïðîèçâîäíûõ ìîãóò ëèøü íåñêîëüêî óâåëè÷èòü ÷èñëî
øàãîâ óòî÷íåíèÿ, ïðàêòè÷åñêè íå îòðàæàÿñü íà òî÷íîñòè îêîí÷à-
òåëüíîãî ðåçóëüòàòà.

Íà ïåðâîì è ïîñëåäóþùèõ øàãàõ óòî÷íåíèÿ ïîñëå âû÷èñëåíèÿ
ïîïðàâîê ∆p1,∆p2, ... , ∆pn ìîæíî íàéòè òàê íàçûâàåìûå íåâÿçêè
óñëîâíûõ óðàâíåíèé

δi = ∆ξi −
n∑

k=1

a
(i)
k ∆pk, (i = 1, 2, ... , m). (6.12)

Ïîñëå òîãî, êàê ïðîöåññ óòî÷íåíèÿ çàâåðøåí, è ïîïðàâêè ê ïàðàìåò-
ðàì ñòàëè ïðåíåáðåæèìî ìàëûìè, íåâÿçêè óñëîâíûõ óðàâíåíèé ñòà-
íóò îêîí÷àòåëüíûìè ðàññîãëàñîâàíèÿìè èëè íåâÿçêàìè óòî÷íåí-
íîé òåîðèè ñ íàáëþäåíèÿìè

δi = ξoi − ξ(ti, p1, p2, ..., pn) (i = 1, 2, ... , m). (6.13)

Â ëèòåðàòóðå è íà ïðàêòèêå ýòè ðàññîãëàñîâàíèÿ ñèìâîëè÷åñêè îáî-
çíà÷àþò êàê O–C (observatum minus calculatum, ëàò.).

Ñîâîêóïíîñòü íåâÿçîê ÷àñòî èñïîëüçóþò äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà
ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ. Îäíàêî äëÿ óñòàíîâëåíèÿ áëèçîñòè ðåøåíèÿ
ê èñòèííîìó ýòîãî îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íî.

6.1. Метод дифференциального уточнения параметров.
Применение МНК 9



Èç âñåõ èìåþùèõñÿ àëãîðèòìîâ ôèëüòðàöèè â ïðàêòè÷åñêîé
íåáåñíîé ìåõàíèêå ÷àùå âñåãî ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ (ÌÍÊ). Ýòîò ìåòîä îáëàäàåò ðÿäîì ïðåèìóùåñòâ ïî
ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè àëãîðèòìàìè ôèëüòðàöèè. Îñíîâíîå ïðåèìó-
ùåñòâî çàêëþ÷àåòñÿ â åãî ïðîñòîòå.

Äëÿ êðàòêîñòè îïèñàíèÿ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ââåäåì
ìàòðè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ

∆∆∆p =



∆p1

∆p2

.

.

.

∆pn


, ∆∆∆ξ =



∆ξ1

∆ξ2

.

.

.

∆ξm


, δ =



δ1

δ2

.

.

.

δm


,

Ap =


a
(1)
1 a

(1)
2 ... a

(1)
n

a
(2)
1 a

(2)
2 ... a

(2)
n

... ... ... ...

a
(m)
1 a

(m)
2 ... a

(m)
n

 , δsum =



δ
(1)
sum

δ
(2)
sum

.

.

.

δ
(m)
sum


.

Òîãäà ñèñòåìó óñëîâíûõ óðàâíåíèé (6.11) è èõ íåâÿçêè (6.12) ìîæ-
íî çàïèñàòü â âèäå

∆∆∆ξ = Ap ∆∆∆p , (6.14)

δ =∆∆∆ξ −Ap ∆∆∆p . (6.15)

Çäåñü ýëåìåíû ìàòðèöû Ap âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (6.9).
Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ îñíîâàí íà âûâîäàõ òåîðèè âåðî-

ÿòíîñòåé. Îí îïðàâäàí ïðè ñîáëþäåíèè ñëåäóþùèõ óñëîâèé (Ýëüÿ-
ñáåðã, 1976).
1. Çàäàíà ìîäåëü äâèæåíèÿ (6.3).
2. Âåêòîð îøèáîê δsum ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì.
3. Êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà îøèáîê ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé, ò.å.
îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû íå ðàâåí íóëþ.
4. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E(δsum) ñóììàðíîé îøèáêè ðàâíî íó-
ëþ, ò.å.

E(δsum) = 0 .
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5. Êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà D(δsum) çàäàíà ñ òî÷íîñòüþ äî íåêîòî-
ðîãî ïðîèçâîëüíîãî ìíîæèòåëÿ, ò.å.

D(δsum) = σ2 K .

Ïðîèçâîëüíûé ìíîæèòåëü σ2 óòî÷íÿåòñÿ â ïðîöåññå ïðèìåíåíèÿ
ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Ïðè ñäåëàííûõ äîïóùåíèÿõ àëãîðèòì ôèëüòðàöèè ïî ìåòîäó
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ âåêòîðà ∆∆∆p èç óñëî-
âèÿ àáñîëþòíîãî ìèíèìóìà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

S(∆∆∆p) = δT K−1δ = [∆∆∆ξ −Ap ∆∆∆p]TK−1[∆∆∆ξ −Ap ∆∆∆p]. (6.16)

Çàìåòèì, ÷òî íà ïðàêòèêå ïðîâåðêà ñîáëþäåíèÿ äàííûõ óñëîâèé
îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíîé. Â ÷àñòíîñòè, êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöàK
ïî÷òè âñåãäà íåèçâåñòíà.

Ñâîéñòâî ñëó÷àéíîñòè âåêòîðà îøèáîê è ïîíÿòèå åãî êîâàðè-
àöèîííîé ìàòðèöû ñëåäóåò ïîÿñíèòü äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ ïî-
ñëåäóþùåãî èçëîæåíèÿ. Â òåîðèè âåðîÿòíîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïî-
íÿòèå «èñïûòàíèÿ». Ýòî îäíà èç ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
Åñëè, íàïðèìåð, ïîä ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ðàññìàòðèâàòü ðåçóëü-
òàò áðîñàíèÿ ìîíåòêè, òî êàæäîå òàêîå áðîñàíèå ÿâëÿåòñÿ èñïûòà-
íèåì, à ðåçóëüòàò — «îðåë» èëè «ðåøêà» — ðåàëèçàöèåé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû. Â ìåòîäå íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ íàáîð ïðîèçâåäåííûõ
íàáëþäåíèé ÿâëÿåòcÿ îäíèì åäèíñòâåííûì «èñïûòàíèåì» ñëó÷àé-
íûõ îøèáîê íàáëþäåíèé. È äðóãèõ èñïûòàíèé ýòîé ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû ó íàñ íåò è áûòü íå ìîæåò. Ïîýòîìó êîâàðèàöèîííàÿ ìàò-
ðèöà îøèáîê D(δsum) íàì íåäîñòóïíà. Îäíàêî, ðàññìàòðèâàÿ íàáîð
îøèáîê êàê ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ìû ïîäðàçóìåâàåì ñóùåñòâîâà-
íèå êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû è ïðèíèìàåì ïî îòíîøåíèÿ ê íåé òó
èëè èíóþ ãèïîòåçó. ×àùå âñåãî ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî êîâàðèàöèîííàÿ
ìàòðèöà îøèáîê äèàãîíàëüíà, çíà÷èò îøèáêè ìåæäó ñîáîé íå êîð-
ðåëèðîâàíû, ò.å. âçàèìíî íåçàâèñèìû.

Øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå è èçâåñòíîñòü ìåòîäà íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ ÷àñòî ïðèâîäÿò ê íåêðèòè÷åñêîìó îòíîøåíèþ ê ïîëó÷à-
åìûì ïî ýòîìó ìåòîäó ðåçóëüòàòàì. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ èç ðåçóëü-
òàòîâ äåëàþòñÿ íåâåðíûå âûâîäû. Ïðè÷èíîé ýòîãî ÿâëÿåòñÿ îáû÷-
íî íåñîîòâåòñòâèå ðåàëüíûõ óñëîâèé, â êîòîðûõ ðåøàåòñÿ äàííàÿ
ïðàêòè÷åñêàÿ çàäà÷à, óñëîâèÿì, ïðèíÿòûì ïðè îáîñíîâàíèè ìåòî-
äà. Îäíàêî íåðåäêî ÌÍÊ ïðèâîäèò ê óäîâëåòâîðèòåëüíûì ðåçóëü-
òàòàì äàæå ïðè íåâûïîëíåíèè óêàçàííûõ óñëîâèé.

6.1. Метод дифференциального уточнения параметров.
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Íà ïðàêòèêå êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà îøèáîê íåèçâåñòíà. Â
áîëüøèíñòâå çàäà÷ è ìåõàíè÷åñêèõ ìîäåëåé ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî
îøèáêè íàáëþäåíèé íåêîððåëèðîâàíû. Òîãäà ìàòðèöà K îêàçûâà-
åòñÿ äèàãîíàëüíîé. Åñëè èìååòñÿ êàêàÿ-òî èíôîðìàöèÿ î òî÷íîñòè
îäíèõ íàáëþäåíèé ïî îòíîøåíèþ ê òî÷íîñòè äðóãèõ, òî ìàòðèöó K
ìîæíî ñäåëàòü åäèíè÷íîé. Äëÿ ýòîãî êàæäîìó íàáëþäåíèþ ïðèñâà-
èâàåòñÿ íåêîòîðûé âåñ wi (i = 1, 2, ...,m). Êàæäîå óñëîâíîå óðàâ-
íåíèå óìíîæàþò ïî÷ëåííî íà óñòàíîâëåííûé âåñ. Ïðè ýòîì îøèá-
êè òàêæå îêàçûâàþòñÿ óìíîæåííûìè íà ýòîò âåñ. Ïîäáèðàÿ ñîîò-
âåòñòâóþùèì îáðàçîì âåñà íàáëþäåíèé, ìîæíî ïðèâåñòè íàáëþäå-
íèÿ ê ðàâíîòî÷íûì. Òîãäà ìàòðèöà K ñòàíîâèòñÿ åäèíè÷íîé. Êàê íà
ïðàêòèêå ïîäáèðàòü âåñà íàáëþäåíèé ðàññìîòðåíî íèæå. Â ñëó÷àå
åäèíè÷íîé ìàòðèöû K ñîîòíîøåíèå (6.16) ïðèíèìàåò âèä

S(∆∆∆p) =

m∑
i=1

δ2i =

m∑
i=1

(
∆ξi −

n∑
k=1

a
(i)
k ∆pk

)2

. (6.17)

Îòûñêàíèå ìèíèìóìà ôóíêöèè S(∆∆∆p) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé

∂S(∆∆∆p)

∂∆pk
= 0 (k = 1, 2, ..., n). (6.18)

Êàê âèäíî èç (6.17), óðàâíåíèÿ (6.18) ñîäåðæàò òîëüêî íóëåâûå è
ïåðâûå ñòåïåíè èñêîìûõ ïîïðàâîê ∆pk (k = 1, 2, ..., n). Ïîýòî-
ìó ñèñòåìà (6.18) îêàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ
óðàâíåíèé. Ýòó ñèñòåìó ïðèíÿòî íàçûâàòü ñèñòåìîé íîðìàëüíûõ
óðàâíåíèé.

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â (6.18) ñèñòåìó íîð-
ìàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

L∆∆∆p = d ,

ãäå L è d ñóòü êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà è ìàòðèöà-ñòîëáåö

L =


l11 l12 ... l1n

l21 l22 ... l2n

... ... ... ...

ln1 ln2 ... lnn

 , d =



d1

d2

.

.

.

dn


, (6.19)
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ýëåìåíòû êîòîðûõ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

lkj =

m∑
i=1

a
(i)
k a

(i)
j (k, j = 1, 2, ... , n), (6.20)

dk =

m∑
i=1

a
(i)
k ∆ξi (k = 1, 2, ... , n). (6.21)

Äëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå âåëè÷èíà:

d0 =

m∑
i=1

(∆ξi)
2. (6.22)

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé L.
Êàê âèäíî èç (6.20), ìàòðèöà L — ñèììåòðè÷íàÿ, ñ ïîëîæèòåëüíû-
ìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè. Íàéäåì îäíèì èç èçâåñòíûõ ñïî-
ñîáîâ ìàòðèöó L−1, îáðàòíóþ ìàòðèöå L. Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû
íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé ïîëó÷èì èç ìàòðè÷íîãî ñîîòíîøåíèÿ

∆∆∆p = L−1 d . (6.23)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî ðåøåíèå ñèñòåìû íîðìàëüíûõ
óðàâíåíèé è åãî ìîæíî áûëî íàéòè, ìàòðèöà L äîëæíà óäîâëåòâî-
ðÿòü îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì. Â ÷àñòíîñòè, åå ðàíã äîëæåí áûòü ðà-
âåí n . Íà ïðàêòèêå ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû
íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé áëèçîê ê íóëþ, è âû÷èñëèòü îáðàòíóþ ìàò-
ðèöó L−1 ìîæíî ñ âåñüìà îãðàíè÷åííîé òî÷íîñòüþ.

Åñëè ïîïðàâêè âñå æå íàéäåíû, ìîæíî îïðåäåëèòü ñðåäíåêâàä-
ðàòè÷íûå îøèáêè èñêîìûõ ïîïðàâîê ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà
âû÷èñëèì òàê íàçûâàåìóþ ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ îøèáêó íà åäèíè-
öó âåñà σ0 ïî ôîðìóëå

σ2
0 =

1

m− n
[d0 − (d∆∆∆p)] , (6.24)

ãäå∆∆∆p íàéäåííûé âåêòîð ïîïðàâîê. Óìíîæèì òåïåðü âñå ýëåìåíòû
ìàòðèöû L−1 íà σ2

0 . Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ìàòðèöà

D = σ2
0L

−1 (6.25)
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íàçûâàåòñÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé îøèáîê ïîïðàâîê, êîòîðóþ
÷àñòî íàçûâàþò ïðîñòî êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé ïàðàìåòðîâ. Çà-
ïèøåì åå â âèäå

D =


D11 D12 ... D1n

D21 D22 ... D2n

... ... ... ...

Dn1 Dn2 ... Dnn

 .

Ñîãëàñíî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ëþáîé äèàãîíàëüíûé
ýëåìåíò ìàòðèöû D ñ íîìåðîì k ðàâåí êâàäðàòó ñðåäíåêâàäðàòè÷-
íîé îøèáêè σk ïîïðàâêè ∆pk, òî åñòü

σk =
√
Dkk. (6.26)

Èç (6.24), (6.25), (6.26) âèäíî, ÷òî îøèáêè ïîïðàâîê óòî÷íÿåìûõ
ïàðàìåòðîâ óáûâàþò ñ ðîñòîì ÷èñëà íàáëþäåíèé m. Ïðèáëèæåííî
îíè ïðîïîðöèîíàëüíû 1√

m
, òàê êàê íà ïðàêòèêå ÷èñëî íàáëþäåíèé

íàìíîãî áîëüøå ÷èñëà óòî÷íÿåìûõ ïàðàìåòðîâ.
Cëåäñòâèåì ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ÿâëÿåòñÿ ñòðåìëåíèå

ê íóëþ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé îøèáêè ðåøåíèÿ ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà
íàáëþäåíèé.

Ñäåëàííûå çäåñü âûâîäû ñïðàâåäëèâû ïðè îïðåäåëåííûõ óñëî-
âèÿõ, íàëàãàåìûõ íå òîëüêî íà îøèáêè òåîðèè è íàáëþäåíèé, íî
òàêæå íà ïðèíÿòóþ ìîäåëü äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà. Ïîäðîáíåå
ýòè óñëîâèÿ ðàññìîòðåíû â êíèãå (Ýëüÿñáåðã, 1976).

Âåëè÷èíû rkj , îïðåäåëåííûå ñîîòíîøåíèåì

rkj =
Dkj

σkσj
,

íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè êîððåëÿöèè ìåæäó îøèáêàìè ïîïðà-
âîê, à ìàòðèöà

R =


1 r12 r13 ... r1n

r21 1 r23 ... r2n

... ... ... ... ...

rn1 rn2 rn3 ... 1


íàçûâàåòñÿ êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöåé.
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Ïîñëå íåñêîëüêèõ øàãîâ óòî÷íåíèÿ, êîãäà ïîïðàâêè ñòàíîâÿò-
ñÿ äîñòàòî÷íî ìàëûìè, îøèáêè ïîïðàâîê õàðàêòåðèçóþò îøèáêè
óëó÷øåííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, îáóñëîâëåííûå êàê îøèáêàìè
òåîðèè, òàê è îøèáêàìè íàáëþäåíèé.

Êà÷åñòâî ñîãëàñîâàíèÿ òåîðèè ñ íàáëþäåíèÿìè ïîñëå óòî÷íå-
íèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà áóäåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ
âåëè÷èíîé

σ =

√
d0
m

, (6.27)

êîòîðàÿ ïîñëå óñïåøíîãî óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ ñðåäíå-
êâàäðàòè÷íîé âåëè÷èíîé íåâÿçîê δi (6.13).

Áîëåå ïîäðîáíî è âìåñòå ñ îáîñíîâàíèåì ÌÍÊ èçëîæåí â ìî-
íîãðàôèè (Ýëüÿñáåðã, 1976), Â íåé òàêæå ïîäðîáíî èññëåäîâàíà çà-
âèñèìîñòü îáóñëîâëåííîñòè â ÌÍÊ îò ñîñòàâà íàáëþäåíèé. Ìå-
òîä äèôôåðåíöèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ íåáåñíûõ
òåë èç íàáëþäåíèé ñ âîïðîñàìè åãî ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ðàñ-
ñìîòðåí â êíèãå (Åìåëüÿíîâ, 1983). Óïðîùåííîå îïèñàíèåÌÍÊ äà-
íî â ó÷åáíîì ïîñîáèè (Ùèãîëåâ, 1969).

Ñóùåñòâåííîé ÷àñòüþ àëãîðèòìà óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæå-
íèÿ íåáåñíûõ òåë èç íàáëþäåíèé ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé
èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû íà çàäàííûå ìîìåíòû âðåìåíè, à òàêæå åå
ïðîèçâîäíûõ ïî óëó÷øàåìûì ïàðàìåòðàì. Äëÿ ýòîé öåëè ìîæíî
ïðèìåíÿòü êàê ôîðìóëû àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äâèæåíèÿ íåáåñíî-
ãî òåëà, òàê è ìåòîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé åãî
äâèæåíèÿ. Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé ìîæåò
ñèëüíî ðàçëè÷àòüñÿ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè âðå-
ìÿ âû÷èñëåíèé áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíî êîëè÷åñòâó èñïîëüçóåìûõ
íàáëþäåíèé. Îíî â ýòîì ñëó÷àå íå çàâèñèò îò èíòåðâàëà âðåìåíè,
íà êîòîðîì âåëèñü íàáëþäåíèÿ. Ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè íà-
îáîðîò: çàòðàòû âðåìåíè íà âû÷èñëåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíû èíòåð-
âàëó âðåìåíè íàáëþäåíèé è íå çàâèñÿò îò ÷èñëà íàáëþäåíèé. Ïî-
ðÿäîê âñåõ òàêèõ âû÷èñëåíèé îáúÿñíåí â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ.

6.2. Ïëîõàÿ îáóñëîâëåííîñòü è íåîäíîçíà÷íîñòü
ðåøåíèÿ

Îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ íà îñíîâå íàáëþäåíèé ïî-
ëó÷àåòñÿ ïðîñòî è òî÷íî òîëüêî â ïðîñòûõ ïîêàçàòåëüíûõ ïðèìå-
ðàõ. Â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåàëüíûõ íàáëþäå-
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íèé, êàê ïðàâèëî, âîçíèêàþò òðóäíîñòè, à îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ
îêàçûâàåòñÿ íåòî÷íûì. Ðàññìîòðèì çäåñü íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷à-
þùèåñÿ ïðîáëåìû.

Ïðèìåíåíèå ÌÍÊ íà ïðàêòèêå ÷àñòî ïðèâîäèò ê íåîæèäàííûì
ïðîáëåìàì. Äåëî â òîì, ÷òî â óñëîâèÿõ èññëåäîâàíèé íà îñíîâå ðå-
àëüíûõ íàáëþäåíèé íåáåñíûõ òåë ñ èñïîëüçîâàíèåì îãðàíè÷åííûõ
ïî òî÷íîñòè òåîðèé íå âñåãäà ñòðîãî âûïîëíÿþòñÿ òå äîïóùåíèÿ,
ïðè êîòîðûõ ïðàâîìåðíî ïðèìåíåíèå ÌÍÊ.

Åñëè îøèáêè òåîðèè ïðåâàëèðóþò íàä îøèáêàìè íàáëþäåíèé,
òî ñóììàðíàÿ îøèáêà íå áóäåò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Ýòî ïðèâåäåò
ê òîìó, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà íàáëþäåíèé òî÷íîñòü ðåçóëüòàòà
íå áóäåò óëó÷øàòüñÿ, à ðåøåíèå â ñâîþ î÷åðåäü ïðèîáðåòåò çàâèñè-
ìîñòü îò ñîñòàâà èçìåðåíèé, òî åñòü îò òîãî, â êàêèå ìîìåíòû äå-
ëàëèñü èçìåðåíèÿ. Íàëè÷èå òàêîé çàâèñèìîñòè äåëàåò ðåçóëüòàò íå
âïîëíå äîñòîâåðíûì.

Â êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ ïî óòî÷íåíèþ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ íåáåñ-
íûõ òåë ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû L áëèçîê
ê íóëþ. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ìû èìååì äåëî ñ òàê íàçûâàåìûìè ïëî-
õî îáóñëîâëåííûìè ñèñòåìàìè íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ðåøå-
íèè òàêèõ ñèñòåì ïîïðàâêè ê ïàðàìåòðàì ìîãóò ïîëó÷àòüñÿ ñòîëü
ãðóáûìè, ÷òî ïðîöåññ óòî÷íåíèÿ íå áóäåò ñõîäèòüñÿ. Ïðè÷èíà ïëî-
õîé îáóñëîâëåííîñòè çàêëþ÷àåòñÿ íå â ñàìîì ìåòîäå íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ, à â ñâîéñòâàõ ïðèìåíÿåìîé ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè.

Ïðèìåðîì ñëó÷àÿ ñ ïëîõîé îáóñëîâëåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññ
óòî÷íåíèÿ äîëãîòû âîñõîäÿùåãî óçëà êåïëåðîâñêîé îðáèòû íåáåñ-
íîãî òåëà ïðè î÷åíü ìàëîì åå íàêëîíå. Äðóãîé ïðèìåð — ñîâìåñòíîå
óòî÷íåíèå äîëãîòû ïåðèöåíòðà îðáèòû è ñðåäíåé àíîìàëèè â ýïîõó
ïðè ìàëûõ ýêñöåíòðèñèòåòàõ îðáèòû. Ïîêàçàòåëåì ïëîõîé îáóñëîâ-
ëåííîñòè ìîæåò ñëóæèòü áëèçîñòü ê åäèíèöå ìîäóëÿ îäíîãî èëè
íåñêîëüêèõ êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè. Îò ïëîõîé îáóñëîâëåííî-
ñòè èçáàâèòüñÿ íåëüçÿ, ïîñêîëüêó åå ïðè÷èíà ëåæèò â óñëîâèÿõ çà-
äà÷è. Ìîæíî òîëüêî çàìåíèòü çàäà÷ó íà äðóãóþ. ×òîáû óìåíüøèòü
ïëîõóþ îáóñëîâëåííîñòü, ìîæíî èñêëþ÷èòü èç ñïèñêà óòî÷íÿåìûõ
ïàðàìåòðîâ òîò èç íèõ, êîòîðûé äàåò ñèëüíóþ êîððåëÿöèþ, ôèê-
ñèðóÿ åãî ïðåäâàðèòåëüíîå çíà÷åíèå. Ýòî ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå
ìîæíî âûáðàòü ïðèáëèæåííî. Êàê ïðàâèëî, èçìåðÿåìàÿ âåëè÷èíà
ñëàáî çàâèñèò îò ïàðàìåòðà, äàþùåãî ñèëüíóþ êîððåëÿöèþ. Ïîýòî-
ìó ïðèáëèæåííîñòü çàôèêñèðîâàííîãî ïàðàìåòðà ìîæåò íå ñêàçû-
âàòüñÿ íà èçìåðÿåìîé âåëè÷èíå.
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Óñïåõ óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ èç íàáëþäåíèé ñóùå-
ñòâåííî çàâèñèò îò ñîñòàâà íàáëþäåíèé. Â ÷àñòíîñòè, åñëè íàáëþäå-
íèÿ ïîêðûâàþò ëèøü íåçíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü îðáèòû íåáåñíîãî òåëà,
òî âîçíèêàåò ïëîõàÿ îáóñëîâëåííîñòü ñèñòåìû íîðìàëüíûõ óðàâíå-
íèé, à îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ ìîæåò ñòàòü íåâîçìîæíûì.

Ïëîõàÿ îáóñëîâëåííîñòü èç-çà ñîñòàâà íàáëþäåíèé ìîæåò âîç-
íèêàòü, íàïðèìåð, ïðè îïðåäåëåíèè óãëîâîãî ðàññòîÿíèÿ ïåðèöåí-
òðà îò óçëà ω äëÿ êåïëåðîâñêîé îðáèòû íåáåñíîãî òåëà. Åñëè âñå
íàáëþäåíèÿ ñîñðåäîòî÷åíû â ïåðèöåíòðå è àïîöåíòðå îðáèòû, òî
âîçíèêàåò íåîïðåäåëåííîñòü â îïðåäåëåíèè ω. Ìîæíî èçìåíÿòü ω,
òî åñòü ïîâîðà÷èâàòü îðáèòó âîêðóã ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà, ïðè
ïîñòîÿííîì çíà÷åíèè äîëãîòû íåáåñíîãî òåëà, ïðè ýòîì ñìåùåíèÿ
ïîëîæåíèé òî÷åê íà îðáèòå âáëèçè ïåðèöåíòðà è âáëèçè àïîöåí-
òðà áóäóò íåçíà÷èòåëüíûìè. Ýòî è äàñò ñëàáóþ çàâèñèìîñòü èçìå-
ðÿåìûõ âåëè÷èí îò óãëà ω ïðè ïîñòîÿííîé äîëãîòå. Ïðè ôèêñàöèè
ω íà íåêîòîðîì ïðèáëèæåííîì çíà÷åíèè, ýòà ïðèáëèæåííîñòü ìà-
ëî ïîâëèÿåò íà ðàçëè÷èÿ âû÷èñëåííûõ è íàáëþäåííûõ ïîëîæåíèé
íåáåñíîãî òåëà âáëèçè ïåðèöåíòðà è âáëèçè àïîöåíòðà îðáèòû.

Ïîäðîáíåå çàâèñèìîñòü òî÷íîñòè íàéäåííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåò-
ðîâ îò ñîñòàâà íàáëþäåíèé îïèñàíà â êíèãå (Ýëüÿñáåðã, 1976).

Ðàññìîòðèì äðóãóþ ïðîáëåìó, âîçíèêàþùóþ ïðè íåêîòîðûõ ñî-
ñòàâàõ íàáëþäåíèé.

Ôóíêöèþ S(∆∆∆p) (6.17) èíîãäà íàçûâàþò öåëåâîé ôóíêöèåé. Äëÿ
ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ èùóò åå ìèíèìóì. Âûøå öåëåâàÿ
ôóíêöèÿ áûëà ïîñòðîåíà äëÿ ëèíåàðèçîâàííûõ óñëîâíûõ óðàâíå-
íèé (6.11). Îäíàêî åå ìîæíî ïîñòðîèòü è äëÿ óðàâíåíèé (6.5). Â
ýòîì, áîëåå îáùåì ñëó÷àå, öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàïèøåòñÿ â âèäå

S(p1, p2, ..., pn) =

m∑
i=1

[ξoi − ξ(ti, p1, p2, ..., pn)]
2
, (6.28)

è çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ìèíèìóìà ýòîé ôóíêöèè íà ìíîæå-
ñòâå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ p1, p2, ..., pn. Â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ ôóíêöèÿ
ξ(ti, p1, p2, ..., pn) íåëèíåéíà ïî îòíîøåíèþ ê ñâîèì àðãóìåíòàì. Òî-
ãäà öåëåâàÿ ôóíêöèÿ S(p1, p2, ..., pn) ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî ìèíè-
ìóìîâ. Åñëè ìû íàéäåì âñå ìèíèìóìû, òî âûáåðåì íàèìåíüøèé èç
íèõ è áóäåì íàäåÿòüñÿ, ÷òî ïîëó÷èëè ñàìóþ òî÷íóþ îöåíêó. Îäíà-
êî òàêîé ôîðìàëüíûé âûáîð ìîæåò âûçâàòü ñîìíåíèÿ. Ìîæåò îêà-
çàòüñÿ, ÷òî îøèáêè íàáëþäåíèé ðàñïðåäåëèëèñü òàêèì îáðàçîì, ÷òî
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òî÷íàÿ îöåíêà ñîîòâåòñòâóåò íå íàèìåíüøåìó èç óïîìÿíóòûõ ìèíè-
ìóìîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåøàÿ ëèíåàðèçîâàííûå óñëîâíûå óðàâ-
íåíèÿ (6.11), ìîæíî ïîïàñòü íà òàêîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ïà-
ðàìåòðîâ p

(0)
1 , p

(0)
2 , ..., p

(0)
n , êîòîðîå ïðèâåäåò ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðè-

áëèæåíèÿ ê íåâåðíîìó ðåçóëüòàòó.
Â ðàáîòå (Àâäþøåâ, Áàíüùèêîâà, 2008) ïîêàçàíî, ÷òî ïðîáëåìà

íåîäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ îðáèò ìîæåò èìåòü ìåñòî â çàäà÷àõ
äèíàìèêè áëèçêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò ïðè ìàëî÷èñëåííîì ñîñòàâå
íàáëþäåíèé, ðàññðåäîòî÷åííûõ â íåñêîëüêèõ ãðóïïàõ íà äîñòàòî÷-
íî áîëüøîì èíòåðâàëå âðåìåíè. Ïðîáëåìà ìíîæåñòâà ðåøåíèé ïî-
äðîáíî ðàññìîòðåíà â êíèãå (Àâäþøåâ, 2015). Ïîêàçàíî, ÷òî ãðàôèê
ôóíêöèè (6.28) ìîæåò èìåòü «îâðàæíóþ» ñòðóêòóðó, òàê ÷òî öåëîå
ñåìåéñòâî çíà÷åíèé èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ ìîæåò äàâàòü îäèíàêîâî
ìàëûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè. Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ôóíêöèÿ (6.28) ìîæåò
èìåòü íåñêîëüêî èçîëèðîâàííûõ ìèíèìóìîâ. Òîãäà çàäà÷à îïðåäå-
ëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîæåò îêàçàòüñÿ íåîäíîçíà÷íîé.

Ïðîáëåìà íåîäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ îðáèò ìîæåò òàêæå âîç-
íèêàòü è â èíûõ ñëó÷àÿõ, à èìåííî, êîãäà íàáëþäåíèÿ ñãðóïïèðî-
âàíû íà ìàëîì âðåìåííîì èíòåðâàëå è ïîêðûâàþò êîðîòêóþ îð-
áèòàëüíóþ äóãó. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîé ñîñòàâ íàáëþäåíèé èìåþò
ïî÷òè âñå íîâûå îòêðûâàåìûå ñïóòíèêè. Âïðî÷åì, âîçíèêíîâåíèå
ýòîé ïðîáëåìû âîçìîæíî ëèøü ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íàáëþ-
äåíèÿ, ÷òî õîòÿ è ñóæàåò êëàññ ïðîáëåìíûõ îáúåêòîâ, èõ, òåì íå ìå-
íåå, îñòàåòñÿ åùå äîñòàòî÷íî ìíîãî è áîëüøàÿ ÷àñòü èç íèõ — ýòî
íîâûå äàëåêèå ñïóòíèêè áîëüøèõ ïëàíåò. Èìåííî ýòè ñëó÷àè ðàñ-
ñìîòðåíû â ðàáîòå (Àâäþøåâ, Áàíüùèêîâà, 2009). Äëÿ ðàçðåøåíèÿ
ýòîé ïðîáëåìû, î÷åâèäíî, íóæíû äîïîëíèòåëüíûå íàáëþäåíèÿ.

6.3. Îáçîð ñâåäåíèé îá àëãîðèòìàõ ôèëüòðàöèè
Ïðåæäå, ÷åì ãîâîðèòü î äðóãèõ àëãîðèòìàõ ôèëüòðàöèè, óòî÷-

íèì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ.
Ïðåæäå âñåãî íàïîìíèì, ÷òî ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â ïî-

èñêàõ çíà÷åíèé èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ íà îñíîâå èìåþùèõñÿ èçìå-
ðåíèé. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåìûå çíà÷åíèÿ äîëæíû ïî âîçìîæíîñòè
ìàëî îòëè÷àòüñÿ îò èñòèííûõ. Íà ïðàêòèêå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òî÷-
íîå çíà÷åíèå èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ íàéòè íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó ìû
ãîâîðèì î ïðèáëèæåííîé îöåíêå ïàðàìåòðîâ. Àëãîðèòì íàõîæäå-
íèÿ ïðèáëèæåííîé îöåíêè íàçûâàþò àëãîðèòìîì ôèëüòðàöèè. Îñ-
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íîâíîé çàäà÷åé ýòîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîå óìåíüøåíèå
(ôèëüòðàöèÿ) âëèÿíèÿ îøèáîê òåîðèè è îøèáîê íàáëþäåíèé.

Îäíîé èç õàðàêòåðèñòèê îöåíêè, ïîëó÷àåìîé àëãîðèòìîì ôèëü-
òðàöèè, ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíêè, ïîä êîòîðîé ïîíèìàåòñÿ
ñõîäèìîñòü îöåíêè ê èñòèííûì çíà÷åíèÿì ïðè ñòðåìëåíèè ÷èñëà
èçìåðåíèé ê áåñêîíå÷íîñòè.

Îáøèðíàÿ è äåòàëüíàÿ èíôîðìàöèþ îá àëãîðèòìàõ ôèëüòðàöèè
â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñîäåðæèòñÿ â êíèãàõ (Ýëüÿñáåðã, 1976) è (Àâ-
äþøåâ, 2015).

Ïîä íàáëþäåíèÿìè â ïðàêòè÷åñêîé íåáåñíîé ìåõàíèêå ïîäðà-
çóìåâàþò èçìåðåíèÿ. Êíèãà Ýëüÿñáåðãà (1976) òàê è íàçûâàåòñÿ
«Îïðåäåëåíèå äâèæåíèÿ ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèé», Â êíèãå ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå òðàäèöèîííûå è íåòðàäèöèîííûå ïîäõî-
äû ê îöåíèâàíèþ ïàðàìåòðîâ, â ÷àñòíîñòè, ãàðàíòèðîâàííûé ïîä-
õîä, êîãäà íàõîäÿòñÿ ïðåäåëû âîçìîæíûõ çíà÷åíèé èñêîìûõ ïàðà-
ìåòðîâ ïðè çàäàííûõ íàáîðàõ èçìåðåíèé. Öåííîñòü êíèãè Ýëüÿñ-
áåðãà (1976) çàêëþ÷àåòñÿ â ñî÷åòàíèè åå íàïðàâëåííîñòè íà ïðàê-
òè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷ ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè îáîñíîâàíèÿìè èñïîëü-
çóåìûõ ìåòîäîâ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷. Óäîá-
íî òî, ÷òî ïåðâàÿ ãëàâà ñîäåðæèò íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ ïî òåîðèè
âåðîÿòíîñòè. Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè îøèáîê èçìå-
ðåíèé. Áîëüøàÿ ÷àñòü êíèãè ïîñâÿùåíà ìàòåìàòè÷åñêîìó îáîñíî-
âàíèþ ïðèìåíåíèÿ ÌÍÊ. Äàþòñÿ è óñëîâèÿ åãî ïðèìåíèìîñòè.

Â êíèãå Ýëüÿñáåðãà (1976) ðàññìàòðèâàåòñÿ ðÿä èçâåñòíûõ àë-
ãîðèòìîâ ôèëüòðàöèè: ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, ìåòîä
íàèìåíüøèõ ìîäóëåé, ìåòîä ìàêñèìóìà àïîñòåðèðîðíîé âåðîÿòíî-
ñòè, ôèëüòðû Êàëìàíà (äèñêðåòíûé è íåïðåðûâíûé).

Â íåêîòîðûõ ïðàêòè÷åñêèõ ñèòóàöèÿõ áûâàåò âîçìîæíîñòü âû-
áèðàòü ñîñòàâ ïðîâîäèìûõ èçìåðåíèé èëè âûáðàòü êàêîé-òî èõ íà-
áîð èç èìåþùèõñÿ äàííûõ. Çäåñü âîçíèêàåò çàäà÷à ïîèñêà îïòè-
ìàëüíîãî ñîñòàâà èçìåðåíèé. Ýòîé çàäà÷å óäåëåíî ìíîãî âíèìàíèÿ
â êíèãå Ýëüÿñáåðãà (1976). Â ÷àñòíîñòè, óêàçàíî, ÷òî â ðåàëüíûõ
óñëîâèÿõ óâåëè÷åíèå ÷èñëà èçìåðåíèé ìîæåò îêàçàòüñÿ áåñïîëåç-
íûì, à â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äàæå âåäåò ê óõóäøåíèþ òî÷íîñòè ïî-
ëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ.

Äðóãàÿ êíèãà, ìîíîãðàôèÿ Àâäþøåâà (2015) — õîðîøèé èñòî÷-
íèê ñâåäåíèé îá àëãîðèòìàõ ôèëüòðàöèè. Äâå ãëàâû ýòîé êíèãè
ïîñâÿùåíû îïðåäåëåíèþ îðáèò èç íàáëþäåíèé è îöåíêå òî÷íîñòè
îïðåäåëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ.
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Êðîìå ÌÍÊ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ìåòîäû: ìåòîä Íüþ-
òîíà, ìåòîä Ãàóññà – Íüþòîíà, ìåòîä Ëåâåíáåðãà – Ìàðêâàðäòà,
îâðàæíûå ìåòîäû. Òàêæå äàåòñÿ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ýôôåêòèâ-
íîñòè ìåòîäîâ.

Ñòîèò îòìåòèòü îðèãèíàëüíûé ïîäõîä ê àëãîðèòìàì ôèëüòðà-
öèè, ïðèíÿòûé â ðàáîòå (Áàõøèÿí, Íàçèðîâ è äð., 1980). Â íåé ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ îïðåäåëåíèå äâèæåíèÿ è óïðàâëåíèå èì ïðè äèñêðåò-
íîì õàðàêòåðå èçìåðèòåëüíîé èíôîðìàöèè è êîððåêòèðóþùèõ âîç-
äåéñòâèé. Îñîáîå âíèìàíèå îáðàùàåòñÿ íà îöåíêó òî÷íîñòè ïîëó-
÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ è îïòèìèçàöèþ ñòðàòåãèè ðåøåíèÿ ðàññìàòðè-
âàåìûõ çàäà÷. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, ãàðàíòèðóþùèé äî-
ñòèæåíèå òðåáóåìîé òî÷íîñòè è íàäåæíîñòè ïîëó÷àåìûõ ðåøåíèé
ïðè óñëîâèè, ÷òî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îøèáîê èñõîäíûõ äàííûõ
òî÷íî íå èçâåñòíû, à çàäàíû ëèøü íåêîòîðûå ìíîæåñòâà, êîòîðûì
ìîãóò ïðèíàäëåæàòü ýòè ôóíêöèè. Ýòèì îáåñïå÷èâàåòñÿ óñòîé÷è-
âîñòü ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ. Îïèñûâàåòñÿ àïïàðàò ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, èñïîëüçóåìûé ïðè ðåøåíèè ðàññìàòðè-
âàåìûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè.

Äëÿ çíàêîìñòâà ñ íåêîòîðûìè îáîáùåíèÿìè ÌÍÊ ìîæíî îá-
ðàòèòüñÿ ê êíèãå (Ãóáàíîâ, 1997). Îíà ñîäåðæèò ñèñòåìàòè÷åñêîå
èçëîæåíèå îñíîâ òåîðèè ÌÍÊ è åãî îáîáùåíèé — ñðåäíåé êâàä-
ðàòè÷íîé êîëëîêàöèè è ôèëüòðàöèè Êàëìàíà. Ðàññìîòðåíû îñíîâ-
íûå òèïû ïàðàìåòðè÷åñêèõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé äàííûõ èç-
ìåðåíèé. Äàíû ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ îáîáùåííîé òåîðèè ÌÍÊ ê
îáðàáîòêå ðàäèîèíòåðôåðîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé ñî ñâåðõäëèí-
íûìè áàçàìè, ê àíàëèçó âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ Çåìëè è äð.

6.4. Âû÷èñëåíèå èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí è ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ îò èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí ïî
óòî÷íÿåìûì ïàðàìåòðàì

6.4.1. Îáùèé ïîðÿäîê âû÷èñëåíèé

Â ïðîöåññå äèôôåðåíöèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæå-
íèÿ íåáåñíûõ òåë èç íàáëþäåíèé òðåáóåòñÿ âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ èç-
ìåðÿåìûõ âåëè÷èí è ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí
ïî óòî÷íÿåìûì ïàðàìåòðàì íà ìîìåíòû íàáëþäåíèé. Ýòè âû÷èñëå-
íèÿ äåëàþòñÿ íà îñíîâå ïðèíÿòîãî çàêîíà äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë.
Çàêîí äâèæåíèÿ îïèñûâàåòñÿ â êàêîé-ëèáî ñèñòåìå êîîðäèíàò. ×à-
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ùå âñåãî ýòî äåêàðòîâû ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû x, y, z. Çàêîí
äâèæåíèÿ çàäàåòñÿ ôóíêöèÿìè

x = x(t, p1, p2, ..., pj), y = y(t, p1, p2, ..., pj), z = z(t, p1, p2, ..., pj).

(6.29)
Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ââåäåíî ïîíÿòèå èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû.

Íàáëþäåíèÿ äàþò íàì çíà÷åíèÿ èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí íà ìîìåíòû
èçìåðåíèé. Ïóñòü ξ — îäíà èç èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí.

Èçìåðÿåìàÿ âåëè÷èíà ñâÿçàíà ñ êîîðäèíàòàìè íåáåñíîãî òåëà.
Ýòà ñâÿçü çàäàåòñÿ íåêîòîðîé ìîäåëüþ èçìåðåíèé. Ìîäåëü ìîæåò
âêëþ÷àòü â ñåáÿ è íåêîòîðûå äðóãèå ïàðàìåòðû, îáîçíà÷àåìûå ÷å-
ðåç pj+1, pj+2, ..., pn. Ìîäåëü íàáëþäåíèé äàåò íàì ôóíêöèþ

ξ = ξ(t, x, y, z, pj+1, pj+2, ..., pn). (6.30)

Òàêèì îáðàçîì, â ìåòîäå äèôôåðåíöèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ äâèæåíèÿ èçìåðÿåìàÿ âåëè÷èíà ξ, êàê ôóíêöèÿ óòî÷íÿåìûõ
ïàðàìåòðîâ p1, p2, ..., pn, ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé ôóíêöèåé. Ïåðâîíà÷àëü-
íî îíà çàäàåòñÿ êàê ôóíêöèÿ îò ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò íåáåñ-
íîãî òåëà, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü â ñèëó çàêîíà äâèæåíèÿ ÿâëÿ-
þòñÿ ôóíêöèÿìè âðåìåíè t è ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ. Çàâèñèìîñòü
ξ(t, x, y, z, ...) íå ñâÿçàíà ñ çàêîíîì äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà, îäíàêî
îíà âêëþ÷àåò â ñåáÿ âðåìÿ t è ïàðàìåòðû, êîòîðûå òàêæå ìîãóò ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ êàê óòî÷íÿåìûå. Â îòëè÷èå îò ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ
íåáåñíîãî èõ íàçûâàþò ïàðàìåòðàìè óñëîâèé íàáëþäåíèé. Ôóíê-
öèÿ ξ(t, x, y, z, ...) îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî âûáîðîì èçìåðÿåìîé âåëè-
÷èíû. Â àñòðîíîìè÷åñêîé ïðàêòèêå èñïîëüçóåòñÿ áîëüøîå ìíîæå-
ñòâî âåëè÷èí, èçìåðÿåìûõ â ïðîöåññå íàáëþäåíèé. Â íàñòîÿùåì
ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå èç íèõ, è äàþòñÿ ÿâíûå âûðà-
æåíèÿ äëÿ ôóíêöèè ξ(t, x, y, z, pj+1, pj+2, ..., pn).

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàâèñèìîñòè èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí êàê
îò ïàðàìåòðîâ óñëîâèé íàáëþäåíèé, òàê è îò ïàðàìåòðîâ äâèæå-
íèÿ. Â èòîãå ýòè çàâèñèìîñòè îòîáðàæàþòñÿ ôóíêöèåé âðåìåíè t è
âñåõ óòî÷íÿåìûõ ïàðàìåòðîâ

ξ = ξ(t, p1, p2, ..., pn). (6.31)

Èìåííî ýòà ôóíêöèÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîñòàâëåíèÿ óñëîâíûõ óðàâ-
íåíèé ïðè óòî÷íåíèè ïàðàìåòðîâ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà äèôôåðåíöèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë èç íàáëþäåíèé íåîáõîäèìî, êðîìå

6.4. Вычисление измеряемых величин и частных производных 21



ñàìèõ èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí, âû÷èñëÿòü òàêæå ÷àñòíûå ïðîèçâîä-
íûå îò èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí ïî óòî÷íÿåìûì ïàðàìåòðàì. Ïîðÿäîê
ýòèõ âû÷èñëåíèé ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òîãî, êàê ïîëó÷àåòñÿ çà-
êîí äâèæåíèÿ.

Âû÷èñëåíèå êîîðäèíàò íåáåñíîãî òåëà x, y, z äåëàåòñÿ ëèáî ïî
ôîðìóëàì ïîñòðîåííîé çàðàíåå àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äâèæåíèÿ,
ëèáî íà îñíîâå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí ïî óòî÷íÿåìûì
ïàðàìåòðàì íà ìîìåíòû íàáëþäåíèé âû÷èñëÿþòñÿ íà îñíîâå ðàñ-
ñìîòðåííûõ âûøå çàâèñèìîñòåé. Òàê êàê ïðîìåæóòî÷íûìè âåëè÷è-
íàìè ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòû íåáåñíîãî òåëà x, y, z, òî äëÿ èñêîìûõ
ïðîèçâîäíûõ ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

∂ξ
∂p1

∂ξ
∂p2

...

∂ξ
∂pn


= A · B, A =



∂x
∂p1

∂y
∂p1

∂z
∂p1

∂x
∂p2

∂y
∂p2

∂z
∂p2

... ... ...

∂x
∂pn

∂y
∂pn

∂z
∂pn


, B =


∂ξ
∂x

∂ξ
∂y

∂ξ
∂z

 .

(6.32)
Êàê âèäíî èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé, âû÷èñëèòåëüíàÿ çàäà÷à ðàçäå-

ëÿåòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå ÷àñòè. Â ïåðâîé èç íèõ íàõîäÿòñÿ çíà÷å-
íèÿ ÷àñòíûõ ïðîçâîäíûõ îò ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò ïî ïàðàìåò-
ðàì äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà, ò.å. ìàòðèöà A. Âî âòîðîé — ïðîèç-
âîäíûå îò èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû ïî ïðÿìîóãîëüíûì êîîðäèíàòàì
íåáåñíîãî òåëà, ìàòðèöà-ñòîëáåö B.

Âåêòîð B âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì, ïîëó÷àåìûì äèôôåðåíöè-
ðîâàíèåì ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ξ(x, y, z). Âû÷èñëåíèå ìàòðèöû ïà-
ðàìåòðîâ A ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà íàáëþäåíèé
êàê ïî ôîðìóëàì, ñëåäóþùèì èç àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äâèæåíèÿ,
òàê è â ïðîöåññå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, ñïåöèàëüíî ïîñòðîåííûõ äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò
êîîðäèíàò ïî ïàðàìåòðàì äâèæåíèÿ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ýëåìåíòû
ìàòðèöû A íàçûâàþò èçîõðîííûìè ïðîèçâîäíûìè, ïîñêîëüêó èõ
çíà÷åíèÿ íàì íóæíû íà òå æå ìîìåíòû âðåìåíè, ÷òî è ñàìè êîîð-
äèíàòû. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ èçîõðîííûõ ïðîèçâîä-
íûõ (îíè èíîãäà íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè â âàðèàöèÿõ) èíòåãðè-
ðóþòñÿ ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ.
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Çàìåòèì, ÷òî â âûøåèçëîæåííûõ âûêëàäêàõ ìîë÷àëèâî ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî èçìåðÿåìàÿ âåëè÷èíà çàâèñèò òîëüêî îò êîîðäèíàò
íåáåñíîãî òåëà. Îäíàêî â ïðàêòèêå óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ èç íàáëþ-
äåíèé èñïîëüçóþòñÿ òàêæå èçìåðÿåìûå âåëè÷èíû, çàâèñÿùèå îò
êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè ẋ, ẏ, ż. Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü óòî÷-
íåíèå ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ èñêóññòâåííîãî ñïóòíèêà Çåìëè íà îñ-
íîâå íàçåìíûõ ðàäèîòåõíè÷åñêèõ äîïëåðîâñêèõ èçìåðåíèé. Â ýòîì
ñëó÷àå èçìåðÿåòñÿ ëó÷åâàÿ ñêîðîñòü, ò.å. ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ òîïî-
öåíòðè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ ñïóòíèêà. Â ýòîì ñëó÷àå âåêòîð-ñòîëáåö
B ïðèîáðåòåò åùå òðè ýëåìåíòà

∂ξ

∂ẋ
,

∂ξ

∂ẏ
,

∂ξ

∂ż
,

à ìàòðèöà A åùå òðè ñîîòâåòñòâóþùèõ äîïîëíèòåëüíûõ ñòîëáöà.
Âñå äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ è âûêëàäêè áóäóò àíàëîãè÷íû òîìó,
÷òî ïîëó÷àåòñÿ â ñëó÷àå çàâèñèìîñòè èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû òîëüêî
îò êîîðäèíàò. Ïîñêîëüêó â ïðàêòèêå íàçåìíûõ íàáëþäåíèé ñïóòíè-
êîâ ïëàíåò äîïëåðîâñêèå íàáëþäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ òîëüêî â èñêëþ-
÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ, ìû îãðàíè÷èìñÿ äàëåå ðàññìîòðåíèåì çàâèñè-
ìîñòè èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû ξ ëèøü îò äåêàðòîâûõ ïðÿìîóãîëüíûõ
êîîðäèíàò ñïóòíèêà.

Ïðè èçó÷åíèè äèíàìèêè åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò â íåêî-
òîðûõ ðàáîòàõ ñòðîÿòñÿ è ïðèìåíÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèå òåîðèè äâè-
æåíèÿ. Çàêîí äâèæåíèÿ íàõîäèòñÿ êàê îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Òîãäà êîîðäèíàòû íåáåñíîãî òåëà
ïðåäñòàâëåíû àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè è ïàðàìåòðîâ
äâèæåíèÿ. Â àíàëèòè÷åñêèõ òåîðèÿõ ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ ÷àñòî
íàçûâàþò ýëåìåíòàìè îðáèòû, ïîñêîëüêó îíè ñâÿçàíû ñ ìîäåëüþ
êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ è êåïëåðîâñêèìè ýëåìåíòàìè. Ýëåìåíòû
ìàòðèöû A â òàêèõ çàäà÷àõ ïîëó÷àþòñÿ àíàëèòè÷åñêèì äèôôåðåí-
öèðîâàíèåì ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò ïî ýëåìåíòàì îðáèòû. Ôîð-
ìóëû äëÿ ýòèõ ïðîèçâîäíûõ îáû÷íî ïðèâîäÿòñÿ âìåñòå ñ ôîðìó-
ëàìè äëÿ êîîðäèíàò è êîìïîíåíò ñêîðîñòè íåáåñíîãî òåëà. Èìåííî
òàê ñäåëàíî â íàñòîÿøåé êíèãå. Âûðàæåíèÿ äëÿ óêàçàííûõ ïðîèç-
âîäíûõ â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîãî êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ äàíû â
ðàçäåëå 3.2.4 Ãëàâû 3.

Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàþòñÿ ôîðìóëû äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A â ðàçëè÷íûõ êîíêðåòíûõ çàäà-
÷àõ. Çàòåì ïðèâîäÿòñÿ ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ èçìåðÿåìûõ âå-

6.4. Вычисление измеряемых величин и частных производных 23



ëè÷èí ξ è ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò íèõ ïî ïðÿìîóãîëüíûì êîîðäè-
íàòàì è ïàðàìåòðàì óñëîâèé íàáëþäåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ íà-
áëþäåíèé. Äàþòñÿ íåêîòîðûå ðåêîìåíäàöèè îòíîñèòåëüíî ñîñòàâ-
ëåíèÿ óñëîâíûõ óðàâíåíèé.

6.4.2. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ èçîõðîííûõ
ïðîèçâîäíûõ â çàäà÷å òðåõ òåë. Óòî÷íåíèå íà÷àëüíûõ
óñëîâèé óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

Ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó äèôôåðåíöèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ äâèæåíèÿ â ñëó÷àå çàäà÷è òðåõ òåë. Ïîñêîëüêó òî÷íîãî àíàëè-
òè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è òðåõ òåë äî ñèõ ïîð íå íàéäåíî, óðàâíå-
íèÿ äâèæåíèÿ â ýòîé çàäà÷å ðåøàþòñÿ ìåòîäàìè ÷èñëåííîãî èíòå-
ãðèðîâàíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå ÷àùå âñåãî ðàñ-
ñìàòðèâàþò íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, òî åñòü çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò íà
íåêîòîðûé íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0. Óòî÷íÿåìûìè ïàðàìåò-
ðàìè ìîãóò áûòü òàêæå ïîñòîÿííûå, êîòîðûå âõîäÿò â äèôôåðåí-
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.

Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ
âòîðîãî òåëà îòíîñèòåëüíî ïåðâîãî, êîòîðîå ñ÷èòàåòñÿ ãëàâíûì, áó-
äó÷è íàèáîëåå ìàññèâíûì. Äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïîä âîçìóùàþ-
ùèì äåéñòâèåì òðåòüåãî òåëà, äâèæåíèå êîòîðîãî çàäàíî êîîðäèíà-
òàìè, êàê èçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè.

Â îáùåì ñëó÷àå ìîãóò îïðåäåëÿòüñÿ èç íàáëþäåíèé ïàðàìåòðû
äâèæåíèÿ âòîðîãî è òðåòüåãî òåëà â åäèíîì ïðîöåññå äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óòî÷íåíèÿ. Òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, à òàêæå óðàâíåíèÿ
äëÿ èçìåíåíèÿ èçîõðîííûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî è òðåòüåãî òåë èí-
òåãðèðóþòñÿ ñîâìåñòíî.

Òåëà áóäåì ñ÷èòàòü ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè. Íà÷àëî ñèñòå-
ìû íåâðàùàþùèõñÿ ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò ïîìåñòèì â ïåð-
âîå èç òåë. Êîîðäèíàòû âòîðîãî òåëà, äâèæåíèå êîòîðîãî èçó÷à-
åòñÿ, â îòëè÷èå îò îáû÷íûõ îáîçíà÷åíèé, îáîçíà÷èì òåïåðü ÷åðåç
x1, x2, x3. Êîîðäèíàòû òðåòüåãî, âîçìóùàþùåãî òåëà îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç x′

1, x
′
2, x

′
3 .

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âòîðîãî òåëà â ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ çà-
ïèøóòñÿ â âèäå

d2xi

dt2
= −Gm

xi

r3
−Gm′

(
xi − x′

i

∆3
+

x′
i

r′3

)
= Fi (i = 1, 2, 3) , (6.33)
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ãäå G— óíèâåðñàëüíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ,m— ìàññà ïåð-
âîãî òåëà, m′ — ìàññà âîçìóùàþùåãî òåëà. Êðîìå òîãî, ìû èñïîëü-
çóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

r =
√
x2
1 + x2

2 + x2
3, r′ =

√
x′
1
2 + x′

2
2 + x′

3
2,

∆ =
√

(x1 − x′
1)

2 + (x2 − x′
2)

2 + (x3 − x′
3).

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òðåòüåãî íåáåñíîãî òåëà ìîãóò áûòü çàïèñàíû
àíàëîãè÷íî.

Íà ïðàêòèêå âìåñòî ìàññ íåáåñíûõ òåë ðàññìàòðèâàþò èõ ãðàâè-
òàöèîííûå ïàðàìåòðû µ = Gm, µ′ = Gm′.

Çàìåòèì, ÷òî ïðèâîäèìûå íèæå ôîðìóëû áóäóò ïðèãîäíû è äëÿ
áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ, êîãäà êîîðäèíàòû âîçìóùàþùåãî òåëà âû÷èñ-
ëÿþòñÿ íà îñíîâå áîëåå ñëîæíîé ìîäåëè, ó÷èòûâàþùåé âëèÿíèå
äðóãèõ òåë.

Ïàðàìåòðàìè èçó÷àåìîãî äâèæåíèÿ âòîðîãî òåëà áóäóò íà÷àëü-
íûå óñëîâèÿ, òî åñòü êîîðäèíàòû è êîìïîíåíòû ñêîðîñòè

x
(0)
1 , x

(0)
2 , x

(0)
3 , ẋ

(0)
1 , ẋ

(0)
2 , ẋ

(0)
3 ,

çàäàííûå íà íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0.
Èñêîìûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, íåîáõîäèìûå äëÿ äèôôåðåíöè-

àëüíîãî óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ, îáðàçóþò ìàòðèöó

A =



∂x1

∂x
(0)
1

∂x2

∂x
(0)
1

∂x3

∂x
(0)
1

∂x1

∂x
(0)
2

∂x2

∂x
(0)
2

∂x3

∂x
(0)
2

∂x1

∂x
(0)
3

∂x2

∂x
(0)
3

∂x3

∂x
(0)
3

∂x1

∂ẋ
(0)
1

∂x2

∂ẋ
(0)
1

∂x3

∂ẋ
(0)
1

∂x1

∂ẋ
(0)
2

∂x2

∂ẋ
(0)
2

∂x3

∂ẋ
(0)
2

∂x1

∂ẋ
(0)
3

∂x2

∂ẋ
(0)
3

∂x3

∂ẋ
(0)
3



. (6.34)

Äëÿ ýëåìåíòîâ ýòîé ìàòðèöû ìîæíî ñîñòàâèòü äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ ïóòåì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòåé
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óðàâíåíèé (6.33) ïî ïàðàìåòðó. Âûïîëíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ýòó îïå-
ðàöèþ äëÿ êàæäîãî èç ïàðàìåòðîâ, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó
óðàâíåíèé:

d2

dt2

(
∂xi

∂x
(0)
j

)
=

3∑
n=1

∂Fi

∂xn

∂xn

∂x
(0)
j

, (6.35)

d2

dt2

(
∂xi

∂ẋ
(0)
j

)
=

3∑
n=1

∂Fi

∂xn

∂xn

∂ẋ
(0)
j

, (6.36)

(i, j = 1, 2, 3),

ãäå

∂Fi

∂xn
= Gm

1

r3

(
3

r2
xixn − δin

)
+Gm′ 1

∆3

[
3

∆2
(xi − x′

i)(xn − x′
n)− δin

]
,

δin =

{
1 ïðè i = n

0 ïðè i ̸= n
.

Óðàâíåíèÿ (6.35) è (6.36) ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîé ôîðìå. Äëÿ
ýòîãî ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìàòðèöó

F =


∂F1

∂x1

∂F2

∂x1

∂F3

∂x1

∂F1

∂x2

∂F2

∂x2

∂F3

∂x2

∂F1

∂x3

∂F2

∂x3

∂F3

∂x3

 . (6.37)

Òîãäà óðàâíåíèÿ (6.35) è (6.36) çàïèøóòñÿ â âèäå

d2

dt2
A = AF. (6.38)

×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé (6.35) è (6.36) ñëåäóåò
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âûïîëíÿòü ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ (6.33). Íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèé (6.35) è (6.36) îïðåäåëÿþòñÿ ìàòðèöàìè

A0 = A|t=t0 =



1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

0 0 0

0 0 0


, (6.39)

Ȧ0 = Ȧ|t=t0 =



0 0 0

0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1


. (6.40)

Çäåñü òî÷êà íàä áóêâàìè îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè.

6.4.3. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ èçîõðîííûõ
ïðîèçâîäíûõ â çàäà÷å òðåõ òåë. Óòî÷íåíèå ìàññû
âîçìóùàþùåãî òåëà

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå âòîðîãî èç òðåõ òåë ïîä äåéñòâèåì ïðè-
òÿæåíèÿ ïåðâîãî òåëà è âîçìóùàþùåãî âëèÿíèÿ òðåòüåãî ãðàâèòè-
ðóþùåãî òåëà. Èç íàáëþäåíèé äâèæåíèÿ âòîðîãî òåëà ìîæíî îïðå-
äåëÿòü ïàðàìåòðû åãî äâèæåíèÿ. Êðîìå òîãî, ñîâìåñòíî ñ íà÷àëü-
íûìè óñëîâèÿìè âòîðîãî òåëà ìîæíî îïðåäåëÿòü ìàññó âîçìóùàþ-
ùåãî òåëà. Òàêîå îïðåäåëåíèå ñëåäóåò äåëàòü îáÿçàòåëüíî ñîâìåñò-
íî, ïîñêîëüêó ïðè êîððåêöèè ìàññû âîçìóùàþùåãî òåëà ïàðàìåòðû
äâèæåíèÿ âòîðîãî òåëà áóäóò óæå äðóãèìè.

Â òàêîé çàäà÷å óòî÷íÿåìûìè ïàðàìåòðàìè áóäóò íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ, òî åñòü êîîðäèíàòû è êîìïîíåíòû ñêîðîñòè

x
(0)
1 , x

(0)
2 , x

(0)
3 , ẋ

(0)
1 , ẋ

(0)
2 , ẋ

(0)
3 ,
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çàäàííûå íà íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 äëÿ âòîðîãî òåëà è ãðà-
âèòàöèîííûé ïàðàìåòð µ′ âîçìóùàþùåãî òåëà. Â ýòîì ñëó÷àå ê ìàò-
ðèöå (6.34) íóæíî äîáàâèòü åùå îäíó ñòðîêó(

∂x1

∂µ′
∂x2

∂µ′
∂x3

∂µ′

)
. (6.41)

Äëÿ ýëåìåíòîâ ýòîé ñòðîêè ìîæíî ñîñòàâèòü ñëåäóþùèå äèôôåðåí-
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ:

d2

dt2

(
∂xi

∂µ′

)
= −

(
xi − x′

i

∆3
+

x′
i

r′3

)
+

3∑
n=1

∂Fi

∂xn

∂xn

∂µ′ . (6.42)

Òîãäà íóæíî èíòåãðèðîâàòü ñîâìåñòíî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (6.33),
óðàâíåíèÿ (6.35), (6.36) è (6.42). Íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ ïåðå-
ìåííûõ (6.41) áóäóò

∂x1

∂µ′ |t=t0 = 0, ∂x2

∂µ′ |t=t0 = 0, ∂x3

∂µ′ |t=t0 = 0,

d
dt

(
∂x1

∂µ′

)
|t=t0 = 0, d

dt

(
∂x2

∂µ′

)
|t=t0 = 0, d

dt

(
∂x3

∂µ′

)
|t=t0 = 0.

(6.43)

6.4.4. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ èçîõðîííûõ
ïðîèçâîäíûõ â çàäà÷å î äâèæåíèè ñïóòíèêà ñæàòîé
ïëàíåòû

Ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó äèôôåðåíöèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà â ñëó÷àå ó÷åòà âîçìóùåíèé îò íåñôåðè÷íî-
ñòè ïëàíåòû. Â ýòîé çàäà÷å âîçìóùåíèÿ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé
îðáèòû ñïóòíèêà ìîãóò îïðåäåëÿòüñÿ ìåòîäàìè òåîðèè âîçìóùåíèé
â àíàëèòè÷åñêîì âèäå. Îäíàêî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ìî-
ãóò òàêæå ðåøàòüñÿ ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì. Â òàêîì ñëó÷àå â
êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàþò íà÷àëüíûå óñëîâèÿ,
òî åñòü çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò íà íåêîòîðûé íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè t0.

Ñèëîâóþ ôóíêöèþ ïðèòÿæåíèÿ íåñôåðè÷íîé ïëàíåòû èñïîëü-
çóþò â ôîðìå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì. Ýòî
ðàçëîæåíèå ïîäðîáíî ðàññìîòðåíî â Ãëàâå 3 (ðàçäåë 3.3) íàñòîÿ-
ùåé êíèãè. Ïîñêîëüêó ðàçëîæåíèå ñèëîâîé ôóíêöèè â ýòîì ñëó-
÷àå çàïèñûâàåòñÿ â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ îñüþ ñèììåò-
ðèè ñæàòîãî òåëà, òî â ðàçëîæåíèè ôèãóðèðóþò ïðÿìîóãîëüíûå êî-
îðäèíàòû â ñèñòåìå ñ îñíîâíîé ïëîñêîñòüþ, ñîâïàäàþùåé ñ ïëîñ-
êîñòüþ ýêâàòîðà ïëàíåòû. Îáîçíà÷èì ýòè êîîðäèíàòû ÷åðåç x1, x2,
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x3. Îäíàêî â ðÿäå çàäà÷ îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåîáõîäèìî ðåøàòü óðàâ-
íåíèÿ äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò x1, x2, x3, íå ñâÿçàííûõ ñ
ýêâàòîðîì ïëàíåòû.

Ñâÿçü êîîðäèíàò â äâóõ ñèñòåìàõ çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

{x1, x2, x3}T = R0{x1, x2, x3}T ,

ãäå ìàòðèöà R0 îïèñàíà â Ãëàâå 3 (ðàçäåë 3.3).
Âîçüìåì ñíà÷àëà äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðåíèÿ â ðàçëîæåíèè ñè-

ëîâîé ôóíêöèè òîëüêî ãëàâíûé ÷ëåí, îïèñûâàþùèé äèíàìè÷åñêîå
ñæàòèå ïëàíåòû, à èìåííî, âòîðóþ çîíàëüíóþ ãàðìîíèêó. Äëÿ äðó-
ãèõ ÷ëåíîâ ýòîãî ðàçëîæåíèÿ óðàâíåíèÿ äëÿ èçîõðîííûõ ïðîèçâîä-
íûõ ìîãóò áûòü âûâåäåíû àíàëîãè÷íî.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñ ó÷åòîì âòîðîé çîíàëüíîé ãàðìîíèêè ðàç-
ëîæåíèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû çàïèøåì â ñëåäó-
þùåé ôîðìå:

d2xi

dt2
= Fi (i = 1, 2, 3) , (6.44)

ãäå
{F1, F2, F3}T = R0{F 1, F 2, F 3}T ,

ïðè÷åì â ýêâàòîðèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò {F 1, F 2, F 3} ñîãëàñíî
ôîðìóëàì â ðàçäåëå 3.3 íàñòîÿùåé êíèãè èìåþò âèä

F i = −µ
xi

r3
+

3

2
µJ2

r20
r5

xi

(
5
x2
3

r2
− ei

)
(i = 1, 2, 3) , (6.45)

ãäå µ — ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð ïëàíåòû, J2 — êîýôôèöèåíò ïðè
âòîðîé çîíàëüíîé ãàðìîíèêå ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè ïðè-
òÿæåíèÿ ïëàíåòû, r0 — ñðåäíèé ýêâàòîðèàëüíûé ðàäèóñ ïëàíåòû.
Êðîìå òîãî, ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

r =
√

x2
1 + x2

2 + x2
3,

e1 = 1, e2 = 1, e3 = 3.

Ïàðàìåòðàìè èçó÷àåìîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêà áóäóò íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ, òî åñòü êîîðäèíàòû è êîìïîíåíòû ñêîðîñòè

x
(0)
1 , x

(0)
2 , x

(0)
3 , ẋ

(0)
1 , ẋ

(0)
2 , ẋ

(0)
3 ,

çàäàííûå íà íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0.
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Èñêîìûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, íåîáõîäèìûå äëÿ äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ, îáðàçóþò ìàòðèöó âèäà (6.34).
Äëÿ ýëåìåíòîâ ýòîé ìàòðèöû ìîæíî ñîñòàâèòü äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ ïóòåì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâ-
íåíèé (6.45) ïî ïàðàìåòðó. Âûïîëíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ýòó îïåðà-
öèþ äëÿ êàæäîãî èç ïàðàìåòðîâ, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé, êî-
òîðóþ çàïèøåì çäåñü â ìàòðè÷íîé ôîðìå:

d2

dt2
A = AR0F ·

(
R0

T
)
, (6.46)

ãäå ìàòðèöà F, àíàëîãè÷íàÿ ìàòðèöå (6.37), èìååò îáùèé âèä

F =


∂F 1

∂x1

∂F 2

∂x1

∂F 3

∂x1

∂F 1

∂x2

∂F 2

∂x2

∂F 3

∂x2

∂F 1

∂x3

∂F 2

∂x3

∂F 3

∂x3

 (6.47)

ñ ýëåìåíòàìè, îïðåäåëÿåìûìè ïî ôîðìóëàì

∂F i

∂xn
= µ

1

r3

(
3

r2
xixn − δin

)
+

+
3

2
µJ2

r20
r5

[(
5
x2
3

r2
− ei

)
δin − 35

x2
3

r4
xixn + 10

x3xi

r2
fn + 5

xixn

r2
ei

]
,

(6.48)
ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

f1 = 0, f2 = 0, f3 = 1 ,

à δin — ñèìâîë Êðîíåêåðà: δin = 1 ïðè i = n è δin = 0 ïðè i ̸= n.
Íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ïðè èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé (6.46)

ñëåäóåò âçÿòü (6.39), (6.40).
Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àÿõ, êîãäà ãëàâíûì ôàêòîðîì, âëèÿþùèì

íà äâèæåíèå ñïóòíèêà, ÿâëÿåòñÿ ñæàòèå ïëàíåòû, îñíîâíóþ ñèñòå-
ìó êîîðäèíàò x, y, z ìîæíî ñâÿçàòü ñ ýêâàòîðîì ïëàíåòû. Òîãäà êî-
îðäèíàòû x1, x2, x3 ñîâïàäàþò ñ êîîðäèíàòàìè x, y, z, êîìïîíåíòû
óñêîðåíèÿ F 1, F 2, F 3 ñîâïàäàþò ñ êîìïîíåíòàìè F1, F2, F3, ìàòðèöà
R0 îêàçûâàåòñÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé, è ìàòðèöà (6.47) ñîâïàäàåò ñ
ìàòðèöåé (6.37).
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Åñëè ïðè ðåøåíèè îêàæåòñÿ, ÷òî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü òàê-
æå ÷åòâåðòóþ çîíàëüíóþ ãàðìîíèêó ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè
ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû, òî â ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (6.45) è (6.48)
íóæíî äîáàâèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ÷ëåíû. Â îáîçíà÷åíèÿõ, ïðèíÿ-
òûõ âûøå, ýòè äîáàâî÷íûå ÷ëåíû èìåþò âèä

F i = ... +A

(
ai
xi

r7
+ bi

x2
3xi

r9
+ c

x4
3xi

r11

)
,

ãäå

A =
5

8
µr40J4 ,

a1 = 3, , a2 = 3, , a3 = 15, ,

b1 = −42, , b2 = −42, , b3 = −70, ,

c = 63

è äëÿ óðàâíåíèé (6.48)

∂F i

∂xn
= ... +A

(
aiF

(1)
in + biF

(2)
in + cF

(3)
in

)
,

ãäå

F
(1)
in =

δin
r7

− 7xixn

r9

F
(2)
in =

x2
3δin
r9

− 9x2
3xixn

r11
+ fn

2x3xi

r9

F
(3)
in =

x4
3δin
r11

− 11x4
3xixn

r13
+ fn

4x3
3xi

r11
.

Ïðè÷åì δin — ñèìâîë Êðîíåêåðà.

6.4.5. Ïîñòðîåíèå óñëîâíûõ óðàâíåíèé ïðè óãëîâûõ
èçìåðåíèÿõ òîïîöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò

Ïîñòðîåíèå óñëîâíûõ óðàâíåíèé äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óòî÷-
íåíèÿ ïàðàìåòðîâ îðáèò íåáåñíûõ òåë èç íàáëþäåíèé ñâÿçàíî ñ âû-
÷èñëåíèåì ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû ïî êî-
îðäèíàòàì íåáåñíîãî òåëà. Â ðàçäåëå 6.4.1 ýòè ïðîèçâîäíûå ñîñòàâ-
ëÿþò êîìïîíåíòû âåêòîðà-ñòîëáöà B. Ðàçóìååòñÿ, ýòè ïðîèçâîäíûå
çàâèñÿò îò òèïà íàáëþäåíèé è òèïà èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû. Â äàí-
íîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì âû÷èñëåíèÿ äëÿ ñëó÷àåâ óãëîâûõ òîïîöåí-
òðè÷åñêèõ èçìåðåíèé.
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Â Ãëàâå 5 ââåäåíî ïîíÿòèå âåêòîðà íàáëþäåíèÿ. Íà÷àëî ýòîãî
âåêòîðà ðàñïîëîæåíî â òî÷êå íàáëþäåíèÿ — òîïîöåíòðå, à êîíåö —
â öåíòðå íàáëþäàåìîãî òåëà. Îáîçíà÷èì êîìïîíåíòû âåêòîðà íà-
áëþäåíèÿ ÷åðåç X,Y, Z . Â ñîîòâåòñòâèå âåêòîðó íàáëþäåíèÿ ñòàâÿò
ãåîýêâàòîðèàëüíûå óãëîâûå êîîðäèíàòû: ïðÿìîå âîñõîæäåíèå α è
ñêëîíåíèå δ. Ñâÿçü óãëîâûõ è ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò îïèñûâà-
åòñÿ ôîðìóëàìè

tgα =
Y

X
, tg δ =

Z√
X2 + Y 2

.

Åñëè èçìåðÿåìûìè âåëè÷èíàìè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîå âîñõîæäåíèå
è ñêëîíåíèå, òî ôîðìóëû äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò èçìåðÿåìûõ
âåëè÷èí ïî ïðÿìîóãîëüíûì òîïîöåíòðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì èìåþò
âèä

∂α

∂X
=

− sinα
R cos δ

,
∂α

∂Y
=

cosα
R cos δ

,
∂α

∂Z
= 0,

∂δ

∂X
=

− cosα sin δ
R

,
∂δ

∂Y
=

− sinα sin δ
R

,
∂δ

∂Z
=
cos δ
R

,

ãäå R =
√
X2 + Y 2 + Z2.

Ìîäåëü äâèæåíèÿ ïëàíåòû äàåò íàì ïðÿìîóãîëüíûå áàðèöåí-
òðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ïëàíåòû íà çàäàííûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ìî-
äåëü äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ïëàíåòû ïðåäñòàâëÿåò ïëàíåòîöåíòðè÷å-
ñêèå ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû. Åñëè îñè âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ
ñèñòåì âçàèìíî ïàðàëëåëüíû, òî äàâàÿ èì îáùåå îáîçíà÷åíèå x, y, z,
ìîæíî ïðåäñòàâèòü âûðàæåíèÿ äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò èçìå-
ðÿåìûõ ïðÿìîãî âîñõîæäåíèÿ è ñêëîíåíèÿ ïî êîîðäèíàòàì ïëàíå-
òû èëè ñïóòíèêà â ñëåäóþùåì âèäå:

∂α

∂x
=

− sinα
R cos δ

,
∂α

∂y
=

cosα
R cos δ

,
∂α

∂z
= 0,

∂δ

∂x
=

− cosα sin δ
R

,
∂δ

∂y
=

− sinα sin δ
R

,
∂δ

∂z
=
cos δ
R

.

Â ýòèõ ôîðìóëàõ äëÿ ñëó÷àÿ íàáëþäåíèÿ ïëàíåòû x, y, z ñóòü ïðÿ-
ìîóãîëüíûå áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ïëàíåòû, à ïðè íàáëþ-
äåíèÿõ ñïóòíèêà x, y, z — ýòî ïðÿìîóãîëüíûå ïëàíåòîöåíòðè÷åñêèå
êîîðäèíàòû ñïóòíèêà. Â ëþáîì ñëó÷àå R åñòü òîïîöåòðè÷åñêîå ðàñ-
ñòîÿíèå íàáëþäàåìîãî îáúåêòà.

Åñëè èçìåðÿþòñÿ ðàçíîñòè ïðÿìûõ âîñõîæäåíèé è ñêëîíåíèé
ñïóòíèêà è ïëàíåòû, èëè äâóõ ñïóòíèêîâ∆α = α1−α2,∆δ = δ1−δ2,
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òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí ïî êîîðäèíàòàì
òåë âûðàæàþòñÿ ôîðìóëàìè

∂∆α

∂x1
=

− sinα2

R cos δ2
,

∂∆α

∂y1
=

cosα2

R cos δ2
,

∂∆α

∂z1
= 0,

∂∆δ

∂x1
=

− cosα2 sin δ2
R

,
∂∆δ

∂y1
=

− sinα2 sin δ2
R

,
∂∆δ

∂z1
=
cos δ2
R

,

∂∆α

∂x2
=

sinα2

R cos δ2
,

∂∆α

∂y2
=

− cosα2

R cos δ2
,

∂∆α

∂z2
= 0,

∂∆δ

∂x2
=
cosα2 sin δ2

R
,

∂∆δ

∂y2
=
sinα2 sin δ2

R
,

∂∆δ

∂z2
= −cos δ2

R
,

ãäå íèæíèé èíäåêñ îçíà÷àåò íîìåð îáúåêòà, à R åñòü òîïîöåíòðè÷å-
ñêîå ðàññòîÿíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îáúåêòà. Åñëè âòîðûì îáúåêòîì
ÿâëÿåòñÿ ïëàíåòà, òî êîîðäèíàòû x2, y2, z2 â çàäà÷å íå ôèãóðèðóþò.

Ðàññìîòðèì çäåñü îäíó ìîäèôèêàöèþ ôîðìóë äëÿ ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ îò èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí, êîòîðàÿ ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ íà
ïðàêòèêå. Çàïèøåì çäåñü ñíîâà óñëîâíûå óðàâíåíèÿ â òîì âèäå, êàê
îíè âûâåäåíû â ðàçäåëå 6.1 :

∆ξi =

n∑
k=1

(
∂ξ

∂pk

)
i

∆pk, (i = 1, 2, ... , m). (6.49)

Çäåñü ξ — îáùåå îáîçíà÷åíèå äëÿ èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû, p1, p2, ...pn
— äëÿ óòî÷íÿåìûõ ïàðàìåòðîâ, à m — ÷èñëî íàáëþäåíèé.

Ïðèìåì âî âíèìàíèå òîò ôàêò, ÷òî ïîãðåøíîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ
äâèæåíèÿ ïëàíåò è ñïóòíèêîâ â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ íå çà-
âèñèò îò òîãî, êàê ìû èõ íàáëþäàåì. Îäíàêî íà ðàçëè÷íûõ òîïî-
öåíòðè÷åñêèõ ðàññòîÿíèÿõ ýòà ïîãðåøíîñòü áóäåò ïî-ðàçíîìó ïðî-
ÿâëÿòüñÿ â èçìåðÿåìûõ óãëîâûõ êîîðäèíàòàõ: ïðÿìîì âîñõîæäåíèè
è ñêëîíåíèè. ×òîáû âêëàä ïîãðåøíîñòè â ëåâûå ÷àñòè óñëîâíûõ
óðàâíåíèé ñòàë íåçàâèñèìûì îò òîïîöåíòðè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ R,
íóæíî óìíîæèòü êàæäîå óñëîâíîå óðàâíåíèå íà R. Àíàëîãè÷íûå
ðàññóæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî íàáëþäåíèé íà ðàçëè÷íûõ ñêëîíåíèÿõ
íåáåñíîãî òåëà ïðèâîäÿò ê âûâîäó, ÷òî óñëîâíûå óðàâíåíèÿ ïðè èç-
ìåðåíèÿõ ïðÿìîãî âîñõîæäåíèÿ α íóæíî óìíîæàòü íà cos δ. Òåïåðü,
ó÷èòûâàÿ âûøåóêàçàííûå îáñòîÿòåëüñòâà è ïðèäàâàÿ èçìåðÿåìîé
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âåëè÷èíå ξ ïîî÷åðåäíî êîíêðåòíûé ñìûñë ξ = α, ξ = δ, çàïèøåì
óñëîâíûå óðàâíåíèÿ â âèäå

R cos δ∆α′
i =

n∑
k=1

(
∂α

∂pk

)′

i

∆pk, (i = 1, 2, ... , m), (6.50)

R∆δ′i =

n∑
k=1

(
∂δ

∂pk

)′

i

∆pk, (i = 1, 2, ... , m), (6.51)

ãäå 

(
∂α
∂p1

)′
(

∂α
∂p2

)′
...(
∂α
∂pn

)′


= A · B′

α, B′
α =


− sinα

cosα

0

 , (6.52)



(
∂δ
∂p1

)′
(

∂δ
∂p2

)′
...(
∂δ
∂pn

)′


= A · B′

δ, B′
δ =


− cosα sin δ

− sinα sin δ

cos δ

 . (6.53)

Çäåñü ìàòðèöà A îïèñàíà âûøå. Â ëåâûõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ (6.50) è
(6.51) ∆α′

i è ∆δ′i ñóòü ðàçíîñòè èçìåðåííûõ è âû÷èñëåííûõ çíà÷å-
íèé èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí, êîòîðûìè ìîãóò áûòü êàê ñàìè ïðÿìûå
âîñõîæäåíèÿ è ñêëîíåíèÿ îäíîãî íåáåñíîãî òåëà α, δ, òàê è èõ ðàç-
íîñòè äëÿ äâóõ òåë, íàïðèìåð, ñïóòíèêà è ïëàíåòû èëè äâóõ ñïóò-
íèêîâ∆α = α1−α2,∆δ = δ1−δ2. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, åñëè óñëîâíîå
óðàâíåíèå ñòðîèòñÿ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ âòîðîãî íåáåñíîãî òå-
ëà, òî ýëåìåíòû âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ B′

α, B
′
δ , íóæíî âçÿòü ñ îáðàòíûì

çíàêîì.
Â ïðàêòèêå óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ èç íàáëþäåíèé

âìåñòî èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû ∆α = α1 − α2 ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ
âåëè÷èíà Xd = ∆α cos δ2. Äëÿ åäèíîîáðàçíîãî îáîçíà÷åíèÿ ê íåé
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äîáàâëÿåòñÿ Yd = ∆δ. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâíûå óðàâíåíèÿ (6.50) è
(6.51) çàïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

R ∆X
(i)
d =

n∑
k=1

(
∂α

∂pk

)′

i

∆pk, (i = 1, 2, ... , m), (6.54)

R ∆Y
(i)
d =

n∑
k=1

(
∂δ

∂pk

)′

i

∆pk, (i = 1, 2, ... , m), (6.55)

ãäå ∆X
(i)
d è ∆Y

(i)
d ñóòü ðàçíîñòè èçìåðåííûõ è âû÷èñëåííûõ çíà-

÷åíèé Xd è Yd, ñîîòâåòñòâåííî, íà ìîìåíò íàáëþäåíèÿ ti.
Ðàññìîòðèì òåïåðü, êàê ïîñòðîèòü óñëîâíûå óðàâíåíèÿ, åñëè èç-

ìåðÿþòñÿ âçàèìíîå óãëîâîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òåëàìè s è ñî-
îòâåòñòâóþùèé ïîçèöèîííûé óãîë P . Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâíûå óðàâ-
íåíèÿ èìåþò âèä

R ∆si =

n∑
k=1

[
X

(i)
d

si

(
∂α

∂pk

)′

i

+
Y

(i)
d

si

(
∂δ

∂pk

)′

i

]
∆pk, (i = 1, 2, ... , m),

(6.56)

R si∆Pi =

n∑
k=1

[
Y

(i)
d

si

(
∂α

∂pk

)′

i

−
X

(i)
d

si

(
∂δ

∂pk

)′

i

]
∆pk, (i = 1, 2, ... , m),

(6.57)
ãäå ∆si è ∆Pi ñóòü ðàçíîñòè èçìåðåííûõ è âû÷èñëåííûõ çíà÷åíèé
s è P , ñîîòâåòñòâåííî, à èíäåêñ i îçíà÷àåò, ÷òî âåëè÷èíû áåðóòñÿ íà
ìîìåíò íàáëþäåíèÿ ti.

Â ôîðìóëàõ (6.54), (6.55), (6.56), (6.57) ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (6.52), (6.53).

Äëÿ òàíãåíöèàëüíûõ êîîðäèíàò Xt, Yt, st, Pt óñëîâíûå óðàâíå-
íèÿ ñòðîÿòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïðè ïîñòðîåíèè óñëîâíûõ óðàâíåíèé â ðàññìàòðèâàåìûõ çà-
äà÷àõ ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû ïðè ïîïðàâêàõ ∆pk,
(i = 1, 2, ..., m) ìîãóò âû÷èñëÿòüñÿ â íåêîòîðîé ñòåïåíè ïðèáëè-
æåííî, ïîñêîëüêó óòî÷íåíèå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ïîñëåäîâàòåëüíû-
ìè ïðèáëèæåíèÿìè íåñêîëüêî ðàç. Îäíàêî çíà÷åíèÿ èçìåðÿåìûõ
âåëè÷èí äîëæíû âû÷èñëÿòüñÿ ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé òî÷íî-
ñòüþ, ò.ê. â ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèÿõ ðàçíîñòè èçìåðåííûõ
è âû÷èñëåííûõ çíà÷åíèé èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû äîëæíû ñòðåìèòü-
ñÿ ê íóëþ.
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6.5. Íàçíà÷åíèå âåñîâ íàáëþäåíèÿì è óñëîâíûì
óðàâíåíèÿì

Äëÿ îáîñíîâàííîãî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ
íåîáõîäèìî, ÷òîáû ãèïîòåçà, ïðèíèìàåìàÿ ïî îòíîøåíèþ ê êîâàðè-
àöèîííîé ìàòðèöå îøèáîê íàáëþäåíèé, áûëà ìàêñèìàëüíî áëèç-
êîé ê äåéñòâèòåëüíîñòè. Íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû êîâàðèàöèîí-
íîé ìàòðèöû íà ïðàêòèêå ÷àùå âñåãî áûâàþò íåèçâåñòíûìè. Ïî-
ýòîìó èõ ïðîñòî ïðèðàâíèâàþò íóëþ. ×òî êàñàåòñÿ äèàãîíàëüíûõ
ýëåìåíòîâ, òî îíè õàðàêòåðèçóþò òî÷íîñòü íàáëþäåíèé, êîòîðàÿ
ìîæåò ðàçëè÷àòüñÿ äëÿ ðàçíûõ íàáëþäåíèé. Îäíàêî äèàãîíàëüíûå
ýëåìåíòû ìîæíî ñäåëàòü ðàâíûìè, åñëè ïîäõîäÿùèì îáðàçîì íà-
çíà÷èòü âåñà íàáëþäåíèÿì.

Âîçüìåì óñëîâíûå óðàâíåíèÿ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ,
êîòîðûå áûëè ðàññìîòðåíû â ðàçäåëå 6.1 äëÿ ñëó÷àÿ ðàâíîòî÷íûõ
íàáëþäåíèé :

∆ξi =

n∑
k=1

a
(i)
k ∆pk, (i = 1, 2, ... , m). (6.58)

Çäåñü ∆ξi — ðàçíîñòü èçìåðåííîãî è âû÷èñëåííîãî çíà÷åíèé èçìå-
ðÿåìîé âåëè÷èíû ïðè íàáëþäåíèè íîìåð i, ∆p1, ∆p2, ..., ∆pn ñóòü
óòî÷íÿåìûå ïàðàìåòðû, à a

(i)
k — ÷èñëåííûå êîýôôèöèåíòû óñëîâ-

íûõ óðàâíåíèé. Íàáîð óòî÷íÿåìûõ ïàðàìåòðîâ ìîæíî ïðåäñòàï-
âèòü âåêòîðîì ∆∆∆p = {∆p1, ∆p2, ..., ∆pn}T .

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîãëàñíî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ
íóæíî ñîñòàâèòü ñèñòåìó íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðóþ çàïèøåì
â âèäå

L∆∆∆p = d ,

ãäå L è d ñóòü ìàòðèöà è âåêòîð

L =


l11 l12 ... l1n

l21 l22 ... l2n

... ... ... ...

ln1 ln2 ... lnn

 , d =



d1

d2

.

.

.

dn


, (6.59)

36 Глава 6. Построение моделей движения небесных тел на
основе наблюдений



ýëåìåíòû êîòîðûõ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

lkj =

m∑
i=1

a
(i)
k a

(i)
j (k, j = 1, 2, ... , n), (6.60)

dk =

m∑
i=1

a
(i)
k ∆ξi (k = 1, 2, ... , n). (6.61)

Âåñà íàáëþäåíèé wi (i = 1, 2, ...,m) ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Óìíîæàÿ óñëîâíûå óðàâíåíèÿ (6.58) ïî÷ëåííî íà

√
wi, ïîëó-

÷èì

∆ξi
√
wi =

n∑
k=1

√
wi a

(i)
k ∆pk, (i = 1, 2, ... , m). (6.62)

Âìåñòî (6.60), (6.61) áåðåì ôîðìóëû

lkj =

m∑
i=1

wi a
(i)
k a

(i)
j (k, j = 1, 2, ... , n), (6.63)

dk =

m∑
i=1

wi a
(i)
k ∆ξi (k = 1, 2, ... , n). (6.64)

Äàëåå ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ ðàâíîòî÷íûõ íàáëþ-
äåíèé.

Êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà îøèáîê íàáëþäåíèé áóäåò èìåòü ðàâ-
íûå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû, åñëè îøèáêè ëåâûõ ÷àñòåé óñëîâíûõ
óðàâíåíèé (6.62) áóäóò ïðèìåðíî îäèíàêîâûìè äëÿ âñåõ i. Ñäåëàòü
òàê ìîæíî áûëî áû, åñëè ïîãðåøíîñòè âåëè÷èí ∆ξi áûëè áû èç-
âåñòíûìè. Äîñòè÷ü óêàçàííîãî ñâîéñòâà êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû
ìîæíî, åñëè ïîëîæèòü

√
wi =

1

σi
,

ãäå σi åñòü îøèáêà èçìåðåíèÿ ñ íîìåðîì i.
Ïðîáëåìà â òîì, ÷òî îáû÷íî ìû íå çíàåì îøèáîê σi. Ïðèäåòñÿ

ïðèíèìàòü êàêóþ-íèáóäü ïîäõîäÿùóþ ãèïîòåçó îòíîñèòåëüíî îøè-
áîê èçìåðåíèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå íàáëþäåíèÿ ìîæíî ðàñïðå-
äåëèòü íà ãðóïïû òàê, ÷òîáû âíóòðè êàæäîé ãðóïïû íàáëþäåíèÿ
ìîæíî áûëî áû ñ÷èòàòü ðàâíîòî÷íûìè. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
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ãðóïïà íàáëþäåíèé íà îäíîé îáñåðâàòîðèè âûïîëíÿþòñÿ îäíèì íà-
áëþäàòåëåì ñ ïîìîùüþ îäíîãî è òîãî æå èíñòðóìåíòà â òå÷åíèå
íåêîòîðîãî âðåìåíè, êîãäà óñëîâèÿ íàáëþäåíèé íå èçìåíÿþòñÿ.

Ñíà÷àëà âûïîëíÿåì óòî÷íåíèå ïàðàìåòðîâ, ïîëàãàÿ âñå wi = 1.
Ïîñëå óòî÷íåíèÿ äëÿ êàæäîãî íàáëþäåíèÿ âåëè÷èíà ∆ξi áóäåò õà-
ðàêòåðèçîâàòü ñîãëàñîâàíèå òåîðèè ñ íàáëþäåíèÿìè. Ïðåäïîëàãàÿ,
÷òî îøèáêè íàáëþäåíèé äîìèíèðóþò íàä îøèáêàìè òåîðèè, áóäåì
ñ÷èòàòü ∆ξi îøèáêàìè íàáëþäåíèé.

Òåïåðü äëÿ êàæäîé ãðóïïû ïî ïðåäïîëîæåíèþ ðàâíîòî÷íûõ íà-
áëþäåíèé âû÷èñëèì ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ âåëè÷èíó îò âñåõ ∆ξi,
ïðèíàäëåæàùèõ ãðóïïå. Îáîçíà÷èì åå ÷åðåç σk, ãäå k — íîìåð ãðóï-
ïû. Òåïåðü äëÿ êàæäîãî íàáëþäåíèÿ ìîæíî çàäàòü âåñ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

√
wi =

1

σk
,

ãäå k — íîìåð ãðóïïû, ê êîòîðîé ïðèíàäëåæèò íàáëþäåíèå íîìåð i.
Âûïîëíèâ óòî÷íåíèå ïàðàìåòðîâ ñ íàçíà÷åííûìè âåñàìè, ìîæ-

íî çàíîâî âû÷èñëèòü âñå îøèáêè íàáëþäåíèé è çàíîâî íàçíà÷èòü
âåñà. Òàêóþ èòåðàöèþ ìîæíî ñäåëàòü 2–3 ðàçà. Â èòîãå ïîëó÷èì íà-
çíà÷åíèå âåñîâ â ñîãëàñèè ñ òî÷íîñòüþ íàáëþäåíèé, è êîâàðèàöè-
îííóþ ìàòðèöó îøèáîê íàáëþäåíèé, áëèçêóþ ê äåéñòâèòåëüíîé.

Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äàåò âîçìîæíîñòü îöåíèòü òî÷-
íîñòü ïîëó÷àåìûõ çíà÷åíèé óòî÷íÿåìûõ ïàðàìåòðîâ. Â ðàçäåëå 6.1
îáúÿñíåíî, êàê ýòî ñäåëàòü. Â ñëó÷àå âçâåøåííûõ óñëîâíûõ óðàâ-
íåíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé òàêàÿ æå, êàê è áåç íàçíà÷åíèÿ
âåñîâ. Ìàòðèöà íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé è âåêòîð ïðàâûõ ÷àñòåé íà-
õîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì (6.63), (6.64). Äîïîëíèòåëüíî âû÷èñëÿåòñÿ
âåëè÷èíà

d0 =

m∑
i=1

wi∆ξ2i . (6.65)

Âû÷èñëÿåì

σ2
0 =

1

m− n
[d0 − (d∆∆∆p)] , (6.66)

ãäå ∆∆∆p íàéäåííûé âåêòîð ïîïðàâîê, à êîìïîíåíòû âåêòîðà d îïðå-
äåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (6.64). Óìíîæèì òåïåðü âñå ýëåìåíòû ìàòðè-
öû L−1 íà σ2

0 . Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ìàòðèöà

D = σ2
0L

−1 (6.67)
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ñâîèìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè áóäåò èìåòü êâàäðàòû îøèáîê
σk ïîïðàâîê ∆pk (k = 1, 2, ..., n) ñîîòâåòñòâåííî.

6.6. Âû÷èñëåíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê
íåâÿçîê

Â îïèñàíèè ìåòîäà äèôôåðåíöèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ
äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë èç íàáëþäåíèé ôèãóðèðóþò âåëè÷èíû δi
(i = 1, 2, ...m), íàçûâàåìûå íåâÿçêàìè. Îíè îïðåäåëåíû ñîîòíîøå-
íèÿìè (6.12). Çäåñü m — ýòî ÷èñëî èçìåðåíèé. Ïîñëå óñïåøíîãî
óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ, êîãäà ïîïðàâêè ê íèì ñòàíîâÿòñÿ ïðåíåáðå-
æèìî ìàëûìè, íåâÿçêè îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè îòêëîíåíèÿì∆ξi, õà-
ðàêòåðèçóþùèì ñîãëàñîâàíèå òåîðèè ñ íàáëþäåíèÿìè. Ôàêòè÷åñêè
ýòè âåëè÷èíû ñîäåðæàò îøèáêè íàáëþäåíèé è îøèáêè ìîäåëè äâè-
æåíèÿ íåáåñíîãî òåëà.

Íà ïðàêòèêå âñåãäà èíòåðåñóþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèìè õàðàêòåðè-
ñòèêàìè íåâÿçîê ∆ξi. Îíè íåñóò ïîëåçíóþ èíôîðìàöèþ äëÿ äàëü-
íåéøåãî ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ êàê ìîäåëè äâèæåíèÿ, òàê è ìåòîäîâ
íàáëþäåíèé. Ñíà÷àëà àíàëèçèðóåòñÿ ñðåäíÿÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ âå-
ëè÷èíà íåâÿçîê

∆ξ =
1

m

m∑
i=1

∆ξi.

Ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ýòîé âåëè÷èíû îò íóëÿ ïîêàçûâàåò íàëè-
÷èå â ðåçóëüòàòàõ íàáëþäåíèé ñèñòåìàòè÷åñêîé îøèáêè, êîòîðàÿ
ìîæåò áûòü âûçâàíà íåñîâåðøåíñòâîì íàáëþäàòåëüíûõ ïðèáîðîâ
èëè íåïðàâèëüíîé ïðîöåäóðîé ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè íàáëþ-
äåíèé. Áëèçîñòü âåëè÷èíû ∆ξ ê íóëþ åùå íå ãîâîðèò îá îáùåì êà-
÷åñòâå íàáëþäåíèé.

Äàëåå àíàëèçó ïîäâåðãàåòñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ âåëè÷èíà îòëî-
íåíèé ∆ξi. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ ïî óæå ïðèâåäåííîé âûøå ôîðìóëå
(6.27)

σ =

√
d0
m

, (6.68)

â êîòîðîé âåëè÷èíà d0 äîëæíà âû÷èñëÿòüñÿ ñîãëàñíî åå âûðàæå-
íèþ (6.22). Ýòà õàðàêòåðèñòèêà âêëþ÷àåò â ñåáÿ êàê ñèñòåìàòè÷å-
ñêèå, òàê è ñëó÷àéíûå îøèáêè íàáëþäåíèé.

Â íàáîðå èñïîëüçóåìûõ íàáëþäåíèé ìîãóò áûòü êàê òî÷íûå, òàê
è ãðóáûå íàáëþäåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå â âåëè÷èíó ñóììû (6.22) îñ-
íîâíîé âêëàä âíåñóò ãðóáûå íàáëþäåíèÿ ñ áîëüøèìè íåâÿçêàìè.
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Åñëè æå ìû ïðèìåíÿåì âåñà íàáëþäåíèé, òî õàðàêòåðèñòèêà σ íå
áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñïîñîáó èñïîëüçîâàíèÿ äàííûõ. Òîãäà ìîæíî
àíàëèçèðîâàòü òàê íàçûâàåìóþ ñðåäíåâçâåøåííóþ âåëè÷èíó íåâÿ-
çîê σw , êîòîðàÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî òîé æå ôîðìóëå (6.68), íî â êîòî-
ðóþ ïîäñòàâëåíà âåëè÷èíà d0, îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì (6.65).

×òîáû îòäåëèòü ñèñòåìàòè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ íåâÿçîê îò
ñëó÷àéíîé, âû÷èñëÿþò òàê íàçûâàåìóþ íåñìåùåííóþ äèñïåðñèþ
ñëó÷àéíûõ íåâÿçîê D(∆ξ), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

D(∆ξ) =
1

m− 1

m∑
i=1

(∆ξi −∆ξ)2.

Êâàäðàòíûé êîðåíü èç äèñïåðñèè

σ =
√
D(∆ξ) (6.69)

íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì. Ýòà âåëè÷èíà õàðàêòåðèçóåò
ñëó÷àéíóþ ñîñòàâëÿþùóþ îøèáîê íàáëþäåíèé.

Â àëãîðèòìàõ, ðåàëèçóåìûõ íà ïðàêòèêå, îêàçûâàåòñÿ íåðàöèî-
íàëüíûì çàïàñàòü â ïàìÿòè âñå íåâÿçêè ∆ξi (i = 1, 2, ...m), ÷òîáû
çàòåì âû÷èñëèòü ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ∆ξ, σ, σ. Îñîáåí-
íî çàòðóäíèòåëüíî ýòî äåëàòü ïðè î÷åíü áîëüøîì ÷èñëå íàáëþäå-
íèé. Â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé íàáëþäåíèÿ ïðîñìàòðèâàþòñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíî îäíî çà äðóãèì. Ïàìÿòü, îòâîäèìàÿ äëÿ îáðàáîòêè îä-
íîãî íàáëþäåíèÿ, çàòåì èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáðàáîòêè ñëåäóþùåãî.
Â ýòîì ïðîöåññå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ
äëÿ èñêîìûõ õàðàêòåðèñòèê. Äîïóñòèì, ÷òî ìû âû÷èñëèëè ∆ξ, σ,

σ äëÿ k íàáëþäåíèé. Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ÷åðåç ∆ξ
(k)
,

σ(k), σ(k), ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè äîáàâëåíèè åùå îäíîãî íàáëþäåíèÿ
ñ íîìåðîì k+1, òî åñòü íåâÿçêè ∆ξk+1, íîâûå, ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ

õàðàêòåòèñòèê∆ξ
(k+1)

, σ(k+1), σ(k+1) ìîæíî íàéòè èç ðåêóððåíòíûõ
ñîîòíîøåíèé

∆ξ
(k+1)

=
1

k + 1
(k ∆ξ

(k)
+∆ξk+1),

σ(k+1) =

√
1

k + 1
(k σ(k)2 +∆ξk+1

2),

σ(k+1) =

√
1

k

[
k σ(k)2 − 1

k + 1

(
k ∆ξ

(k)
+∆ξk+1

)2
+∆ξk+1

2

]
.
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6.7. Ïðîáëåìà îòáðàêîâêè ãðóáûõ íàáëþäåíèé
Íàëè÷èå îøèáîê íàáëþäåíèé ñîçäàåò òðóäíîñòè ïðè îïðåäåëå-

íèè ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ íà îñíîâå íàáëþäåíèé. Ïðè-
÷åì ïðîáëåìà ñîñòîèò íå ñòîëüêî â íàëè÷èè îøèáîê, ñêîëüêî â
íåîïðåäåëåííîñòè èõ ñâîéñòâ. ×àùå âñåãî ó íàñ îá ýòîì íåò íèêàêîé
èíôîðìàöèè. Îñòàåòñÿ òîëüêî ïðèíèìàòü òå èëè èíûå ãèïîòåçû.

Ñðåäè êîíêðåòíûõ îøèáîê íàáëþäåíèé ìîãóò îêàçàòüñÿ òàêèå
çíà÷èòåëüíûå, êîòîðûå âûçâàíû íå ðåàëüíîé ïîãðåøíîñòüþ èçìå-
ðåíèé, à âûäàþùèìñÿ ðåäêèì ñîáûòèåì, íåñâîéñòâåííûì äëÿ âñåãî
ðÿäà íàáëþäåíèé. Ðàñïîçíàòü íàáëþäåíèÿ ñ òàêèìè îøèáêàìè áû-
âàåò ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî.

Ìíîãèå èññëåäîâàòåëè ïîñòóïàþò òàê. Çàäàþò óðîâåíü âåðîÿò-
íîñòè òîãî, ÷òî âåëè÷èíà îøèáêè íàáëþäåíèÿ çàêëþ÷åíà â íåêîòî-
ðûõ ïðåäåëàõ. Ïðåäåëû íàõîäÿò ïî ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé âåëè÷èíå
íåâÿçîê íàáëþäåíèé σ. Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ σ ïî âñåì íàáëþäåíè-
ÿì çàäàþò íåêîòîðûé ìíîæèòåëü κ. Äàëåå âñå íàáëþäåíèÿ, äëÿ
êîòîðûõ íåâÿçêè ïðåâûøàþò κσ, îòáðàñûâàþò. ×àùå âñåãî áåðóò
κ = 3. Ïðè ýòîì îáåñïå÷èâàåòñÿ íåêîòîðûé óðîâåíü âåðîÿòíîñòè,
÷òî îøèáêè çàêëþ÷åíû â ïðåäåëàõ (−κσ,κσ). Ýòà âåðîÿòíîñòü çà-
âèñèò åùå îò êîëè÷åñòâà óòî÷íÿåìûõ ïàðàìåòðîâ, âîâëå÷åííûõ â
ïðîöåññ. Ïîñëå òàêîé îòáðàêîâêè íàáëþäåíèé ìîæíî ñíîâà âû÷èñ-
ëèòü σ è ïîâòîðèòü ïðîöåññ îòáðàêîâêè. Ïðè ýòîì ìîãóò áûòü îò-
áðîøåíû íîâûå íàáëþäåíèÿ. Ïðè ïîâòîðåíèè ïðîöåññà íåñêîëüêî
ðàç íåò ãàðàíòèè òîãî, ÷òî íà êàêîì-òî ýòàïå íîâûõ îòáðîøåííûõ
íàáëþäåíèé íå áóäåò. Åñëè òàêîé ïðîöåññ îñòàíîâèëñÿ (íîâûå íà-
áëþäåíèÿ íå áûëè îòáðîøåíû), òî íåò óâåðåííîñòè, ÷òî áûëè îòáðî-
øåíû èìåííî òå ãðóáûå íàáëþäåíèÿ, îøèáêè êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿ-
þò ñîáîé èñêëþ÷èòåëüíûå íåòèïè÷íûå ñîáûòèÿ. Íà ïðàêòèêå ìíî-
æèòåëü κ âûáèðàþò â ïðåäåëàõ îò 3 äî 6.

Äàâíî ðàçðàáîòàíà «Òåîðèÿ îøèáîê». Ýòî íàó÷íàÿ äèñöèïëèíà,
êîòîðàÿ èìååò öåëüþ îïðåäåëåíèå íàèáîëåå íàäåæíûõ ðåçóëüòàòîâ
èçìåðåíèé â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ íàóêàõ. Åå ìîæíî ñ÷èòàòü ñîîòâåò-
ñòâóþùèì ïðèëîæåíèåì ñòàòèñòè÷åñêîãî ìåòîäà. Îá èñòîðèè ýòîé
íàóêè ìîæíî óçíàòü èç êíèãè (Øåéíèí, 2007). Îäíàêî è ýòà òåî-
ðèÿ íå äàåò îäíîçíà÷íîãî àëãîðèòìà îòáðàêîâêè ãðóáûõ íàáëþäå-
íèé ïðè îòñóòñòâèè äàííûõ î ñâîéñòâàõ îøèáîê. Ïðîöåññ îòáðàêîâ-
êè íàáëþäåíèé îñòàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì.

Â êíèãå (Øåéíèí, 2007) ïîäðîáíî ðàññêàçûâàåòñÿ, êàê ðàññóæ-
äàëè è ïîñòóïàëè ñ îòáðàêîâêîé ãðóáûõ íàáëþäåíèé ìàòåìàòèêè-
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êëàññèêè. Íàïðèìåð, ïðèâîäèòñÿ öèòàòà Ãàóññà: «... åñëè ñëèøêîì
ïðîâîðíî îòáðàñûâàòü íàáëþäåíèÿ, âîçíèêíåò îïàñíîñòü ïðåóâåëè-
÷èòü èõ òî÷íîñòü. Ìíå ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî ýòî çàíÿòèå áîëåå ïîõî-
æå íà ïîñòóïêè â æèçíè, ãäå ðåäêî èëè íèêîãäà íå èìååòñÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ñòðîãîñòè è ãäå ïðèõîäèòñÿ ïîñòóïàòü ïî íàèëó÷øåìó
ïðîäóìàííîìó óñìîòðåíèþ».

Òàê ÷òî åäèíñòâåííàÿ ñóùåñòâóþùàÿ ðåêîìåíäàöèÿ — ýòî «ïî-
ñòóïàòü ïî íàèëó÷øåìó ïðîäóìàííîìó óñìîòðåíèþ». Íà ïðàêòèêå
îïûòíûå èññëåäîâàòåëè òàê è äåëàþò. Èìåÿ íåêîòîðóþ íåôîðìà-
ëèçîâàííóþ èíôîðìàöèþ î íàáëþäåíèÿõ, âûáèðàþò ëèáî ïîäõîäÿ-
ùèé ìíîæèòåëü κ â âûøåîïèñàííîì ìåòîäå, ëèáî óñòàíàâëèâàþò
íåêîòîðûé ïðåäåë σlim è îòáðàñûâàþò âñå íàáëþäåíèÿ, äëÿ êîòî-
ðûõ íåâÿçêà ïðåâûøàåò σlim.

Áîëüøå íàì ïîðåêîìåíäîâàòü íå÷åãî.
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