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Глава 10

ЭВОЛЮЦИЯ ОРБИТ СПУТНИКОВ ПЛАНЕТ

Ðåçþìå

Îïèñàíèå ýâîëþöèè îðáèò åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ áîëüøèõ
ïëàíåò ñëóæèò ðåøåíèþ ðÿäà çàäà÷, ñìåæíûõ ïî îòíîøåíèþ ê çà-
äà÷å ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ íà îñíîâå íàáëþäåíèé. Ýòî çàäà÷è
âûÿñíåíèÿ ïðîèñõîæäåíèÿ ñïóòíèêîâ, çàäà÷è îá ýâîëþöèè è ïðî-
èñõîæäåíèè âñåé Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû â öåëîì. Óñòàíîâëåíèå êàðòè-
íû ýâîëþöèè ñëóæèò îáúÿñíåíèþ ñòðîåíèÿ ñóùåñòâóþùèõ ñèñòåì
ñïóòíèêîâ.

Â äàííîé ãëàâå ðàññìîòðåíî íåñêîëüêî îñíîâíûõ àñïåêòîâ ýâî-
ëþöèè îðáèò åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ áîëüøèõ ïëàíåò.

Â ðàññìàòðèâàåìîé òåìå èìååòñÿ âåñüìà èíòåðåñíàÿ çàäà÷à ñ ðàç-
âèòûì ðåøåíèåì — ýòî èçó÷åíèå ýâîëþöèè îðáèò ñïóòíèêîâ ïëà-
íåò ïðè äâàæäû îñðåäíåííîé âîçìóùàþùåé ôóíêöèè â ñëó÷àå Õèë-
ëà. Çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ âîçìóùåíèÿ êåïëåðîâñêîé îðáèòû, îáó-
ñëîâëåííûå ïðèòÿæåíèåì Ñîëíöà. Îñíîâíîé îáúåêò èíòåðåñà — ëè-
íèÿ àïñèä îðáèòû ñïóòíèêà. Åå ïîâåäåíèå âî âðåìåíè, à òàêæå, êàê
ñëåäñòâèå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, äâèæåíèå ëèíèè óçëîâ îïèñûâàþò-
ñÿ âåñüìà çàìûñëîâàòûìè ôóíêöèÿìè.

Ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå ýòîé çàäà÷è íà÷àëîñü ñ îòêðûòèÿ íî-
âîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñïóòíèêà. Îòêðûòèå
áûëî ñäåëàíî ïî÷òè îäíîâðåìåííî â 1961 ãîäó ðîññèéñêèì èññëå-
äîâàòåëåì Ì. Ë. Ëèäîâûì è àìåðèêàíñêèì ó÷åíûì Y. Êîzai. Ñ òåõ
ïîð âñå, ÷òî êàñàåòñÿ ýòîé çàäà÷è, íàçûâàåòñÿ ýôôåêòàìè Ëèäîâà–
Êîçàè. Â äàííîé ãëàâå ïîäðîáíî îïèñàíû âñå äåòàëè ýòèõ ýôôåêòîâ.

Êàðòèíà ýâîëþöèÿ îðáèò ñïóòíèêîâ, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ýô-
ôåêòàìè Ëèäîâà–Êîçàè, áûëà ñóùåñòâåííî óñîâåðøåíñòâîâàíà â
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ðàáîòàõ ðîññèéñêîãî ñïåöèàëèñòà Ì. À. Âàøêîâüÿêà ñ ñîàâòîðàìè.
Â äàííîé ãëàâå ïîäðîáíî îïèñàíû ðåçóëüòàòû ýòèõ ðàáîò.

Äðóãîé âàæíûé àñïåêò ýâîëþöèè îðáèò ñïóòíèêîâ áîëüøèõ ïëà-
íåò — ýòî óñòàíîâëåíèå ôàêòîâ ïåðåñå÷åíèÿ îðáèò ñïóòíèêîâ íà
áîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè. Ïåðåñå÷åíèÿ îðáèò ÷ðåâàòû ñáëè-
æåíèÿìè ñïóòíèêîâ, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ñèëüíî âëèÿåò íà ýâîëþ-
öèþ îðáèò. Òàêèå èññëåäîâàíèÿ áûëè âûïîëíåíû àâòîðîì íàñòîÿ-
ùåé êíèãè ñ ñîàâòîðàìè. Â íàñòîÿùåé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû
ýòèõ èññëåäîâàíèé. Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå ñëóæ-
áû ýôåìåðèä îðáèò äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà, Ñàòóðíà, Óðàíà
è Íåïòóíà. Ýòîò ñåðâèñ îðãàíèçîâàí â âèäå âû÷èñëèòåëüíîé ïðî-
ãðàììû, çàïóñêàåìîé ëþáûì ïîëüçîâàòåëåì ÷åðåç Èíòåðíåò. Ïðî-
ãðàììà äàåò òàáëèöû, îïèñûâàþùèå ýâîëþöèþ îðáèò ñïóòíèêîâ íà
áîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè è ïîçâîëÿåò äåòåêòèðîâàòü ïåðåñå÷å-
íèÿ îðáèò. Â ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû âû÷èñëåíèé è îïèñûâàþò-
ñÿ íåêîòîðûå èíòåðåñíûå îáñòîÿòåëüñòâà ñáëèæåíèé îðáèò äàëåêèõ
ñïóòíèêîâ.

10.1. Âîçäåéñòâèå ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ íà ýâîëþöèþ
îðáèò ñïóòíèêîâ ïëàíåò

Ïîä ýâîëþöèåé îðáèò ñïóòíèêîâ ïëàíåò ìû ïîíèìàåì ìåä-
ëåííûå èçìåíåíèÿ îðáèòàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ðàññìàòðèâàåìûå íà
áîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè. Èçó÷åíèå ýâîëþöèè íåïîñðåäñòâåí-
íî ñâÿçàíî ñ âîïðîñàìè ïðîèñõîæäåíèÿ è ñóäüáû Ñîëíå÷íîé ñè-
ñòåìû. Ýòà òåìà íå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé â íàñòîÿùåé êíèãå. Ïîýòî-
ìó ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî îáçîðîì íåêîòîðûõ äîñòèæåíèé â ýòîé
îáëàñòè. Îòìåòèì îäíàêî, ÷òî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ýâîëþöèè îðáèò
ñïóòíèêîâ ïëàíåò íåîáõîäèìû äîñòîâåðíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ,
êîòîðûå ìîãóò áûòü íàéäåíû òîëüêî èç íàáëþäåíèé. Ïîýòîìó ðîëü
íàáëþäåíèé â çàäà÷àõ èññëåäîâàíèÿ ýâîëþöèè îðáèò îêàçûâàåòñÿ
îïðåäåëÿþùåé.

Îïèñàíèå ýâîëþöèè äâèæåíèÿ ðåàëüíûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò Ñîë-
íå÷íîé ñèñòåìû âûïîëíÿåòñÿ ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé ýâîëþöè-
îíèðóþùèõ êåïëåðîâñêèõ îðáèò ñïóòíèêîâ. Ãîâîðÿ î ñâîéñòâàõ ýâî-
ëþöèè, ìû ïîäðàçóìåâàåì ïîâåäåíèå íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðå-
ìåíè òåõ ìîäåëåé äâèæåíèÿ, êîòîðûå ìû ñòðîèì íà îñíîâå íàáëþ-
äåíèé. Ñïåöèôèêà äàííîé çàäà÷è òàêîâà, ÷òî íåáîëüøèå ïåðèîäè-
÷åñêèå îòêëîíåíèÿ ðåàëüíîãî äâèæåíèÿ îò ìîäåëüíîãî çäåñü ìåíåå
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èíòåðåñíû. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ àäåêâàòíîñòè ïîâåäåíèÿ
îñðåäíåííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ îðáèò ðåàëüíîìó äâèæåíèþ íà
áîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè. Ãèïîòåòè÷åñêè ìû ðàñïðîñòðàíÿåì
ïîâåäåíèå ìîäåëåé íà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ, îäíàêî ñîçíàåì, ÷òî íè-
êàêîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íå ÿâëÿåò-
ñÿ òî÷íûì íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè. Âñå âûâîäû îá ýâî-
ëþöèè îðáèò îñòàþòñÿ ïðèáëèæåííûìè è îãðàíè÷åííûìè âî âðå-
ìåíè.

Ðàññìîòðèì, ïî÷åìó æå âîîáùå îðáèòû ýâîëþöèîíèðóþò. Ñïóò-
íèêè ïîä äåéñòâèåì ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû îáðàùàþòñÿ âîêðóã íåå
ïî ïî÷òè êåïëåðîâñêèì îðáèòàì. Íà èõ äâèæåíèå îêàçûâàþò âëèÿ-
íèå è äðóãèå ôàêòîðû. Îñíîâíûå èç íèõ — ýòî íåñôåðè÷íîñòü ïëà-
íåòû, ïðèòÿæåíèå Ñîëíöà è âçàèìíîå ïðèòÿæåíèå ñïóòíèêîâ. Â
áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ äëÿ êîíêðåòíîãî ñïóòíèêà îäíî èç ïåðå÷èñ-
ëåííûõ âîçäåéñòâèé ïðåâàëèðóåò, è ìîæíî ìîäåëèðîâàòü ýâîëþ-
öèþ îðáèòû ñ ó÷åòîì òîëüêî îäíîãî, íàèáîëåå ñóùåñòâåííîãî ôàê-
òîðà. Îäíàêî ñîâìåñòíûé ó÷åò íåñêîëüêèõ ôàêòîðîâ ìîæåò çíà÷è-
òåëüíî èçìåíèòü ýâîëþöèþ îðáèòû.

Ðàññìîòðèì ïîî÷åðåäíî âëèÿíèå êàæäîãî ôàêòîðà íà ýâîëþöèþ
îðáèò åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ áîëüøèõ ïëàíåò ïëàíåò è õàðàêòåð-
íûå äëÿ ðàçíûõ ñïóòíèêîâ ïðîöåññû ýâîëþöèè îðáèò.

10.2. Ýâîëþöèÿ îðáèò ñïóòíèêîâ, ïîäâåðæåííûõ
ïðåèìóùåñòâåííîìó âëèÿíèþ ñæàòèÿ ïëàíåòû

Íåñôåðè÷íîñòü ïëàíåò çàêëþ÷àåòñÿ ãëàâíûì îáðàçîì â èõ äè-
íàìè÷åñêîì ñæàòèè. Âëèÿíèå ýòîãî ñæàòèÿ îïèñûâàåòñÿ âòîðîé
çîíàëüíîé ãàðìîíèêîé ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ
öåíòðàëüíîé ïëàíåòû â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì. Äëÿ ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ýâîëþöèè îðáèò ñïóòíèêîâ îáû÷íî áåðóò òîëüêî ýòîò
÷ëåí ðàçëîæåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî äèíàìè÷åñêîå ñæàòèå ïëàíåòû ÿâëÿåòñÿ ðåøàþ-
ùèì ôàêòîðîì ýâîëþöèè îðáèò òîëüêî äëÿ áëèçêèõ ñïóòíèêîâ ïëà-
íåò. Íà ýâîëþöèþ îðáèò ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåòû åå ñæàòèå îêà-
çûâàåò ñèëüíîå âëèÿíèå íàðÿäó ñ âëèÿíèåì âçàèìíîãî ïðèòÿæåíèÿ
ñïóòíèêîâ.

Êàê ýâîëþöèîíèðóåò îðáèòà, åñëè ïðèíèìàåòñÿ âî âíèìàíèå
òîëüêî ñæàòèå ïëàíåòû, ðàññìîòðåíî âûøå â Ãëàâå 3. Âîñïðîèçâå-
äåì çäåñü ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå òàêóþ ýâîëþöèþ.
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Áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðèíÿòûå â Ãëàâå 3 îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ýëå-
ìåíòîâ êåïëåðîâñêîé îðáèòû:

n — ñðåäíåå äâèæåíèå, ðàçìåðíîñòü ðàäèàí/åä.âðåìåíè;

e — ýêñöåíòðèñèòåò, áåçðàçìåðíûé;

i — íàêëîí (äâóãðàííûé óãîë ìåæäó ïëîñêîñòüþ îðáèòû
è îñíîâíîé ïëîñêîñòüþ Oxy), ðàä.;

M0 — ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ â ýïîõó ( çíà÷åíèå ñðåäíåé àíîìà-
ëèè M â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè — ýïîõó), ðàä.;

ω — óãëîâîå ðàññòîÿíèå ïåðèöåíòðà îò âîñõîäÿùåãî óçëà
îðáèòû, ðàä.;

Ω — äîëãîòà âîñõîäÿùåãî óçëà îðáèòû (óãîë â ïëîñêîñòè
Oxy ìåæäó îñüþ x è ëèíèåé óçëîâ), ðàä.;

t0 — íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè — ýïîõà ýëåìåíòîâ;

t — òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè, íà êîòîðûé âû÷èñëÿþòñÿ
êîîðäèíàòû òåëà.

Íàðÿäó ñî ñðåäíèì äâèæåíèåì n â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà îðáèòû
áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêæå áîëüøóþ ïîëóîñü îðáèòû a, ñâÿçàííóþ
ñ n òðåòüèì çàêîíîì Êåïëåðà

n =

√
µ

a3
,

ãäå µ — ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð ïëàíåòû.
Ðàññìàòðèâàÿ ñæàòèå ïëàíåòû êàê äîìèíèðóþùèé ôàêòîð ýâî-

ëþöèè îðáèòû, ðàñïîëàãàåì îñíîâíóþ êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü
ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè ïëàíåòû.

Ïðè èçó÷åíèè ýâîëþöèè îðáèò ñïóòíèêîâ ïëàíåò âûïîëíÿþò
îïåðàöèþ îñðåäíåíèÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèè ïî áûñòðî èçìåíÿ-
þùèìñÿ àðãóìåíòàì. Â äàííîì ñëó÷àå òàêèì àðãóìåíòîì ÿâëÿåò-
ñÿ ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿM . Â òåîðèè âîçìóùåíèé ïðèìåíÿåòñÿ ðàçëî-
æåíèå âîçìóùàþùåé ôóíêöèè ïî ìàëûì ïàðàìåòðàì. Â ðåçóëüòàòå
âûðàæåíèå äëÿ íåå ïðèíèìàåò âèä ðàçëîæåíèÿ ïî êðàòíûì ñðåäíåé
àíîìàëèè M , àðãóìåíòà ïåðèöåíòðà ω è äîëãîòû âîñõîäÿùåãî óçëà
Ω. Îïåðàöèÿ îñðåäíåíèÿ ïîM ôàêòè÷åñêè ñîñòîèò â îòáðàñûâàíèè
êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèõ ÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ M ïîä çíàêîì òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Äèíàìè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà áîëüøèõ ïëàíåò òàêîâà, ÷òî â åå íåñôå-
ðè÷íîñòè ïðåâàëèðóåò ñæàòèå, è ïðèáëèæåííî ïëàíåòó ìîæíî ñ÷è-
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òàòü îñåñèììåòðè÷íûì òåëîì. Òîãäà ìû áåðåì â ðàçëîæåíèè âîçìó-
ùàþùåé ôóíêöèè R òîëüêî âòîðóþ çîíàëüíóþ ãàðìîíèêó ñ êîýô-
ôèöèåíòîì J2 è, ïîñëå îñðåäíåíèÿ ïî M , èìååì

R = −µ
r20
a3

J2

2∑
p=0

F20p(i)X
−3,2−2p
0 (e) cos[(2− 2p)ω],

ãäå F20p(i) èX−3,2−2p
0 (e)— ôóíêöèè íàêëîíà è ôóíêöèè ýêñöåíòðè-

ñèòåòà, à r0 — ñðåäíèé ýêâàòîðèàëüíûé ðàäèóñ ïëàíåòû. Ïðèðîäà
îêàçàëàñü òàê óñòðîåííîé, ÷òî ôóíêöèè ýêñöåíòðèñèòåòà X3,−2

0 (e) è
X3,2

0 (e) ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó îñðåäíåííàÿ âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ,
îáóñëîâëåííàÿ âòîðîé çîíàëüíîé ãàðìîíèêîé, ïðèíèìàåò âèä

R = −µ
r20
a3

J2F201(i)X
−3,0
0 (e).

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè íàêëîíà è ôóíê-
öèè ýêñöåíòðèñèòåòà èç Ïðèëîæåíèÿ 3, ïîëó÷èì

R = −µ
r20
a3

J2(1− e2)−3/2

(
3

4
sin2 i− 1

2

)
.

Òàêèì îáðàçîì, â âîçìóùàþùåé ôóíêöèè îñòàëñÿ òîëüêî âåêî-
âîé ÷ëåí. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âîçìóùåíèé åãî íóæíî ïîäñòàâèòü â
óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ îðáèòû ñïóòíèêà.

Ïîñêîëüêó âåêîâîé ÷ëåí íå çàâèñèò îò ýëåìåíòîâ M , ω, Ω, òî
ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ýëåìåíòîâ a, e, i îêàæóòñÿ
ðàâíûìè íóëþ, à ñàìè ýòè ýëåìåíòû íå áóäóò ñîäåðæàòü âåêîâûõ
âîçìóøåíèé. Ïðè ýòîì íå íóæíî çàáûâàòü ïðî ïîñòîÿííóþ âåëè-
÷èíó, êîòîðóþ íóæíî äîáàâèòü ê áîëüøîé ïîëóîñè, êàê ýòî îáúÿñ-
íåíî â ðàçäåëå 3.10 Ãëàâû 3.

Ïðè îïðåäåëåíèè âåêîâûõ âîçìóùåíèé ïîëàãàåì

M = M0+(n+n1)(t−t0), ω = ω0+n2(t−t0), Ω = Ω0+n3(t−t0) .

Åñëè â òåîðèè âîçìóùåíèé îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî âîçìóùåíèÿ ïåð-
âîãî ïîðÿäêà, òî êîýôôèöèåíòû n1, n2, n3 íàéäóòñÿ êàê çíà÷åíèÿ
ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé Ëàãðàíæà îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ M , ω,
Ω, ñîîòâåòñòâåííî, ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íèõ ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèé
a, e, i.
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Â ñëó÷àå âîçìóùåíèé, îáóñëîâëåííûõ âòîðîé çîíàëüíîé ãàðìî-
íèêîé, âûðàæåíèÿ äëÿ n1, n2, n3 èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

n1 = n
3

4
J2

(r0
a

)2 2− 3 sin2 i
(1− e2)3/2

, (10.1)

n2 = n
3

4
J2

(r0
a

)2 4− 5 sin2 i
(1− e2)2

, (10.2)

n3 = −n
3

2
J2

(r0
a

)2 cos i
(1− e2)2

. (10.3)

Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíòû i, ω, Ω ìû îòñ÷èòûâàåì îòíîñèòåëüíî
ýêâàòîðà ïëàíåòû, êîòîðûé ïåðïåíäèêóëÿðåí îñè åå äèíàìè÷åñêîé
ñèììåòðèè, à òàêæå îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ îñíîâíîé îñè Ox è
ëèíèè óçëîâ.

Ñóùåñòâåííûì ñâîéñòâîì âåêîâûõ èçìåíåíèé òðåõ ýëåìåíòîâ
îðáèòû ÿâëÿåòñÿ ìàëîñòü êîýôôèöèåíòîâ n1, n2, n3 ïî ñðàâíåíèþ
ñî ñðåäíèì äâèæåíèåì n.

Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ôîðìóë âèäíî, êàê ýâîëþöèîíèðóåò îð-
áèòà ïîä äåéñòâèåì òîëüêî óêàçàííîãî çäåñü âîçìóùàþùåãî ôàêòî-
ðà. Åñëè ïðåíåáðå÷ü íåáîëüøèìè îòêëîíåíèÿìè îò íåêîòîðîé îïîð-
íîé êåïëåðîâñêîé îðáèòû, òî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïëîñêîñòü îðáèòû
ñïóòíèêà ìåäëåííî ïðåöåññèðóåò ñ ïî÷òè ïîñòîÿííûì íàêëîíîì ê
îñè ñèììåòðèè ïëàíåòû, ëèíèÿ àïñèä òàêæå ìåäëåííî ïðåöåññèðó-
åò, à ñàì ñïóòíèê äâèæåòñÿ ïî ýòîé îðáèòå ñ ÷àñòîòîé îáðàùåíèÿ
âîêðóã ïëàíåòû, ñëåãêà èçìåíåííîé ïî ñðàâíåíèþ ñ êåïëåðîâñêèì
ñðåäíèì äâèæåíèåì. Ñâîéñòâà ïðåöåññèé òàêîâû, ÷òî óçåë îðáèòû
äâèæåòñÿ âñåãäà â ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ äâèæåíèþ ñïóòíèêà,
à ëèíèÿ àïñèä â çàâèñèìîñòè îò íàêëîíà ìîæåò ïîâîðà÷èâàòüñÿ êàê
â îäíó, òàê è â äðóãóþ ñòîðîíó, îñòàâàÿñü íåïîäâèæíîé â ïëîñêîñòè
îñêóëèðóþùåé îðáèòû ïðè åå íàêëîíå, áëèçêîì ê 63 ãðàäóñàì.

Íåñôåðè÷íîñòü ïëàíåòû íå îãðàíè÷èâàåòñÿ åå ñæàòèåì. Äðóãèå
÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû òàêæå
ìîãóò âëèÿòü íà ýâîëþöèþ îðáèòû. Íà ýòîì ýòàïå èçó÷åíèÿ âàæ-
íûì ôàêòîì â òåîðèè âîçìóùåíèé îêàçûâàåòñÿ òî, ÷òî ñ êàêîé áû
òî÷íîñòüþ ìû íè âû÷èñëÿëè âîçìóùåíèÿ îò íåñôåðè÷íîñòè ïëàíå-
òû, ìû íå ïîëó÷èì íè âåêîâûõ íè äàæå ñìåøàííûõ âîçìóùåíèé â
ýëåìåíòàõ a, e, i. Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ñäåëàòü ìåòîäîì ìàòåìàòè-
÷åñêîé èíäóêöèè. Âìåñòî ýòîãî ìû çäåñü ïðîñòî ñîøëåìñÿ íà óæå
öèòèðîâàííóþ âûøå ðàáîòó (Àêñåíîâ, 1966).
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Ñëó÷àé ìàëûõ ýêñöåíòðèñèòåòîâ.

Îïèñàííûå çäåñü ñâîéñòâà ýâîëþöèè îðáèò ñïóòíèêîâ ñæàòîé
ïëàíåòû îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè òîëüêî ïðè çíà÷èòåëüíûõ ýêñ-
öåíòðèñèòåòàõ. Åñëè ýêñöåíòðèñèòåò ìàë è èìååò âåëè÷èíó ïîðÿäêà
J2
(
r0
a

)2
, òî ñâîéñòâà ýâîëþöèè îðáèòû êà÷åñòâåííî ìåíÿþòñÿ. Ïðè

óìåíüøåíèè ýêñöåíòðèñèòåòà êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ â
àðãóìåíòå ïåðèöåíòðà ω ïðèîáðåòàþò âñå áîëüøóþ àìïëèòóäó, è â
èòîãå åãî èçìåíåíèå ñòàíîâèòñÿ ìîíîòîííûì ñî ñêîðîñòüþ îáðà-
ùåíèÿ ñïóòíèêà âîêðóã ïëàíåòû. Â òî æå âðåìÿ êîðîòêîïåðèîäè÷å-
ñêèå âîçìóùåíèÿ ñðåäíåé àíîìàëèèM ïðåâðàùàþò åå èçìåíåíèå èç
ìîíîòîííîãî â ëèáðàöèîííîå îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèÿ M = 0. Ýòîò
ñëó÷àé äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ñæàòîé ïëàíåòû âïåðâûå áûë ïîäðîáíî
èçó÷åí â ðàáîòå (Åìåëüÿíîâ, 2015). Îí ðàññìîòðåí òàêæå â ñïåöè-
àëüíîì ðàçäåëå Ãëàâû 3.

10.3. Ýâîëþöèÿ îðáèò ñïóòíèêîâ ïëàíåò ïîä
äåéñòâèåì ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà

10.3.1. Îñðåäíåíèå âîçìóùàþùåé ôóíêöèè

Ó÷åò âëèÿíèÿ ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà íà äâèæåíèå ñïóòíèêîâ ïëà-
íåò â àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè âåñüìà çàòðóäíåí, îñîáåííî åñëè ýòîò
ôàêòîð ÿâëÿåòñÿ äîìèíèðóþùèì. Çàòðóäíåíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî
êîýôôèöèåíòû âåêîâûõ âîçìóùåíèé ýëåìåíòîâ M , ω, Ω èìåþò òîò
æå ïîðÿäîê ìàëîñòè, ÷òî è äîëãîïåðèîäè÷åñêèå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ
âîçìóùàþùåé ôóíêöèè. Ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà â îáû÷íîé òåîðèè
âîçìóùåíèé ïåðåñòàåò ðàáîòàòü. Ê òîìó æå, ïîêà íå óäàëîñü äîêà-
çàòü îòñóòñòâèå âåêîâûõ è ñìåøàííûõ âîçìóùåíèé âûñîêèõ ïîðÿä-
êîâ, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ñëó÷àå âîçìóùåíèé îò ñæàòèÿ ïëàíåòû.
Îäíàêî ïðèáëèæåííóþ ìîäåëü ýâîëþöèè îðáèò óäàåòñÿ èññëåäî-
âàòü. Âûÿâëåíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýâîëþöèè äàæå áåç ïîëó÷åíèÿ
òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

Ðàçóìååòñÿ, ïðè èçó÷åíèè ýâîëþöèè îðáèò ïîä äåéñòâèåì ïðè-
òÿæåíèÿ Ñîëíöà äâèæåíèå ñïóòíèêà ïëàíåòû ðàññìàòðèâàåòñÿ â
ðàìêàõ îãðàíè÷åííîé çàäà÷è òðåõ òåë. Íà÷àëî êîîðäèíàò ðàñïîëàãà-
þò â öåíòðå ïëàíåòû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Ñîëíöå äâèæåòñÿ âîêðóã
ïëàíåòû ïî çàäàííîé íåâîçìóùåííîé êåïëåðîâñêîé îðáèòå. Óðàâíå-
íèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ ìîæíî âè-
äåòü â Ãëàâå 3.
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Îáû÷íûé ïóòü ïðè ðåøåíèè òàêèõ çàäà÷ — ýòî ìåòîäû òåîðèè
âîçìóùåíèé. Îáùèé õîä ðåøåíèÿ ìåòîäàìè òåîðèè âîçìóùåíèé
îïèñàí â Ãëàâå 3. Ñèëîâóþ ôóíêöèþ U â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ðàç-
áèâàþò íà äâà ñëàãàåìûõ U = V +W , ãäå V åñòü ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ
çàäà÷è Êåïëåðà. Ôóíêöèþ W íàçûâàþò âîçìóùàþùåé.

Ñîãëàñíî òåîðèè âîçìóùåíèé ïåðåõîäÿò îò óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ ê óðàâíåíèÿì Ëàãðàíæà îòíî-
ñèòåëüíî ýëåìåíòîâ îñêóëèðóþùåé êåïëåðîâñêîé îðáèòû. Óðàâíå-
íèÿ ñîäåðæàò âñå òó æå âîçìóùàþùóþ ôóíêöèþW , îäíàêî åå íóæ-
íî âûðàçèòü ÷åðåç èñêîìûå ýëåìåíòû îñêóëèðóþùåé îðáèòû. Ýòî
ìîæíî ñäåëàòü òîëüêî ïóòåì ðàçëîæåíèÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèè â
ðÿäû ïî ñòåïåíÿì ðàçëè÷íûõ ìàëûõ ïàðàìåòðîâ. Îáùåå ðàçëîæå-
íèå âîçìóùàþùåé ôóíêöèè, îáóñëîâëåííîé ïðèòÿæåíèåì âíåøíå-
ãî òåëà, ðàññìîòðåíî âûøå â Ãëàâå 3. Äëÿ óïðîùåíèÿ ïîíèìàíèÿ
òåîðèè ýâîëþöèè îðáèòû ñïóòíèêà âîñïðîèçâåäåì ýäåñü ýòî ðàçëî-
æåíèå ñíîâà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèé äëÿ êåïëå-
ðîâñêèõ ýëåìåíòîâ a, e, i, M , ω, Ω, à òàêæå äðóãèõ, ñâÿçàííûõ ñ íè-
ìè âåëè÷èí n, λ = M + ω + Ω, ϖ = ω + Ω. Òàêèå æå âåëè÷èíû, íî
îòíîñÿùèåñÿ ê âîçìóùàþùåìó òåëó, ìû îáîçíà÷èëè òåìè æå áóêâà-
ìè, íî ñî øòðèõîì. Ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð âîçìóùàþùåãî òåëà
(ïðîèçâåäåíèå óíèâåðñàëüíîé ãðàâèòàöèîííîé ïîñòîÿííîé íà åãî
ìàññó) îáîçíà÷åí ÷åðåç µ′. Ðàññìàòðèâàåìîå ðàçëîæåíèå èìååò âèä
(Áðóìáåðã, 1967):

W =
µ′

a

∞∑
k=2

k∑
m=0

k∑
p=0

k∑
p′=0

∞∑
q=−∞

∞∑
q′=−∞

(2− δm,0)
( a

a′

)k+1 (k −m)!

(k +m)!
×

×Fkmp(i)Fkmp′(i′)Xk,k−2p
k−2p+q(e)X

k,k−2p′

k−2p′+q′(e
′)× (10.4)

× cos[(k−2p+q)M−(k−2p′+q′)M ′+(k−2p)ω−(k−2p′)ω′+m(Ω−Ω′)].

Çäåñü àðãóìåíò ïîä çíàêîì êîñèíóñà ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç
ñðåäíèå äîëãîòû è äîëãîòû ïåðèöåíòðîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(k−2p+q)M−(k−2p′+q′)M ′+(k−2p)ω−(k−2p′)ω′+m(Ω−Ω′) =

= (k−2p+q)λ−(k−2p′+q′)λ′−qϖ+q′ϖ′+(m−k+2p)Ω−(m−k+2p′)Ω′.

Â ðàçëîæåíèå âõîäÿò ôóíêöèè íàêëîíà Fkmp(i) è ôóíêöèè ýêñ-
öåíòðèñèòåòà Xk,k−2p

k−2p+q(e). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ýâîëþöèè îðáèò
ñïóòíèêîâ âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè ýòèõ ôóíêöèé.
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1. Ïðè ìàëûõ íàêëîíàõ îðáèò ñïðàâåäëèâî òàêîå ñâîéñòâî ôóíê-
öèé íàêëîíà (Áðóìáåðã, 1967), ÷òî

Fkmp(i) = O

(
(sin

i

2
)|k−2p−m|, (cos

i

2
)|k−2p−m|

)
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè âûáðàòü îñíîâíóþ ïëîñêîñòü, ñîâïàäàþ-
ùåé ñ ïëîñêîñòüþ îðáèòû âíåøíåãî òåëà, òî ïîëó÷èòñÿ i′ = 0, à
â ðàçëîæåíèè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè îñòàíóòñÿ òîëüêî òå ÷ëåíû,
äëÿ êîòîðûõ |k − 2p′ −m| = 0.

2. Ïðè íóëåâîì ýêñöåíòðèñèòåòå îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî òå
ôóíêöèè ýêñöåíòðèñèòåòà Xk,k−2p

k−2p+q(e), äëÿ êîòîðûõ q = 0. Ïîýòî-
ìó ïðè êðóãîâîé îðáèòå âíåøíåãî òåëà îñòàþòñÿ òîëüêî ÷ëåíû ñ
q′ = 0.

3. Ïðè k− 2p+ q = 0 ôóíêöèè Xk,k−2p
k−2p+q(e) âûðàæàþòñÿ â êîíå÷-

íîì âèäå áåç èñïîëüçîâàíèÿ ðàçëîæåíèé â ðÿäû ïî ñòåïåíÿì ýêñ-
öåíòðèñèòåòà.

Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò çäåñü òîëüêî ýâîëþöèÿ îðáèòû ñïóò-
íèêà, òî êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèìè èçìåíåíèÿìè ýëåìåíòîâ îðáèòû
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïîýòîìó äëÿ óïðîùåíèÿ çàäà÷è îòáðîñèì âñå
ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå ñðåäíèå äîëãîòû ñïóòíèêà è Ñîëíöà — ýòî
ñàìûå êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèå (áûñòðîîñöèëëèðóþùèå) ÷ëåíû èç
âñåõ ñîäåðæàùèõñÿ â ðàçëîæåíèè. Â ëèòåðàòóðå äàííàÿ îïåðàöèÿ
íàçûâàåòñÿ åùå îñðåäíåíèåì ïî ñðåäíèì äîëãîòàì. Ïîëó÷àåòñÿ òàê
íàçûâàåìîå «äâàæäû îñðåäíåííîå çíà÷åíèå âîçìóùàþùåé ôóíê-
öèè». Îñðåäíåíèå ïî ñðåäíèì äîëãîòàì λ, λ′ çàñòàâëÿåò íàñ ïîëî-
æèòü k − 2p+ q = 0, k − 2p′ + q′ = 0.

Íàðÿäó ñ óêàçàííûì îñðåäíåíèåì âîçìóùàþùåé ôóíêöèè, óïðî-
ñòèì çàäà÷ó ðàññìîòðåíèåì äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ïëàíåòû â ðàìêàõ
êðóãîâîé îãðàíè÷åííîé çàäà÷è òðåõ òåë. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äâèæåíèå
Ñîëíöà ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðîèñõîäÿùèì ïî êðóãîâîé îðáèòå â íåèç-
ìåííîé ïëîñêîñòè. Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì ýâîëþöèþ îðáè-
òû ñïóòíèêà òîëüêî ïîä âëèÿíèåì ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà, òî íè÷òî
íå ìåøàåò íàì âûáðàòü îñíîâíóþ êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü, ñîâïà-
äàþùåé ñ ïëîñêîñòüþ îðáèòû Ñîëíöà. Èç ýòèõ óïðîùåíèé ñëåäó-
åò, ÷òî i′ = 0, e′ = 0. Òîãäà èç óêàçàííûõ âûøå ñâîéñòâ ôóíêöèé
íàêëîíà è ôóíêöèé ýêñöåíòðèñèòåòà ñëåäóåò â ñâîþ î÷åðåäü, ÷òî
â ðàçëîæåíèè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè îñòàíóòñÿ òîëüêî òå ÷ëåíû,
äëÿ êîòîðûõ |k − 2p′ −m| = 0, q′ = 0.
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Ñî÷åòàÿ âñå óêàçàííûå îãðàíè÷åíèÿ íà èíäåêñû ñóììèðîâàíèÿ,
ïðèâåäåì ðàçëîæåíèå âîçìóùàþùåé ôóíêöèè ê ñëåäóþùåìó âèäó:

W (a, e, i, ω) =
µ′

a

∞∑
k=2

′ k∑
p=0

( a

a′

)k+1

×

×Fk0p(i)Fk,0,k/2(0)X
k,k−2p
0 (e)Xk,0

0 (0) cos[(k − 2p)ω], (10.5)

ãäå øòðèõ ó çíàêà ñóììû îçíà÷àåò, ÷òî ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ
òîëüêî ïî ÷åòíûì çíà÷åíèÿì èíäåêñà k.

Ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì âûðàæåíèå äëÿ âîçìóùàþùåé ôóíê-
öèè îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) îíî çàâèñèò òîëüêî îò ýëåìåíòîâ a, e, i, ω,
2) âûðàæàåòñÿ â êîíå÷íîì âèäå îòíîñèòåëüíî e, i, ω,
3) îñòàåòñÿ ðàçëîæåííûì â ðÿä ïî ÷åòíûì ñòåïåíÿì îòíîøåíèÿ
áîëüøèõ ïîëóîñåé îðáèò ñïóòíèêà è Ñîëíöà a/a′.

Ðàññìîòðèì òåïåðü, êàêîé âèä ïðèìóò óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà,
êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü êàê ôóíêöèè âðåìåíè ýëåìåíòû
a, e, i, ω, îïèñûâàþùèå ýâîëþöèþ îðáèòû ñïóòíèêà. Ó÷èòûâàÿ ïåð-
âîå ñâîéñòâî âîçìóùàþùåé ôóíêöèè, ïîëó÷èì

da

dt
= 0,

de

dt
= −

√
1− e2

na2e

∂W

∂ω
,

di

dt
=

cos i

na2 sin i
√
1− e2

∂W

∂ω
,

dΩ

dt
=

1

na2 sin i
√
1− e2

∂W

∂i
, (10.6)

dω

dt
=

√
1− e2

na2e

∂W

∂e
− cos i

na2 sin i
√
1− e2

∂W

∂i
.

Òîò ôàêò, ÷òî òåïåðü âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò òîëüêî
îò a, e, i, ω, ïîçâîëÿåò âûâåñòè òðè ïåðâûõ èíòåãðàëà óðàâíåíèé
Ëàãðàíæà (10.6).

Îäèí èç íèõ ñëåäóåò èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ:

a = const.

×òîáû âûâåñòè âòîðîé èíòåãðàë ñäåëàåì ñëåäóþùèå îïåðàöèè: âòî-
ðîå óðàâíåíèå óìíîæèì ïî÷ëåííî íà

− e cos i√
1− e2

,
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òðåòüå — íà −
√
1− e2 sin i è ñëîæèì ðåçóëüòàòû ïî÷ëåííî. Ïîëó÷èì

− e cos i√
1− e2

de

dt
−
√
1− e2 sin i

di

dt
= 0.

Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ïîëíàÿ ïðîèçâîä-
íàÿ ïî âðåìåíè îò ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèè, ðàçäåëüíî çàâèñÿ-
ùèõ îò e è i, è ìû èìååì

d

dt

(√
1− e2 cos i

)
= 0,

îòêóäà, èíòåãðèðóÿ ïî âðåìåíè, ïîëó÷èì√
1− e2 cos i = c′1, (10.7)

ãäå c′1 — íåçàâèñèìàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ôèçè÷åñêèé ñìûñë èíòåãðàëà (10.7) ñîñòîèò â ïîñòîÿíñòâå ïðî-
åêöèè âåêòîðà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ñïóòíèêà (íîðìèðîâàííîé íà√
a) íà íîðìàëü ê ïëîñêîñòè îðáèòû Ñîëíöà. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåä-

ñòâèåì îñåâîé ñèììåòðèè äâóêðàòíî îñðåäíåííîé çàäà÷è (ò.å. ñëåä-
ñòâèåì íåçàâèñèìîñòè ôóíêöèè W îò Ω).

Òðåòèé èíòåãðàë ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì îïðåäåëåíèÿ ïîëíîé ïðîèç-
âîäíîé îò âîçìóùàþùåé ôóíêöèè W ïî âðåìåíè â ñèëó äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Ëàãðàíæà (10.6). Ïîñêîëüêó W çàâèñèò îò
âðåìåíè òîëüêî ïîñðåäñòâîì ñâîèõ àðãóìåíòîâ a, e, i, ω, òî èìååì

dW

dt
=

∂W

∂a

da

dt
+

∂W

∂e

de

dt
+

∂W

∂i

di

dt
+

∂W

∂ω

dω

dt
.

Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü âõîäÿùèå ñþäà âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ îò
ýëåìåíòîâ ïî âðåìåíè ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì Ëàãðàíæà è ñóììèðóÿ,
ïîëó÷èì

dW

dt
= 0,

îòêóäà, èíòåãðèðóÿ ïî âðåìåíè, èìååì åùå îäèí ïåðâûé èíòåãðàë
óðàâíåíèé Ëàãðàíæà

W (a, e, i, ω) = cw, (10.8)

ãäå cw — åñòü åùå îäíà íåçàâèñèìàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, à
W îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (10.5). Ñîîòíîøåíèå (10.6) ÿâëÿåòñÿ äâó-
êðàòíî îñðåäíåííûì âèäîèçìåíåíèåì èçâåñòíîãî èíòåãðàëà ßêîáè
êðóãîâîé îãðàíè÷åííîé çàäà÷è òðåõ òåë.
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Îòìåòèì, ÷òî âûâîä ýòèõ òðåõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ â äàííîé çàäà-
÷å âïåðâûå âûïîëíåí â ðàáîòå (Ìîèñååâ, 1945), à ñàìî äâóêðàòíîå
îñðåäíåíèå ïîëó÷èëî íàçâàíèå ñõåìû Ãàóññà.

Èç èíòåãðàëà (10.7) ìîæíî âûðàçèòü íàêëîí i êàê ôóíêöèþ îò
ýêñöåíòðèñèòåòà e è c′1. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèÿ äëÿ íàêëîíà â
àðãóìåíò ôóíêöèè W , ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

Φ(e, ω, a, c′1, cw) = 0,

çàäàþùåå ïðè ôèêñèðîâàííûõ ïîñòîÿííûõ a, c′1, cw ýêñöåíòðèñèòåò
e êàê íåÿâíóþ ôóíêöèþ îò ω, ëèáî ω êàê ôóíêöèþ îò e. Îïðåäå-
ëÿÿ ïîñòîÿííûå a, c′1, cw èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ïîëó÷èì ñâîéñòâà
èçìåíåíèÿ ýëåìåíòîâ îðáèòû êîíêðåòíîãî ñïóòíèêà ïîä äåéñòâèåì
ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà, îäíàêî áåç ïðèâÿçêè êî âðåìåíè. Ïîèñê çà-
âèñèìîñòè ýëåìåíòîâ îðáèòû îò âðåìåíè ïðèâîäèò ê êâàäðàòóðàì,
îáðàùåíèå êîòîðûõ â èçâåñòíûõ ýëåìåíòàðíûõ èëè ñïåöèàëüíûõ
ôóíêöèÿõ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé îòíîøåíèÿ a/a′ äî ñèõ ïîð
íå âûïîëíåíî.

10.3.2. ×àñòíûé ñëó÷àé — çàäà÷à Õèëëà

Â óñëîâèÿõ òàêîé ïîêà íåðåøåííîé çàäà÷è åñòåñòâåííû ïîïûòêè
÷òî-íèáóäü óïðîñòèòü, çàìåíÿÿ áîëåå òî÷íûå óðàâíåíèÿ ìåíåå òî÷-
íûìè. Îäèí èç òàêèõ ïóòåé î÷åâèäíî îáóñëîâëèâàåòñÿ òåì ôàêòîì,
÷òî äëÿ âñåõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò áîëüøèå ïîëóîñè îðáèò çíà÷èòåëüíî
ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ ïëàíåòû îò Ñîëíöà. Äåëàÿ îáçîð îðáèò ñïóòíè-
êîâ, íàõîäèì, ÷òî ñàìàÿ áîëüøàÿ âåëè÷èíà îòíîøåíèÿ a/a′ = 0.036

îêàçûâàåòñÿ äëÿ äàëåêîãî ñïóòíèêà Þïèòåðà S/2003 J2. Äëÿ âñåõ
äðóãèõ, îòêðûòûõ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ñïóòíèêîâ, ýòî îòíîøåíèå
çíà÷èòåëüíî ìåíüøå.

Äàëåå ìû îãðàíè÷èâàåì ðàçëîæåíèå âîçìóùàþùåé ôóíêöèè ïî
ñòåïåíÿì îòíîøåíèÿ áîëüøèõ ïîëóîñåé òàê, ÷òî îñòàâëÿåì òîëüêî
ãëàâíûé ÷ëåí, êîòîðûé ñîäåðæèò òðåòüþ ñòåïåíü ýòîãî îòíîøåíèÿ.
Òàêîé âàðèàíò âîçìóùàþùåé ôóíêöèè íàçûâàþò ñëó÷àåì Õèëëà.
Ïîñêîëüêó â ðàçëîæåíèè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè (10.5) ñóììèðî-
âàíèå âåäåòñÿ òîëüêî ïî ÷åòíûì çíà÷åíèÿì èíäåêñà k, òî ñëåäóþ-
ùèé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ïîñëå ãëàâíîãî ñîäåðæèò ïÿòóþ ñòåïåíü îò-
íîøåíèÿ áîëüøèõ ïîëóîñåé îðáèò. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðåíåáðåãà-
åì ìàëîé âåëè÷èíîé (a/a′)2 ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé. Äëÿ ñïóòíè-
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êà Þïèòåðà S/2003 J2 âåëè÷èíà (a/a′)2 = 0.0013. Â èòîãå, âîçìó-
ùàþùàÿ ôóíêöèÿ â ñëó÷àå Õèëëà èìååò âèä

W2 =
µ′

a

( a

a′

)3
F2,0,1(0) X

2,0
0 (0)

2∑
p=0

F20p(i)X
2,2−2p
0 (e) cos[(2− 2p)ω].

(10.9)
Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé íàêëîíà è

ôóíêöèé ýêñöåíòðèñèòåòà, êîòîðûå ìîæíî âçÿòü èç Ïðèëîæåíèÿ
3, ïîëó÷èì

W2 =
µ′

a

( a

a′

)3 3

16

[
2e2 − sin2 i(2 + 3e2) + 5e2 sin2 i cos 2ω +

4

3

]
.

(10.10)
Ïîñòîÿííîå ñëàãàåìîå 4/3 â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ïðàâîé ÷àñòè ñîîò-
íîøåíèÿ (10.10) ìîæíî îòáðîñèòü, ïîñêîëüêó âîçìóùàþùàÿ ôóíê-
öèÿ âõîäèò â óðàâíåíèÿ òîëüêî ïîä çíàêîì ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ïî e, i, ω, è ýòî ñëàãàåìîå ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè äàåò íóëü.

Ïåðå÷èñëèì òå äîïóùåíèÿ è ïðåäïîëîæåíèÿ, êîòîðûå áûëè ñäå-
ëàíû ïðè âûâîäå âîçìóùàþùåé ôóíêöèè (10.10):
– ôóíêöèÿ îñðåäíåíà ïî ñðåäíèì äîëãîòàì ñïóòíèêà è Ñîëíöà,
– ïðåíåáðåãàåì îòíîøåíèåì (a/a′)2 ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé,
– ïëîñêîñòü ïëàíåòîöåíòðè÷åñêîé êðóãîâîé îðáèòû Ñîëíöà ñ÷èòà-
åì îñíîâíîé.

Ïðè ñäåëàííûõ äîïóùåíèÿõ îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì ïåðâûé èí-
òåãðàë óðàâíåíèé Ëàãðàíæà

W2 = c′2,

ãäå c′2 — íåçàâèñèìàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ.

10.3.3. Àíàëèç ñåìåéñòâ âîçìîæíûõ èçìåíåíèé ýêñöåíòðèñèòåòà
e è àðãóìåíòà ïåðèöåíòðà ω ïðè äâàæäû îñðåäíåííîé
âîçìóùàþùåé ôóíêöèè â ñëó÷àå Õèëëà

Èíòåãðàëû

a = const,
√

1− e2 cos i = c′1, W2 = c′2

âïåðâûå è ïî÷òè îäíîâðåìåííî áûëè ïîäâåðãíóòû äåòàëüíîìó àíà-
ëèçó â ðàáîòàõ (Ëèäîâ, 1961; Ëèäîâ 1962; Kozai, 1962) äëÿ îïèñà-
íèÿ ýâîëþöèè îðáèò, ýëåìåíòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíè-
ÿì Ëàãðàíæà (10.6). Ïðè ýòîì â ðàáîòàõ (Ëèäîâ, 1961; Ëèäîâ 1962)
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èçó÷àëàñü ýâîëþöèÿ îðáèò èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ Çåìëè, à â
ðàáîòå (Kozai, 1962) èíòåãðàëû ðàññìàòðèâàëèñü ïî îòíîøåíèþ ê
óðàâíåíèÿì, îïèñûâàþùèì ýâîëþöèþ îðáèòû àñòåðîèäà ïîä âîç-
ìóùàþùèì âëèÿíèåì Þïèòåðà ñ ó÷åòîì â ôóíêöèè (10.5) ñëàãàå-
ìûõ ñ k = 2, 4, 6, 8.

Â ðàáîòå (Ëèäîâ, 1961) êîìáèíàöèåé âòîðîãî è òðåòüåãî èíòå-
ãðàëîâ, áûëî ïîëó÷åíî ñîîòíîøåíèå:

e2
(
2

5
− sin2 i sin2 ω

)
= c2, (10.11)

ãäå c2 — íåçàâèñèìàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, à èíòåãðàë (10.7)
áûë çàïèñàí â âèäå

(1− e2)(1− sin2 i) = c1, (10.12)

ãäå c1 — íåçàâèñèìàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Ïåðâûå èíòåãðàëû óðàâíåíèé Ëàãðàæà (10.11), (10.12) ïîçâîëÿ-

þò âûðàçèòü äâå ïåðåìåííûõ èç òðåõ e, i, ω ÷åðåç îäíó. Ïîäñòàâëÿÿ
èõ âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
äëÿ îäíîé èç ïåðåìåííûõ ý âèäà

dý
dt

= Ý(ý),

ãäå Ý(ý) — èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ ñâîåãî àðãóìåíòà. Ýòî óðàâíåíèå
ïðèâîäèòñÿ ê êâàäðàòóðàì, à îáðàùåíèå êâàäðàòóðû, ò.å. âûðàæå-
íèå ôóíêöèè ý(t), ìîæåò áûòü ñäåëàíî â ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ.
Êåì è êàê ýòî áûëî ñäåëàíî, ðàññìîòðèì íèæå.

Ñîâìåñòíî ðàññìàòðèâàåìûå ñîîòíîøåíèÿ (10.11), (10.12) è èí-
òåãðàë

a = const

ïîçâîëèëè âûâåñòè ðÿä èíòåðåñíûõ ñâîéñòâ ýâîëþöèè îðáèò äàæå
áåç ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ëàãðàíæà. Ýòî áûëî ñäåëàíî âïåðâûå â îá-
ñòîÿòåëüíîé ðàáîòå (Ëèäîâ, 1961), ïîñâÿùåííîé èññëåäîâàíèþ ýâî-
ëþöèè îðáèò ÈÑÇ ïîä äåéñòâèåì ëóííî-ñîëíå÷íûõ âîçìóùåíèé.
Âîñïðîèçâåäåì çäåñü îñíîâíûå è íàèáîëåå èíòåðåñíûå ðåçóëüòà-
òû ýòîé ðàáîòû. Âîñïîëüçóåìñÿ òàêæå èíòåðïðåòàöèÿìè èç êíèãè
(Shevchenko, 2017).

Ïðåæäå âñåãî îïðåäåëèì äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ c1,
c2. Î÷åâèäíî, ÷òî 0 ≤ sin2 i sin2 ω ≤ 1, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî −3/5 ≤
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Ðèñ. 10.1. Îáëàñòè âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïîñòîÿííûõ c1, c2. Îáëàñòü Ë ñî-
äåðæèò çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèå ëèáðàöèîííûì èçìåíåíè-
ÿì ýëåìåíòîâ îðáèòû e, ω, îáëàñòü Ö ñîîòâåòñòâóåò öèðêóëÿöèîííîìó èç-
ìåíåíèþ ω. Ñåìåéñòâà òî÷åê S1, S2 ñîîòâåòñòâóþò ñåìåéñòâàì îðáèò, ïî-

êàçàííûì íà ñëåäóþùèõ ðèñóíêàõ.

c2 ≤ 2/5. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî 0 ≤ c1 ≤ 1. Îäíàêî ñîîòíîøå-
íèÿ (10.11), (10.12) íàêëàäûâàþò áîëåå óçêèå îãðàíè÷åíèÿ. Îáëà-
ñòè âîçìîæíûõ çíà÷åíèé c1, c2 ïîêàçàíû íà ðèñ. 10.1. Ýòè îáëàñòè
îãðàíè÷åíû òðåóãîëüíèêàìè 0AB è ED0. Ïðè ýòîì îäíà èç ñòîðîí
ED çàäàíà êðèâîé ëèíèåé — ãðàôèêîì ôóíêöèè

c1 =
5

3

(
3

5
−
√
−3

5
c2

)2

. (10.13)

Àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî àðãóìåíò ïåðèöåíòðà ω ìîæåò èìåòü îä-
íî èç äâóõ ñâîéñòâ èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè: ìîíîòîííîå öèðêóëÿöè-
îííîå èçìåíåíèå èëè êîëåáàíèÿ ñ îãðàíè÷åííîé àìïëèòóäîé îòíî-
ñèòåëüíî îäíîãî èç çíà÷åíèé 90 èëè 270 ãðàäóñîâ. Òàêèå êîëåáàíèÿ

16 Глава 10. Эволюция орбит спутников планет



íàçûâàþò ëèáðàöèîííûì èçìåíåíèåì. Èõ àìïëèòóäà íå ïðåâûøàåò
âåëè÷èíû arccos

√
2/5. Âïåðâûå ñóùåñòâîâàíèå ëèáðàöèîííûõ èç-

ìåíåíèé àðãóìåíòà ïåðèöåíòðà â äàííîé çàäà÷å áûëî îáíàðóæåíî
è èçó÷åíî â ðàáîòàõ (Ëèäîâ, 1961) è (Kozai, 1962). Ïîýòîìó òàêèå
èçìåíåíèÿ òåïåðü ïðèíÿòî íàçûâàòü ðåçîíàíñîì Ëèäîâà–Êîçàè.

Ñðåäè âîçìîæíûõ èçìåíåíèé àðãóìåíòà ïåðèöåíòðà ω è ýêñöåí-
òðèñèòåòà e âñòðå÷àþòñÿ îñîáûå ñëó÷àè, êîòîðûå ìû ðàññìîòðèì
íèæå. Íàèáîëåå èíòåðåñíû ñëó÷àè, ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûì
ëèíèÿì îáëàñòåé âîçìîæíûõ çíà÷åíèé 0 ≤ c1 ≤ 1, −3/5 ≤ c2 ≤ 2/5.

Âåðòèêàëüíàÿ ëèíèÿ 0A ãðàôèêà íà ðèñ. 10.1 ðàçäåëÿåò îáëàñòü
ëèáðàöèîííûõ èçìåíåíèé ω ïðè c2 < 0 è îáëàñòü öèðêóëÿöèîííûõ
èçìåíåíèé ïðè c2 > 0. Ëèáðàöèîííûå îðáèòû ñóùåñòâóþò òîëüêî
ïðè 0 ≤ c1 ≤ 3/5. Öèðêóëÿöèîííûå äâèæåíèÿ âîçìîæíû äëÿ âñåãî
èíòåðâàëà âîçìîæíûõ çíà÷åíèé 0 ≤ c1 ≤ 1.

Êðèâàÿ ED ñîîòâåòñòâóåò îðáèòàì, ó êîòîðûõ e è i ïîñòîÿííûå,
ñâÿçàííûå ñîîòíîøåíèåì e2 = 1 − 5

3 cos
2 i. Ïðè ýòîì ω = ±90 ãðà-

äóñîâ. Ýòè òî÷êè ðàâíîâåñèÿ ñîîòâåòñòâóþò öåíòðàì òàê íàçûâàå-
ìîãî ðåçîíàíñà Ëèäîâà–Êîçàè. Òàêèå îðáèòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
íåèçìåííûå ýëëèïñû, êîòîðûå ïðåöåññèðóþò âîêðóã îñè, ïåðïåíäè-
êóëÿðíîé îñíîâíîé ïëîñêîñòè — ïëîñêîñòè îðáèòû âíåøíåãî òåëà,
ñ ïîñòîÿííûì íàêëîíîì ê íåé.

Îòðåçîê AB ñîîòâåòñòâóåò ýëëèïòè÷åñêèì îðáèòàì ñ ïîñòîÿí-
íûì ýêñöåíòðèñèòåòîì. Îðáèòû ëåæàò â ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ âíåø-
íåãî òåëà. Íàêëîíåíèå ðàâíî íóëþ èëè 180 ãðàäóñîâ. Ëèíèÿ àïñèä
ðàâíîìåðíî âðàùàåòñÿ ñ óâåëè÷èâàþùåéñÿ âåëè÷èíîé ω. Äëÿ ýòèõ
îðáèò âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå 2c1 + 5c2 = 2, îòêóäà, èñïîëüçóÿ
âûðàæåíèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ (10.11), (10.12), âûâîäèì

(5e2 sin2 ω + 2− 2e2) sin2 i = 0.

Çäåñü ïåðâûé ìíîæèòåëü ðàâåí íóëþ òîëüêî â òî÷êå B, ãäå îäíî-
âðåìåííî e = 1 è sinω = 0. Êðîìå òî÷êè B, äëÿ âñåãî îñòàëüíîãî
îòðåçêà AB äîëæíî áûòü sin i = 0.

Îòðåçîê BE ñîîòâåòñòâóåò îðáèòàì ïðè c1 = 0. Ýòî óñëîâèå îò-
íîñèòñÿ ëèáî ê ïîëÿðíûì îðáèòàì (cos i = 0) ëèáî ê ïðÿìîëèíåé-
íûì (e = 1). Â ñëó÷àå ïîëÿðíîé îðáèòû ïðè c1 = 0 ñâÿçü ýêñöåí-
òðèñèòåòà e è àðãóìåíòà ïåðèöåíòðà ω îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

e2
(
2

5
− sin2 ω

)
= c2. (10.14)
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Â ñëó÷àå ïðÿìîëèíåéíîé îðáèòû ïðè c1 = 0 ñâÿçü íàêëîíà i è àð-
ãóìåíòà ïåðèöåíòðà ω îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

2

5
− sin2 i sin2 ω = c2. (10.15)

Ãðàôèêè ýòèõ çàâèñèìîñòåé ïðèâîäÿòñÿ íèæå íà ðèñ. 10.4, 10.5.
Îòðåçîê DA (c2 = 0, 3/5 < c1 < 1) ñîîòâåòñòâóåò êðóãîâûì îð-

áèòàì (e = 0).
Îòðåçîê 0D (c2 = 0, c1 < 3/5) ñîîòâåòñòâóþò òàê íàçûâàåìûì

ñåïàðàòðèñíûì ðåøåíèÿì, ðàçäåëÿþùèì îáëàñòè ëèáðàöèîííûõ è
öèðêóëÿöèîííûõ èçìåíåíèé àðãóìåíòà ïåðèöåíòðà ω. Íà ýòèõ ñå-
ïàðàòðèñàõ ýêñöåíòðèñèòåò àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, âîç-
ìîæíî ïðîõîäÿ ÷åðåç ñâîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, åñëè íà÷àëüíîå
çíà÷åíèå ω ìåíüøå 90 ãðàäóñîâ. Äëÿ ýòèõ îðáèò ñîõðàíÿåòñÿ ñîîò-
íîøåíèå sin2 i sin2 ω = 2/5.

Òî÷êè A, B, E îïðåäåëÿþò ñëåäóþùèå âîçìîæíûå èçìåíåíèÿ.
Òî÷êà A (c1 = 1, c2 = 0) ñîîòâåòñòâóåò êðóãîâîé ýêâàòîðèàëüíîé
îðáèòå (e = 0, sin i = 0). Òî÷êà B (c1 = 0, c2 = 2/5) ñîîòâåòñòâó-
åò ïðÿìîëèíåéíîé îðáèòå (e = 1) ñ ïðîèçâîëüíûì íàêëîíåíèåì è
sinω = 0. Òî÷êà E (c1 = 0, c2 = −3/5) ñîîòâåòñòâóåò ïîëÿðíûì îð-
áèòàì (cos i = 0) ñ ïðîèçâîëüíûì ýêñöåíòðèñèòåòîì è çíà÷åíèåì
ω, óäîâëåòâîðÿþùèì ñîîòíîøåíèþ e2(5 sin2 ω − 2) = 3, ïðè÷åì â
ñëó÷àå e = 1 èìååì ïðÿìîëèíåéíóþ îðáèòó ñ sinω = ±1.

Òî÷êà D (c1 = 3/5, c2 = 0) ñîîòâåòñòâóåò êðóãîâûì îðáèòàì
(e = 0) ñ êðèòè÷åñêèì íàêëîíåíèåì, îïðåäåëÿåìûì ñîîòíîøåíèåì
cos2 i = 3/5. Òàêîå çíà÷åíèå íàêëîíåíèÿ i íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì
èç-çà òîãî, ÷òî òî÷êà D ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé áèôóðêàöèè , òàê ÷òî ïðè
óìåíüøåíèè c1 îò çíà÷åíèÿ 3/5 ïðè c2 < 0 âîçíèêàþò îðáèòû ñ
ëèáðàöèîííûì èçìåíåíèåì ω.

Òî÷êà 0 (c1 = 0, c2 = 0) ñîîòâåòñòâóåò îðáèòàì ñëåäóþùèõ òðåõ
òèïîâ:
1) êðóãîâûå ïîëÿðíûå îðáèòû (e = 0, cos i = 0) ñ ïðîèçâîëüíûì ω,
2) ýëëèïòè÷åñêèå ïîëÿðíûå îðáèòû (cos i = 0) ñ ïðîèçâîëüíûì e è
ñ ïîñòîÿííûì çíà÷åíèåì ω (sin2 ω = 2/5),
3) ïðÿìîëèíåéíûå (e = 1) ñ ïðîèçâîëüíûì íàêëîíåíèåì îðáèòû
ïðè óñëîâèè sin2 i sin2 ω = 2/5.

Êðîìå îñîáåííîñòåé ýâîëþöèè îðáèò íà ãðàíèöàõ îáëàñòåé âîç-
ìîæíûõ çíà÷åíèé ïîñòîÿííûõ c1 è c2, èìåþòñÿ äðóãèå îñîáûå ñëó-
÷àè ýâîëþöèè îðáèò. Îðáèòû ñ íàêëîíåíèåì, áîëüøèì êðèòè÷åñêî-
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ãî (cos2 i = 3/5), ìîãóò èñïûòûâàòü áîëüøèå âàðèàöèè ýêñöåíòðèñè-
òåòà, îñîáåííî áîëüøèå, åñëè îðáèòà áëèçêà ê ñåïàðàòðèñå. Ïðè÷è-
íîé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî êàê ðàç ïðè íàêëîíàõ, áîëüøèõ êðèòè÷åñêîãî,
ïðèñóòñòâóåò ðåçîíàíñ Ëèäîâà – Êîçàè. Â ñëó÷àå, êîãäà íàêëîí ðà-
âåí 90 ãðàäóñîâ, ýêñöåíòðèñèòåò âñåãäà ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå, êàêî-
âî áû íè áûëî åãî íà÷àëüíîå çíà÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, ðàññòîÿíèå
ïåðèöåíòðà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, è òàêèå îðáèòû ñóùåñòâóþò ëèøü
êîíå÷íîå âðåìÿ.

Çàìåòèì, ÷òî âñå ðàññìîòðåííûå çäåñü îñîáûå è êðèòè÷åñêèå
ñëó÷àè ñâîéñòâ èçìåíåíèé ýëåìåíòîâ îðáèòû ñïóòíèêà, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ãðàíèöàì âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïîñòîÿííûõ c1 è c2, èìå-
þò ÷èñòî òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ. Ñðåäè ñóùåñòâóþùèõ ðåàëüíûõ
ñïóòíèêîâ è âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé èõ äâèæåíèÿ òàêèå ñèòóàöèè íå
âñòðå÷àþòñÿ.

Ñîîòíîøåíèÿ (10.11), (10.12) ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü ëèíèè íà êî-
îðäèíàòíîé ïëîñêîñòè (ω, e), îïèñûâàþùèå ýâîëþöèþ îðáèò. Êàæ-
äîé ïàðå ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé ïîñòîÿííûõ c1 è c2 ñîîòâåòñòâó-
åò ëèíèÿ íà ãðàôèêå. Íà îäíîì ðèñóíêå ìîæíî ïîñòðîèòü ñåìåéñòâî
êðèâûõ äëÿ îäíîãî çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííîé c1 è ðÿäà çíà÷åíèé c2.

Ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà òàêèõ ñåìåéñòâ.
Íà ðèñ. 10.2 ïîêàçàíî ñåìåéñòâî ëèíèé, ïîêàçûâàþùèõ èçìåíå-

íèÿ ω, e. Ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèþ c1 = 0.114570821 è ðÿäó
c2 íà âñåì èíòåðâàëå âîçìîæíûõ çíà÷åíèé. Ñåìåéñòâî ýòèõ çíà÷å-
íèé ïîñòîÿííûõ íàíåñåíî òàêæå íà ðèñ. 10.1, ãäå îíî îáîçíà÷åíî
÷åðåç S1. Ñàìàÿ ëåâàÿ òî÷êà, ëåæàùàÿ íà êðèâîé ED, ñîîòâåòñòâóåò
îðáèòå ñ ïîñòîÿííûìè ýëåìåíòàìè e = 0.750346703, i = 59.2 ãðà-
äóñîâ è c2 = −0.190195030. Íà ðèñ. 10.2 ýòîé îðáèòå ñîîòâåòñòâó-
åò òî÷êà — öåíòð ðåçîíàíñà Ëèäîâà – Êîçàè. Âîêðóã ýòîé òî÷êè
êîíöåíòðè÷åñêèìè çàìêíóòûìè êðèâûìè ïîêàçàíû ëèáðàöèîííûå
èçìåíåíèÿ ýëåìåíòîâ ω, e äëÿ äðóãèõ îðáèò ñåìåéñòâà. Ýòèì îð-
áèòàì ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè ñåìåéñòâà S1 íà ðèñ. 10.1, ñëåäóþùèå
ñëåâà íàïðàâî. Äëÿ òî÷êè ñ c2 = 0 íà ðèñ. 10.2 ïóíêòèðíîé ëèíèåé
ïîêàçàíà ñåïàðàòðèñà äâóõ òèïîâ îðáèò. Ñåïàðàòðèñå ñîîòâåòñòâó-
þò çíà÷åíèÿ e = 0.899471307, i = 34.608220202 ãðàäóñîâ. Ñåìåéñòâî
ïðîäîëæàåòñÿ îðáèòàìè ñ öèðêóëÿöèîííûì èçìåíåíèåì ýëåìåíòîâ
ω, e. Íàêîíåö, äëÿ òî÷êè íà ðèñ. 10.1, ëåæàùåé íà ãðàíèöå AB, ñ
c2 = 0.354171672 íà ðèñ. 10.2 ïîêàçàíà ãîðèçîíòàëüíàÿ ëèíèÿ èç-
ìåíåíèÿ ω ñ ïîñòîÿííûì çíà÷åíèåì e = 0.940972465. Ýòî îðáèòà,
ëåæàùàÿ â ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ âíåøíåãî òåëà, ñ i = 0.
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Ðèñ. 10.2. Ñåìåéñòâî îðáèò ñ c1 = 0.114570821 è ðÿäîì çíà÷åíèé
−0.190195030 ≤ c2 ≤ 0.354171672. Ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè îòëîæåíû çíà-
÷åíèÿ ω â ãðàäóñàõ, ïî âåðòèêàëüíîé — çíà÷åíèÿ ýêñöåíòðèñèòåòà e. Íà

ðèñ. 10.1 ýòîìó ñåìåéñòâó ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè íà ëèíèè S1.

Îòìåòèì, ÷òî íà ðèñ. 10.2 ïîêàçàíà ëèøü ïîëîâèíà äèàïàçîíà èç-
ìåíåíèÿ óãëà ω. Âòîðàÿ ïîëîâèíà ñèììåòðè÷íî ïîâòîðÿåò ïåðâóþ
îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèÿ ω = 180 ãðàä.

Äðóãîå ñåìåéñòâî îðáèò ïîêàçàíî íà ðèñ. 10.3. Ýòî èñêëþ÷èòåëü-
íî òîëüêî îðáèòû ñ öèðêóëÿöèîííûì èçìåíåíèåì ýëåìåíòîâ ω, e.
Ýòîìó ñåìåéñòâó ñîîòâåòñòâóåò ñåìåéñòâî òî÷åê S2 íà ðèñ. 10.1 ñ
c1 = 0.719185573. Çíà÷åíèþ c2 = 0 ñîîòâåòñòâóåò êðóãîâàÿ îðáè-
òà ñ e = 0, i = 32.0 ãðàäóñà è ëèíèÿ íà ðèñ. 10.3, ñîâïàäàþùàÿ
ñ ãîðèçîíòàëüíîé îñüþ. Äàëåå äëÿ òî÷åê ñåìåéñòâà, ñëåäóþùèõ íà
ðèñ. 10.1 ñëåâà íàïðàâî, èìååì ñåìåéñòâî ëèíèé íà ðèñ. 10.3, ñëåäó-
þùèõ ñíèçó ââåðõ. Çàâåðøàåò ñåìåéñòâî òî÷êà ñ c2 = 0.112325771

íà ëèíèè AB è ãîðèçîíòàëüíàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 10.3 ñî çíà÷åíèåì
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Ðèñ. 10.3. Ñåìåéñòâî îðáèò ñ c1 = 0.719185573 è ðÿäîì çíà÷åíèé −0 ≤ c2 ≤
0.112325771. Ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè îòëîæåíû çíà÷åíèÿ ω â ãðàäóñàõ, ïî
âåðòèêàëüíîé — çíà÷åíèÿ ýêñöåíòðèñèòåòà e. Íà ðèñ. 10.1 ýòîìó ñåìåéñòâó

ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè íà ëèíèè S2.

e = 0.529919264. Ãîðèçîíòàëüíûå ïðÿìûå íà ðèñ. 10.2, 10.3 îòâå÷à-
þò ãðàíè÷íûì çíà÷åíèÿì ýêñöåíòðèñèòåòà, ðàâíûì

√
1− c1.

Íà ðèñ. 10.3 ïîêàçàíà ëèøü ïîëîâèíà äèàïàçîíà èçìåíåíèÿ óã-
ëà ω. Âòîðàÿ ïîëîâèíà ñèììåòðè÷íî ïîâòîðÿåò ïåðâóþ îòíîñèòåëü-
íî çíà÷åíèÿ ω = 180 ãðàä.

Çàìåòèì, ÷òî ìîæíî ïîäîáðàòü òàêèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è ñî-
îòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ c1, c2, ïðè êîòîðûõ â ïðîöåñ-
ñå ýâîëþöèè îðáèòû ýêñöåíòðèñèòåò e áóäåò èçìåíÿòüñÿ îò âåñüìà
ìàëûõ çíà÷åíèé äî áëèçêèõ ê åäèíèöå.

Îñîáûé ñëó÷àé ïðåäñòàâëÿþò îðáèòû ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè,
äàþùèìè c1 = 0. Ýòî ïîðîæäàåò ëèáî ïîëÿðíûå îðáèòû (sin i = 1),
ëèáî ïðÿìîëèíåéíûå îðáèòû (e = 1). Ñâÿçü e ñ ω â ýòèõ îñîáûõ
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ñëó÷àÿõ äàíà âûøå ñîîòíîøåíèÿìè (10.14), (10.15). Ãðàôèêè âîç-
ìîæíûõ çíà÷åíèé e, ω äëÿ ïîëÿðíûõ îðáèò ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ
c2 â ýòîì ñëó÷àå ïîêàçàíû íà ðèñ. 10.4. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ c2
èìååì òðè ãðàôèêà: îäèí â îáëàñòè ìåæäó ñåïàðàòðèñàìè, äðóãèå
— îò çíà÷åíèé 0 è 180 ãðàäóñîâ â ñòîðîíû ñåïàðàòðèñ. Êàê âèäíî
íà ãðàôèêàõ, âñå òàêèå ïîëÿðíûå îðáèòû â ñâîåé ýâîëþöèè ïðèõî-
äÿò ê çíà÷åíèþ e = 1, ÷òî ïðèâîäèò ê ïàäåíèþ ñïóòíèêà íà ïëàíåòó
çà êîíå÷íîå âðåìÿ, íåçàâèñèìî îò íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé e è ω. Ýòî
ñâîéñòâî ïîëÿðíûõ (è îêîëîïîëÿðíûõ) îðáèò â ëèòåðàòóðå íîñèò
íàçâàíèå «ýôôåêò Ëèäîâà – Êîçàè».

Äëÿ ïðÿìîëèíåéíûõ îðáèò ïðè c1 = 0 çàâèñèìîñòè sin i îò ω

ïîêàçàíû íà ðèñ. 10.5. Ïðÿìîëèíåéíûå îðáèòû ñïóòíèêîâ íå èìå-
þò ïðàêòè÷åñêîãî ñìûñëà. Òàêèå ñïóòíèêè, åñëè áû è áûëè, òî óæå
äàâíî óïàëè áû íà ñâîè ïëàíåòû. Ìû çäåñü âçÿëè ñëó÷àé c1 = 0

òîëüêî äëÿ ïîëíîòû ðàññìîòðåíèÿ äàííîé òåîðèè.
Íàéäåííûå âûøå çàâèñèìîñòè e îò ω íå äàþò ïðåäñòàâëåíèÿ î

òîì, â êàêîì íàïðàâëåíèè ïðîèñõîäèò ýâîëþöèÿ îðáèò. Îñòàåòñÿ
âûÿñíèòü, íà êàêèõ ó÷àñòêàõ ãðàôèêîâ ω óâåëè÷èâàåòñÿ, à íà êàêèõ
óìåíüøàåòñÿ. Äëÿ îòâåòà íåîáõîäèìî ïðèâëå÷ü ïîñëåäíåå èç äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (10.6). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íåãî âìåñòî
ôóíêöèè W óïðîùåííîãî âûðàæåíèÿ ýòîé âîçìóùàþùåé ôóíêöèè
(10.10), ïîëó÷èì ÿâíûé âèä óðàâíåíèÿ äëÿ ω

dω

dt
=

15

4

µ′

µ

( a

a′

)3
n

[
(e2 − sin2 i) sin2 ω +

2

5
(1− e2)

]
, (10.16)

ãäå µ = n2a3. Ó÷èòûâàÿ (10.11), ýòî óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå

dω

dt
=

15

4

µ′

µ

( a

a′

)3
n

[
c2
e2

+ e2
(
sin2 ω − 2

5

)]
.

Îïðåäåëèì òåïåðü âåëè÷èíó ïðîèçâîäíîé dω
dt ïðè ω = π/2. Ïîëó-

÷èì
dω

dt

∣∣∣∣
ω=π/2

=
15

4

µ′

µ

( a

a′

)3
n

(
c2
e2

+
3

5
e2
)
.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà è èç ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî âî âñåõ ñëó÷à-
ÿõ öèðêóëÿöèîííîãî èçìåíåíèÿ ω (c2 > 0), âêëþ÷àÿ ñåïàðàòðè-
ñó (c2 = 0), ω óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïðè âñåõ c2 < 0, èñêëþ÷àÿ ñëó-
÷àé (10.13), ýêñöåíòðèñèòåò e ìîæåò ïðèíèìàòü äâà çíà÷åíèÿ: ìè-
íèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå, ïðè êîòîðûõ dω

dt èìååò ðàçíûå çíàêè.
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Ðèñ. 10.4. Ñåìåéñòâî ïîëÿðíûõ îðáèò ïðè c1 = 0 è ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ c2.
Ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè îòëîæåíû çíà÷åíèÿ ω â ãðàäóñàõ, ïî âåðòèêàëüíîé
— çíà÷åíèÿ ýêñöåíòðèñèòåòà e. Ïóíêòèðíîé ëèíèåé ïîêàçàíû ñåïàðàòðèñû

äâóõ ñåìåéñòâ.

Ïðè ìèíèìàëüíîì çíà÷åíèè ýêñöåíòðèñèòåòà ω óìåíüøàåòñÿ, ïðè
ìàêñèìàëüíîì — óâåëè÷èâàåòñÿ. Âñå ïîëó÷åííûå çäåñü íàïðàâëå-
íèÿ èçìåíåíèÿ ω ïîêàçàíû íà ðèñ. 10.2, 10.3.

Äëÿ îñîáîãî ñëó÷àÿ ïîëÿðíûõ îðáèò (c1 = 0) èìååì sin i = 1, è
óðàâíåíèå äëÿ ω (10.16) ïðèíèìàåò âèä

dω

dt
=

15

4

µ′

µ

( a

a′

)3
n (1− e2)

(
2

5
− sin2 ω

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ïîñëåäîâàòåëüíî ω = 0 è ω = π/2, ïîëó÷àåì òå
íàïðàâëåíèÿ èçìåíåíèÿ ω, êîòîðûå ïîêàçàíû íà ðèñ. 10.4.

Àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ íàïðàâëåíèå èçìåíåíèÿ ω äëÿ ïðÿìîëè-
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Ðèñ. 10.5. Ñåìåéñòâî ïðÿìîëèíåéíûõ îðáèò ïðè c1 = 0 è ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ
c2. Ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè îòëîæåíû çíà÷åíèÿ ω â ãðàäóñàõ, ïî âåðòèêàëü-

íîé — çíà÷åíèÿ sin i.

íåéíûõ îðáèò (c1 = 0). Óðàâíåíèå äëÿ ω â ýòîì ñëó÷àå (e = 1) ïðè-
íèìàåò âèä

dω

dt
=

15

4

µ′

µ

( a

a′

)3
n (1− sin2 i) sin2 ω > 0.

Íàïðàâëåíèå èçìåíåíèÿ ω â ýòîì ñëó÷àå ïîêàçàíî íà ðèñ. 10.5.

10.3.4. Ýâîëþöèÿ îðáèò âî âðåìåíè ïðè äâàæäû îñðåäíåííîé
âîçìóùàþùåé ôóíêöèè â ñëó÷àå Õèëëà

Ðàññìîòðèì òåïåðü, êàê ïîëó÷èòü ôóíêöèè, îïèñûâàþùèå èçìå-
íåíèå ýëåìåíòîâ îðáèò âî âðåìåíè â óñëîâèÿõ äàííîé çàäà÷è. Âû-
ÿñíèëîñü, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèé ïðèâîäèò ê êâàäðàòóðàì, îáðàùå-
íèå êîòîðûõ ìîæåò áûòü âûïîëíåíî òîëüêî ñ ïîìîùüþ ýëëèïòè÷å-
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ñêèõ ôóíêöèé. Åùå â ðàáîòå (Kozai, 1962) áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâà-
íî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è â ïðèáëèæåíèè Õèëëà (k = 2) ìîæåò áûòü
âûðàæåíî ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà. Äëÿ ÷àñò-
íîãî ñëó÷àÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ω = 0,±π/2 ðåøåíèå äëÿ ýëåìåí-
òîâ e, i, ω áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòå (Ãîðäååâà, 1968). Îáùåå ðåøåíèå
äëÿ âñåõ ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ e, i, ω, Ω áûëî ïîñòðîåíî â ðàáîòå (Âàø-
êîâüÿê, 1999) è ïî÷òè îäíîâðåìåííî áûëî îïóáëèêîâàíî â ðàáîòå
(Kinoshita, Nakai, 1999).

Âîñïðîèçâåäåì çäåñü ðåçóëüòàòû ðàáîòû (Âàøêîâüÿê, 1999).
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé íåîáõîäèìî ðåøèòü óðàâíå-

íèÿ Ëàãðàíæà îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ e, i, ω, Ω. Ñäåëàåì óïðîùà-
þùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ âîçìóùàþùåé
ôóíêöèè (10.10) â óðàâíåíèÿ (10.6) è äåëàÿ çàìåíó íåçàâèñèìîé
ïåðåìåííîé âðåìåíè t íà áåçðàçìåðíóþ ïåðåìåííóþ τ ïî ôîðìóëå

τ =
3

16

µ′

µ

( a

a′

)3
n (t− t0) ,

ãäå µ = n2a3, âûâåäåì óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ îñêóëè-
ðóþùåé îðáèòû â ñëåäóþùåì âèäå:

de

dτ
= 10e

√
1− e2 sin2 i sin 2ω, (10.17)

di

dτ
= −10e2

√
1− e2 sin i cos i sin 2ω, (10.18)

dω

dτ
=

2√
1− e2

[5 cos2 i− 1 + e2 + 5(sin2 i− e2) cos 2ω], (10.19)

dΩ

dτ
= 2

cos i√
1− e2

(5e2 cos 2ω − 3e2 − 2). (10.20)

Óðàâíåíèÿ (10.17), (10.18), (10.19) èìåþò äâà èíòåãðàëà (10.11),
(10.12). Èñêëþ÷àÿ ñ ïîìîùüþ ýòèõ èíòåãðàëîâ ïåðåìåííûå i, ω èç
óðàâíåíèÿ (10.17) è ââîäÿ íîâóþ ïåðåìåííóþ z ïî ôîðìóëå

z = e2,

ïîëó÷àåì êâàäðàòóðó äëÿ îïðåäåëåíèÿ τ êàê ôóíêöèþ îò z

τ =
sign(sin 2ω0)

8
√
6

z∫
z0

dζ√
Q(ζ)

, (10.21)

10.3. Эволюция орбит спутников планет под действием притяжения Солнца 25



ãäå
Q(z) = (z1 − z)(z − z2)(z − z3) ≥ 0,

z0 — íà÷àëüíîå çíà÷åíèå e2 ïðè τ = 0 (t = t0),

z1 =
1

2

[
1− c3 +

√
(1 + c3)2 − (20/3)c1

]
,

z2 =
1

2

[
1− c3 −

√
(1 + c3)2 − (20/3)c1

]
,

z3 =
5

2
c2,

c3 =
5

3
(c1 + c2).

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé (10.17) – (10.20) áóäåò çàâèñåòü îò
÷åòûðåõ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ e0, i0, ω0, Ω0 — çíà÷åíèé ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ôóíêöèé â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 (τ = 0). Òðè
íåçàâèñèìûå ïîñòîÿííûå e0, i0, ω0 ìû çàìåíèì äàëåå íà äðóãèå òðè
íåçàâèñèìûå ïîñòîÿííûå z0, c1, c2, ñâÿçàííûå ñ ïåðâûìè ñîîòíîøå-
íèÿìè:

z0 = e20, (10.22)

(1− e20)(1− sin2 i0) = c1, (10.23)

è

e20

(
2

5
− sin2 i0 sin

2 ω0

)
= c2. (10.24)

Ïîñòîÿííûå z0, c1, c2 áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äàëåå â ðåøåíèè.
Îáðàùåíèå êâàäðàòóðû (10.21) âûïîëíÿåòñÿ ðàçíûìè ïóòÿìè â

çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ c2.
Ñëó÷àé 0 < c2 < 2/5.
Ýòî ñëó÷àé öèðêóëÿöèîííîãî èçìåíåíèÿ ω. Êîðíè ïîëèíîìà

Q(z) óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

z2 < 0 < z3 ≤ z(τ) ≤ z1,

ãäå z1 è z3 áóäóò ñîîòâåòñòâåííî ìàêñèìóì è ìèíèìóì âåëè÷èíû
e2. Ýêñöåíòðèñèòåò îïðåäåëèòñÿ ôîðìóëîé

e(τ) =
√
z(τ) =

√
z3 − z2k2sn2u

1− k2sn2u
, (10.25)
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ãäå
u = 4

√
6(z1 − z2)τ + u0,

k2 =
z1 − z3
z1 − z2

< 1,

u0 = sign(sin 2ω0)F (φ0, k
2), (10.26)

sin2 φ0 =
(z1 − z2)(z0 − z3)

(z1 − z3)(z0 − z2)
,

à sn u è F (φ, k2) åñòü ñîîòâåòñòâåííî ýëëèïòè÷åñêèé ñèíóñ ßêîáè
è íåïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà ñ ìîäóëåì k.

Ïåðèîä êîëåáàíèé ýêñöåíòðèñèòåòà e äàåòñÿ ôîðìóëîé

Te =
K(k2)

2
√
6(z1 − z2)

, (10.27)

ãäå K(k2) åñòü ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà ñ ìî-
äóëåì k.

Ïåðèîä öèðêóëÿöèè ω â äâà ðàçà áîëüøå ïåðèîäà êîëåáàíèé ýêñ-
öåíòðèñèòåòà e

Tω =
K(k2)√
6(z1 − z2)

. (10.28)

Â ñèëó èíòåãðàëà (10.12) ïåðèîä êîëåáàíèé íàêëîíà i ðàâåí ïåðèî-
äó êîëåáàíèé e.

Ñëó÷àé −3/5 < c2 < 0.
Ýòîò ñëó÷àé õàðàêòåðèçóåòñÿ ëèáðàöèîííûì èçìåíåíèåì ω.

Çäåñü
z3 < 0 < z2 ≤ z(τ) ≤ z1,

ãäå z1 è z2 — ìàêñèìóì è ìèíèìóì âåëè÷èíû e2, ñîîòâåòñòâåííî.
Ýêñöåíòðèñèòåò îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

e(τ) =
√
z(τ) =

√
z2 − z3κ2sn2u

1− κ2sn2u
, (10.29)

ãäå
u = 4

√
6(z1 − z3)τ + u0,

κ2 =
z1 − z2
z1 − z3

< 1,

u0 = sign(sin 2ω0)F (Ψ0, κ
2), (10.30)
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sin2 Ψ0 =
(z1 − z3)(z0 − z2)

(z1 − z2)(z0 − z3)
.

Çäåñü ìîäóëåì ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ κ.
Ïåðèîäû êîëåáàíèé ýêñöåíòðèñèòåòà e, íàêëîíà i è àðãóìåíòà

ïåðèöåíòðà ω ñîâïàäàþò è îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

Te = Ti = Tω =
K(κ2)

2
√
6(z1 − z3)

. (10.31)

Îòìåòèì çäåñü ôàêò, âàæíûé äëÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ âû÷èñëå-
íèé. Ôîðìóëû (10.29) – (10.31) ïîëó÷àþòñÿ èç ôîðìóë (10.25)-
(10.27) çàìåíîé z3 íà z2 è z2 íà z3.

Îñîáûé ñëó÷àé c2 = 0 è c1 < 3/5.
Ýòî ïîãðàíè÷íûé âàðèàíò ìåæäó äâóìÿ ðåøåíèÿìè, ðàññìîò-

ðåííûìè âûøå. Èçìåíåíèå ýëåìåíòîâ e è ω ïðîèñõîäèò âäîëü ñå-
ïàðàòðèñû ñîãëàñíî óðàâíåíèþ

2

5
−
(
1− c1

1− e2

)
sin2 ω = 0.

Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýêñöåíòðèñèòåòà

emax =

√
1− 5

3
c1

äîñòèãàåòñÿ ïðè óãëàõ ω, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ

sin2 ω = 1.

Êîãäà ýêñöåíòðèñèòåò äîñòèãàåò íóëÿ, àðãóìåíò ïåðèöåíòðà èìååò
îäíî èç çíà÷åíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ

sin2 ω =
2

5
(1− c1).

Çàâèñèìîñòü ýëåìåíòîâ e, ω, i îò âðåìåíè äëÿ ýòîãî îñîáîãî ñëó÷àÿ
ïîëó÷åíà â ðàáîòå (Âàøêîâüÿê, Ëèäîâ, 1990). Âîñïðîèçâåäåì çäåñü
ðåçóëüòàò. Áåç íàðóøåíèÿ îáùíîñòè ïîñòàíîâêè çàäà÷è è äëÿ ïðî-
ñòîòû ôîðìóë ïðèìåì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò t0 ýëåìåíòû èìåþò
çíà÷åíèÿ e = emax, ω = 90 ãðàäóñîâ è ââåäåì ïàðàìåòð:

β = −3
√
6

4

µ′

na′3
emax = −3

√
6

4

µ′

µ

( a

a′

)3
emax.
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Òåïåðü çàâèñèìîñòü ýêñöåíòðèñèòåòà îò âðåìåíè äëÿ ýòîãî îñîáîãî
ñëó÷àÿ îïðåäåëèòñÿ ôîðìóëîé

e(t) =
emax

ch[β(t− t0)]
.

Âàæíî îïðåäåëèòü, â êàêîì íàïðàâëåíèè èçìåíÿåòñÿ àðãóìåíò
ïåðèöåíòðà ω â ìîìåíò t0, êîãäà ýêñöåíòðèñèòåò äîñòèãàåò ìàêñè-

ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ e = emax =
√
1− 5

3c1. Â ýòîò ìîìåíò ω = 90

ãðàäóñîâ. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â óðàâíåíèå (10.19), ïîëó÷èì

dω

dt
= 12

√
3

5c1

(
1− 5

3
c1

)
> 0.

Ñëåäîâàòåëüíî ω óâåëè÷èâàåòñÿ â ìîìåíò, êîãäà e = emax. Òîãäà,
êàê âèäíî íà ãðàôèêå ñåïàðàòðèñû íà ðèñ. 10.2, ω óâåëè÷èâàåòñÿ âî
âñå ìîìåíòû âðåìåíè.

Îñîáûé ñëó÷àé c1 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå îðáèòà ïðèíàäëåæèò ê
îäíîìó èç äâóõ òèïîâ: ïîëÿðíûå (sin i = 1) ëèáî ïðÿìîëèíåéíûå
(e = 1). Âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ïðè c1 = 0 è ðàçíûõ çíà-
÷åíèÿõ c2 ðàññìîòðåíû âûøå íà ãðàôèêàõ. Äâèæåíèå ñïóòíèêîâ íà
âñåõ ýòèõ îðáèòàõ ïðèâîäèò ê ïàäåíèþ ñïóòíèêà íà ïëàíåòó. Ïðàê-
òè÷åñêîãî èíòåðåñà òàêèå îðáèòû íå ïðåäñòàâëÿþò. Ïîýòîìó çàâè-
ñèìîñòü ýëåìåíòîâ îò âðåìåíè ìû çäåñü íå ðàññìàòðèâàåì.

Äðóãèå îñîáûå ñëó÷àè.
1. Åñëè c2 = 0 è c1 > 3/5, òî ýêñöåíòðèñèòåò ïîñòîÿííî ðàâåí

íóëþ, à àðãóìåíò ïåðèöåíòðà íå îïðåäåëåí.
2. Åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ òàêîâû, ÷òî ìåæäó ïîñòîÿííûìè c1

è c2 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

c2 = −3

5

(
1−

√
5

3
c1

)2

,

è ïðè ýòîì c1 < 3/5, òî âñå òðè ýëåìåíòà e, ω, i îñòàþòñÿ ïîñòîÿí-

íûìè: ω = ±90 ãðàäóñîâ, e =

√
1−

√
5
3c1.

3. Cëó÷àé c1 = 1 ñîîòâåòñòâóåò êðóãîâîé îðáèòå, ëåæàùåé â
ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ âíåøíåãî òåëà.

4. Â ñëó÷àå, êîãäà c2 = 2
5 (1 − c1), èìååì íàêëîí i = 0, ïîñòîÿí-

íûé ýêñöåíòðèñèòåò, ðàâíûé em =
√
1− c1, è àðãóìåíò ïåðèöåíòðà,

ïîñòîÿííî âîçðàñòàþùèé ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, êîòîðàÿ èçìåíÿåòñÿ
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â ïðåäåëàõ îò 8
√
c1 ïðè ω = k · 180 ãðàäóñîâ äî 20(1 − 3/5c1)/

√
c1

ïðè ω = 90 + k · 180 ãðàäóñîâ, ãäå k — ëþáîå öåëîå ÷èñëî. Ïåðèîä
îáðàùåíèÿ ω, êàê è â îáùåì ñëó÷àå, íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå (10.28).

Íà ýòîì ýòàïå èçëîæåíèÿ ìû èìååì âûðàæåíèÿ äëÿ e(τ) êàê
ôóíêöèè âðåìåíè ïðè âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ ïîñòîÿííûõ c1,
c2, z0. Èñêîìûå ôóíêöèè i(τ), ω(τ) íàéäóòñÿ òåïåðü èç ñîîòíîøå-
íèé

i(τ) = arccos
√

c1
1− e2(τ)

,

ω(τ) = arcsin

√
2
5 − c2

e2(τ)

sin2 i(τ)
.

Òåïåðü îñòàëîñü íàéòè ôóíêöèþ Ω(τ). Ïðîäîëæèì âîñïðîèçâîäèòü
çäåñü ðåçóëüòàòû ðàáîòû (Âàøêîâüÿê, 1999).

Ñíà÷àëà âûïîëíèì äåéñòâèÿ äëÿ ñëó÷àÿ 0 < c2 < 2/5.
Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè (10.26) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñâÿçè ïå-

ðåìåííîé u ñ τ . Çàòåì îïðåäåëèì íîâóþ ïåðåìåííóþ u, ïîëàãàÿ
u = mK(k2)+u, ãäåm — öåëîå ÷èñëî, áëèæàéøåå ê u/K(k2), íå ïðå-
âîñõîäÿùåå ýòîãî ÷èñëà. ×èñëî m çàïîìíèì äëÿ äàëüíåéøèõ äåé-
ñòâèé.

Äàëåå âû÷èñëèì ïîñëåäîâàòåëüíî ïîñòîÿííûå

l2 = k2
1− c1 − z2
1− c1 − z3

,

C =
(5c2 − 2z2)k

2

(1− c1 − z3)K(k2)
, (10.32)

I(l2, k2) =
ΠΠΠ(l2, k2)−K(k2)

l2
,

ãäå ΠΠΠ(l2, k2) — ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë òðåòüåãî ðîäà.
Òåïåðü îïðåäåëèì íåêîòîðóþ ôóíêöèþ J(x, l2, k2) îò ñâîåãî àð-

ãóìåíòà x ñëåäóþùèì îáðàçîì:

J(x, l2, k2) =
Π(φ, l2, k2)− F (φ, k2)

l2
, (10.33)

ãäå φ = arcsin(sn x), ãäå Π(φ, l2, k2), F (φ, k2) — íåïîëíûå ýëëèïòè-
÷åñêèå èíòåãðàëû òðåòüåãî è ïåðâîãî ðîäà, ñîîòâåòñòâåííî.
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Äàëåå îïðåäåëèì ôóíêöèþ Jm(u, l2, k2), çàâèñÿùóþ îò ÷åòíîñòè
÷èñëà m, ôîðìóëîé

Jm(u, l2, k2) =

 J(u, l2, k2), åñëè m− ÷åòíî,

I(l2, k2)− J(K(k2)− u, l2, k2), åñëè m− íå÷åòíî.
(10.34)

Íàêîíåö, ôóíêöèÿ Ω(τ) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Ω(τ) = Ω0 − 4
√
c1sign[cos i(τ)]

{
[1 + C I(l2, k2)]τ+

+
C

4
√

6(z1 − z2)

{
(u0 − u)I(l2, k2)+ (10.35)[

Jm(u, l2, k2)− J(u0, l
2, k2)

]
K(k2)

}}
,

ãäå Ω0 — åùå îäíà íåçàâèñèìàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå öèðêóëÿöèîí-

íîãî èçìåíåíèÿ ω

k2 < l2 < 1.

Ïåðèîä öèðêóëÿöèîííîãî èçìåíåíèÿ Ω îïðåäåëÿåòñÿ ïðèáëè-
æåííîé ôîðìóëîé

TΩ =
π

2
√
c1[1 + CI(l2, k2)]

.

Â ñëó÷àå 3/5 < c2 < 0 (ëèáðàöèÿ ω) çàâèñèìîñòü Ω(τ) îïðåäå-
ëèòñÿ ôîðìóëàìè (10.32) – (10.35), â êîòîðûõ íåîáõîäèìî z2 çàìå-
íèòü íà z1, z3 íà z2, k2 íà κ2, φ0 íà Ψ0, à äëÿ ñâÿçè u ñ τ èñïîëüçîâàòü
ñîîòíîøåíèÿ (10.30).

Â èòîãå, íàéäåííûå çàâèñèìîñòè e(τ), i(τ), ω(τ), Ω(τ) ïðè çàäàí-
íûõ íà íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = t0 (τ = 0) ïðîèçâîëüíûõ
ïîñòîÿííûõ e0, i0, ω0, Ω0 îïèñûâàþò ýâîëþöèþ îðáèòû ñïóòíèêà.

Íàïîìíèì çäåñü, êàêèå äîïóùåíèÿ è ïðåäïîëîæåíèÿ áûëè ñäå-
ëàíû â äàííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è
– íà ñïóòíèê äåéñòâóþò òîëüêî âîçìóùåíèÿ îò ïðèòÿæåíèÿ Ñîëí-
öà,
– âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ îñðåäíåíà ïî ñðåäíèì äîëãîòàì ñïóòíèêà
è Ñîëíöà,
– ïðåíåáðåãàåì îòíîøåíèåì (a/a′)2 ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé,
– ïëîñêîñòü ïëàíåòîöåíòðè÷åñêîé êðóãîâîé îðáèòû Ñîëíöà ñ÷èòà-
åì îñíîâíîé.
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Íà îñíîâå ïîñòðîåííîé òåîðèè Ëèäîâûì (1961) áûëî îáíàðó-
æåíî âàæíîå ñâîéñòâî ýâîëþöèè ñïóòíèêîâûõ îðáèò: ïðè c1 ≈ 0

è i ≈ π/2 ýêñöåíòðèñèòåò ïðèáëèçèòñÿ ê åäèíèöå, ïåðèöåíòðè÷å-
ñêîå ðàññòîÿíèå ñòàíåò ðàâíûì ôèçè÷åñêîìó ðàäèóñó ïëàíåòû, à
ñïóòíèê íåèçáåæíî óïàäåò íà ïîâåðõíîñòü. Ñóùåñòâîâàíèå ãëàâíûõ
ñïóòíèêîâ Óðàíà, êîòîðûå òàêæå ïîäâåðæåíû ýòîìó ýôôåêòó, îáú-
ÿñíåíî Ëèäîâûì (1963) ñòàáèëèçèðóþùèì âëèÿíèåì ñæàòèÿ ïëà-
íåòû (Ëèäîâ, 1963).

10.3.5. Ïðèìåíåíèÿ ïîñòðîåííîé òåîðèè ýâîëþöèè îðáèò ïðè
èçó÷åíèè äèíàìèêè ðåàëüíûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò

Ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü ýâîëþöèè îðáèò ñïóòíèêîâ ïîä äåéñòâè-
åì ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà ìîæåò áûòü èñïûòàíà íà ðåàëüíûõ äàëå-
êèõ ñïóòíèêàõ ïëàíåò, ïîñêîëüêó îíî äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ äî-
ìèíèðóþùèì ôàêòîðì äëÿ ýòèõ ñïóòíèêîâ. Ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ïðè
ýòîì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü ïðèáëèæåííàÿ, òàê êàê èñïîëüçîâàíû
íåêîòîðûå äîïóùåíèÿ è ïðåäïîëîæåíèÿ. Ïîýòîìó âûâîäû òåîðèè
äîëæíû ïðîâåðÿòüñÿ ðàçíûìè ìåòîäàìè.

Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ îðáèòû
ñïóòíèêà êàê ôóíêöèé âðåìåíè, âûïîëíåííîå â ðàáîòå (Âàøêîâüÿê,
1999) áûëî ïðèìåíåíî â ýòîé æå ðàáîòå äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýâîëþ-
öèè îðáèò äâóõ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Óðàíà, îòêðûòûõ â 1997 ãîäó.
Ïîçæå ýòèì ñïóòíèêàì áûëè ïðèñâîåíû èìåíà U16 Êàëèáàí è U17
Ñèêîðàêñà.

Ïðèëîæåíèÿ òåîðèè ýâîëþöèè îðáèò, ðàññìîòðåííîé âûøå, áû-
ëè ñäåëàíû òàêæå â ðàáîòå (Kinoshita, Nakai, 1999) äëÿ äàëåêîãî
ñïóòíèêà Óðàíà U17 Ñèêîðàêñà è äàëåêîãî ñïóòíèêà Íåïòóíà Íåðå-
èäû.

Â îáåèõ óïîìÿíóòûõ ðàáîòàõ ïî çíà÷åíèÿì ýëåìåíòîâ îðáèò,
íàéäåííûõ èç íàáëþäåíèé, áûëè îïðåäåëåíû àìïëèòóäû è ïåðè-
îäû êîëåáàíèé ýêñöåíòðèñèòåòîâ îðáèò ýòèõ äâóõ ñïóòíèêîâ. Â
òàáë. 10.1 ïðèâîäÿòñÿ èñõîäíûå äàííûå è ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
òàêèõ èññëåäîâàíèé. Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ îðáèò áûëè
âçÿòû èç öèðêóëÿðà ÌÀÑ (Marsden, 1998). Îêàçàëîñü, ÷òî îáà ñïóò-
íèêà èìåþò öèðêóëÿöèîííîå èçìåíåíèå àðãóìåíòà ïåðèöåíòðà ω. Â
ðàáîòå (Âàøêîâüÿê, 1999) óêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå
ïî àíàëèòè÷åñêîé ìîäåëè ýâîëþöèè, «ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò» ñ
ðåçóëüòàòàìè êîíòðîëüíîãî ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ýâîëþöè-
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îííûõ óðàâíåíèé (10.17) – (10.20), â êîòîðûå áûëè äîáàâëåíû ÷ëå-
íû, ñîîòâåòñòâóþùèå âëèÿíèþ ñæàòèÿ Óðàíà.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñïóòíèêà U17 Ñèêîðàêñà áûëè ïî-
ëó÷åíû â ðàáîòå (Kinoshita, Nakai, 1999). Ýòè ðåçóëüòàòû âìåñòå
ñ òåì, ÷òî ïîëó÷åíî ïóòåì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé,
òàêæå äàíû â Òàáë. 10.1.

Â ðàáîòå (Kinoshita, Nakai, 1999) äëÿ äàëåêîãî ñïóòíèêà Íåï-
òóíà Íåðåèäû áûëè òàêæå ïîëó÷åíû ïàðàìåòðû ýâîëþöèè îðáè-
òû ïî ôîðìóëàì òåîðèè, ðàññìîòðåííîé âûøå. Ñïóòíèê Íåðåèäà
èìååò î÷åíü áîëüøîé ýêñöåíòðèñèòåò îðáèòû (ïðèìåðíî 0.76). Åãî
äâèæåíèå, êðîìå âîçìóùåíèé îò ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà, ïîäâåðæåíî
òàêæå âëèÿíèþ ïðèòÿæåíèÿ áëèçêîãî ìàññèâíîãî ñïóòíèêà Òðèòîí.
Ïîëó÷åííûå ïàðàìåòðû ýâîëþöèè äëÿ Íåðåèäû ñðàâíèâàëèñü ñ ðå-
çóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è ñ àíàëèòè÷åñêîé òåîðèåé
äâèæåíèÿ ýòîãî ñïóòíèêà, ïîñòðîåííîé â ðàáîòå (Mignard, 1981).
Ýòè ðåçóëüòàòû äàíû â Òàáë. 10.2. Îðáèòà Íåðåèäû èìååò öèðêó-
ëÿöèîííûé õàðàêòåð èçìåíåíèÿ àðãóìåíòà ïåðèöåíòðà ω.

Ïîçæå, ïîñëå ðàáîòû (Kinoshita, Nakai, 1999), ýâîëþöèÿ îðáèòû
Íåðåèäû áûëà èññëåäîâàíà â ðàáîòå (Âàøêîâüÿê, Òåñëåíêî, 2010).
Àâòîðû ýòîé ðàáîòû ïîñòðîèëè áîëåå äåòàëüíóþ ìîäåëü ýâîëþöèè
Íåðåèäû ñ èñïîëüçîâàíèåì áîëåå ñîâåðøåííûõ ìåòîäîâ.

10.4. Óòî÷íåííûå ìîäåëè ýâîëþöèè îðáèò ñïóòíèêîâ
ïëàíåò. ×èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä

Â ðàáîòå (Âàøêîâüÿê, 2005) áûë ðàçðàáîòàí ÷èñëåííî-àíàëè-
òè÷åñêèé ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ ýâîëþöèè îðáèò äàëåêèõ ñïóòíè-
êîâ ïëàíåò-ãèãàíòîâ. Ýòîò ìåòîä ïðåäëîæåí äîâîëüíî äàâíî, è ñ åãî
ïîìîùüþ áûëè ðåøåíû ìíîãèå çàäà÷è äèíàìèêè ñïóòíèêîâ. Èäåÿ
ìåòîäà è ñîîòâåòñòâóþùèå èññëåäîâàíèÿ, âûïîëíåííûå Ì.Ë Ëè-
äîâûì è åãî ó÷åíèêàìè, íàøëè ñâîå îòðàæåíèå â ñòàòüå (Ëèäîâ,
1978). Ñóòü ìåòîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Áåðåì äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî øåñòè ýëåìåíòîâ êåïëåðîâñêîé îðáè-
òû ñ âîçìóùàþùåé ôóíêöèåé, îáóñëîâëåííîé ïðèòÿæåíèåì Ñîëí-
öà. Â ðàçëîæåíèè ïî ñòåïåíÿì îòíîøåíèÿ áîëüøèõ ïîëóîñåé ñïóò-
íèêà è Ñîëíöà áåðåì òîëüêî îñíîâíîé ÷ëåí, òî åñòü ïðèáëèæåíèå
Õèëëà. Ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû Ñîëíöà âû÷èñëÿåì ïî ýëåìåí-
òàì êåïëåðîâñêîé îðáèòû ïëàíåòû.

Óðàâíåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ îðáèòû ñïóòíèêà çàïèñûâàëèñü â ðà-
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Òàáëèöà 10.1. Èñõîäíûå ïàðàìåòðû ñïóòíèêîâ è ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
ïî ýâîëþöèè îðáèò. Îòìåòêà «àíàëèò. òåîðèÿ» îçíà÷àåò, ÷òî ðåçóëüòàòû

ïîëó÷åíû ïî îïèñàííîé âûøå ìîäåëè ýâîëþöèè îðáèò.

Ïàðàìåòð U16 Êàëèáàí U17 Ñèêîðàêñà

Ýïîõà ýëåìåíòîâ 1998, èþëü 6.0 1998, èþëü 6.0

Áîëüøàÿ ïîëóîñü, à.å. 0.047921 0.081643

Ïåðèîä îáðàùåíèÿ, ãðàä./ñóò. 0.047921 0.081643

Ýêñöåíòðèñèòåò 0.82347 0.509386

Íàêëîí (ãåîýêëèïò.), ãðàä. 139.6813 152.6686

ω, ãðàä. 339.4621 18.0055

Ω, ãðàä. 174.9928 255.8085

Èç ðàáîòû (Âàøêîâüÿê, 1999) àíàëèò. òåîðèÿ

emin 0.07686 0.4964

emax 0.2861 0.5848

imin, ãðàä. 139.65 151.72

imax, ãðàä. 142.47 160.46

Tω , ëåò 8272.1 1239.2

TΩ, ëåò 6577.4 1734.1

Èç ðàáîòû (Kinoshita, Nakai, 1999) àíàëèò. òåîðèÿ

emax - 0.603

imax, ãðàä. - 160.5

Tω , ëåò - 1220

TΩ, ëåò - 1780

Èç ðàáîòû (Kinoshita, Nakai, 1999) ÷èñë. èíòåãð.

emax - 0.605

imax, ãðàä. - 160.8

Tω , ëåò - 1350

TΩ, ëåò - 1770

áîòå (Âàøêîâüÿê, 2005) â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå. Èñõîäíûå óðàâ-
íåíèÿ ñîäåðæàëè âñå øåñòü ïåðåìåííûõ. Äàëåå ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä
Öåéïåëÿ äëÿ èñêëþ÷åíèÿ èç óðàâíåíèé ÷ëåíîâ ñ ïåðèîäîì îáðàùå-
íèÿ ñïóòíèêà è ïåðèîäîì îáðàùåíèÿ Ñîëíöà. Ïîñêîëüêó â ìåòîäå
Öåéïåëÿ ýòè êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèå ñëàãàåìûå çàðàíåå íå îòáðàñû-
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Òàáëèöà 10.2. Ïàðàìåòðû ýâîëþöèè îðáèòû ñïóòíèêà Íåïòóíà Íåðåèäû,
ïîëó÷åííûå â ðàáîòå (Kinoshita, Nakai, 1999) ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì
óðàâíåíèé (×èñë. èíòåãð.), ïî àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äâèæåíèÿ ýòîãî ñïóò-
íèêà â ðàáîòå (Mignard, 1981) è ïî ôîðìóëàì òåîðèè ýâîëþöèè â ðàáîòå

(Kinoshita, Nakai, 1999).

Ïàðàìåòð ×èñë. èíòåãð. Mignard, 1981 K.,N., 1999

Tω , ëåò 13600 13400 13670

TΩ, ëåò 17690 15000 17980

Àìïëèòóäà e 0.00546 0.0060 0.00548

Àìïëèòóäà i, ãðàä. 3.123 3.09 3.137

âàþòñÿ, òî â ðåçóëüòèðóþùèõ óðàâíåíèÿ âîçíèêàþò ÷ëåíû ðàçíûõ
ïîðÿäêîâ ïî îòíîøåíèþ ê ìàëîìó ïàðàìåòðó, õàðàêòåðèçóþùåìó
âîçìóùàþùèé ôàêòîð. Â âûøåóêàçàííîé ðàáîòå èñïîëüçîâàëñÿ ìà-
ëûé ïàðàìåòð m, îïðåäåëÿåìûé ñîîòíîøåíèåì

m2 =
µ′

µ

( a

a′

)3
=

(
n′

n

)2

.

Ïîñëå êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé îêàçàëîñü, ÷òî â íîâûõ ïåðå-
ìåííûõ áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû ñïóòíèêà îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, à
èñêîìûõ ôóíêöèé îñòàåòñÿ ÷åòûðå.

Äëÿ Ñîëíöà ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ èñ÷åçàåò èç ðàññìîòðåíèÿ, à áîëü-
øàÿ ïîëóîñü îðáèòû ïðèíÿòà ïîñòîÿííîé. Èñïîëüçóåòñÿ òàêæå ðàç-
ëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì ìàëûõ âåëè÷èí e′, i′. Ýëåìåíòû îðáèòû Ñîëí-
öà e′, i′, ω′, Ω′ ñ÷èòàþòñÿ íåêîòîðûìè çàäàííûìè ôóíêöèÿìè âðå-
ìåíè. Ýòè ôóíêöèè âðåìåíè íàõîäÿòñÿ èç òåîðèè Ëàãðàíæà âåêî-
âûõ âîçìóùåíèé, ãäå èñïîëüçóþòñÿ ýëåìåíòû Ëàãðàíæà, ñâÿçàííûå
ñ ýëåìåíòàìè e′, i′, ω′, Ω′ ñîîòíîøåíèÿìè

h′ = e′ sin(ω′ +Ω′), k′ = e′ cos(ω′ +Ω′),

p′ = sin i′ sinΩ′, q′ = sin i′ cosΩ′.

Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ýëåìåíòîâ ïîëó÷àåòñÿ ñóììà òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé âèäà

ý′j =
N∑

k=1

A
(j)
k

(
sin

cos

)
(ν

(j)
k t+ β

(j)
k ), (10.36)
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ãäå ý′j (j = 1, 2, 3, 4) — îäèí èý ýëåìåíòîâ Ëàãðàíæà, N — ÷èñëî

ïëàíåò â òåîðèè, à A(j)
k , ν(j)k , β(j)

k (k = 1, 2, ..., N) íåêîòîðûå ÷èñëà —
ïîñòîÿííûå òåîðèè äâèæåíèÿ ïëàíåò, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ èç íàáëþ-
äåíèé. Â ôîðìóëå (10.36) áåðåòñÿ ôóíêöèÿ ñèíóñ äëÿ ýëåìåíòîâ h′,
p′ è êîñèíóñ äëÿ k′,q′.

Ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ â ðàáîòå
(Âàøêîâüÿê, 2005) íå ïðèâîäÿòñÿ, íî ãîâîðèòñÿ, ÷òî îíè ðåøàþòñÿ
çàòåì ìåòîäîì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íà èíòåðâàëàõ âðåìåíè
â íåñêîëüêî òûñÿ÷ îðáèòàëüíûõ ïåðèîäîâ âûøåóïîìÿíóòûõ ñïóò-
íèêîâ.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé äëÿ ñðåä-
íèõ ýëåìåíòîâ íå ñîäåðæàò áûñòðî îñöèëëèðóþùèõ ôóíêöèé, èõ
÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ñ áîëüøèì øàãîì, ïîðÿä-
êà íåñêîëüêèõ îðáèòàëüíûõ ïåðèîäîâ îáðàùåíèÿ ñïóòíèêà, ò.å. ãî-
ðàçäî ýôôåêòèâíåå, ÷åì óðàâíåíèé â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ
èëè â îñêóëèðóþùèõ ýëåìåíòàõ.

Çàìåòèì, ÷òî â ïîëó÷åííûõ òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèÿõ ñîäåð-
æàòñÿ ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ìàëûõ ïàðàìåòðîâ. Îñòàâëåíû ÷ëå-
íû, ïðîïîðöèîíàëüíûå ñëåäóþùèì êîìáèíàöèÿì ìàëûõ âåëè÷èí:
m2, m3, m4, m2e′, m2i′. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â óðàâíåíèÿõ òàêèì îá-
ðàçîì ó÷åíû íå âñå ÷ëåíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå m4, ïîñêîëüêó â èñ-
õîäíîì ðàçëîæåíèè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè âçÿò òîëüêî ãëàâíûé
÷ëåí çàäà÷è Õèëëà.

Â âûøåóêàçàííîé ðàáîòå è ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ, â êîòîðûõ
ïðèìåíÿåòñÿ äàííûé ìåòîä ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè ýâîëþ-
öèîííûõ óðàâíåíèé, äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ äâèæåíèÿ Ñîëíöà èñïîëü-
çîâàëàñü òåîðèÿ âåêîâûõ âîçìóùåíèé ïëàíåò Áðàóýðà-Âóðêîìà, à
÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ òåîðèè äâèæåíèÿ ïëàíåò áûëè
âçÿòû èç ðàáîòû (Øàðàô, Áóäíèêîâà, 1967). Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ
ýëåìåíòîâ îðáèò ñïóòíèêîâ â ðàáîòå (Âàøêîâüÿê, 2005) è â ïîñëåäó-
þùèõ ðàáîòàõ ýòîãî àâòîðà áðàëèñü èç ïóáëèêàöèé MPECs (Minor
Planets Electronic Circulars).

Íà èíòåðâàëàõ âðåìåíè ïîðÿäêà 105 − 106 ëåò ïîëó÷åíû ýêñ-
òðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ýêñöåíòðèñèòåòîâ è íàêëîíåíèé ðÿäà äàëå-
êèõ ñïóòíèêîâ áîëüøèõ ïëàíåò, à òàêæå ïåðèîäû èçìåíåíèÿ àðãó-
ìåíòîâ ïåðèöåíòðîâ è äîëãîò âîñõîäÿùèõ óçëîâ èõ îðáèò.

Íà âðåìåíàõ ïîðÿäêà ïåðèîäîâ öèðêóëÿöèè äîëãîò óçëîâ (102−
103 ëåò) ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî èíòå-
ãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, çàïèñàííûõ îòíîñèòåëüíî ïðÿ-
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ìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò ñïóòíèêà è Ñîëíöà. Ïðè ÷èñëåííîì èíòå-
ãðèðîâàíèè ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû Ñîëíöà âû÷èñëÿëèñü ïî
ñðåäíèì ýëåìåíòàì êåïëåðîâñêèõ îðáèò, âûðàæåííûõ â âèäå ðÿäîâ
ïî ñòåïåíÿì âðåìåíè. Ñàìè ðÿäû áðàëèñü èç ðàáîòû (Bretagnon,
Francou, 1988).

Ðåçóëüòàòû òàêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îðáèò äàëåêèõ ñïóòíèêîâ
ïëàíåò îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ (Âàøêîâüÿê, Òåñëåíêî, 2005; Âàø-
êîâüÿê, Òåñëåíêî, 2008à; Âàøêîâüÿê, Òåñëåíêî, 2008á).

Â äâóõ ðàáîòàõ (Âàøêîâüÿê, Òåñëåíêî, 2009; Âàøêîâüÿê, 2010)
àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä áûë óñîâåðøåíñòâîâàí ïóòåì ó÷åòà äîïîëíè-
òåëüíûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèè. Êðîìå îñíîâ-
íîãî ñëàãàåìîãî, ïðîïîðöèîíàëüíîãî m2, ó÷òåíû òàêæå ÷ëåíû, ïðî-
ïîðöèîíàëüíûå m3 è m4, ñîîòâåòñòâåííî.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäëîæåííîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷åíû óëó÷øåí-
íûå àíàëèòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè äëÿ ýëåìåíòîâ ýâîëþ-
öèîíèðóþùèõ îðáèò ðÿäà äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò-ãèãàíòîâ ïî
ñðàâíåíèþ ñ ðåøåíèåì äâóêðàòíî îñðåäíåííîé çàäà÷è Õèëëà è òåì
ñàìûì äîñòèãíóòî èõ ëó÷øåå ñîãëàñèå ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ â
ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ.

10.5. Ýâîëþöèÿ îðáèò ñïóòíèêîâ ïëàíåò ïðè
ñîâìåñòíîì âëèÿíèè ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ

Ïîïûòêè ïîñòðîèòü òåîðèþ ýâîëþöèè îðáèò ñïóòíèêîâ ïðè ñîâ-
ìåñòíîì âëèÿíèè ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ ïðèâîäÿò ê âåñüìà ñëîæíîé
çàäà÷å.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äàëåå òîëüêî òå ñïóòíèêè, êîòîðûå äâè-
æóòñÿ ïî âíåøíèì îðáèòàì ïî îòíîøåíèþ ê ãëàâíûì ñïóòíèêàì
ïëàíåòû.

Â çàäà÷å îá ýâîëþöèè îðáèò òàêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò îñíîâíûìè
ôàêòîðàìè ÿâëÿþòñÿ:
– íåñôåðè÷íîñòü ïëàíåòû (â îñíîâíîì ýòî åå äèíàìè÷åñêèå ñæà-
òèå),
– ïðèòÿæåíèå Ñîëíöà,
– ïðèòÿæåíèå ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ (íàèáîëåå ìàññèâíûõ ñïóòíèêîâ,
äâèæåíèå êîòîðûõ ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì).

Îñíîâîé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýâîëþöèîííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ÿâ-
ëÿåòñÿ âåêîâàÿ ÷àñòü ïîëíîé âîçìóùàþùåé ôóíêöèè W , êîòî-
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ðàÿ íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ åå íåçàâèñèìîãî îñðåäíåíèÿ ïî âñåì
«áûñòðûì» ïåðåìåííûì — ñðåäíèì ïëàíåòîöåíòðè÷åñêèì äîëãî-
òàì Ñîëíöà, ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ è èññëåäóåìîãî (ïðîáíîãî — ðå-
àëüíîãî èëè ãèïîòåòè÷åñêîãî) ñïóòíèêà, ò.å. èñêëþ÷åíèåì êîðîòêî-
ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòè. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ W çàâèñèò òîëüêî
îò ïÿòè ïëàíåòîöåíòðè÷åñêèõ êåïëåðîâñêèõ ýëåìåíòîâ îðáèòû:
a — áîëüøîé ïîëóîñè,
e — ýêñöåíòðèñèòåòà,
i — íàêëîíåíèÿ,
ω — àðãóìåíòà ïåðèöåíòðà
Ω — äîëãîòû âîñõîäÿùåãî óçëà.

Êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèé Ëàãðàíæà, â ýëåìåíòàõ, â ñèëó íåçà-
âèñèìîñòè W îò ñðåäíåé äîëãîòû ïðîáíîãî ñïóòíèêà, áîëüøàÿ ïî-
ëóîñü åãî îðáèòû îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, à ñàìà ýòà ôóíêöèÿ äàåò íàì
ïåðâûé èíòåãðàë ýâîëþöèîííîé ñèñòåìû W = const.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòûìè çäåñü ê ðàññìîòðåíèþ âîçìóùàþ-
ùèìè ôàêòîðàìè ðàçîáüåì ïîëíóþ âîçìóùàþùóþ ôóíêöèþ íà òðè
ñëàãàåìûõ

W = W0 +W1 +W2,

ãäå W0 îáóñëîâëåíà ñæàòèåì ïëàíåòû (âòîðàÿ çîíàëüíàÿ ãàðìîíè-
êà), W1 — ïðèòÿæåíèåì Ñîëíöà, à W2 — ïðèòÿæåíèåì ãëàâíûõ
ñïóòíèêîâ.

Â ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ îñíîâíîé ïëîñêîñòüþ, ñîâïàäàþùåé ñ
ïëîñêîñòüþ îðáèòû Ñîëíöà ëèáî ñ ïëîñêîñòüþ ýêâàòîðà ïëàíåòû,
ñëàãàåìûå W0 è W2 çàâèñÿò îò ïÿòè ýëåìåíòîâ îðáèòû ñïóòíèêà a,
e, i, ω, Ω. Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà áóäóò èìåòü òîëüêî äâà ïåð-
âûõ èíòåãðàëà a = const,W = const. Èõ îáùåå àíàëèòè÷åñêîå ðåøå-
íèå îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ îðáèòû ïðè ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíûõ
óñëîâèÿõ íå íàéäåíî.

Â ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ äàííîé çàäà÷å, â ñëàãàåìîì W0 âçÿò
âåêîâîé ÷ëåí, çàâèñÿùèé îò íàêëîíà îðáèòû ñïóòíèêà ê ýêâàòîðó
ïëàíåòû è îò åå ýêñöåíòðèñèòåòà. Â ôóíêöèèW1 áåðåòñÿ òîëüêî îñ-
íîâíîé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì îòíîøåíèÿ áîëüøîé ïîëóîñè
ñïóòíèêà ê ðàäèóñó êðóãîâîé îðáèòû Ñîëíöà (ïðèáëèæåíèå Õèë-
ëà). ×òî êàñàåòñÿ ôóíêöèè W2, òî â íàèáîëåå ïðîäâèíóòîé ðàáîòå
ïî äàííîé òåìå (Âàøêîâüÿê, Âàøêîâüÿê, Åìåëüÿíîâ, 2015) èñïîëü-
çóåòñÿ ðàçëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì îòíîøåíèÿ áîëüøîé ïîëóîñè îðáè-
òû âîçìóùàþùåãî ãëàâíîãî ñïóòíèêà ê áîëüøîé ïîëóîñè ñïóòíèêà,
äâèæåíèå êîòîðîãî èññëåäóåòñÿ.
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Èç-çà ñëîæíîñòè çàäà÷è è îáøèðíîñòè ðàáîò ïî ýòîé òåìå ìû
îãðàíè÷èìñÿ çäåñü òîëüêî îáçîðîì ðàáîò, âûïîëíåííûõ ñ 1961 ãîäà
ïî íàñòîÿùåå âðåìÿ, è îïèñàíèåì îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Â ðàáîòàõ Ëèäîâà (1961) è Kozai (1962) âûÿâëåíû ãëàâíûå îñî-
áåííîñòè ýâîëþöèè îðáèò ñïóòíèêîâ ïîä âëèÿíèåì âåêîâûõ âîçìó-
ùåíèé òîëüêî îò âíåøíåé ïðèòÿãèâàþùåé òî÷êè. Ýòî, â ÷àñòíîñòè,
ýôôåêò ñèëüíîãî âîçðàñòàíèÿ ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû ïðè ïîñòî-
ÿííîé áîëüøîé ïîëóîñè ñ îäíîâðåìåííûì óìåíüøåíèåì ðàññòîÿ-
íèÿ ïåðèöåíòðà, âïëîòü äî ïàäåíèÿ ñïóòíèêà íà ïîâåðõíîñòü ïëàíå-
òû. Ýòîò ýôôåêò, ïîëó÷èâøèé íàçâàíèå ìåõàíèçìà Ëèäîâà – Êîçàè,
âîçíèêàåò, êîãäà ñïóòíèêîâàÿ îðáèòà íàêëîíåíà ê ïëîñêîñòè äâèæå-
íèÿ âîçìóùàþùåé òî÷êè íà óãîë, áëèçêèé ê 90 ãðàäóñàì. Ïîñêîëüêó
îðáèòû ïîäàâëÿþùåãî áîëüøèíñòâà èçâåñòíûõ ñïóòíèêîâ äîñòàòî÷-
íî äàëåêè îò îðòîãîíàëüíîãî ðàñïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïëîñêî-
ñòè ãåëèîöåíòðè÷åñêîé îðáèòû ïëàíåòû, ýôôåêò ïàäåíèÿ äëÿ íèõ
ïðîÿâèòüñÿ íå ìîæåò. Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûå è áëèçêèå
ñïóòíèêè Óðàíà. Ïî÷òè ýêâàòîðèàëüíûå è ïî÷òè êðóãîâûå îðáèòû
ýòèõ ñïóòíèêîâ íàêëîíåíû ê ïëîñêîñòè îðáèòû ïëàíåòû íà óãëû,
îòëè÷àþùèåñÿ îò ïðÿìîãî ëèøü íà âåëè÷èíó îêîëî 8 ãðàäóñîâ.

Â ðàáîòå (Ëèäîâ, 1963) áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à îá ýâîëþöèè
ñïóòíèêîâûõ îðáèò ïðè ñîâìåñòíîì âëèÿíèè ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà è
ñæàòèÿ ïëàíåòû. Ïîëó÷åíû îöåíêè ìèíèìàëüíîãî è ìàêñèìàëüíîãî
çíà÷åíèé ýêñöåíòðèñèòåòà ïðè íàëè÷èè îáîèõ âîçìóùàþùèõ ôàê-
òîðîâ. Ýòè çíà÷åíèÿ ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
ïàðàìåòðàìè, õàðàêòåðèçóþùèìè âëèÿíèå ñæàòèÿ ïëàíåòû è ïðè-
òÿæåíèÿ âíåøíåãî òåëà. Â ðàáîòå (Ëèäîâ, 1963) â êà÷åñòâå ïðèìå-
ðà âçÿò ñàìûé óäàëåííûé èç ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà — Îáåðîí.
Äëÿ ýòîãî ñïóòíèêà ïîëó÷èëîñü, ÷òî ñ ó÷åòîì ñîâìåñòíîãî âëèÿíèÿ
ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà è ïðåîáëàäàþùåãî âëèÿíèÿ ñæàòèÿ ïëàíåòû
àìïëèòóäà äîëãîïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé ýêñöåíòðèñèòåòà ñîñòàâ-
ëÿåò ïðèìåðíî 10−5. Cæàòèå Óðàíà ñ èçáûòêîì êîìïåíñèðóåò âåêî-
âûå ñîëíå÷íûå âîçìóùåíèÿ.

Â ðàáîòå (Ëèäîâ, 1963) çàìå÷åíî, ÷òî «ñóùåñòâåííîå èçìåíå-
íèå õàðàêòåðà ýâîëþöèè ïðè ó÷åòå íåöåíòðàëüíîñòè îñíîâíîãî ïî-
ëÿ íå ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì äëÿ ñïóòíèêîâ ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòå-
ìû». Ðàññìîòðåí ïðèìåð ãèïîòåòè÷åñêîãî ñïóòíèêà Çåìëè, ïîäîá-
íîãî Ëóíå, íî ñ íàêëîíåíèåì îðáèòû ê ïëîñêîñòè ýêëèïòèêè 90 ãðà-
äóñîâ. Îöåíêè ïîêàçûâàþò, ÷òî òàêîé ñïóòíèê ìîã áû ñîâåðøèòü
ëèøü 52 îáîðîòà, òî åñòü ïðîñóùåñòâîâàë áû íà îðáèòå ïðèìåðíî 4
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ãîäà. Â òî÷íîì ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è, ïîëó÷åííûì ÷èñëåííûì èíòå-
ãðèðîâàíèåì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå îðáè-
òû ñïóòíèêà ñòàëî ìåíüøå ðàäèóñà Çåìëè ÷åðåç 55 îáîðîòîâ.

Èññëåäîâàíèå ýâîëþöèè ñïóòíèêîâûõ îðáèò ïðè ñîâìåñòíîì
âëèÿíèè ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà è ñæàòèÿ ïëàíåòû ïðîäîëæàëîñü. Â
äàëüíåéøåì äåëàëèñü ïîïûòêè íàéòè ÷àñòíûå ñëó÷àè çàäà÷è, êîãäà
îñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ ìîãëè áû áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíû. Â ðà-
áîòàõ (Ëèäîâ, ßðñêàÿ, 1974) ïåðå÷èñëåíû âñå ÷àñòíûå ñëó÷àè èíòå-
ãðèðóåìîñòè óðàâíåíèé Ëàãðàíæà â äàííîé çàäà÷å. Ñþäà âêëþ÷åíû
ïðåäåëüíûå ñëó÷àè âçàèìíîé îðèåíòàöèè îðáèòû Ñîëíöà, ýêâàòî-
ðà ïëàíåòû è ïëîñêîñòè îðáèòû ñïóòíèêà (êîìïëàíàðíîñòü, îðòî-
ãîíàëüíîñòü). Ðàññìàòðèâàëñÿ è ÷àñòíûé ñëó÷àé êðóãîâîé îðáèòû
ñïóòíèêà.

Ïîèñêè ðåøåíèé ïðè ñïåöèàëüíûõ ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó ïàðà-
ìåòðàìè, õàðàêòåðèçóþùèìè âëèÿíèå ñæàòèÿ ïëàíåòû è ïðèòÿ-
æåíèÿ âíåøíåãî òåëà, ïðîäîëæàëèñü. Óêàçàíèÿ íà ïóáëèêàöèè ïî
ýòèì èññëåäîâàíèÿì ìîæíî íà÷àòü ñ ðàáîò (Âàøêîâüÿê, 1996; 1998à;
1998á; Âàøêîâüÿê, Òåñëåíêî, 2001) è ïðîäîëæèòü â ññûëêàõ, äàííûõ
â ýòèõ ðàáîòàõ. Ðàññìîòðåíû ÷àñòíûå ñëó÷àè ñîîòíîøåíèé ìåæäó:
– íà÷àëüíûìè ýëåìåíòàìè îðáèòû ñïóòíèêà,
– óëîì ìåæäó ïëîñêîñòÿìè îðáèòû Ñîëíöà è ýêâàòîðà ïëàíåòû,
– ïàðàìåòðîì

γ =
µr20J2a

′3

µ′a′5
.

Íàéäåíû ÷àñòíûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ e, ω. Íàé-
äåíû ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ èçìåíåíèé ýòèõ ýëåìåíòîâ. Èññëå-
äîâàíà óñòîé÷èâîñòü ýòèõ ðåøåíèé.

Íåêîòîðûì îñîáåííîñòÿì ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû Óðàíà ïîñâÿùå-
íû ðàáîòû (Âàøêîâüÿê, 2001à,â; Âàøêîâüÿê, Òåñëåíêî, 2002). Ó÷òå-
íî ñîâìåñòíîå âëèÿíèå ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà è ñæàòèÿ ïëàíåòû. Âû-
ÿâëåíû ïðè÷èíû îòñóòñòâèÿ ñïóòíèêîâ â ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêî-
ñòè â íåêîòîðûõ çîíàõ âîêðóã ïëàíåòû. Îòìå÷åíî, ÷òî ýòèìè æå
ïðè÷èíàìè íåëüçÿ îáúÿñíèòü ðàñïðåäåëåíèå îðáèò ïî ðàññòîÿíèÿì
äëÿ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà è Ñàòóðíà.

Â ðàáîòå (Âàøêîâüÿê, Âàøêîâüÿê, Åìåëüÿíîâ, 2015) ïîëó÷åíû
ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ çàäà÷è î âåêîâûõ âîçìóùåíèÿõ îðáèòû
ñïóòíèêà ïðè ñîâìåñòíîì âëèÿíèè òðåõ âîçìóùàþùèõ ôàêòîðîâ
(ñæàòèÿ öåíòðàëüíîé ïëàíåòû, ïðèòÿæåíèÿ åå ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ
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è ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà), îïèñàíû èíòåãðèðóåìûå ñëó÷àè è íàìå÷å-
íû âîçìîæíûå ïóòè èõ èññëåäîâàíèÿ. Â ýòîé íîâîé ýâîëþöèîííîé
îãðàíè÷åííîé çàäà÷å ìíîãèõ òåë íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿ-
åò èçó÷åíèå òîé îáëàñòè îêîëîïëàíåòíîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîé
âëèÿíèå íà ñïóòíèê óêàçàííûõ âîçìóùåíèé ïîïàðíî èëè â ñîâî-
êóïíîñòè ñðàâíèìî ïî âåëè÷èíå. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ òåîðåòè-
÷åñêèõ âûâîäîâ ðàññìîòðåíà ñïóòíèêîâàÿ ñèñòåìà Óðàíà. Äëÿ øè-
ðîêîãî äèàïàçîíà áîëüøèõ ïîëóîñåé îðáèò ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ
ïðèáëèæåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé è ÷èñëåííûõ îöåíîê
âûÿâëåíî âëèÿíèå ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà íà ýâîëþöèþ îðáèò
íåêîòîðûõ åãî ðåàëüíûõ è ãèïîòåòè÷åñêèõ ñïóòíèêîâ.

10.6. Êëàññèôèêàöèÿ îðáèò äàëåêèõ ñïóòíèêîâ
Þïèòåðà, Ñàòóðíà, Óðàíà è Íåïòóíà ïî òèïàì è
ñâîéñòâàì ýâîëþöèè îðáèò

Ñ íà÷àëîì îòêðûòèé â 1997 ãîäó ïåðâûõ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Óðà-
íà, íîâûõ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Íåïòóíà, Þïèòåðà è Ñàòóðíà íà÷à-
ëèñü ðàáîòû ïî êëàññèôèêàöèè òèïîâ ýâîëþöèè èõ îðáèò. Çà îñíî-
âó áûëè ïðèíÿòû ñâîéñòâà ðåøåíèé ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ïðè
îñðåäíåííîé âîçìóùàþùåé ôóíêöèè â ñëó÷àå Õèëëà, ò.å. ãëàâíîãî
ñëàãàåìîãî åå ðàçëîæåíèÿ ïî îòíîøåíèÿì áîëüøèõ ïîëóîñåé îðáèò
ñïóòíèêà è Ñîëíöà. Ýòî òîò ñëó÷àé, êîòîðûé ðàññìîòðåí ïîäðîáíî
â ðàçäåëàõ 10.3.2–10.3.5.

Ñäåëàåì çäåñü êðàòêèé îáçîð ðàáîò è ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ
ïî ýòîé çàäà÷å.

Ïîñëå ïåðâûõ ïðèìåíåíèé íàéäåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé äëÿ
ýëåìåíòîâ e, i, ω, Ω â ðàáîòå (Âàøêîâüÿê, 1999) àâòîð ýòîé ðàáî-
òû ïðîäîëæèë àíàëèç äëÿ âíîâü îòêðûâàåìûõ ñïóòíèêîâ. Àíàëè-
çèðîâàëàñü îðáèòàëüíàÿ ýâîëþöèÿ íîâûõ âíåøíèõ ñïóòíèêîâ Óðà-
íà (Âàøêîâüÿê, 2001à, 2001â), íîâûõ âíåøíèõ ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà
(Âàøêîâüÿê, 2001á), íîâûõ âíåøíèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà (Âàøêî-
âüÿê, 2001ã). Â ðàáîòå (Âàøêîâüÿê, 2003) âûïîëíåí àíàëèç ýâîëþ-
öèè îðáèò íîâûõ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Íåïòóíà. Ñäåëàíî ñðàâíåíèå
îðáèò ëèáðàöèîííîãî òèïà äëÿ äàëåêèõ ñïóòíèêîâÞïèòåðà, Ñàòóð-
íà è Íåïòóíà. Âûÿâëåíû èíòåðåñíûå îñîáåííîñòè ýâîëþöèè ýòèõ
îðáèò. Îñîáåííîñòè âåêîâîé ýâîëþöèè îðáèò ãèïîòåòè÷åñêèõ ñïóò-
íèêîâ Óðàíà. îïèñàíû â ðàáîòå (Âàøêîâüÿê, 2016).

Êðîìå äåëåíèÿ îðáèò íà äâà òèïà ýâîëþöèè: ñ ëèáðàöèîííûì
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èçìåíåíèåì àðãóìåíòà ïåðèöåíòðà è ñ åãî öèðêóëÿöèîííûì èçìå-
íåíèåì, ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïàðàìåòðû ñâîéñòâ ýâîëþöèè. Âåñü-
ìà äåòàëüíûé àíàëèç òèïîâ ýâîëþöèè îðáèò ñäåëàí â ðàáîòå (Cuk,
Burns, 2004). Ðàññìîòðåíû òàêæå ïðèëîæåíèÿ ýòîãî àíàëèçà ê çàäà-
÷å î ïðîèñõîæäåíèè äàëåêèõ ñïóòíèêîâ áîëüøèõ ïëàíåò.

Îñîáûì îêàçàëñÿ ñëó÷àé ýâîëþöèè îðáèòû äëÿ äàëåêîãî ñïóò-
íèêà Þïèòåðà J34 Euporie. Ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèè, îñíîâàííîé
íà ðåøåíèè óðàâíåíèé ïðè îñðåäíåííîé âîçìóùàþùåé ôóíêöèè â
ñëó÷àå Õèëëà è êðóãîâîé îðáèòå Ñîëíöà (ñì. ðàçäåëû 10.3.2–10.3.5)
èçìåíåíèå àðãóìåíòà ïåðèöåíòðà äîëæíî èìåòü öèðêóëÿöèîííûé
õàðàêòåð, ïîñêîëüêó çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé c2 â èíòåãðàëå (10.11),
âû÷èñëåííîé ïî èçâåñòíûì èç íàáëþäåíèé ýëåìåíòàì îðáèòû, ïî-
ëó÷àåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Îäíàêî àíàëèç èçìåíåíèé âî âðåìåíè
îñêóëèðóþùåãî ýëåìåíòà ω, ïîëó÷åííûõ èç ÷èñëåííîãî èíòåãðèðî-
âàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ, ïîêàçû-
âàåò, ÷òî íà èíòåðâàëå âðåìåíè 1000 ëåò ýòîò ýëåìåíò èñïûòûâàåò
êîëåáàíèÿ îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèÿ 90 ãðàäóñîâ ñ àìïëèòóäîé ïðè-
ìåðíî 20 ãðàäóñîâ. Â ðàáîòå (Âàøêîâüÿê, Òåñëåíêî, 2007) èññëå-
äîâàí ýòîò ñëó÷àé. Ïîñòðîåíà ìîäåëü ýâîëþöèè îðáèòû ñïóòíèêà
J34 Euporie ñ îñðåäåíåíèåì âîçìóùàþùåé ôóíêöèè òîëüêî ïî ñðåä-
íåé äîëãîòå ñïóòíèêà. Ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè ýëåìåíòîâ îðáèòû îò
ñðåäíåé äîëãîòû Ñîëíöà. Îêàçàëàñü, ÷òî â ýëåìåíòå ω, âîçìóùåíèÿ,
ñâÿçàííûå ñ ïåðèîäîì îáðàùåíèÿ Ñîëíöà âîêðóã ïëàíåòû, äîìèíè-
ðóþò. Èìåííî ýòè ïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ è îáíàðóæèâàþòñÿ â
èçìåíåíèè îñêóëèðóþùåãî ýëåìåíòà ω.

Â ðàáîòå (Brozovic, Jacobson, 2017) âûïîëíåíî óòî÷íåíèå îðáèò
âñåõ èçâåñòíûõ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòå-
ðà íà îñíîâå íàáëþäåíèé. Ìîäåëèðîâàíèå äâèæåíèÿ ïðîâîäèëîñü
÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Èíòåãðèðîâà-
íèå âûïîëíåíî íå òîëüêî äëÿ èíòåðâàëà âðåìåíè íàáëþäåíèé è
âðåìåíè íåîáõîäèìûõ ýôåìåðèä, íî òàêæå íà èíòåðâàëå âðåìåíè
1000 ëåò äëÿ îïðåäåëåíèÿ òèïîâ ýâîëþöèè îðáèò ñïóòíèêîâ. Îöå-
íåíû èçìåíåíèÿ äîëãîò ïåðèöåíòðîâ. Åñëè ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ àð-
ãóìåíòà ïåðèöåíòðà ìåíüøå, ÷åì ñêîðîñòü ïðåöåññèè óçëà îðáèòû,
òî ñïóòíèê íàçâàí îáðàòíûì öèðêóëÿòîðîì (reverse circulator —
RC). Â ïðîòèâîïîëîæíîé ñèòóàöèè ñïóòíèê íàçûâàþò ïðÿìûì öèð-
êóëÿòîðîì (direct circulator — DC). Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñîîòíîøåíèå
ìåæäó ñêîðîñòüþ èçìåíåíèÿ äîëãîòû ïåðèöåíòðà ñïóòíèêà è äîë-
ãîòû ïåðèöåíòðà ïëàíåòû. Åñëè ýòè ñêîðîñòè ðàâíû, ãîâîðÿò î âå-
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êîâîì ðåçîíàíñå ñïóòíèêà ñ ïëàíåòîé. Â ðàáîòàõ (Cuk, Burns, 2004;
Brozovic, Jacobson, 2017) âû÷èñëÿåòñÿ òàêæå ïàðàìåòð, õàðàêòåðè-
çóþùèé ñòåïåíü áëèçîñòè ñîñòîÿíèÿ ýâîëþöèè îðáèòû ê âåêîâî-
ìó ðåçîíàíñó. Äàíà òàáëèöà, ñîäåðæàùàÿ äëÿ âñåõ äàëåêèõ ñïóòíè-
êîâ Þïèòåðà çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ îñêóëèðóþùèõ îðáèò: ñðåäíèå,
ìèíèìàëüíûå, ìàêñèìàëüíûå, à òàêæå ïåðèîäû èçìåíåíèé äîëãîò
ïåðèöåíòðîâ è äîëãîò óçëîâ. Îòìå÷åí òèï ýâîëþöèè äëÿ êàæäîãî
ñïóòíèêà.

Ïåðå÷èñëåíèå âñåõ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ñ óêàçàíèåì òèïà ýâîëþ-
öèè áûëî áû ñëèøêîì îáúåìíûì äëÿ äàííîãî èçëîæåíèÿ. Ìû ýòè
äàííûå íå ïðèâîäèì. Ïðè íåîáõîäèìîñòè èõ ìîæíî íàéòè â öèòè-
ðîâàííûõ âûøå ðàáîòàõ. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî ñïóòíèêè ãðóïïèðó-
þòñÿ â íåêîòîðûå «êëàñòåðû» ñî ñõîäíûìè òèïàìè ýâîëþöèè îð-
áèò.

10.7. Ýâîëþöèÿ îðáèò è ñáëèæåíèÿ äàëåêèõ
ñïóòíèêîâ ïëàíåò

10.7.1. Ñîâðåìåííûå çíàíèÿ îá ýâîëþöèè îðáèò äàëåêèõ
ñïóòíèêîâ ïëàíåò

Èçó÷åíèå îðáèòàëüíîé ýâîëþöèè è ñáëèæåíèé äàëåêèõ ñïóòíè-
êîâ ñëóæèò öåëè óñòàíîâëåíèÿ èõ ïðîèñõîæäåíèÿ. Ýòî âàæíî òàêæå
äëÿ ïîíèìàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìàòåðèè íà ðàííèõ ñòàäèÿõ ýâîëþ-
öèè Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Âçàèìíîå ïðèòÿæåíèå ñïóòíèêîâ âåñüìà
ñëàáîå èç-çà èõ ìàëûõ ðàçìåðîâ è ìàññ. Îäíàêî íà î÷åíü áîëüøèõ
èíòåðâàëàõ âðåìåíè âçàèìíûå ñáëèæåíèÿ ìîãóò îêàçàòüñÿ äîñòà-
òî÷íî òåñíûìè, ÷òîáû çíà÷èòåëüíî èçìåíèòü îðáèòû ñïóòíèêîâ.

Äâèæåíèå äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò âûçûâàåò áîëüøîé èíòå-
ðåñ èç-çà ðÿäà îñîáåííîñòåé èõ îðáèò. Îðáèòàëüíîå äâèæåíèå äàëå-
êèõ ñïóòíèêîâ ïîäâåðæåíî ñèëüíîìó âëèÿíèþ ïðèòÿæåíèÿ Ñîëí-
öà. Ïëîñêîñòè îðáèò ýòèõ ñïóòíèêîâ, íåïðåðûâíî ìåíÿÿ ñâî¸ ïîëî-
æåíèå â ïðîñòðàíñòâå, íå àññîöèèðóþòñÿ íè ñ ïëîñêîñòüþ ýêâàòîðà,
íè ñ ïëîñêîñòüþ îðáèòû ïëàíåòû. Áîëüøèíñòâî èç ýòèõ ñïóòíèêîâ
äâèæóòñÿ âîêðóã ïëàíåòû â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè ïî îòíîøåíèþ
ê åe îðáèòàëüíîìó äâèæåíèþ. Ýêñöåíòðèñèòåòû îðáèò çíà÷èòåëü-
íû è, âäîáàâîê, ïðåòåðïåâàþò çàìåòíûå èçìåíåíèÿ. Ïåðå÷èñëåííûå
ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äàëåêèå ñïóòíèêè ïîÿâè-
ëèñü âñëåäñòâèå èõ çàõâàòà ïëàíåòîé ñ ãåëèîöåíòðè÷åñêèõ îðáèò. Â
ðàìêàõ ìîäåëè çàäà÷è òðåõ òåë (Ñîëíöå – ïëàíåòà – ñïóòíèê) òàêîé
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çàõâàò ìîæåò áûòü òîëüêî âðåìåííûì. Ïîýòîìó äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ
ãèïîòåçû î çàõâàòå íåîáõîäèìî íàéòè ïðè÷èíó ïåðåõîäà ýòèõ òåë èç
ñîñòîÿíèÿ âðåìåííîãî çàõâàòà ê ñòàáèëüíîìó ñîñòîÿíèþ. Â ðàáîòå
(Grav, Bauer, 2007) óïîìèíàþòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, ïÿòü ïðîöåññîâ,
êîòîðûå ìîãëè ïðèâåñòè ê òàêîìó ïåðåõîäó.

Ïåðâàÿ âîçìîæíàÿ ïðè÷èíà — ñòîëêíîâåíèå âðåìåííî çàõâà÷åí-
íîãî òåëà ñ äðóãèì, óæå ñóùåñòâóþùèì ñïóòíèêîì ïëàíåòû. Âòî-
ðàÿ — çàõâàò, îáóñëîâëåííûé óâåëè÷åíèåì ìàññû ïëàíåòû. Òðåòüÿ
ïðè÷èíà — òîðìîçÿùåå âëèÿíèå ìåæïëàíåòíîãî ãàçà èëè ãàçîâîãî
îáëàêà âîêðóã ïëàíåòû. ×åòâåðòàÿ âîçìîæíàÿ ïðè÷èíà — çàõâàò îä-
íîâðåìåííî äâóõ âçàèìíî ãðàâèòèðóþùèõ òåë. Ïÿòàÿ ïðè÷èíà — çà-
õâàò âî âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ðåçîíàíñà îðáèòàëüíîãî äâè-
æåíèÿ ñïóòíèêà ñ îðáèòàëüíûì äâèæåíèåì ïëàíåòû.

Â ðÿäå ðàáîò, âûïîëíåííûõ â ïîñëåäíèå ãîäû, èññëåäîâàíû ðàç-
ëè÷íûå êîíêðåòíûå ìåõàíèçìû çàõâàòà. Â òîì ÷èñëå, ìåõàíèçì çà-
õâàòà â ðàìêàõ ïðîáëåìû ÷åòûð¸õ òåë – Ñîëíöå, ïëàíåòà, äâîéíîé
àñòåðîèä (Gaspar, Winter, Vieira Neto, 2011), çàõâàòà â ìîäåëè òð¸õ
òåë ïðè äîïîëíèòåëüíîì âëèÿíèè ñîïðîòèâëåíèÿ ãàçà (McGleam,
Hamilton, Agnor, 2007) ëèáî ïðè èçìåíåíèè ìàññû ïëàíåòû (de
Oliveira et al., 2007), çàõâàòà ñ ó÷¸òîì ïðèëèâíîãî ðàçðóøåíèÿ ìåíü-
øåãî òåëà (Philpott, Hamilton, Agnor, 2010), çàõâàòà â ðåçóëüòàòå
âçàèìíûõ ñòîëêíîâåíèé ìàëûõ òåë íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå îáðàçî-
âàíèÿ ðåãóëÿðíûõ ñïóòíèêîâ (Ma, Zheng, Shen, 2009), çàõâàòà âî
âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ ðåçîíàíñà (Cuk, Gladman, 2006), çàõâàòà îáú-
åêòîâ èç ïëàíåòîçèìàëüíîãî äèñêà âî âðåìÿ áëèçêèõ ïðîõîæäåíèé
ïëàíåò þïèòåðèàíñêîé ãðóïïû (Nesvorny, Vokrouhlicky, Morbidelli,
2007a,b), çàõâàòà îáúåêòîâ êîìåòíîãî òèïà íà ðàííèõ ýòàïàõ ôîðìè-
ðîâàíèÿ áîëüøèõ ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû (Jewitt, Haghighipour,
2007).

Çäåñü ìû íå ñòàâèì ñâîåé çàäà÷åé ñîñòàâëåíèå èñ÷åðïûâàþùå-
ãî è ïîäðîáíîãî îáçîðà ðàáîò, ñâÿçàííûõ ñ îðáèòàëüíîé äèíàìè-
êîé íåðåãóëÿðíûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò-ãèãàíòîâ, íî ñ÷èòàëè áû öåëå-
ñîîáðàçíûì îáîçíà÷èòü íåêîòîðûå íàïðàâëåíèÿ ïîäîáíûõ èññëå-
äîâàíèé. Â ðàáîòå (Cuk, Burns, 2004) áûëà ïðåäëîæåíà íîâàÿ ìî-
äåëü âåêîâîé ýâîëþöèè íåðåãóëÿðíûõ ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà, à ðà-
áîòà (Burns et al., 2004) ïîñâÿùåíà ýâîëþöèè îðáèò, áëèçêèõ ê
àïñèäàëüíî-ëèáðàöèîííîé îðáèòå ñïóòíèêà Ñàòóðíà S24 (Kiviuk).
Óêàæåì è íà îáñòîÿòåëüíóþ ðàáîòó (Nesvorny et al., 2003), â êî-
òîðîé, â îñíîâíîì ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè, èññëåäîâàíà «îðáèòàëü-
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íàÿ è ñòîëêíîâèòåëüíàÿ ýâîëþöèÿ» 60 òûñÿ÷ ôèêòèâíûõ ñïóòíè-
êîâ ïëàíåò-ãèãàíòîâ, à òàêæå 50 ðåàëüíûõ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ. Ñ
ïîìîùüþ ðàñ÷åòîâ, âûïîëíåííûõ íà èíòåðâàëå âðåìåíè 108 ëåò,
â ÷àñòíîñòè, âûÿâëåíû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè îðáèò íåðåãóëÿðíûõ
ñïóòíèêîâ, à òàêæå èõ îòäåëüíûå ãðóïïû, àíàëîãè÷íûå ñåìåéñòâàì
àñòåðîèäîâ. Â ðÿäå ðàáîò èññëåäîâàíû íåáåñíî-ìåõàíè÷åñêèå àñïåê-
òû äâèæåíèÿ íåðåãóëÿðíûõ ñïóòíèêîâ, â òîì ÷èñëå, îðáèòàëüíûå è
âåêîâûå ðåçîíàíñû (Beauge, Nesvorny, 2007; Correa et al., 2010), à
òàêæå íàëè÷èå îáëàñòåé ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè,
óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêèìè è õàîòè÷åñêèìè äâèæåíèÿìè (Hinse et al.,
2010; Frouard, Fouchard, Vienne, 2009, 2010; Tsirogiannis, Perdios,
Markellos, 2009).

Àíàëèòè÷åñêèì ìåòîäàì èññëåäîâàíèÿ ýâîëþöèè îðáèò íåðåãó-
ëÿðíûõ ñïóòíèêîâ ïîñâÿùåíû ðàáîòû, óòî÷íÿþùèå èçâåñòíóþ (Ëè-
äîâ, 1961; Lidov 1962, 1963; Kozai, 1962) ìîäåëü äâóêðàòíî îñðåä-
íåííîé çàäà÷è Õèëëà ó÷åòîì ñëàãàåìûõ òðåòüåãî ïîðÿäêà îòíîñè-
òåëüíî ìàëîãî ïàðàìåòðà — îòíîøåíèÿ ñðåäíèõ äâèæåíèé ïëàíåòû
è ñïóòíèêà (Kovalevsky, 1964; Îðëîâ, 1965; Orlov, 1965; Beauge et
al., 2006; Âàøêîâüÿê, Òåñëåíêî, 2009). Óêàæåì, ÷òî äëÿ èññëåäîâà-
íèÿ ýâîëþöèè îðáèò «ñâåðõäàëåêèõ» ñïóòíèêîâ, òàêèõ êàê, íàïðè-
ìåð, ñïóòíèêè Íåïòóíà N10 (Psamathe) è N13 (Neso), ïðåäëîæåí
íåñòàíäàðòíûé «êîíñòðóêòèâíî-àíàëèòè÷åñêèé» ìåòîä ÷åòâ¸ðòîãî
ïîðÿäêà (Âàøêîâüÿê, 2010).

Îòìåòèì òàêæå èññëåäîâàíèÿ îðáèòàëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè ñïóò-
íèêîâ â ïðîìåæóòî÷íûõ îáëàñòÿõ îêîëîïëàíåòíîãî ïðîñòðàíñòâà
ìåæäó îðáèòîé íàèáîëåå äàëåêîãî èç ðåãóëÿðíûõ ñïóòíèêîâ è îð-
áèòîé íàèáîëåå áëèçêîãî èç íåðåãóëÿðíûõ. Â ýòèõ îáëàñòÿõ âðåìå-
íà æèçíè ãèïîòåòè÷åñêèõ ñïóòíèêîâ, õîòÿ è ìåíÿþòñÿ â çàâèñèìî-
ñòè îò ýêñöåíòðèñèòåòîâ è íàêëîíåíèé èõ îðáèò, îäíàêî êîñìîãîíè-
÷åñêè âåñüìà ìàëû (Âàøêîâüÿê, 2001â; Âàøêîâüÿê, Òåñëåíêî, 2002;
Haghighipour, Jewitt, 2006). Â äîïîëíåíèå óêàæåì åùå è îáçîðíî-
áèáëèîãðàôè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ïî äèíàìèêå åñòåñòâåííûõ ñïóò-
íèêîâ ïëàíåò (Óðàëüñêàÿ, 2003).

Äâå èç ïÿòè ðàíåå óêàçàííûõ ïðè÷èí ïîñòîÿííîãî çàõâàòà ñâÿçà-
íû ñ âçàèìíûì ãðàâèòàöèîííûì ïðèòÿæåíèåì ñïóòíèêîâ. Ïîñêîëü-
êó ìàññû ýòèõ òåë âåñüìà ìàëû, ñóùåñòâåííîå èçìåíåíèå ñâîéñòâ
äâèæåíèÿ ìîæåò ïðîèñõîäèòü òîëüêî âñëåäñòâèå äîñòàòî÷íî òåñ-
íûõ âçàèìíûõ ñáëèæåíèé ñïóòíèêîâ. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü äâè-
æåíèå ñïóòíèêà êàê äâèæåíèå ïî îñêóëèðóþùåé êåïëåðîâñêîé îð-
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áèòå. Èç-çà ñèëüíîãî âëèÿíèÿ ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà çíà÷èòåëüíî èç-
ìåíÿþòñÿ ýêñöåíòðèñèòåò è îðèåíòàöèÿ îñêóëèðóþùåé îðáèòû â
ïðîñòðàíñòâå. Ýòî ìîæåò ïðèâîäèòü ê ñáëèæåíèþ è äàæå ê ïåðåñå-
÷åíèþ òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ ðàçíûõ ñïóòíèêîâ. ×òîáû èõ îáíàðó-
æèòü, íåîáõîäèìî ìîäåëèðîâàíèå äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ íà âåñüìà
äëèòåëüíûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè.

Èç-çà îãðàíè÷åííîé òî÷íîñòè íàáëþäåíèé è âåñüìà ìàëûõ âðå-
ìåííûõ èíòåðâàëîâ íàáëþäåíèé áîëüøèíñòâà äàëåêèõ ñïóòíèêîâ
ïëàíåò îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì âû÷èñëÿòü ýôåìåðèäû íà áîëü-
øèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè ñ òî÷íîñòüþ, íåîáõîäèìîé äëÿ äîñòîâåð-
íîãî äåòåêòèðîâàíèÿ ñáëèæåíèé ñïóòíèêîâ. Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ
àíàëèçîì òî÷íîñòè ýôåìåðèä äàëåêèõ ñïóòíèêîâ, âûïîëíåííûì â
ðàáîòå (Emelyanov, 2010). Îäíàêî îðèåíòàöèÿ ýëëèïòè÷åñêîé îñêó-
ëèðóþùåé îðáèòû â ïðîñòðàíñòâå, åå ýêñöåíòðèñèòåò è áîëüøàÿ ïî-
ëóîñü ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ñ ïðèåìëåìîé òî÷íîñòüþ íà äëèòåëü-
íûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè. Ïðè ýòîì ïîëîæåíèå ñïóòíèêà íà ïëàíå-
òîöåíòðè÷åñêîé îðáèòå ìîæåò áûòü èçâåñòíî ñ òî÷íîñòüþ äî 180
ãðàäóñîâ. Ïîýòîìó ìîäåëèðîâàòü íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè
ìîæíî òîëüêî ðàçìåðû, ôîðìó è îðèåíòàöèþ îðáèò. Ìîæíî èçó-
÷àòü òîëüêî ýâîëþöèþ îðáèò, íå çàäàâàÿ âîïðîñà î òîì, ãäå íà îð-
áèòå íàõîäèòñÿ ñàì ñïóòíèê. Òîãäà â çàäà÷å î ñáëèæåíèè ñïóòíèêîâ
ìîæíî îïðåäåëÿòü òîëüêî ìèíèìàëüíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îðáèòà-
ìè, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî ñáëèæåíèÿ ñïóòíèêîâ èìåþò ìåñòî
òîëüêî íà «ñáëèæàþùèõñÿ îðáèòàõ». Ñáëèæåíèÿ ñàìèõ ñïóòíèêîâ
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êàê ñëó÷àéíûé ïðîöåññ.

Îðáèòû ìíîãèõ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ îïðåäåëåíû íà ñòîëü êîðîò-
êèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè, ÷òî äîñòîâåðíîñòü êîíôèãóðàöèé èõ îð-
áèò, ìîäåëèðóåìûõ íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè, ìîæåò áûòü
ñòîëü æå íèçêîé, êàê è òî÷íîñòü âû÷èñëÿåìûõ ïîëîæåíèé ñïóòíè-
êîâ íà îðáèòå. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ñáëèæåíèÿ ñàìèõ îðáèò ìîæíî òàê-
æå ðàññìàòðèâàòü êàê ñëó÷àéíûé ïðîöåññ è îöåíèâàòü ëèøü åãî âå-
ðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè. Ìîæíî ðàññ÷èòûâàòü òàêæå íà ïîâû-
øåíèå äîñòîâåðíîñòè îïèñàíèÿ êîíôèãóðàöèé îðáèò ïðè ïîÿâëå-
íèè íîâûõ íàáëþäåíèé äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò.

Íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè ôàêòû ñáëèæåíèé ñïóòíèêîâ
áåçóñëîâíî òàêæå âëèÿþò íà ýâîëþöèþ êîíôèãóðàöèé îðáèò. Èçó-
÷åíèå ýòèõ ïðîöåññîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñîáóþ çàäà÷ó.

Êàðòèíó ýâîëþöèè îðáèò ñïóòíèêîâ ïëàíåò íåîáõîäèìî ïîñòî-
ÿííî óòî÷íÿòü. Äî ïîäòâåðæäåíèÿ ãèïîòåç åùå äàëåêî.
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10.7.2. Çàäà÷à ïðåäâû÷èñëåíèÿ è äåòåêòèðîâàíèÿ ñáëèæåíèÿ
äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò

Èçëîæåííûå âûøå îáñòîÿòåëüñòâà ïîðîæäàþò àêòóàëüíóþ çà-
äà÷ó èçó÷åíèÿ ýâîëþöèè îðáèò è âîçìîæíûõ ñáëèæåíèé äàëåêèõ
ñïóòíèêîâ ïëàíåò. Â ðàáîòå (Åìåëüÿíîâ, Âàøêîâüÿê, 2012) ñäåëàíà
ïîïûòêà ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Â ÷àñòíîñòè, ðàçðàáîòàí ìåòîä è âû-
÷èñëèòåëüíûå ïðîãðàììû, ïîçâîëÿþùèå ïðåäâû÷èñëÿòü âçàèìíûå
ïàðíûå «ñáëèæåíèÿ îðáèò» äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò íà áîëüøèõ
èíòåðâàëàõ âðåìåíè.

Ðåøåíèå ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è ñîñòîÿëî èç ñëåäóþùèõ ýòà-
ïîâ. Ñíà÷àëà èç íàáëþäåíèé íóæíî îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû äâèæå-
íèÿ ñïóòíèêîâ èëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ. Çàòåì ïî íàéäåííûì ïàðàìåòðàì íóæíî ïðîâåñòè ÷èñëåí-
íîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ íà èíòåðâàëå
âðåìåíè, ïðèåìëåìîì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Äàëåå íóæíî ïîäîáðàòü
ïîäõîäÿùèå äîñòàòî÷íî ïðîñòûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè, êîòîðûå
áóäóò ïðåäñòàâëÿòü ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è äà-
âàòü âîçìîæíîñòü âû÷èñëÿòü ïàðàìåòðû îðáèò íà ëþáûå ìîìåíòû
âðåìåíè íà äëèòåëüíîì èíòåðâàëå. È, íàêîíåö, íóæíî ðàçðàáîòàòü
ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé âû÷èñëÿòü ìèíèìàëüíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
îðáèòàìè íà ëþáûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ýòè ñðåäñòâà ìîæíî áóäåò
ïðèìåíÿòü äëÿ ïîèñêà ìîìåíòîâ «ñáëèæåíèé» îðáèò äàëåêèõ ñïóò-
íèêîâ ïëàíåò è âåðîÿòíûõ ñáëèæåíèé ñïóòíèêîâ.

Ïåðâûé ýòàï âûïîëíåí ðàíåå â ðàáîòàõ (Emelyanov, 2005; Åìå-
ëüÿíîâ, Êàíòåð, 2005) äëÿ âñåõ 107 äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà,
Ñàòóðíà, Óðàíà è Íåïòóíà. Íàéäåííûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ðàçìåùåíû íà ñàéòå ñåðâåðà
ýôåìåðèä ñïóòíèêîâ ïëàíåò MULTI-SAT (Emel’yanov, Arlot, 2008)
ïî àäðåñó http://www.sai.msu.ru/neb/nss/html/multisat/index.html.
×òîáû íàéòè ýòè äàííûå, íóæíî ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîéòè ïî ññûë-
êàì «èíñòðóêöèè», «èñòî÷íèêè», «Îðèãèíàëüíûå ÷èñëåííûå ìîäå-
ëè äâèæåíèÿ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò», «Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èí-
òåãðèðîâàíèÿ...». Çàìåòèì, ÷òî ïàðàìåòðû îðáèò ñïóòíèêîâ ðåãó-
ëÿðíî îáíîâëÿþòñÿ ïî ìåðå ïîÿâëåíèÿ íîâûõ íàáëþäåíèé. Áûëà
âçÿòà ïîñëåäíÿÿ âåðñèþ ýòèõ äàííûõ íà ìîìåíò ïîäãîòîâêè ñòàòüè
(Åìåëüÿíîâ, Âàøêîâüÿê, 2012).

Èçìåíåíèÿ ýëåìåíòîâ îðáèò äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà, Ñà-
òóðíà, Óðàíà è Íåïòóíà íà èíòåðâàëàõ âðåìåíè íåñêîëüêî òûñÿ÷ ëåò
íàéäåíû ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â ðàáî-
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òàõ (Âàøêîâüÿê, Òåñëåíêî, 2008à,á). Â ýòèõ ðàáîòàõ ýâîëþöèÿ îð-
áèò ñïóòíèêîâ èçó÷åíà òàêæå àíàëèòè÷åñêèì è ïîëóàíàëèòè÷åñêèì
ìåòîäàìè. Ââèäó íåáîëüøèõ ðàñõîæäåíèé ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ
òðåìÿ ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè, íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì
èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîñêîëüêó
ïîñëå ïóáëèêàöèè óêàçàííûõ ðàáîò íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äâèæåíèÿ
ðÿäà ñïóòíèêîâ áûëè ïåðåâû÷èñëåíû, â ðàáîòå (Åìåëüÿíîâ, Âàø-
êîâüÿê, 2012) âûïîëíåíî íåçàâèñèìîå ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïî íîâûì çíà÷åíèÿì íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Ïî ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ áûëè ñîñòàâëåíû
òàáëèöû çíà÷åíèé ïÿòè ýëåìåíòîâ îñêóëèðóþùèõ îðáèò âñåõ 107
äàë¸êèõ ñïóòíèêîâ íà èíòåðâàëàõ îò 300 äî 15000 ëåò (äëÿ ñïóòíè-
êîâ ðàçíûõ ïëàíåò) ñ ïîñòîÿííûì øàãîì ïî âðåìåíè. Èíòåðâàë âðå-
ìåíè è øàã â òàáëèöàõ âûáèðàëñÿ òàê, ÷òîáû íà êàæäûé ïåðèîä îá-
ðàùåíèÿ ñïóòíèêà ïîïàäàëî ïî êðàéíåé ìåðå íåñêîëüêî òàáëè÷íûõ
ìîìåíòîâ, à âåñü èíòåðâàë çàêëþ÷àë â ñåáå îäèí èëè áîëåå ïåðèîäîâ
äâèæåíèÿ ëèíèè óçëà è ëèíèè àïñèä îðáèòû. Â ñîñòàâëåííûõ òàá-
ëèöàõ ñîäåðæàòñÿ ñëåäóþùèå ýëåìåíòû êåïëåðîâñêîé îñêóëèðóþ-
ùåé îðáèòû: áîëüøàÿ ïîëóîñü, ýêñöåíòðèñèòåò, íàêëîí ê ïëîñêîñòè
ýêëèïòèêè, äîëãîòà âîñõîäÿùåãî óçëà è óãëîâîå ðàññòîÿíèå ïåðè-
öåíòðà îò âîñõîäÿùåãî óçëà â ýêëèïòè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

10.7.3. Àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå ýâîëþöèè îðáèò ñïóòíèêîâ

Èç òåîðèè äâèæåíèÿ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò ñëåäóåò, ÷òî
èçìåíåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ îñêóëèðóþùèõ ýëåìåíòîâ îðáèòû âî
âðåìåíè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ðÿäàìè.
×ëåíû ýòèõ ðÿäîâ ìû íàçûâàåì «ãàðìîíèêàìè». ×àñòîòû ãàðìî-
íèê ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ñ öåëî÷èñëåííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè êîíå÷íîãî íàáîðà ïîðîæäàþùèõ ÷àñòîò. Ýòè ÷àñòîòû
ïðîèñõîäÿò îò âåêîâûõ è ïåðèîäè÷åñêèõ èçìåíåíèé ñðåäíèõ äîëãîò,
äîëãîò óçëîâ è äîëãîò ïåðèöåíòðîâ îðáèò ñïóòíèêîâ, ïëàíåòû è äðó-
ãèõ òåë, âîçìóùàþùèõ äâèæåíèå ñïóòíèêîâ. Ñðåäè ãàðìîíèê ðàçëî-
æåíèé îñêóëèðóþùèõ ýëåìåíòîâ îðáèò ñïóòíèêîâ èìååòñÿ íåáîëü-
øîå ÷èñëî äîìèíèðóþùèõ è ìíîæåñòâî äðóãèõ ãàðìîíèê, èìåþùèõ
ìåíüøèå àìïëèòóäû, íî ïðèìåðíî îäíîãî è òîãî æå ïîðÿäêà. Çàâè-
ñèìîñòè îò âðåìåíè äîëãîò âîñõîäÿùèõ óçëîâ è àðãóìåíòîâ ïåðè-
öåíòðîâ â ýêëèïòè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, êàê ïðàâèëî, èìåþò
âåêîâûå ÷ëåíû. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî â äîñòàòî÷íî ìíîãî÷èñ-
ëåííîì àíñàìáëå äàëåêèõ ñïóòíèêîâûõ îðáèò ïëàíåò-ãèãàíòîâ èç-
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âåñòíî ëèøü íåñêîëüêî îðáèò ñ ëèáðàöèîííûì èçìåíåíèåì àðãó-
ìåíòîâ ïåðèöåíòðîâ. Ïåðâûå âûÿâëåííûå îìåãà-ëèáðàòîðû — ýòî
ñïóòíèêè Ñàòóðíà S24 (Kiviuq) è S22 (Ijiraq).

Õàðàêòåð èçìåíåíèé îñêóëèðóþùèõ ýëåìåíòîâ îðáèò äàëåêèõ
ñïóòíèêîâ ïëàíåò íå ïîçâîëÿåò ïðàêòè÷åñêè ïðåäñòàâèòü âñå ÷àñòî-
òû ãàðìîíèê êàê êîìáèíàöèè ïîðîæäàþùèõ ÷àñòîò. Øèðîêî ïðè-
ìåíÿåìûé ìåòîä Ôóðüå-àíàëèçà â ýòîì ñëó÷àå íå äàåò ïðèåìëåìîãî
ðåçóëüòàòà. Ïîýòîìó â ðàáîòå (Åìåëüÿíîâ, Âàøêîâüÿê, 2012) áûëà
ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ðàçðàáîòàòü ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé, àï-
ïðîêñèìèðóþùèõ èçìåíåíèÿ ýëåìåíòîâ îðáèò, â âèäå òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèõ ñóìì ñ ðàçëè÷íûìè, íå ñâÿçàííûìè ìåæäó ñîáîé ÷àñòî-
òàìè. Òàêîé ìåòîä áûë ðàçðàáîòàí, àëãîðèòìèçèðîâàí è ïðèìåíåí.

Ôàêòè÷åñêè â ýòîé ðàáîòå áûë ïðåäëîæåí íîâûé îðèãèíàëüíûé
ìåòîä ÷àñòîòíîãî àíàëèçà. Ýòîò ìåòîä îáëàäàåò ñóùåñòâåííîé îñî-
áåííîñòüþ. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà â èññëåäóåìîì ñèãíàëå ïðèñóòñòâó-
åò ðÿä ãàðìîíèê ñ òî÷íî âûðàæåííûìè ÷àñòîòàìè è àìïëèòóäàìè,
ýòè ãàðìîíèêè ðàñïîçíàþòñÿ ñîâåðøåííî òî÷íî. Èõ ÷àñòîòû è àì-
ïëèòóäû âû÷èñëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë â êîìïüþ-
òåðå.

10.7.4. Îïðåäåëåíèå ìèíèìàëüíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó îðáèòàìè
äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò

Îïèñàííûì âûøå ìåòîäîì ÷àñòîòíîãî àíàëèçà áûëè íàéäåíû
àïïðîêñèìèðóþùèå ôóíêöèè ïÿòè ýëåìåíòîâ îñêóëèðóþùèõ îðáèò
âñåõ 107 äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà, Ñàòóðíà, Óðàíà è Íåïòóíà.
Ýòè ôóíêöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ èçó÷åíèÿ ýâîëþöèè îðáèò
ñïóòíèêîâ íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè. Îñòàåòñÿ íåèçó÷åííûì
âîïðîñ î òî÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåìåíòîâ îñêóëèðóþùèõ îðáèò
çà ïðåäåëàìè èíòåðâàëà âðåìåíè èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà-
÷åíèé, ïî êîòîðîé äåëàëàñü àïïðîêñèìàöèÿ. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ëèøü
çàìå÷àíèåì î òîì, ÷òî òî÷íîñòü ìåäëåííî óõóäøàåòñÿ ñ óäàëåíèåì
îò ãðàíèö ýòîãî èíòåðâàëà.

Îäíèì èç ïðèìåíåíèé íàéäåííûõ ôóíêöèé ìîæåò áûòü èçó÷å-
íèå îáñòîÿòåëüñòâ âçàèìíûõ ñáëèæåíèé ñïóòíèêîâ. Ýòè ñáëèæåíèÿ
ìîãóò ïðîèñõîäèòü âåñüìà ðåäêî, îäíàêî íà î÷åíü áîëüøèõ èíòåð-
âàëàõ âðåìåíè íàêàïëèâàåòñÿ ìíîãî ñáëèæåíèé, îíè ìîãóò îïðåäå-
ëÿòü êàðòèíó ýâîëþöèè îðáèò, â ÷àñòíîñòè, ïðåâðàùàòü âðåìåííûé
çàõâàò ñïóòíèêà (ñ ãåëèîöåíòðè÷åñêîé îðáèòû íà ïëàíåòîöåíòðè÷å-
ñêóþ) â ïîñòîÿííûé.
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Ïîñêîëüêó ïîëîæåíèå ñïóòíèêîâ íà îðáèòàõ íà áîëüøèõ èíòåð-
âàëàõ âðåìåíè íå ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî äîñòàòî÷íî òî÷íî, ÷òîáû
âûäåëèòü èõ ñáëèæåíèå, òî îñòàåòñÿ äîâîëüñòâîâàòüñÿ óñòàíîâëå-
íèåì ôàêòîâ ïåðåñå÷åíèÿ èëè «ñáëèæåíèÿ» îðáèò.

Åñëè îñêóëèðóþùèå îðáèòû äâóõ ñïóòíèêîâ â êàêîé-òî ìîìåíò
âðåìåíè èìåþò ó÷àñòêè, êîòîðûå áëèçêè â ïðîñòðàíñòâå, òî ñóùå-
ñòâóåò âîçìîæíîñòü òåñíîãî ñáëèæåíèÿ ñàìèõ ñïóòíèêîâ. Ïðåäñòàâ-
ëÿåò èíòåðåñ çàäà÷à óñòàíîâëåíèÿ âñåõ ôàêòîâ «ñáëèæåíèÿ» èëè ïå-
ðåñå÷åíèÿ îðáèò ïàð ñïóòíèêîâ íà íåêîòîðîì äîñòàòî÷íî áîëüøîì
èíòåðâàëå âðåìåíè. Òàê ìû ïðèõîäèì ê çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ ìèíè-
ìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ìåæäó äâóìÿ ñîôîêóñíûìè ýë-
ëèïñàìè, çàäàííûìè ïÿòüþ ïàðàìåòðàìè. Â ëèòåðàòóðå äëÿ îáîçíà-
÷åíèÿ ýòîé âåëè÷èíû óñòàíîâèëñÿ àíãëîÿçû÷íûé òåðìèí Minimum
Orbital Intersection Distance (MOID).

Àëãîðèòì ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èñêîìîãî ìèíèìàëüíîãî
ðàññòîÿíèÿ ìîæåò áûòü î÷åíü ïðîñòûì. Ñëåäóåò ðàçìåòèòü ðàâíî-
ìåðíî êàæäóþ îðáèòó òî÷êàìè è âû÷èñëèòü ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âñå-
ìè ïàðàìè òî÷åê íà äâóõ ðàçíûõ ýëëèïñàõ. Çàòåì âûáðàòü ìèíè-
ìàëüíîå èç ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé. ßñíî, ÷òî òàêîé ñïîñîá ïîòðå-
áóåò çíà÷èòåëüíîãî âðåìåíè âû÷èñëåíèé è äàñò îãðàíè÷åííûé ïî
òî÷íîñòè ðåçóëüòàò.

Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ MOID ðàññìîòðåíà â ðàáîòå (Baluev, Khol-
shevnikov, 2005). Àâòîðàìè ýòîé ðàáîòû ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà-
÷è ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé òðèãîíîìåòðè÷åñêî-
ãî ïîëèíîìà âîñüìîé ñòåïåíè. Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
áûëà èñïîëüçîâàíà âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîãðàììà, ëþáåçíî ïðåäîñòàâ-
ëåííàÿ àâòîðàìè ðàáîòû (Baluev, Kholshevnikov, 2005). Â êà÷åñòâå
âõîäíûõ äàííûõ ïðîãðàììû äëÿ êàæäîãî èç äâóõ ñïóòíèêîâ çàäà-
þòñÿ ýëåìåíòû èõ êåïëåðîâñêèõ îðáèò: áîëüøàÿ ïîëóîñü a, ýêñöåí-
òðèñèòåò e, íàêëîí i, óãëîâîå ðàññòîÿíèå ïåðèöåíòðà îò âîñõîäÿùå-
ãî óçëà ω, äîëãîòà âîñõîäÿùåãî óçëà Ω. Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ïðî-
ãðàììû îêàçûâàþòñÿ çíà÷åíèÿ èñòèííûõ àíîìàëèé äëÿ òî÷åê êàæ-
äîé îðáèòû, ìåæäó êîòîðûìè äîñòèãàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå
è ñàìî âû÷èñëåííîå çíà÷åíèå ýòîãî ðàññòîÿíèÿ.

Ñ ïîìîùüþ óêàçàííîé âû÷èñëèòåëüíîé ïðîãðàììû áûëà ñîñòàâ-
ëåíà ïðîöåäóðà îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îð-
áèòàìè ïàð ñïóòíèêîâ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîìåíòîâ âðåìåíè
ñ çàäàííûì øàãîì íà çàäàííîì èíòåðâàëå. Ýëåìåíòû îðáèò âû÷èñ-
ëÿþòñÿ ïî íàéäåííûì àïïðîêñèìèðóþùèì ôóíêöèÿì, êàê ýòî îïè-
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ñàíî âûøå. Ïðîöåäóðà òàêæå âûäåëÿåò ñëó÷àè, êîãäà ìåæäó äâóìÿ
ïîñëåäîâàòåëüíûìè ìîìåíòàìè âðåìåíè ïðîèñõîäèëè ïåðåñå÷åíèÿ
îðáèò, êàê äâóõ ëèíèé â ïðîñòðàíñòâå.

10.7.5. Ïðåäëàãàåìûé èíòåðíåò-ðåñóðñ èññëåäîâàíèÿ ýâîëþöèè
îðáèò è ñáëèæåíèé äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò

Âñå îïèñàííûå âûøå ìåòîäèêè è ïðîöåäóðû ðåàëèçîâàíû â âè-
äå âû÷èñëèòåëüíîé ïðîãðàììû, ïîëüçîâàíèå êîòîðîé îðãàíèçîâà-
íî ÷åðåç Èíòåðíåò. Èíòåðôåéñ ñ ïðîãðàììîé óñòðîåí íà ñòðàíèöàõ
ñïåöèàëüíîãî ñàéòà â Èíòåðíåòå. Ïîëüçîâàòåëþ ïîñëå âûáîðà ñè-
ñòåìû ñïóòíèêîâ ïî èìåíè ïëàíåòû ïðåäëàãàþòñÿ ñëåäóþùèå äåé-
ñòâèÿ.

1. Âûâîä íà ýêðàí íà îòäåëüíîé ñòðàíèöå ïàðàìåòðîâ òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ, àïïðîêñèìèðóþùèõ èçìåíåíèå ïÿòè ýëå-
ìåíòîâ êåïëåðîâñêîé îñêóëèðóþùåé îðáèòû îäíîãî äàëåêîãî ñïóò-
íèêà ïëàíåòû, âûáðàííîãî èç ïðåäëàãàåìîãî ñïèñêà. Êðîìå êîýô-
ôèöèåíòîâ è ÷àñòîò, âûäàþòñÿ íåêîòîðûå ñîïóòñòâóþùèå äàííûå.

2. Âûâîä íà ýêðàí íà îòäåëüíîé ñòðàíèöå òàáëèöû çíà÷åíèé âñåõ
ïÿòè ýëåìåíòîâ êåïëåðîâñêîé îñêóëèðóþùåé îðáèòû âûáðàííîãî
ñïóòíèêà ñ çàäàííûì øàãîì ïî âðåìåíè íà çàäàííîì èíòåðâàëå. Ïî
æåëàíèþ ïîëüçîâàòåëÿ, âìåñòî ýëåìåíòîâ e, i, ω, Ω, ìîãóò âûäàâàòü-
ñÿ ôóíêöèè ýëåìåíòîâ e sinω, e cosω, sin i sinΩ, sin i cosΩ. Â êîíöå
òàáëèöû âûâîäÿòñÿ òàêæå ìèíèìàëüíîå, ñðåäíåå è ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèÿ áîëüøîé ïîëóîñè, ýêñöåíòðèñèòåòà.

3. Âûâîä íà ýêðàí íà îòäåëüíîé ñòðàíèöå òàáëèöû çíà÷åíèé ìè-
íèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îðáèòàìè (MOID) äâóõ âûáðàííûõ
ñïóòíèêîâ ñ çàäàííûì øàãîì ïî âðåìåíè íà çàäàííîì èíòåðâàëå.
Â òàáëèöå âûäàþòñÿ òàêæå çíà÷åíèÿ âçàèìíîãî íàêëîíà äâóõ îð-
áèò. Ïîñëå ýòîé òàáëèöû âûäàåòñÿ ñïèñîê ìîìåíòîâ âñåõ ïåðåñå÷å-
íèé äâóõ îðáèò, ñëó÷èâøèõñÿ íà çàäàííîì èíòåðâàëå âðåìåíè. Ýòè
ìîìåíòû âû÷èñëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî øàãà ïî âðåìåíè â òàáëèöå
çíà÷åíèé ìèíèìàëüíûõ ðàññòîÿíèé.

Ïðåäëàãàåìûé èíòåðíåò-ðåñóðñ äîñòóïåí â «Ñëóæáå åñòåñòâåí-
íûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò» ïî àäðåñó
http://www.sai.msu.ru/neb/nss/html/multisat/index.html
Íóæíî ïðîéòè ïî ññûëêå
«Outer Natural Satellites Orbits Ephemerides» â êîíöå ñòðàíèöû.
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10.7.6. Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ ìèíèìàëüíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó
îðáèòàìè ñïóòíèêîâ

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðèìåð âû÷èñëåíèé çàâèñèìîñòè îò âðåìå-
íè ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îðáèòàìè äâóõ ñïóòíèêîâ. Äëÿ
ïàðû ñïóòíèêîâ J6 (Himalia) è J7 (Elara) ýòà çàâèñèìîñòü ïîêàçà-
íà íà ðèñ. 10.6, à äëÿ ñïóòíèêîâ J6 (Himalia) è J8 (Pasiphae) — íà
ðèñ. 10.7. Òî÷êàìè íà îñè âðåìåíè ïîêàçàíû ìîìåíòû ïåðåñå÷åíèé
îðáèò.

Ðèñ. 10.6. Èçìåíåíèå ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îðáèòàìè (MOID)
ñïóòíèêîâ J6 (Himalia) è J7 (Elara). Òî÷êàìè ïîêàçàíû ìîìåíòû ïåðåñå-
÷åíèé äâóõ îðáèò. Ëèíèè ãðàôèêîâ íå äîñòèãàþò íóëåâûõ çíà÷åíèé èç-çà

äèñêðåòíîñòè îïîðíûõ òî÷åê ãðàôèêà.

Çàìåòèì, ÷òî ñïóòíèêè J6 (Himalia) è J8 (Pasiphae) ïðèíàäëåæàò
ê ðàçíûì ñåìåéñòâàì îðáèò äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà. Áîëüøèå
ïîëóîñè èõ îðáèò îòëè÷àþòñÿ ïðèìåðíî âäâîå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ïåðåñå÷åíèÿ îðáèò ýòèõ ñïóòíèêîâ ñëó÷àþòñÿ òàê æå ÷àñòî, êàê è
ïåðåñå÷åíèÿ îðáèò äâóõ ñïóòíèêîâ J6 (Himalia) è J7 (Elara), ïðè-
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Ðèñ. 10.7. Èçìåíåíèå ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îðáèòàìè (MOID)
ñïóòíèêîâ J6 (Himalia) è J8 (Pasiphae). Òî÷êàìè ïîêàçàíû ìîìåíòû ïåðåñå-
÷åíèé äâóõ îðáèò. Ëèíèè ãðàôèêîâ íå äîñòèãàþò íóëåâûõ çíà÷åíèé èç-çà

äèñêðåòíîñòè îïîðíûõ òî÷åê ãðàôèêà.

íàäëåæàùèõ ê îäíîé ãðóïïå è èìåþùèõ ïðèìåðíî ðàâíûå áîëüøèå
ïîëóîñè îðáèò.

Äëÿ âñåõ 54 îòêðûòûõ äàëåêèõ ñïóòíèêîâÞïèòåðà áûëè âûïîë-
íåíû âû÷èñëåíèÿ âçàèìíûõ ðàññòîÿíèé è ìîìåíòîâ ïåðåñå÷åíèé
îðáèò ïî âñåì 1431 êîìáèíàöèÿì ïàð ñïóòíèêîâ íà èíòåðâàëå âðå-
ìåíè òûñÿ÷ó ëåò ñ 2010 ïî 3010 ãîä. Òîëüêî äëÿ 155 èç 1431 êîìáè-
íàöèé ïàð ñïóòíèêîâ íå ñëó÷èëîñü íè îäíîãî ïåðåñå÷åíèÿ îðáèò íà
ýòîì èíòåðâàëå âðåìåíè. Äëÿ îñòàëüíûõ ïàð ñëó÷èëîñü îò 2 äî 330
ïåðåñå÷åíèé. Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïåðåñå÷åíèé 330 îêàçàëîñü
ó îðáèò ñïóòíèêîâ J33 (Euanthe) è J40 (Mneme). Ýêñòðåìàëüíûå
çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ýâîëþöèîíèðóþùèõ îðáèò ýòèõ ñïóòíèêîâ, à
òàêæå ïåðèîäû öèðêóëÿöèè óçëîâ è àðãóìåíòîâ ïåðèöåíòðîâ âåñü-
ìà áëèçêè ìåæäó ñîáîé, êàê ýòî ìîæíî âèäåòü èç äàííûõ, ïðèâåäåí-
íûõ, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå (Âàøêîâüÿê, Òåñëåíêî, 2008a). Äëÿ âñåõ
ðàññìîòðåííûõ ïàð ñïóòíèêîâ áûëè âû÷èñëåíû òàêæå ñóììàðíûå
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ïðîìåæóòêè âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðûõ âçàèìíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæ-
äó îðáèòàìè íå ïðåâûøàëè 100 òûñ. êì. Òîëüêî â 214 ïàðàõ èç 1431
îðáèòû ñïóòíèêîâ íå ïðèáëèæàëèñü äðóã ê äðóãó áëèæå 100 òûñ. êì
íà ðàññìàòðèâàåìîì èíòåðâàëå â òûñÿ÷ó ëåò. Â îñòàëüíûõ ïàðàõ îð-
áèòû íàõîäèëèñü íà áîëåå áëèçêîì ðàññòîÿíèè â òå÷åíèå ñóììàð-
íîãî âðåìåíè îò 2 äî 313 ëåò. Ìàêñèìàëüíîå ñóììàðíîå âðåìÿ ñáëè-
æåíèé íà ðàññòîÿíèÿ ìåíåå 100 òûñ. êì îêàçàëîñü 313 ëåò äëÿ ïà-
ðû J23 (Kalyke) è S/2003 J9. Äëÿ ýòîé ïàðû äîñòàòî÷íî áëèçêèìè
îêàçûâàþòñÿ ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ íàêëîíåíèé, à òàêæå ïåðèî-
äû öèðêóëÿöèè óçëîâ è àðãóìåíòîâ ïåðèöåíòðîâ: 160◦ ≤ i ≤ 168◦,
87.4 ãîäà, 80.4 ãîäà, è 158◦ ≤ i ≤ 167◦, 86.8 ãîäà, 76.6 ãîäà, ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ íà òîì æå èíòåðâàëå âðåìåíè â òû-
ñÿ÷ó ëåò áûëè ñäåëàíû äëÿ 38 äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà. Â 703
êîìáèíàöèÿõ ïàð ñïóòíèêîâ òîëüêî 46 íå èìåëè ïåðåñå÷åíèé îðáèò.
Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé — 124 èìåëè îðáèòû ñïóòíèêîâ
S19 (Ymir) è S/2007 S3. Äëÿ ýòîé ïàðû äîñòàòî÷íî áëèçêèìè îêàçû-
âàþòñÿ ëèøü ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ íàêëîíåíèé: 169◦ ≤ i ≤ 176◦

è 171◦ ≤ i ≤ 177◦ ñîîòâåòñòâåííî (Âàøêîâüÿê, Òåñëåíêî, 2008b). Â
41 ïàðå îðáèòû íå ñáëèæàëèñü íà ðàññòîÿíèÿ ìåíüøèå 100 òûñ. êì.
Ìàêñèìàëüíîå ñóììàðíîå âðåìÿ ñáëèæåíèé îðáèò — 149 ëåò îêà-
çàëîñü ó ïàðû ñïóòíèêîâ S/2004 S12 è S/2004 S13.

Àíàëîãè÷íûé àíàëèç äëÿ 9 äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Óðàíà ñëåäóåò
äåëàòü íà áîëüøåì èíòåðâàëå âðåìåíè, ïîñêîëüêó ïåðèîäû îáðàùå-
íèé ëèíèé óçëîâ è ëèíèé àïñèä îðáèò ýòèõ ñïóòíèêîâ çíà÷èòåëü-
íî áîëüøå, ÷åì ó îðáèò ñïóòíèêîâ Þïèòåðà è Ñàòóðíà. Ìû âçÿëè
èíòåðâàë âðåìåíè 4 òûñ. ëåò, íà÷èíàÿ ñ 2010 ãîäà. Èç 36 êîìáèíà-
öèé ïàð ñïóòíèêîâ òîëüêî äëÿ 10 ïàð îðáèòû íå ïåðåñåêàëèñü è íå
«ñáëèæàëèñü» íà ðàññòîÿíèå ìåíåå 100 òûñ. êì. Ìàêñèìàëüíîå ÷èñ-
ëî ïåðåñå÷åíèé — 91 èìåëè îðáèòû ñïóòíèêîâ U19 (Setebos) è U21
(Trinculo). Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ áîëü-
øîé ïîëóîñè îðáèòû ñïóòíèêà U19 áîëåå ÷åì âäâîå ïðåâûøàþò
ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ äëÿ U21. Ïî-âèäèìîìó, ìàêñèìàëüíîå
äëÿ ñèñòåìû Óðàíà ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé îðáèò ýòîé ïàðû îáóñëîâëå-
íî âîçìîæíîñòüþ çàìåòíîãî âîçðàñòàíèÿ ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû
U19 äî çíà÷åíèÿ, ïðèìåðíî ðàâíîãî 0.7. Ìàêñèìàëüíîå ñóììàðíîå
âðåìÿ ñáëèæåíèé îðáèò 485 ëåò íà èññëåäóåìîì èíòåðâàëå â 4 òûñ.
ëåò îêàçàëîñü ó ïàðû ñïóòíèêîâ U16 (Ñaliban) è U21 (Trinculo).

Ãîðàçäî ìåíüøå ïåðåñå÷åíèé è ñáëèæåíèé èñïûòûâàþò îðáèòû
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6 äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Íåïòóíà, âêëþ÷àÿ N2 (Nereid). Èññëåäîâàíèÿ
áûëè ïðîâåäåíû íà èíòåðâàëå âðåìåíè 8 òûñ. ëåò, ïîñêîëüêó ïåðè-
îäû îáðàùåíèé ëèíèé óçëîâ è ëèíèé àïñèä îðáèò äàëåêèõ ñïóòíè-
êîâ Íåïòóíà âåñüìà âåëèêè. Ñ îðáèòîé Nereid áûëî 6 ïåðåñå÷åíèé
òîëüêî îðáèòû ñïóòíèêà N9 (Halimede). Îðáèòû îñòàëüíûõ 5 äà-
ëåêèõ ñïóòíèêîâ èìåëè âçàèìíûå ïåðåñå÷åíèÿ è «ñáëèæåíèÿ» íà
ðàññòîÿíèÿ ìåíåå 100 òûñ. êì. Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé —
73 íà èíòåðâàëå âðåìåíè 8 òûñ. ëåò èìåëè ñïóòíèêè N10 (Psamathe)
è N13 (Neso). Ýòî íàèáîëåå óäàë¸ííûå îò Íåïòóíà ñïóòíèêè, äëÿ
êîòîðûõ ñîëíå÷íûå âîçìóùåíèÿ ïðèâîäÿò ê âåñüìà çàìåòíîé ýâî-
ëþöèè èõ îðáèò è, â ÷àñòíîñòè, ê âîçðàñòàíèþ ýêñöåíòðèñèòåòîâ
äî âåëè÷èí, ïðèìåðíî ðàâíûõ 0.87. Îòìåòèì, ÷òî îðáèòà ñïóòíè-
êà N13 îáëàäàåò ëèáðàöèîííûì èçìåíåíèåì àðãóìåíòà ïåðèöåíòðà,
íàõîäÿñü â óñëîâèÿõ èçâåñòíîãî ðåçîíàíñà Ëèäîâà – Êîçàè. Íàïðî-
òèâ, àðãóìåíò ïåðèöåíòðà îðáèòû ñïóòíèêà N10 èçìåíÿåòñÿ öèðêó-
ëÿöèîííî. Ïî-âèäèìîìó, ïîäîáíîå êà÷åñòâåííîå ðàçëè÷èå â ýâîëþ-
öèè äàííûõ îðáèò âìåñòå ñ âîçìîæíîñòüþ èõ ñèëüíîãî «âûòÿãèâà-
íèÿ» ñïîñîáñòâóåò îòíîñèòåëüíî ÷àñòûì îðáèòàëüíûì ïåðåñå÷åíè-
ÿì ýòîé ïàðû. Ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ «ñáëèæåíèé» — 167 ëåò, íà ðàñ-
ñòîÿíèå ìåíåå 100 òûñ. êì áûëî ó îðáèò ñïóòíèêîâ N9 (Halimede) è
N12 (Laomedeia). Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî â îòëè÷èå îò âñåõ âûøå-
óêàçàííûõ ïàð ñïóòíèêîâ ñ îáðàòíûìè äâèæåíèÿìè, îäèí èç ñïóò-
íèêîâ ýòîé ïàðû N12 äâèæåòñÿ ïî îðáèòå ñ íàêëîíåíèåì, ìåíüøèì
90◦. Ýòî ïðèâîäèò ê «âñòðå÷íîìó» äâèæåíèþ óçëîâ îðáèò, ÷òî, ïî-
âèäèìîìó, òàêæå ñïîñîáñòâóåò èõ ÷àñòûì ïåðåñå÷åíèÿì â ïðîöåññå
ýâîëþöèè.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçðàáîòàííûé ìåòîä è âû÷èñëèòåëüíûå ïðî-
ãðàììû ïîçâîëÿþò ïðîèçâîäèòü ðàçíîîáðàçíûå è îáøèðíûå èññëå-
äîâàíèÿ âçàèìíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåùåíèé, à òàêæå èçìå-
íåíèé ðàçìåðîâ è ôîðìû ýâîëþöèîíèðóþùèõ îðáèò äàëåêèõ ñïóò-
íèêîâ Þïèòåðà, Ñàòóðíà, Óðàíà è Íåïòóíà. Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû
òîëüêî äåìîíñòðèðóþò âîçìîæíîñòè ïðåäëàãàåìûõ ñðåäñòâ.

10.7.7. Çàêëþ÷åíèå

Ýâîëþöèÿ îðáèò äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷è-
òåëüíûìè âîçìóùåíèÿìè â èõ äâèæåíèè ñî ñòîðîíû Ñîëíöà. Ýòè
âîçìóùåíèÿ âûçûâàþò ñóùåñòâåííûå èçìåíåíèÿ ýëåìåíòîâ îñêó-
ëèðóþùèõ êåïëåðîâñêèõ îðáèò. Îäíàêî èçìåíåíèÿ ýêñöåíòðèñèòå-
òîâ è íàêëîíîâ îðáèò îãðàíè÷åíû èçâåñòíûìè ïðåäåëàìè. Âçàèì-
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íîå ïðèòÿæåíèå ñïóòíèêîâ âåñüìà ìàëî â ñèëó èõ ìàëûõ ðàçìåðîâ
è ìàññ. Îäíàêî íà î÷åíü áîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè âçàèìíûå
ñáëèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ìîãóò áûòü íàñòîëüêî òåñíûìè, ÷òî èõ îðáè-
òû ìîãóò ïðåòåðïåòü áîëüøèå èçìåíåíèÿ. Ñáëèæåíèÿ ìîãóò ïîâëè-
ÿòü íà ñòàòóñ òàêîãî íåáåñíîãî òåëà êàê ñïóòíèêà ïëàíåòû. Äåòåêòè-
ðîâàíèå ñáëèæåíèé ñïóòíèêîâ âåñüìà çàòðóäíåíî ââèäó íåâîçìîæ-
íîñòè äîñòàòî÷íî òî÷íîãî âû÷èñëåíèÿ èõ ïîëîæåíèé íà î÷åíü äëè-
òåëüíûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè. Ïåðñïåêòèâíûì ïóòåì èññëåäîâàíèé
â ýòîì íàïðàâëåíèè ìîæåò áûòü ïðåäâû÷èñëåíèå âçàèìíûõ êîíôè-
ãóðàöèé îðáèò äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò. Ðàçðàáîòàííûå è ïðåäëà-
ãàåìûå â äàííîé ðàáîòå ìåòîäû è ñðåäñòâà âû÷èñëåíèé ïðèçâàíû
ïîìî÷ü â ïðîäâèæåíèè íà ýòîì ïóòè.

Ïî êðàéíåé ìåðå, óæå ñåé÷àñ ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî îðáèòû àí-
ñàìáëÿ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ íà èíòåðâàëàõ âðåìåíè â íåñêîëüêî òû-
ñÿ÷ ëåò èìåþò ìíîãîêðàòíûå ïåðåñå÷åíèÿ è «ñáëèæåíèÿ», ïðè êî-
òîðûõ ìîãóò ñáëèæàòüñÿ è ñàìè ñïóòíèêè.

Êëàññèôèêàöèÿ ñïóòíèêîâ ïî îòäåëüíûì ãðóïïàì íåïîñðåä-
ñòâåííî íå ñâÿçàíà ñ âîçìîæíûìè ñáëèæåíèÿìè ñïóòíèêîâ, ïðè-
íàäëåæàùèõ ðàçíûì ãðóïïàì.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ýâîëþöèîííàÿ çàäà÷à òðåáóåò áîëåå äåòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïðîâåðèòü ñóùåñòâóþùèå ãèïî-
òåçû î ïðîèñõîæäåíèè äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò.

10.8. Óòî÷íåíèå òåîðèè âåêîâûõ âîçìóùåíèöé
Ëàïëàñà – Ëàãðàíæà

Â ðàáîòå (Íèêîí÷óê, 2012) ðàçðàáîòàí ìåòîä âû÷èñëåíèÿ âå-
êîâûõ âîçìóùåíèé â çàäà÷å äâèæåíèÿ ñèñòåìû ìàëûõ òåë âîêðóã
ìàññèâíîãî öåíòðàëüíîãî òåëà. Ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêîé òåî-
ðèåé Ëàïëàñà – Ëàãðàíæà, îñíîâàííîé íà ëèíåéíûõ óðàâíåíèÿõ,
ó÷òåíû ÷ëåíû òðåòüåé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî ýêñöåíòðèñèòåòîâ è
íàêëîíîâ îðáèò. Ñîîòâåòñòâóþùåå óòî÷íåíèå ðåøåíèÿ îêàçûâàåòñÿ
ñóùåñòâåííûì ïðè èçó÷åíèè ýâîëþöèè îðáèò íà áîëüøèõ èíòåðâà-
ëàõ âðåìåíè. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä áûë ïðèìåíåí äëÿ èññëåäîâàíèÿ
äâèæåíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà. Ïîêàçàíî, ÷òî íà èíòåðâàëàõ
âðåìåíè áîëüøå 100 ëåò âêëàä ïîëó÷åííûõ äîïîëíèòåëüíûõ âåêî-
âûõ âîçìóùåíèé äëÿ ñïóòíèêà Ìèðàíäà èìååò ïîðÿäîê âåëè÷èíû
ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû, ÷òî â ëèíåéíîé ìåðå ñîñòàâëÿåò íåñêîëü-
êî òûñÿ÷ êèëîìåòðîâ. Äëÿ äðóãèõ ñïóòíèêîâ ýôôåêò ó÷åòà íåëèíåé-
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íûõ ÷ëåíîâ îêàçûâàåòñÿ ìåíüøèì. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè
îáùåé àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äâèæåíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà
íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü íåëèíåéíûå ÷ëåíû â óðàâíåíèÿõ äëÿ âåêî-
âûõ âîçìóùåíèé. Ñîîòâåòñòâóþùèé ìåòîä ïîñòðîåí, èññëåäîâàí è
ïðåäëîæåí â ðàáîòå (Íèêîí÷óê, 2012).
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