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Приложение 3

СПЕЦИАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ В НЕБЕСНОЙ
МЕХАНИКЕ

Ôóíêöèè íàêëîíà

Ôóíêöèè íàêëîíà Fk,m,p(i) ïîÿâëÿþòñÿ â òåîðèè âîçìóùåííîãî
äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ïðè ðàçëîæåíèè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè, îáó-
ñëîâëåííîé íåñôåðè÷íîñòüþ ïëàíåòû, èëè îò ïðèòÿæåíèÿ âíåøíå-
ãî òåëà. Íàïðàâëåíèå ðàäèóñ-âåêòîðà ñïóòíèêà îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëÿåòñÿ åãî øèðîòîé φ è äîëãîòîé, îòñ÷èòûâàåìîé îò âîñõîäÿùåãî
óçëà îðáèòû, ò.å. λ−Ω. Íàïðàâëåíèå ðàäèóñ-âåêòîðà ñïóòíèêà òàêæå
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íàêëîíîì îðáèòû i è àðãóìåíòîì øèðî-
òû u (óãîë ìåæäó ðàäèóñ-âåêòîðîì è íàïðàâëåíèåì íà âîñõîäÿùèé
óçåë). Ìåæäó ýòèìè ïàðàìè óãëîâ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

sinφ = sin i sinu,

cosφ cos(λ− Ω) = cosu,

cosφ sin(λ− Ω) = cos i sinu.

Ïðè ðàçëîæåíèè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè âîçíèêàåò íåêîòîðàÿ ôóíê-
öèÿ

Qkm = P
(m)
k (sinφ) exp

√
−1m(λ− Ω),

çàâèñÿùàÿ îò φ è λ − Ω. Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ ýòó
ôóíêöèþ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç i è u ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Qkm =
(√

−1
)m−k+2E( k−m

2 )
k∑

p=0

Fkmp(i) exp
√
−1(k − 2p)u, (Ï3.1)
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ãäå Fkmp(i) — ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè íåáåñíîé ìåõàíèêè, íàçûâàå-
ìûå ôóíêöèÿìè íàêëîíà. Â ýòîì âûðàæåíèè èñïîëüçîâàíî îáîçíà-
÷åíèå E(...) - öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà.

Âûðàæåíèå äëÿ Fkmp(i) äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé èíäåêñîâ ÷åðåç sin i
è cos i èìååò âèä

Fkmp(i) =
∑
t

(2k − 2t)!

t!(k − t)!(k −m− 2t)!22k−2t
sink−m−2t i×

m∑
s=0

(
m

s

)
coss i

∑
c

(
k −m− 2t+ s

c

)(
m− s

p− t− c

)
(−1)c−Ekm .

Çäåñü Ekm — öåëàÿ ÷àñòü (k−m)/2, t èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî p èëè Ekm

(â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÷òî ìåíüøå), à ñóììèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ
ïî âñåì çíà÷åíèÿì c, ïðè êîòîðûõ áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû
îòëè÷íû îò íóëÿ.

Â ñòàòüå (Áðóìáåðã, 1967) ìîæíî íàéòè âûðàæåíèå äëÿ Fkmp(i)

÷åðåç sin i/2 è cos i/2. Â ïóáëèêàöèè (Ôîìèíîâ, Ôèëåíêî, 1978)
äàþòñÿ óäîáíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé íàêëîíà è èõ
ïðîèçâîäíûõ, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëèòåëüíûå ïðîãðàì-
ìû. Ïðè íåîáõîäèìîñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé íàêëîíà äëÿ áîëü-
øèõ çíà÷åíèé èíäåêñîâ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì, îñíîâàí-
íîì íà ñïåöèàëüíûõ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèÿõ, èçëîæåííûì â
ðàáîòå (Åìåëüÿíîâ, 1985). Ýôôåêòèâíûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ôóíê-
öèé íàêëîíà ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé ïðåäëîæåí â
ðàáîòå (Emelianov, Kanter, 1989).

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé íàêëîíà ñ èí-
äåêñàìè k = 2, 3, 4, m = 0, 1, ..., k, p = 0, 1, ..., k.

F200(i) = − 3
8 sin

2 i, F201(i) =
3
4 sin

2 i− 1
2 ,

F202(i) = − 3
8 sin

2 i, F210(i) =
3
4 sin i(1 + cos i),

F211(i) = − 3
2 sin i cos i, F212(i) = − 3

4 sin i(1− cos i),

F220(i) =
3
4 (1 + cos i)2, F221(i) =

3
2 sin

2 i,

F222(i) =
3
4 (1− cos i)2,
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F300(i) = − 5
16 sin

3 i,

F301(i) =
15
16 sin

3 i− 3
4 sin i,

F302(i) = − 15
16 sin

3 i+ 3
4 sin i,

F303(i) =
5
16 sin

3 i,

F310(i) = − 15
16 sin

2 i(1 + cos i),

F311(i) =
15
16 sin

2 i(1 + 3 cos i)− 3
4 (1 + cos i),

F312(i) =
15
16 sin

2 i(1− 3 cos i)− 3
4 (1− cos i),

F313(i) = − 15
16 sin

2 i(1− cos i),

F320(i) =
15
8 sin i(1 + cos i)2,

F321(i) =
15
8 sin i(1− 2 cos i− 3 cos2 i),

F322(i) = − 15
8 sin i(1 + 2 cos i− 3 cos2 i),

F323(i) = − 15
8 sin i(1− cos i)2,

F330(i) =
15
8 (1 + cos i)3,

F331(i) =
45
8 sin2 i(1 + cos i),

F332(i) =
45
8 sin2 i(1− cos i),

F333(i) =
15
8 (1− cos i)3, F400(i) =

35
128 sin

4 i,

F401(i) = − 35
32 sin

4 i+ 15
16 sin

2 i,

F402(i) =
105
64 sin4 i− 15

8 sin2 i+ 3
8 ,

F403(i) = − 35
32 sin

4 i+ 15
16 sin

2 i,

F404(i) =
35
128 sin

4 i,

F410(i) = − 35
32 sin

3 i(1 + cos i),

F411(i) =
35
16 sin

3 i(1 + 2 cos i)− 15
8 sin i(1 + cos i),

F412(i) = cos i( 154 sin i− 105
16 sin3 i),
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F413(i) = − 35
16 sin

3 i(1− 2 cos i) + 15
8 sin i(1− cos i),

F414(i) =
35
32 sin

3 i(1 + cos i),

F420(i) = − 105
32 sin2 i(1 + cos i)2,

F421(i) =
105
8 sin2 i cos i(1 + cos i)− 15

8 (1 + cos i)2,

F422(i) =
105
16 sin2 i(1− 3 cos2 i) + 15

4 sin2 i,

F423(i) = − 105
8 sin2 i cos i(1− cos i)− 15

8 (1− cos i)2,

F424(i) = − 105
32 sin2 i(1− cos i)2,

F430(i) =
105
16 sin i(1 + cos i)3,

F431(i) =
105
8 sin i(1− 3 cos2 i− 2 cos3 i),

F432(i) = − 315
8 sin3 i cos i,

F433(i) = − 105
8 sin i(1− 3 cos2 i+ 2 cos3 i),

F434(i) = − 105
16 sin i(1− cos i)3,

F440(i) =
105
16 (1 + cos i)4,

F441(i) =
105
4 sin2 i(1 + cos i)2,

F442(i) =
315
8 sin4 i,

F443(i) =
105
4 sin2 i(1− cos i)2,

F444(i) =
105
16 (1− cos i)4.

Ôóíêöèè ýêñöåíòðèñèòåòà

Ôóíêöèè ýêñöåíòðèñèòåòà ïîÿâëÿþòñÿ â òåîðèè âîçìóùåííîãî
äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ïðè ðàçëîæåíèè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè, îáó-
ñëîâëåííîé íåñôåðè÷íîñòüþ ïëàíåòû, èëè ïðèòÿæåíèåì âíåøíåãî
òåëà. Ñëåäóþùèå ôóíêöèè îò ðàññòîÿíèÿ r è èñòèííîé àíîìàëèè v
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ïðèõîäèòñÿ ðàçëàãàòü â ðÿä ïî êðàòíûì ñðåäíåé àíîìàëèè M ïðè
ìàëûõ ýêñöåíòðèñèòåòàõ e:( r

a

)n
exp

√
−1jv =

∞∑
q=−∞

Xn,j
q (e) exp

√
−1qM, (Ï3.2)

ãäå Xn,j
q (e) — ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè íåáåñíîé ìåõàíèêè, íàçûâàå-

ìûå ôóíêöèÿìè ýêñöåíòðèñèòåòà. Âûâîä òàêîãî ðàçëîæåíèÿ è ôîð-
ìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé ýêñöåíòðèñèòåòà, ìîæíî íàéòè â ðà-
áîòàõ (Áðóìáåðã, 1967; Àêñåíîâ, 1986). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàïèñàí-
íûé âûøå ðÿä ïî êðàòíûì ñðåäíåé àíîìàëèè ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ
çíà÷åíèÿõ ýêñöåíòðèñèòåòà, ìåíüøèõ åäèíèöû.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôóíêöèé ýêñöåíòðèñèòåòà.
Êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé ìîæíî ñîêðàòèòü, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøå-

íèå
Xk,−j

−q (e) = Xk,j
q (e).

Äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé èíäåêñîâ ìîæíî çàïèñàòü ðàç-
ëîæåíèå

Xk,j
q (e) = e|q−j|

∞∑
s=0

Xk,j
q,s e

2s,

ãäå Xk,j
q,s — íåêîòîðûå ÷èñëà, à ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ e < 1. Âû-

÷èñëèòü âñå íåîáõîäèìûå êîýôôèöèåíòû Xk,j
q,s ìîæíî ñ ïîìîùüþ

ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé, êîòîðûå âçÿòû èç ðàáîòû (Cherniack,
1972) è ïðèâåäåíû ê óäîáíîìó äëÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ âèäó â ïóá-
ëèêàöèè (Ôîìèíîâ, Ôèëåíêî, 1978). Àíàëîãè÷íûå ðåêóððåíòíûå
ñîîòíîøåíèÿ äàíû åùå â ðàáîòå (Hughes, 1981) è ïðèâåäåíû â êíè-
ãå (Ìþððåé, Äåðìîòò, 2010). Ôóíêöèÿì ýêñöåíòðèñèòåòà óäåëåíî
ìíîãî âíèìàíèÿ â êíèãå (Àêñåíîâ, 1986).

Ïðè çíà÷åíèè èíäåêñà q = 0 ôóíêöèè ýêñöåíòðèñèòåòà âûðàæà-
þòñÿ â êîíå÷íîì âèäå. Äëÿ ýòîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ âû÷èñëåíèÿ ìîæ-
íî âûïîëíÿòü ïî ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì, âçÿòûì èç ðàáîòû
(Hughes, 1981).

Ïðè âû÷èñëåíèè âîçìóùåíèé îêàçûâàåòñÿ âàæíûì ñëåäóþùåå
ñâîéñòâî:

X−3,2
0 (e) = X−3,−2

0 (e) = 0

ïðè âñåõ e < 1.
ßâíûå âûðàæåíèÿ ôóíêöèé Xk,j

q (e) äëë k = −3,−4,−5 è íåêî-
òîðûõ çíà÷åíèé j, q äàíû â êíèãå (Êàóëà, 1970).
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Çàìåòèì, ÷òî â ëèòåðàòóðå ÷èñëà Xk,j
q,s íàçûâàþòñÿ åùå îïåðàòî-

ðàìè Íüþêîìà, à ñàìè ôóíêöèè ýêñöåíòðèñèòåòà — êîýôôèöèåíòà-
ìè Ãàíçåíà.

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé ýêñöåí-
òðèñèòåòà ïðè q = 0.

X2,0
0 = 1 +

3

2
e2, X2,1

0 = −2e− 1

2
e3, X2,2

0 =
5

2
e2,

X−3,0
0 = (1− e2)−3/2, X−4,1

0 = e(1− e2)−5/2,

X−5,2
0 =

3

4
e2(1− e2)−7/2, X−5,0

0 = (1 +
3

2
e2)(1− e2)−7/2.
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