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ПРЕДИСЛОВИЕ АВТОРА

Ëèøü òîãäà åñòü òîëê â òåî-
ðèè, êîãäà îíà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé íå òîëüêî àáñòðàêò-
íûå êîíñòðóêöèè â âîîáðàæå-
íèè î÷àðîâàííîãî òåîðåòèêà, à
õîðîøî îòëàæåííûå ïðîöåäó-
ðû, èñïðàâíî ñëóæàùèå öåëÿì
ïðàêòè÷åñêîãî ïîçíàíèÿ ïðè-
ðîäû.

Äèíàìèêà ñïóòíèêîâ ïëàíåò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåñüìà çàíèìà-
òåëüíóþ îáëàñòü íåáåñíîé ìåõàíèêè. Íà ïåðâûé âçãëÿä äèíàìèêó
ñïóòíèêîâ ìîæíî èçó÷àòü è áåç íàáëþäåíèé. Èññëåäîâàòåëü ìîæåò
ïðèäóìàòü áëèçêóþ ê äåéñòâèòåëüíîñòè èëè âîîáùå àáñòðàêòíóþ
ñïóòíèêîâóþ ìîäåëü, èñïûòûâàòü íà íåé íîâûå ìåòîäû, äåìîíñòðè-
ðóÿ ñâîå âûñî÷àéøåå ìàñòåðñòâî. Åñòü è äðóãîå ñîáëàçíèòåëüíîå íà-
ïðàâëåíèå äåÿòåëüíîñòè — îáúÿñíåíèå òîãî, ïî÷åìó íåáåñíûå òåëà
äâèæóòñÿ èìåííî òàê, êàê îíè äâèæóòñÿ. Íîâîå îáúÿñíåíèå èçâåñò-
íûõ â ïðèðîäå ôàêòîâ èëè îáúÿñíåíèå ðàíåå íå îáúÿñíåííûõ ÿâ-
ëåíèé âûãëÿäèò çíà÷èòåëüíûì íàó÷íûì äîñòèæåíèåì. Áåçóñëîâíî,
ìû òàêèì îáðàçîì îòòà÷èâàåì ñâîå ìàñòåðñòâî. Îäíàêî â ýòèõ äåëàõ
èññëåäîâàòåëü äîëæåí â êàêîé-òî ìîìåíò îñòàíîâèòüñÿ è çàäàòü ñå-
áå âîïðîñ: äîáûâàåì ëè ìû ïðè ýòîì íîâóþ èíôîðìàöèþ îá îêðó-
æàþùåé íàñ ïðèðîäå. Ðàçóìååòñÿ, íàó÷íîå îáîáùåíèå ôàêòîâ íà
êàêîì-òî ýòàïå ìîæåò ñîçäàòü êà÷åñòâåííûé ñêà÷åê â íàøèõ ïðåä-
ñòàâëåíèÿõ î ïðèðîäå. Îäíàêî ýòîìó ïðåäøåñòâóåò òðóäîåìêèé, à
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èíîãäà è èçíóðèòåëüíûé ïðîöåññ íàêîïëåíèÿ ôàêòè÷åñêèõ çíàíèé.
Â äèíàìèêå ñïóòíèêîâ ïëàíåò ýòîò ïóòü íåèçáåæíî ïðîëåãàåò ÷åðåç
òåõíè÷åñêîå îñâîåíèå íàáëþäàòåëüíîé èíôîðìàöèè, ÷åðåç ñîñòàâ-
ëåíèå íåïîìåðíî ãðîìîçäêèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîãðàìì è ïðîâå-
äåíèå ñêó÷íåéøèõ âû÷èñëåíèé. Êàêîé èññëåäîâàòåëü ïîéäåò òóäà?
Ëèáî òîò, êòî ïîíèìàåò ñóðîâóþ íåèçáåæíîñòü ýòîãî ïðîöåññà, ëè-
áî òîò, êòî èìååò ñâîè îñîáûå íàó÷íî-òåõíè÷åñêèå ïðèñòðàñòèÿ. Â
ïîìîùü èìåííî òàêèì îòâàæíûì èññëåäîâàòåëÿì è íàïèñàíà ïðåä-
ëàãàåìàÿ êíèãà.

Êàê è âî ìíîãèõ äðóãèõ ðàçäåëàõ àñòðîíîìèè, â äèíàìèêå ñïóò-
íèêîâ ïëàíåò êðèòåðèåì èñòèíû ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâèå íàáëþäåíè-
ÿì. Òåîðåòèêàì èçâåñòíî, ÷òî ÷åì áîëüøå íàáëþäåíèé, òåì ìîæåò
áûòü õóæå äëÿ òåîðèè. Ìîæíî ïîçäðàâèòü òàêèõ òåîðåòèêîâ — íà
ñìåíó èõ òåîðèè ïðèøëà íîâàÿ. Èìåííî íà òàêèå ñîáûòèÿ íåöåëåíà
ïðåäëàãàåìàÿ êíèãà.

Êàê â îáû÷íîé æèçíè, òàê è â íàó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ, ìû íåðåä-
êî íàõîäèìñÿ â ïîèñêàõ ñïðàâî÷íîãî áþðî. Â íàøå âðåìÿ òàêèì áþ-
ðî ÿâëÿåòñÿ «âñåìèðíûé âèðòóàëüíûé ðàçóì» — Èíòåðíåò. Â èññëå-
äîâàíèÿõ äèíàìèêè ñïóòíèêîâ ïëàíåò, êàê è âî ìíîãèõ äðóãèõ íà-
ó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ, âîñòðåáîâàíû òîëüêî òàêèå äàííûå, êîòîðûå
ñíàáæåíû ñâåäåíèÿìè î òîì, êòî è êàê ýòè äàííûå ïîëó÷èë, è äëÿ
êîòîðûõ ÿñíà èõ òî÷íîñòü è äîñòîâåðíîñòü. Â ïðåäëàãàåìîé êíè-
ãå ïðèâîäèòñÿ ñïðàâî÷íàÿ èíôîðìàöèÿ ïî ñïóòíèêàì ïëàíåò, ñíàá-
æåííàÿ ññûëêàìè íà çàñëóæèâàþùèå äîâåðèÿ èñòî÷íèêè.

Íàó÷íûé òðóä ÷àñòî áûâàåò óñïåøíûì, êîãäà îí îãðàíè÷åí îïðå-
äåëåííûìè ðàìêàìè êàê ïî îáúåêòàì, òàê è ïî ìåòîäàì èññëåäîâà-
íèé. Â òàêîì ñòðîéíîì ïðîöåññå èíîãäà ñëó÷àþòñÿ äîñàäíûå ñèòó-
àöèè, êîãäà íåîáõîäèìî âûõîäèòü íàðóæó çà íåçíàêîìûìè ìåòîäà-
ìè èëè ñâåäåíèÿìè. Â òàêèõ ñèòóàöèÿõ ìîæåò ïîìî÷ü ïðåäëàãàåìàÿ
êíèãà.

Íàêîíåö, äàííàÿ êíèãà ïîìîãàåò ïðîòèâîäåéñòâîâàòü ìíåíèþ î
òîì, ÷òî ñëîâà «íåáåñíàÿ ìåõàíèêà» çâó÷àò ñòàðîìîäíî, è ÷òî ýòî
íå ñîâðåìåííàÿ îáëàñòü àñòðîíîìèè. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, íåáåñíàÿ
ìåõàíèêà íå îãðàíè÷åíà çàäà÷åé òðåõ òåë è îïðåäåëåíèåì îðáèòû
ïî òðåì íàáëþäåíèÿì. Â íàøå âðåìÿ ýòî ñàìàÿ ïðàêòè÷åñêàÿ è ñî-
âðåìåííàÿ îáëàñòü àñòðîíîìèè. Îíà íå òîëüêî óäîâëåòâîðÿåò íà-
øå ïðèðîäíîå ëþáîïûòñòâî, íî òàêæå ñëóæèò ðåøåíèþ äâóõ âå÷-
íûõ ïðîáëåì ÷åëîâå÷åñòâà: ðàñøèðåíèþ ñðåäû îáèòàíèÿ è çàùèòå
îò îïàñíûõ ñèë ïðèðîäû.
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Бо́льшая часть êíèãè îñíîâàíà íà íàó÷íûõ ðåçóëüòàòàõ è ïóáëè-
êàöèÿõ àâòîðà. Äëÿ òåõ ðàçäåëîâ, êîòîðûìè àâòîð ñàì íåïîñðåä-
ñòâåííî íå çàíèìàëñÿ, â êíèãå ïðåäñòàâëåíû êðàòêèå îáçîðû ïóáëè-
êàöèé äðóãèõ ñïåöèàëèñòîâ. Ïî âñåì ðàçäåëàì êíèãè äàíà îáøèð-
íàÿ áèáëèîãðàôèÿ. Ýòî íåîáõîäèìî äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî èçó÷åíèÿ
ìåòîäîâ è íàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ. Áèáëèîãðàôèÿ ñàìà ïî ñåáå ïðåä-
ñòàâëÿåò ñïðàâî÷íûé ìàòåðèàë, âîñòðåáîâàííûé äëÿ øèðîêîãî èñ-
ïîëüçîâàíèÿ. Ê êàæäîé ãëàâå äàåòñÿ îòäåëüíûé ñïèñîê. Íåêîòîðûå
ññûëêè ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ â ðàçíûõ ãëàâàõ.

Íàó÷íàÿ ðàáîòà ïî òåìå ïðåäëàãàåìîé êíèãè âåëàñü àâòîðîì ÷à-
ñòè÷íî ïðè ñîòðóäíè÷åñòâå ñ êîëëåãàìè èç ôðàíöóçñêîãî Èíñòèòó-
òà íåáåñíîé ìåõàíèêè è âû÷èñëåíèÿ ýôåìåðèä. Ýòî, ñ îäíîé ñòîðî-
íû, ñîïðîâîæäàëî ðàáîòó õîðîøåé ýêñïåðòèçîé, à ñ äðóãîé ñòîðîíû,
îáåñïå÷èâàëî âîñòðåáîâàííîñòü ïîëó÷àåìûõ àâòîðîì ðåçóëüòàòîâ.

Âîçìîæíîñòü íàïèñàíèÿ êíèãè áûëà â ïåðâóþ î÷åðåäü îáåñïå-
÷åíà âûñîêèì óðîâíåì îáðàçîâàíèÿ, êîòîðîå äàë àâòîðó Ìîñêîâ-
ñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà. Âñþ
ñâîþ íàó÷íóþ æèçíü àâòîð ïðîâåë â ñòåíàõ Ãîñóäàðñòâåííîãî àñò-
ðîíîìè÷åñêîãî èíñòèòóòà èìåíè Ï.Ê. Øòåðíáåðãà ÌÃÓ, ãäå è áûëà
íàïèñàíà ýòà êíèãà.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü äîöåíòó Ã.È.Øèðìèíó çà îêîí-
÷àòåëüíîå ðåäàêòèðîâàíèå è êîððåêòóðó êíèãè.



Глава 1

ЦЕЛИ, ЗАДАЧИ И ОБЩИЙ ПОДХОД
К ИЗУЧЕНИЮ ДИНАМИКИ СПУТНИКОВ

Ðåçþìå

Â ýòîé ãëàâå ïðîèñõîäèò ïåðâîå ñâèäàíèå ÷èòàòåëÿ ñ àâòî-
ðîì. Ýòî î÷åíü âàæíûé ìîìåíò. Ïîýòîìó çäåñü ïðåäñòàâëåí îáùèé
âçãëÿä àâòîðà íà âñþ òåìó êíèãè. Îáúÿñíÿþòñÿ ñïåöèôè÷åñêèå îñî-
áåííîñòè íàóêè î äèíàìèêå åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò. Ïîêà-
çàíû öåëè âñåãî ýòîãî äåëà è êàêîé îò íåãî òîëê.

Äëÿ õîðîøåãî ïîíèìàíèÿ âñåãäà íóæåí îáùèé ÿçûê. Ïîýòîìó â
ýòîé ïåðâîé ãëàâå äàíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, êîòîðûìè îïåðèðóåò àâ-
òîð. Â îòäåëüíûõ íàó÷íûõ ñîîáùåñòâàõ âûðàáàòûâàþòñÿ ñâîè îïðå-
äåëåíèÿ âåùåé, èíîãäà äàæå ñâîé æàðãîí. Àâòîð èñïîëüçóåò çäåñü
òå îïðåäåëåíèÿ è ïîíÿòèÿ, êîòîðûìè ïîëüçîâàëèñü â ñâîå âðåìÿ åãî
ó÷èòåëÿ, è êîòîðûå îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ â ëåêöèÿõ íà àñòðîíîìè-
÷åñêîì îòäåëåíèè Ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ.

Äàëåå â ãëàâå ïðåäñòàâëåí îñíîâíîé ìåòîäè÷åñêèé ïîäõîä. Ýòî-
ìó ïîäõîäó ïîä÷èíåí âåñü ïîñëåäóþùèé ìàòåðèàë êíèãè. Â êíèãå
ñäåëàíà ïîïûòêà ðàçíîñòîðîííåãî îïèñàíèÿ äèíàìèêè åñòåñòâåíûõ
ñïóòíèêîâ ïëàíåò. Îäíàêî ãëàâíîå çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè ìî-
äåëåé äâèæåíèÿ íà îñíîâå íàáëþäåíèé. Âî ìíîãèõ äðóãèõ çàäà÷àõ
èññëåäîâàòåëè ñòàíîâÿòñÿ ïîëüçîâàòåëÿìè ýòèõ ìîäåëåé.

1.1. Ââåäåíèå
Ñîçíàíèå òîãî, ÷òî âî âñå ñòîðîíû îò íàñ ïðîñòèðàåòñÿ íåîáúÿò-

íàÿ Âñåëåííàÿ, âñåãäà áåñïîêîèëî ÷åëîâåêà. Ýòî âûçûâàåò äâîÿêîå
æåëàíèå. Âî-ïåðâûõ, õîðîøî áû ïîíÿòü ñâî¸ ìåñòî â íåîáîçðèìîì
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ïðîñòðàíñòâå è áåñêîíå÷íîì ðàçíîîáðàçèè ìèðà. Ó ÷åëîâåêà íåðåä-
êî âîçíèêàåò ëåãêèé äèñêîìôîðò îò îòñóòñòâèÿ îòâåòà íà ïîäîá-
íûé âîïðîñ. Îäíîâðåìåííî ðîæäàåòñÿ æåëàíèå èçâëå÷ü èç Êîñìî-
ñà âûãîäó äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ñâîèõ ïîñòîÿííî âîçðàñòàþùèõ ïî-
òðåáíîñòåé. Åùå áîëüøåå áåñïîêîéñòâî èñïûòûâàåò ÷åëîâåê, îáíà-
ðóæèâ óãðîçó ñâîåé æèçíè ñî ñòîðîíû ñèë ïðèðîäû. Íè÷òî òàê íå
ïóãàåò íàñ, êàê íåïîíÿòíîå. Óäèâèòåëüíî ëåãêî óñïîêîèòü ÷åëîâåêà
îáúÿñíåíèåì ñòðàøíûõ ÿâëåíèé äàæå íå ñîâñåì çíàêîìûìè ñëîâà-
ìè. Ñîçíàíèå òîãî, ÷òî õîòü êòî-òî ðàçáèðàåòñÿ â äåÿíèÿõ ïðèðîäû,
âîçâðàùàåò íàñ ê ïðèâû÷íîìó êîìôîðòó ïîâñåäíåâíîé æèçíè. Âîò
ïî÷åìó ìû äîëæíû áûòü áëàãîäàðíû òåì íåìíîãèì ëþäÿì, êîòîðûå
ðàáîòàþò, ÷òîáû èçáàâèòü íàñ îò ìó÷èòåëüíûõ âîïðîñîâ î êîñìîñå
è ñóäüáå.

Ñ äðåâíèõ âðåìåí ëþäè çàäóìûâàëèñü î âëèÿíèè íåáåñíûõ ñâå-
òèë íà çåìíóþ æèçíü. Ïîïûòêè ñîïîñòàâèòü íåáåñíûå ÿâëåíèÿ ñ
ñóäüáîé ÷åëîâåêà äåëàëèñü êàê ó÷åíûìè, òàê è äàëåêèìè îò íàóêè
ïðåäïðèèì÷èâûìè ëè÷íîñòÿìè. Îäíàêî âî âñå âðåìåíà íåèçìåííî
ïîëó÷àëñÿ âåñüìà íåíàäåæíûé ðåçóëüòàò. ×òî êàñàåòñÿ ñóäüáû ñà-
ìèõ íåáåñíûõ òåë, òî àñòðîíîìû è ìàòåìàòèêè äàâíî ðàññ÷èòàëè
óäèâèòåëüíî óñòîé÷èâûé õàðàêòåð èõ äâèæåíèÿ. Ðàçìåðû è ôîðìû
îðáèò ïëàíåò, íàêëîíû îñåé èõ âðàùåíèÿ ïî÷òè íå èçìåíèëèñü äà-
æå íà êîñìîãîíè÷åñêèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè.

Ó÷åíûå-åñòåñòâîèñïûòàòåëè è ôèëîñîôû ïðèøëè ê âûâîäó, ÷òî
ãëàâíàÿ ïðè÷èíà ñóùåñòâîâàíèÿ Ðàçóìà âî Âñåëåííîé — ýòî ôóíê-
öèÿ ïîçíàíèÿ. Ðàçóìíàÿ æèçíü õàðàêòåðèçóåòñÿ ñòðåìëåíèåì ïî-
íÿòü è îáúÿñíèòü ïðîèñõîäÿùèå âîêðóã ÿâëåíèÿ.

Íà ëþáîì ýòàïå ïîçíàíèÿ Âñåëåííîé ìû óæå èìååì áîëåå èëè
ìåíåå àäåêâàòíóþ åå ìîäåëü. Íîâûå, áîëåå òî÷íûå íàáëþäåíèÿ ïðè-
âîäÿò ê ðàññîãëàñîâàíèþ ìîäåëè ñ äåéñòâèòåëüíîñòüþ. ×àùå âñåãî
æåëàåìîå ñîãëàñîâàíèå ìîäåëè âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïóòåì óòî÷íåíèÿ
èçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ èëè ñîñòîÿíèÿ íåáåñíûõ òåë. Èíî-
ãäà ïðèõîäèòñÿ çíà÷èòåëüíî ñîâåðøåíñòâîâàòü òåîðèè, ìåòîäû ïî-
ñòðîåíèÿ ìîäåëè èëè ìåòîäû âû÷èñëåíèé. Ïðîöåññ íåâîëüíî íà-
ïðàâëåí íà îáíàðóæåíèå íîâûõ, íåîáúÿñíåííûõ ÿâëåíèé. Íà íåêî-
òîðîì ýòàïå óäàåòñÿ äîáûòü ýòó ñòîëü íåîáõîäèìóþ Ðàçóìó «ïè-
ùó», íî ýòîìó âñåãäà ïðåäøåñòâóåò êîëîññàëüíûé òðóä ó÷åíûõ —
íàáëþäàòåëåé, òåîðåòèêîâ, âû÷èñëèòåëåé. Ìîäåëè äâèæåíèÿ íåáåñ-
íûõ òåë öåííû åùå òåì, ÷òî ïîçâîëÿþò íàì ïðåäâû÷èñëÿòü èõ ðàñ-
ïîëîæåíèå íà ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè â ïðîøëîì èëè áóäóùåì.
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Ëèøü òîãäà åñòü òîëê â òåîðèè, êîãäà îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
íå òîëüêî àáñòðàêòíûå êîíñòðóêöèè â âîîáðàæåíèè î÷àðîâàííîãî
òåîðåòèêà, íî è õîðîøî îòëàæåííûå ïðîöåäóðû, èñïðàâíî ñëóæà-
ùèå öåëÿì ïðàêòè÷åñêîãî ïîçíàíèÿ ïðèðîäû. Îäíèì èç ãëàâíûõ
èíñòðóìåíòîâ íà òàêîì ïóòè ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêàÿ íåáåñíàÿ ìåõà-
íèêà. Èìåííî ïðàêòè÷åñêàÿ íåáåñíàÿ ìåõàíèêà äàåò íàì íàèáîëåå
ïîëíûå è òî÷íûå çíàíèÿ î äèíàìèêå ñïóòíèêîâ ïëàíåò.

1.2. Íåáåñíàÿ ìåõàíèêà — îñíîâà èçó÷åíèÿ äèíàìèêè
ñïóòíèêîâ ïëàíåò

Íåáåñíàÿ ìåõàíèêà — îáëàñòü íàóêè, êîòîðàÿ çàíèìàåòñÿ èçó÷å-
íèåì äâèæåíèé íåáåñíûõ òåë ïîä äåéñòâèåì åñòåñòâåííûõ ñèë ïðè-
ðîäû.

Ïðåäìåòîì íåáåñíîé ìåõàíèêè ÿâëÿþòñÿ ìåõàíè÷åñêèå ôîðìû
äâèæåíèÿ ìàòåðèè.

Îáúåêòû èññëåäîâàíèé — âñåâîçìîæíûå ìàòåðèàëüíûå îáðàçî-
âàíèÿ, îò ìåëü÷àéøèõ ÷àñòèö êîñìè÷åñêîé ïûëè äî êîëîññàëüíûõ
ñèñòåì òèïà çâåçäíûõ ñêîïëåíèé, ãàëàêòèê è ñêîïëåíèé ãàëàêòèê.

Öåëü íåáåñíîé ìåõàíèêè — ïîçíàíèå çàêîíîâ ïðèðîäû, óïðàâ-
ëÿþùèõ ìåõàíè÷åñêèìè äâèæåíèÿìè íåáåñíûõ òåë.

Äëÿ âñåãî åñòåñòâîçíàíèÿ íåáåñíàÿ ìåõàíèêà èãðàåò ðîëü ôóí-
äàìåíòà, áåç êîòîðîãî íåìûñëèìî ïîçíàíèå Âñåëåííîé è îñâîåíèå
Êîñìîñà. Çíà÷åíèå íåáåñíîé ìåõàíèêè äëÿ æèçíè íà Çåìëå ñîñòîèò
â èñïîëüçîâàíèè çíàíèé î äâèæåíèè íåáåñíûõ òåë è áëèæíåì Êîñ-
ìîñå äëÿ ëó÷øåãî óäîâëåòâîðåíèÿ ïîòðåáíîñòåé ÷åëîâåêà è åãî çà-
ùèòû îò ñèë ïðèðîäû. Òåîðèÿ äâèæåíèÿ èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ
Çåìëè ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü êîñìè÷åñêèå àïïàðàòû äëÿ êîììó-
íèêàöèè è èññëåäîâàíèÿ çåìíûõ ðåñóðñîâ. Òåîðèÿ äâèæåíèÿ àñòå-
ðîèäîâ, êîìåò è ìåòåîðîâ äàåò îöåíêó îïàñíîñòè ïîïàäàíèÿ ýòèõ
òåë â àòìîñôåðó è âûïàäåíèÿ íà çåìíóþ ïîâåðõíîñòü. Èññëåäîâà-
íèÿ äâèæåíèé òåë Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû ïîçâîëèëè ñîçäàòü ôóíäà-
ìåíòàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà — ìîäåëü èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû, ðåà-
ëèçîâàííóþ íåáåñíîé ìåõàíèêîé è àñòðîìåòðèåé â ôîðìå àñòðîíî-
ìè÷åñêèõ åæåãîäíèêîâ è ôóíäàìåíòàëüíûõ çâåçäíûõ êàòàëîãîâ.

Â íåäðàõ íåáåñíîé ìåõàíèêè âîçíèêëè, îôîðìèëèñü è ðàçâèëèñü
ìíîãèå íàèáîëåå ýôôåêòèâíûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è
âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà (è îòíþäü íå åäèíñòâåííîãî!) ìîæíî óêà-
çàòü ìåòîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé, îïèñûâàþùèõ ðàçëè÷íûå ïðèðîäíûå ÿâëåíèÿ è ðóêîòâîð-
íûå ïðîöåññû. Çàðîäèâøèñü â íåáåñíîé ìåõàíèêå, ýòè è äðóãèå ÷èñ-
ëåííûå ìåòîäû ïîëó÷èëè øèðî÷àéøåå ðàñïðîñòðàíåíèå â íàóêå è
òåõíèêå. Â XVII-XVIII âåêàõ ñ ðåøåíèÿ àñòðîíîìè÷åñêèõ çàäà÷ ìå-
òîäàìè íåáåñíîé ìåõàíèêè íà÷àëàñü, ïî ñóùåñòâó, è âñÿ òåîðåòè÷å-
ñêàÿ ôèçèêà.

Íå òîëüêî ïðåèìóùåñòâåííî òåîðèÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êàê ýòî áûëî â ïðîøëîì ñòîëåòèè, íî,
ïî ñóòè äåëà, âåñü àðñåíàë ñîâðåìåííûõ ñðåäñòâ ïðèêëàäíîé ìàòå-
ìàòèêè èñïîëüçóåòñÿ ñîâðåìåííîé íåáåñíîé ìåõàíèêîé ïðè ìîäå-
ëèðîâàíèè äâèæåíèé êîñìè÷åñêèõ îáúåêòîâ.

1.3. Öåëè èçó÷åíèÿ äèíàìèêè ñïóòíèêîâ ïëàíåò
Îñíîâíàÿ öåëü èçó÷åíèÿ äèíàìèêè òåë Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû —

çíàíèå äâèæåíèÿ ïëàíåò è èõ ñïóòíèêîâ. Çàäà÷à ñîâïàëà ñ âå÷íîé
ïðîáëåìîé ÷åëîâå÷åñòâà — ðàñøèðåíèåì è èçó÷åíèåì ñðåäû îáèòà-
íèÿ. Ñïóòíèêè áîëüøèõ ïëàíåò — íàèáîëåå ïîäõîäÿùèå ìåñòà äëÿ
ïîñàäêè àâòîìàòè÷åñêèõ è îáèòàåìûõ êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ. Èçó-
÷åíèå ñòðîåíèÿ è äèíàìèêè òåë Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ âàæ-
íîé ÷àñòüþ äèíàìè÷åñêîé àñòðîíîìèè. Ðåøàåòñÿ ýòà çàäà÷à ìåòî-
äàìè íåáåñíîé ìåõàíèêè íà îñíîâå àñòðîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé.
Íîâàÿ çàäà÷à äèíàìèêè òåë Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû, âîçíèêøàÿ âî âòî-
ðîé ïîëîâèíå XX âåêà, — ìåæïëàíåòíàÿ íàâèãàöèÿ.

Îáùèé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ äèíàìèêè — ñîçäàíèå ìîäåëåé äâè-
æåíèÿ è ýôåìåðèä ïëàíåò, àñòåðîèäîâ è åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ
ïëàíåò. Ïðîöåññ îñíîâûâàåòñÿ íà îáùèõ çàêîíàõ ïðèðîäû, ôèçè-
÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ íåáåñíûõ òåë è, ñàìîå ãëàâíîå, íà èõ íàáëþäå-
íèÿõ. Èñïîëüçóþòñÿ ñîâðåìåííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû è ñàìûå
ñîâåðøåííûå ìåòîäû âû÷èñëåíèé. Ýôåìåðèäû ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûì
ðåçóëüòàòîì èññëåäîâàíèé, òàê êàê ñîäåðæàò â ñåáå âñå çíàíèÿ î äè-
íàìèêå òåë Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû.

Ýôåìåðèäû íóæíû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ íåáåñ-
íûõ òåë. Ñ èõ ïîìîùüþ èçó÷àåòñÿ ïðîèñõîæäåíèå è ýâîëþöèÿ Ñîë-
íå÷íîé ñèñòåìû. Ýôåìåðèäû íóæíû òàêæå äëÿ ïîäãîòîâêè è ïðî-
âåäåíèÿ êîñìè÷åñêèõ ìèññèé ê äðóãèì ïëàíåòàì. Ñ ïîìîùüþ ýôå-
ìåðèä îòêðûâàþò íîâûå íåáåñíûå òåëà. Åùå â ñåðåäèíå XIX âåêà
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ôðàíöóçñêèé ó÷åíûé Ëåâåðüå íà îñíîâå ýôåìåðèä îòêðûë íîâóþ
ïëàíåòó Íåïòóí. Ïðîöåññ îòêðûòèÿ íîâûõ ïëàíåò è ñïóòíèêîâ òà-
êèì ïóòåì ïðîäîëæàåòñÿ è ñåé÷àñ. Â èòîãå ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ýôå-
ìåðèäû ÿâëÿþòñÿ ñðåäñòâîì èññëåäîâàíèé, òàê êàê ñîäåðæàò â ñåáå
âñå çíàíèÿ î äâèæåíèè ïëàíåò è ñïóòíèêîâ.

Ðåçóëüòàòû è âûâîäû íåáåñíîé ìåõàíèêè ÿâíî è íåçðèìî ïðè-
ñóòñòâóþò âî ìíîãèõ äðóãèõ îáëàñòÿõ íàóêè è ïðàêòè÷åñêîé äåÿ-
òåëüíîñòè ÷åëîâåêà.

1.4. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ íåáåñíîé ìåõàíèêè
è àñòðîìåòðèè

Óñòàíîâèì íåêîòîðûå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ïðàêòè÷åñêîé íåáåñíîé
ìåõàíèêè è àñòðîìåòðèè, êîòîðûìè ìû áóäåì îïåðèðîâàòü â ïîñëå-
äóþùåì èçëîæåíèè.

Îáúåêòàìè íàøèõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿþòñÿ ïëàíåòû è ñïóòíèêè
Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Íà ïóòè èññëåäîâàíèé îïåðèðóþò ñ ìîäåëÿìè
íåáåñíûõ òåë, êîòîðûõ â ïðèðîäå íå ñóùåñòâóåò, íî êîòîðûå â èç-
âåñòíîé ìåðå ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò ðåàëüíûõ íåáåñíûõ òåë. Ïðèìå-
ðàìè òàêèõ îáúåêòîâ ìîãóò ñëóæèòü ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà èëè àáñî-
ëþòíî òâåðäîå îäíîðîäíîå òåëî, îãðàíè÷åííîå ïîâåðõíîñòüþ òðåõ-
îñíîãî ýëëèïñîèäà.

Çàêîíû äâèæåíèÿ. Ðåàëüíûì ïðîÿâëåíèåì äâèæåíèÿ íåáåñíûõ
òåë ÿâëÿåòñÿ èçìåíåíèå èõ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ, êîòîðîå îïðå-
äåëÿåòñÿ âçàèìíûìè ðàññòîÿíèÿìè. Äëÿ çàäàíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòå-
ìû íåáåñíûõ òåë ñëåäóåò çàäàòü çàêîí èçìåíåíèÿ èõ âçàèìíûõ ðàñ-
ñòîÿíèé âî âðåìåíè. Ìàòåìàòè÷åñêèì îïèñàíèåì çàêîíîâ äâèæå-
íèÿ ÿâëÿþòñÿ òå èëè èíûå ôóíêöèè âðåìåíè.

Äëÿ óäîáíîãî îòîáðàæåíèÿ äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë îïåðèðóþò
ïîíÿòèÿìè ñèñòåìû îòñ÷åòà, ñèñòåìû êîîðäèíàò è øêàëû âðåìåíè.
Àáñòðàêòíîå ïîíÿòèå ñèñòåìû êîîðäèíàò òàê èëè èíà÷å ñâÿçûâàþò
ñ ðåàëüíûìè íåáåñíûìè òåëàìè. Ïðèìåðàìè ìîãóò ñëóæèòü Ãðèí-
âè÷ñêèé ìåðèäèàí íà Çåìëå èëè âíåãàëàêòè÷åñêèå ðàäèîèñòî÷íè-
êè èçëó÷åíèÿ. Àáñòðàêòíîå ïîíÿòèå øêàëû âðåìåíè ñâÿçûâàþò ñ
ðåàëüíûìè ôèçè÷åñêèìè ïðîöåññàìè. Ïðèìåðàìè ìîãóò ñëóæèòü
âðàùåíèå Çåìëè èëè ýëåêòðîìàãíèòíîå èçëó÷åíèå àòîìà.

Çàêîíû âçàèìîäåéñòâèÿ.Îñíîâîé äëÿ èçó÷åíèÿ äâèæåíèÿ íåáåñ-
íûõ òåë ÿâëÿþòñÿ ñòðîãî óñòàíîâëåííûå èç íàáëþäåíèé çàêîíû ôè-
çèêè, êîòîðûå îïèñûâàþò âçàèìîäåéñòâèÿ òåë èëè âîçäåéñòâèÿ íà
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íèõ òîé ñðåäû, â êîòîðîé îíè äâèæóòñÿ. Ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìîé
çàêîíîâ âçàèìîäåéñòâèÿ íåáåñíûõ òåë îêàçûâàþòñÿ îáûêíîâåííûå
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò âçàèìíûå
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íåáåñíûìè òåëàìè èëè èõ êîîðäèíàòû.

Ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü. Â íåáåñíîé ìåõàíèêå èñïîëüçóþò ïîíÿ-
òèå ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè. Ìîäåëü îïèñûâàåòñÿ ñîñòàâîì äâèæó-
ùèõñÿ îáúåêòîâ, èõ ñâîéñòâàìè, çàäàíèåì ñèë, äåéñòâóþùèõ íà îò-
äåëüíûå êîìïîíåíòû ìîäåëè. Ìåõàíè÷åñêèå ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ
ëèáî äëÿ ïðèáëèæåííîãî îïèñàíèÿ äâèæåíèé íåáåñíûõ òåë ëèáî
êàê îñíîâà äëÿ ðàçðàáîòêè áîëåå òî÷íûõ ìåòîäîâ îïèñàíèÿ èõ äâè-
æåíèé.

Çàäà÷åé ïðàêòè÷åñêîé íåáåñíîé ìåõàíèêè ñ÷èòàåòñÿ ñîçäàíèå è
èññëåäîâàíèå ðàçëè÷íûõ ìåõàíè÷åñêèõ ìîäåëåé, à òàêæå èçó÷åíèå
è îïèñàíèå äâèæåíèÿ ðåàëüíûõ íåáåñíûõ òåë.

Ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü, ÿâëÿÿñü, êàê ïðàâèëî, ïðèáëèæåííûì
îïèñàíèåì äâèæåíèÿ ñèñòåìû ðåàëüíûõ íåáåñíûõ òåë, ìîæåò ïðèí-
öèïèàëüíî îò íåå îòëè÷àòüñÿ. Â ÷àñòíîñòè, ñâîéñòâà òåë â ìîäåëè
ìîãóò íå ñîîòâåòñòâîâàòü ðåàëüíîñòè, à çàêîíû äåéñòâóþùèõ ñèë
ìîãóò çàäàâàòüñÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì. Ïðèìåðàìè ìîãóò ñëóæèòü
çàäà÷à î äâèæåíèè ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, â êîòîðîé íåáåñ-
íûå òåëà íå èìåþò ðàçìåðîâ, èëè îãðàíè÷åííàÿ çàäà÷à òðåõ òåë, íå
óäîâëåòâîðÿþùàÿ òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà.

Íàáëþäåíèÿ. Èçìåðÿåìûå âåëè÷èíû. Èñòî÷íèêîì íàøèõ çíà-
íèé î íåáåñíûõ òåëàõ ÿâëÿþòñÿ íàáëþäåíèÿ. Íàáëþäàÿ, ìû íå ìî-
æåì äîâîëüñòâîâàòüñÿ êîíñòàòàöèåé ôàêòà íàëè÷èÿ íåáåñíîãî òåëà
íà íåáå. Â ïðîöåññå àñòðîíîìè÷åñêèõ íàáëþäåíèé âûïîëíÿþòñÿ èç-
ìåðåíèÿ òåõ èëè èíûõ âåëè÷èí. Äåëàåòñÿ ýòî ñ ïîìîùüþ ðàçíîîá-
ðàçíûõ ïðèáîðîâ. Â îòëè÷èå îò àáñòðàêòíûõ êîîðäèíàò, èçìåðÿåìàÿ
âåëè÷èíà âñåãäà ðåàëüíà. Îíà îáðàçóåòñÿ â èçìåðèòåëüíîì ïðèáî-
ðå. Àñòðîíîìû èìåþò äåëî ñ áîãàòûì ðàçíîîáðàçèåì ïðèáîðîâ è èç-
ìåðÿåìûõ âåëè÷èí. Ïðèìåðàìè ìîãóò ñëóæèòü óãëû ïîâîðîòà îñè
òåëåñêîïà îòíîñèòåëüíî îòâåñíîé ëèíèè è ïëîñêîñòè ìåðèäèàíà,
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó èçîáðàæåíèÿìè íåáåñíûõ òåë íà ôîòîïëàñòèí-
êàõ, ïðîìåæóòîê âðåìåíè ìåæäó âñïûøêîé ëàçåðíîãî äàëüíîìåðà
è ôèêñàöèåé â òåëåñêîïå îòðàæåííîãî îò íåáåñíîãî òåëà ñâåòîâî-
ãî èìïóëüñà, èíòåíñèâíîñòü çàñâåòêè îòäåëüíîãî ïèêñåëà ïîëóïðî-
âîäíèêîâîãî ïðèåìíèêà ñâåòà, ðàçíîñòü ïðîäîëæèòåëüíîñòåé çàïè-
ñè ôðàãìåíòà èçëó÷åíèÿ êîñìè÷åñêîãî ðàäèîèñòî÷íèêà íà äâóõ ðà-
äèîòåëåñêîïàõ.
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Òî÷íîñòü íàáëþäåíèé. Ïðèáîðàì ïðèñóùà ïîãðåøíîñòü. Òàèí-
ñòâà ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â èçìåðèòåëüíûõ ïðèáîðàõ, îñòàâëÿ-
þò íàì ëèøü âîçìîæíîñòü ñòðîèòü ãèïîòåçû îòíîñèòåëüíî îøèáîê
èçìåðåíèé. Íèêîãäà íå áûâàåò èçâåñòíà âåëè÷èíà îøèáêè îòäåëü-
íîãî èçìåðåíèÿ. Î÷åíü ÷àñòî ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïîãðåøíîñòè
÷èñòî ñëó÷àéíû, è ðàññìàòðèâàåì ðàçëè÷íûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàê-
òåðèñòèêè îøèáîê. ×àùå âñåãî îïåðèðóþò ñ ïîíÿòèåì íàèáîëåå âå-
ðîÿòíîé ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé âåëè÷èíîé îøèáêè. Êîíñòðóêòèâíûå
ñâîéñòâà èçìåðèòåëüíûõ ïðèáîðîâ èíîãäà ïîçâîëÿþò ïðèáëèæåí-
íî óñòàíîâèòü òî÷íîñòü èçìåðåíèé. Â îáùåì ñëó÷àå ìû ãîâîðèì î
òî÷íîñòè íàáëþäåíèé.

Âðåìÿ. Èçìåíåíèå èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû âî âðåìåíè îáóñëîâ-
ëåíî äâèæåíèåì íåáåñíûõ òåë. Èçìåðåíèå âûïîëíÿåòñÿ â íåêîòî-
ðûé ìîìåíò âðåìåíè. Ìîìåíò îòñ÷èòûâàåòñÿ ïî ÷àñàì îáñåðâàòî-
ðèè. Â ïðàêòè÷åñêîé íåáåñíîé ìåõàíèêå èçìåðÿåìîé âåëè÷èíå âñå-
ãäà ïðèïèñûâàþò êîíêðåòíûé ìîìåíò èçìåðåíèÿ.

Âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ àáñòðàêòíûì ïîíÿòèåì, äëÿ åãî îïðåäåëåíèÿ
íóæíû êàêèå-íèáóäü èçìåðèòåëüíûå ïðèáîðû. Ëþáîé ïðèáîð èìå-
åò ñîáñòâåíííóþ ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèÿ. Ñíà÷àëà âðåìÿ èçìåðÿ-
ëè óãëîì âðàùåíèÿ Çåìëè. Òàêîå âðåìÿ íàçâàëè âñåìèðíûì è îáî-
çíà÷èëè ÷åðåç UT. Êîãäà áûëè îáíàðóæåíû ðàñõîæäåíèÿ òåîðèè
äâèæåíèÿ Ëóíû ñ íàáëþäåíèÿìè, ñòàëî ÿñíî, ÷òî Çåìëÿ âðàùàåòñÿ
íåðàâíîìåðíî, è ýòàëîíîì ñòàëî âðåìÿ, êàê íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåí-
íàÿ â òåîðèè äâèæåíèÿ Ëóíû. Âðåìÿ, èçìåðÿåìîå ïî íàáëþäåíè-
ÿì Ëóíû, íàçûâàëîñü ýôåìåðèäíûì âðåìåíåì è îáîçíà÷àëîñü ET
(Ephemeris Time). Îäíàêî òî÷íîñòü íàáëþäåíèé Ëóíû âñå æå îãðà-
íè÷åíà. Ïîèñêè áîëåå òî÷íîãî èçìåðèòåëÿ âðåìåíè ïðèâåëè ê àòîì-
íûì ÷àñàì. Ýòîò äàò÷èê âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ ñåé÷àñ íàèáîëåå òî÷íûì.
Âðåìÿ, îñðåäíåííîå ïî íåñêîëüêèì íàèáîëåå òî÷íûì àòîìíûì ÷à-
ñàì ìèðà, íàçûâàþò ìåæäóíàðîäíûì àòîìíûì âðåìåíåì è îáîçíà-
÷àþò IAT.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ãîâîðèòü î íàáëþäåíèÿõ íåáåñíûõ òåë,
âñåãäà ïðåäïîëàãàÿ ïðè ýòîì ïîëó÷åíèå òîé èëè èíîé èçìåðÿåìîé
âåëè÷èíû íà íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè — ìîìåíò èçìåðåíèÿ.

Òî÷íîñòü àñòðîíîìè÷åñêèõ èçìåðåíèé äîñòèãëà óæå òàêîãî óðîâ-
íÿ, ÷òî ñòàëà çàìåòíà íåàäåêâàòíîñòü êëàññè÷åñêîé íüþòîíîâñêîé
ìåõàíèêè íàáëþäàåìîìó äâèæåíèþ íåáåñíûõ òåë. Â áîëåå òî÷íîé
îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè âðåìÿ òå÷åò ðàçëè÷íî â ëþáûõ äâóõ
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òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ ñâÿçè ðàçëè÷íûõ øêàë âðåìåíè íóæíî
ó÷èòûâàòü äâèæåíèå òåë è èõ ìàññû.

Ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ.Èçó÷àÿ ïëàíåòû è ñïóòíèêè, çâåçäû è ãà-
ëàêòèêè ìû ñìåëî ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå âðåìÿ îñòàþòñÿ ïîñòîÿí-
íûìè íåêîòîðûå ïàðàìåòðû, ïðèñóùèå íåáåñíûì òåëàì è èõ äâèæå-
íèþ. Ê íèì îòíîñÿòñÿ ìàññà, ðàçìåðû è ôîðìà òåë, ïàðàìåòðû îð-
áèòû è ìíîãèå äðóãèå âåëè÷èíû. Ýòè ïàðàìåòðû íåâîçìîæíî íåïî-
ñðåäñòâåííî èçìåðèòü ñ ïîìîùüþ èìåþùèõñÿ ïðèáîðîâ. Îäíàêî èõ
çíà÷åíèÿ ðåàëüíî ïðîÿâëÿþò ñåáÿ â íàáëþäàåìîì äâèæåíèè íåáåñ-
íûõ òåë. Áóäåì íàçûâàòü â äàëüíåéøåì òàêèå âåëè÷èíû ïàðàìåò-
ðàìè äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë.

Ñèñòåìû êîîðäèíàò. Èçìåðÿåìûå âåëè÷èíû íå äàþò íàãëÿäíûõ
ïðåäñòàâëåíèé î êîíôèãóðàöèè ñèñòåìû íåáåñíûõ òåë è òåì áîëåå
íåïðèãîäíû íåïîñðåäñòâåííî äëÿ âûðàæåíèÿ îáùèõ çàêîíîâ äâè-
æåíèÿ. Óäîáíûì ñðåäñòâîì îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïîëî-
æåíèÿ òåë è íàïðàâëåíèé íà íåáåñíûå ñâåòèëà ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìû
êîîðäèíàò. Êîãäà ãîâîðÿò î ïîëîæåíèè ñâåòèëà èëè îá îðèåíòàöèè
òåëà â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, èìååòñÿ â âèäó àáñòðàêòíûå
îñè êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå è âîîáðàæàåìûå ëèíèè íà íåáå. Ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû äàòü ÿñíîå ïðåäñòàâëåíèå
î çàêîíàõ è ñâîéñòâàõ äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë.

Âûáîð ñèñòåìû êîîðäèíàò îáóñëîâëåí óäîáñòâîì îïèñàíèÿ è
èçó÷åíèÿ äâèæåíèÿ êîíêðåòíîãî íåáåñíîãî òåëà. Íà÷àëî è îñè êî-
îðäèíàò ñâÿçûâàþò ëèáî ñ äåòàëÿìè îáúåêòà, íàïðèìåð ñ ãðèíâè÷-
ñêèì ìåðèäèàíîì Çåìëè, ëèáî ñ åãî äèíàìè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, íà-
ïðèìåð, ñ ãëàâíûìè îñÿìè èíåðöèè òåëà, ëèáî ñî ñâîéñòâàìè äâè-
æåíèÿ, íàïðèìåð, ñ îñüþ âðàùåíèÿ òåëà, ëèáî ñ ïîëîæåíèåì òåëà
â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè, ëèáî âûáèðàþò ñèñòåìó êîîðäèíàò
äðóãèì ñïåöèàëüíûì îáðàçîì.

×àùå äðóãèõ èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà ïðÿìîóãîëüíûõ èëè äåêàð-
òîâûõ êîîðäèíàò, åå íà÷àëî îáîçíà÷àþò áóêâîé O, à îñè — áóêâàìè
x, y, z. Ñòîëü æå ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ ñèñòåìà ñôåðè÷åñêèõ êîîðäè-
íàò ñ îáîçíà÷åíèåì öåíòðàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ áóêâîé r, øèðîòû —
áóêâîé φ è äîëãîòû — áóêâîé λ.

Ëþáûå ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì, ðàñïîëîæåííûì â òî÷-
êå íàáëþäåíèÿ, íàçûâàþòñÿ òîïîöåíòðè÷åñêèìè. Íàïðàâëåíèÿ îñåé
òîïîöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìû ñâÿçûâàþò ñ ëèíèåé îòâåñà è ìåñòíûì
ìåðèäèàíîì. Ãîâîðÿò î ãåîöåíòðè÷åñêèõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò, êîãäà
íà÷àëî ïîìåùåíî â öåíòð ìàññ Çåìëè.
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Çàêîíû äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë — ýòî çàâèñèìîñòè êîîðäèíàò
òåë îò âðåìåíè è ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ. Çàâèñèìîñòè ìîãóò ïðèíè-
ìàòü ðàçëè÷íûå ôîðìû. ×àùå âñåãî èñïîëüçóþòñÿ àíàëèòè÷åñêèå
ôóíêöèè, îïèñûâàþùèå ÿâíóþ çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò îò âðåìåíè.
Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ çàâèñèìîñòü äàåòñÿ â íåÿâíîé ôîðìå, òîãäà
êîîðäèíàòû ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì âû÷èñëåíèé ïî ôîðìóëàì ïîñëåäî-
âàòåëüíûìè ïðèáëèæåíèÿìè. Çàêîí äâèæåíèÿ ìîæåò èìåòü ôîð-
ìó ÷èñëîâûõ òàáëèö, â êîòîðûõ çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò íåáåñíûõ òåë
çàäàíû íà ðÿä ôèêñèðîâàííûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè, îáû÷íî ñëåäóþ-
ùèõ ñ êàêèì-òî ïîñòîÿííûì øàãîì. Ïðè òàêîì ÷èñëåííîì çàäàíèè
çàêîíà äâèæåíèÿ òåðÿåòñÿ çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò îò ïàðàìåòðîâ
äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà. Â ýòîì ñëó÷àå çàòðóäíåí àíàëèç ñâîéñòâ
äâèæåíèÿ, è ìû îãðàíè÷åíû òåì èíòåðâàëîì âðåìåíè, äëÿ êîòîðîãî
êîîðäèíàòû áûëè âû÷èñëåíû.

Êîîðäèíàòû íåáåñíûõ òåë ÿâëÿþòñÿ àáñòðàêòíûìè ïîíÿòèÿìè.
Èõ íåëüçÿ èçìåðèòü íèêàêèìè ïðèáîðàìè. Ñèñòåìû êîîðäèíàò ìî-
äåëèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë è àëãîðèòìîâ è ÿâëÿþòñÿ ñîñòàâ-
íîé ÷àñòüþ ìîäåëè äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë.

Ìîäåëü äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà.
Ìû íå çíàåì òî÷íî, êàê óñòðîåíû íåáåñíûå òåëà è ïî êàêèì òî÷-

íûì çàêîíàì îíè äâèæóòñÿ. Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ äîâîëüñòâîâàòüñÿ
èçó÷åíèåì ìîäåëåé äâèæåíèÿ, âûäâèãàÿ ñìåëóþ ãèïîòåçó î òîì, ÷òî
íàøè ìîäåëè ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò äåéñòâèòåëüíîñòè.

Â îáùåì ñëó÷àå ïîä ìîäåëüþ äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà ìû áó-
äåì ïîäðàçóìåâàòü íåêîòîðóþ êîíñòðóêöèþ, ïîçâîëÿþùóþ îïðåäå-
ëÿòü çíà÷åíèÿ èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû íà ëþáûå çàäàííûå ìîìåíòû
âðåìåíè ïðè èçâåñòíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ.

Ðåàëèçàöèè ìîäåëè äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà ìîãóò èìåòü âåñü-
ìà ðàçëè÷íûå ôîðìû. Ýòî ìîãóò áûòü ìàòåìàòè÷åñêèå ôîðìóëû, íà-
ïèñàííûå âðó÷íóþ íà áóìàãå èëè îïóáëèêîâàííûå â âèäå ïå÷àòíîãî
ìàòåðèàëà. Ýòî ìîãóò áûòü íàïå÷àòàííûå ÷èñëîâûå òàáëèöû çíà÷å-
íèé êîîðäèíàò. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ è ôîðìóëû è òàáëèöû îòîáðà-
æàþòñÿ â ïàìÿòè êîìïüþòåðîâ. Ïðè ýòîì ôîðìóëû ïðåîáðàçóþò-
ñÿ â àëãîðèòìû âû÷èñëåíèé, à òàáëèöû äîñòóïíû âû÷èñëèòåëüíûì
ïðîãðàììàì, ðåøàþùèì òå èëè èíûå çàäà÷è. Îäíàêî äàæå â ýïîõó
ìîùíîé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè â íåñêîëüêèõ íàó÷íûõ öåíòðàõ
ìèðà ñîçäàþòñÿ è ïå÷àòàþòñÿ â ôîðìå àñòðîíîìè÷åñêèõ åæåãîäíè-
êîâ êîîðäèíàòû îñíîâíûõ íåáåñíûõ òåë, âû÷èñëåííûå íà íåñêîëüêî
ëåò âïåðåä.
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Îòêóäà æå áåðóòñÿ çàêîíû äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë? Â ñòàðûå
âðåìåíà îíè óñòàíàâëèâàëèñü ïî÷òè ýìïèðè÷åñêè èç ïðîñòûõ íà-
áëþäåíèé. Ñåé÷àñ æå, êîíå÷íî, çàêîíû äâèæåíèÿ íàõîäÿò â ïðîöåñ-
ñå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî
êîîðäèíàò íåáåñíûõ òåë. Ñîñòàâëÿþò ýòè óðàâíåíèÿ íà îñíîâå ñòðî-
ãî óñòàíîâëåííûõ çàêîíîâ ôèçèêè, êîòîðûå îïèñûâàþò âçàèìîäåé-
ñòâèÿ òåë èëè âîçäåéñòâèÿ íà íèõ òîé ñðåäû, â êîòîðîé îíè äâèæóò-
ñÿ. Ýòî äåëàåòñÿ â ðàìêàõ êàêîé-ëèáî ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè. ×åò-
êî ôèêñèðóþòñÿ âñå ôàêòîðû, âëèÿþùèå íà äâèæåíèå êàæäîãî òå-
ëà ñèñòåìû è âêëþ÷åííûå â ðàññìàòðèâàåìóþ ìîäåëü. Ïðîöåññ ïî-
ñòðîåíèÿ çàêîíîâ äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë, à òàêæå åãî ðåçóëüòàò —
ñàìè çàêîíû äâèæåíèÿ, íàçûâàþò òåîðèåé äâèæåíèÿ. Èìåííî ýòèì
çàíèìàåòñÿ íåáåñíàÿ ìåõàíèêà.

Â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå çàäà÷ íåáåñíîé ìåõàíèêè íåâîç-
ìîæíî ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Ïðèõîäèò-
ñÿ äîâîëüñòâîâàòüñÿ ëèáî ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì òî÷íûõ óðàâ-
íåíèé, ëèáî òî÷íûì ðåøåíèåì ïðèáëèæåííûõ óðàâíåíèé. Ïðèìå-
íÿþòñÿ êàê àíàëèòè÷åñêèå, òàê è ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðåøåíèå îáëàäàåò ïî-
ãðåøíîñòüþ. Ýòà ïîãðåøíîñòü ìîæåò áûòü áîëåå èëè ìåíåå äîñòî-
âåðíî îöåíåíà ñ ïîìîùüþ ñàìîé òåîðèè.

Òî÷íîñòü ìîäåëè äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà.Èñõîäíûìè äàííû-
ìè äëÿ ìîäåëè äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðû äâè-
æåíèÿ, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü èçâåñòíû ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíî-
ñòüþ. Ýòà ïîãðåøíîñòü òàêæå ïîâëèÿåò íà òî÷íîñòü ïðåäâû÷èñëå-
íèÿ êîîðäèíàò íåáåñíîãî òåëà è òî÷íîñòü ïðåäâû÷èñëåíèÿ èçìåðÿå-
ìîé âåëè÷èíû. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ãîâîðèòü î òî÷íîñòè ìîäå-
ëè, ïîäðàçóìåâàÿ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû.
Ïðè ýòîì ìû ðàçäåëÿåì äâà èñòî÷íèêà ýòîé ïîãðåøíîñòè: ïðèáëè-
æåííîñòü íàéäåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ è íåòî÷íîñòü
ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ. Ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
ìû áóäåì òàêæå íàçûâàòü ïîãðåøíîñòüþ âû÷èñëåíèé èëè ïîãðåø-
íîñòüþ ìåòîäà. Ãîâîðÿ î òî÷íîñòè òåîðèè äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà,
âñåãäà íóæíî óòî÷íÿòü, âêëþ÷åíà ëè â ïîãðåøíîñòü òåîðèè íåòî÷-
íîñòü ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ èëè èìååòñÿ â âèäó òî÷íîñòü òåîðèè â
ïðåäïîëîæåíèè àáñîëþòíî òî÷íûõ ïàðàìåòðîâ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Îò äðóãèõ àñòðîíîìè÷åñêèõ äèñöèïëèí
íåáåñíàÿ ìåõàíèêà îòëè÷àåòñÿ ëèøü ìåòîäàìè èññëåäîâàíèÿ, ñðåäè
êîòîðûõ âûäåëÿþòñÿ: àíàëèòè÷åñêèå, ÷èñëåííûå, êà÷åñòâåííûå.
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Àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû äàþò âîçìîæíîñòü ïîëó÷àòü íàáîð àíà-
ëèòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé, ïîçâîëÿþùèõ ðàññ÷èòûâàòü ïðèáëèæåí-
íûå ïîëîæåíèÿ è ñêîðîñòè íåáåñíûõ òåë íà çàäàííûå ìîìåíòû âðå-
ìåíè, ìèíóÿ êàêèå-ëèáî ïðîìåæóòî÷íûå èõ çíà÷åíèÿ. Îñîáåííî-
ñòüþ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ áîëüøàÿ òðóäîåìêîñòü è íà-
ðàñòàþùàÿ ãðîìîçäêîñòü âûêëàäîê. Êðîìå òîãî, àíàëèòè÷åñêèå ìå-
òîäû íå äàþò âîçìîæíîñòè ñóäèòü î ñâîéñòâàõ èññëåäóåìûõ äâèæå-
íèé íà î÷åíü áîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè. Äðóãèì èõ íåäîñòàòêîì
ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðèìåíèìû îíè íå êî âñåì îáúåêòàì.

Îãðàíè÷åíèÿ, ñâîéñòâåííûå àíàëèòè÷åñêèì ìåòîäàì, íå ðàñïðî-
ñòðàíÿþòñÿ íà ÷èñëåííûå ìåòîäû, êîòîðûå ïðèãîäíû äëÿ ðàñ÷åòà
äâèæåíèé ëþáûõ íåáåñíûõ òåë è èõ ñèñòåì ñ íàïåðåä çàäàííîé òî÷-
íîñòüþ. Ñ âíåäðåíèåì â íàó÷íûå èññëåäîâàíèÿ ìîùíûõ âû÷èñëè-
òåëüíûõ ìàøèí ñ÷èòàâøàÿñÿ ïðåæäå ÷ðåçìåðíîé òðóäîåìêîñòü ÷èñ-
ëåííûõ ìåòîäîâ ïåðåñòàëà áûòü ïðåïÿòñòâèåì äëÿ èõ ïðèìåíåíèÿ.
Íî è ó íèõ åñòü ñâîÿ àõèëëåñîâà ïÿòà — ýòî íåóêëîííîå íàêîïëåíèå
ïîãðåøíîñòè ñ óâåëè÷åíèåì èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè íåâîç-
ìîæíîñòè ñòðîãèõ îöåíîê ðîñòà ýòîé ïîãðåøíîñòè. Åùå îäèí íåäî-
ñòàòîê ýòèõ ìåòîäîâ — ÷èñëåííàÿ ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòà-
òîâ è íåèçáåæíîñòü ðàñ÷åòà ïðîìåæóòî÷íûõ ýòàïîâ, õîòÿ çà÷àñòóþ
öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íàÿ êîíôèãóðàöèÿ ïîñëå èíòå-
ãðèðîâàíèÿ.

Êà÷åñòâåííûå ìåòîäû íåáåñíîé ìåõàíèêè ïîçâîëÿþò ñóäèòü
î ñâîéñòâàõ äâèæåíèé íåáåñíûõ òåë áåç ïîëíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
(àíàëèòè÷åñêîãî èëè ÷èñëåííîãî) äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Àíàëèòè÷åñêèå, ÷èñëåííûå è êà÷åñòâåííûå ìåòîäû ïðîäîëæà-
þò ïðèìåíÿòüñÿ â ñîâðåìåííîé ïðàêòè÷åñêîé íåáåñíîé ìåõàíèêå,
ïðè÷åì êðàñîòà è âûñîêàÿ ýôôåêòèâíîñòü àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ
óäà÷íî ñî÷åòàåòñÿ ñ ïðîñòîòîé è óíèâåðñàëüíîñòüþ ìåòîäîâ ÷èñ-
ëåííûõ, à âñå ýòî äîïîëíÿåòñÿ êîñìîãîíè÷åñêîé âàæíîñòüþ âûâî-
äîâ, ïîëó÷àåìûõ êà÷åñòâåííûìè ìåòîäàìè èññëåäîâàíèé.

1.5. Îáùèé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ äèíàìèêè ïëàíåò è
ñïóòíèêîâ íà îñíîâå íàáëþäåíèé

Îáùèì ïîäõîäîì ê èçó÷åíèþ äèíàìèêè ïëàíåò è ñïóòíèêîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ìîäåëè äâèæåíèÿ íà îñíîâå íàáëþäåíèé. Èìåí-
íî ìîäåëü äâèæåíèÿ íóæíà äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïîçíàíèÿ ïðèðîäû.
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Íà ðèñ. 1.1 èçîáðàæåíà ñõåìà èçó÷åíèÿ äèíàìèêè òåë Ñîëíå÷-
íîé ñèñòåìû íà îñíîâå íàáëþäåíèé. Íà ëþáîì ýòàïå èññëåäîâà-
íèé ìû ôèêñèðóåì ñîñòàâ èçó÷àåìîé ñèñòåìû íåáåñíûõ òåë. Óñòà-
íîâëåííûå íà òåêóùèé ìîìåíò çàêîíû âçàèìîäåéñòâèÿ òåë (ãðà-
âèòàöèîííîå ïðèòÿæåíèå, ñîïðîòèâëåíèå ñðåäû) ïîçâîëÿþò çàïè-
ñàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Èñïîëüçóÿ àíàëè-
òè÷åñêèå ìåòîäû, ìîæíî íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî îáùåå ðåøåíèå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ïî-
ñòîÿííûõ (ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ), ïîëó÷èì èñêîìóþ ìîäåëü äâè-
æåíèÿ ñèñòåìû íåáåñíûõ òåë. Ðåøàÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìåòîäà-
ìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè èçâåñòíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâè-
ÿõ (ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ), òàêæå ïîëó÷àåì ìîäåëü äâèæåíèÿ ñè-
ñòåìû íåáåñíûõ òåë. Íåêîòîðûå ïðåäâàðèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ äâèæåíèÿ îáû÷íî áûâàþò èçâåñòíû èç ïðåäøåñòâóþùèõ èñ-
ñëåäîâàíèé. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè äâèæåíèÿ ïîòðåáóþòñÿ òàêæå
çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
ïîñðåäñòâîì çàêîíîâ âçàèìîäåéñòâèÿ (íàïðèìåð, ìàññû òåë).

Îñíîâíûì ïðîöåññîì èçó÷åíèÿ äèíàìèêè íåáåñíûõ òåë ÿâëÿåò-
ñÿ óòî÷íåíèå ìîäåëè íà îñíîâå íàáëþäåíèé. Íàáëþäåíèÿ äàþò íàì
çíà÷åíèÿ èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí. Íàçîâåì èõ èçìåðåííûìè çíà÷åíè-
ÿìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû èìååì ìîäåëü äâèæåíèÿ, êîòîðàÿ äëÿ
òîãî è ñëóæèò, ÷òîáû ïðåäâû÷èñëÿòü èçìåðÿåìûå âåëè÷èíû. Ìû
ìîæåì âû÷èñëèòü èçìåðÿåìûå âåëè÷èíû èìåííî íà ìîìåíòû íà-
áëþäåíèé. Ðåçóëüòàòû íàçûâàþòñÿ âû÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè èç-
ìåðÿåìîé âåëè÷èíû. Ðàçíûå ïî ïðîèñõîæäåíèþ çíà÷åíèÿ îäíîé è
òîé æå âåëè÷èíû áóäóò ðàçëè÷àòüñÿ ìåæäó ñîáîé. Ýòó ðàçíîñòü çíà-
÷åíèé ìû îáîçíà÷àåì íà ðèñ. 1.1 ñèìâîëè÷åñêè ÷åðåç «O-C» (O —
observatum, C — calculatum). Ðàçíîñòü åñòåñòâåííà, òàê êàê â íåé
ïðèñóòñòâóåò ïîãðåøíîñòü íàáëþäåíèé è ïîãðåøíîñòü ìîäåëè äâè-
æåíèÿ íåáåñíîãî òåëà. Îäíàêî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ðàçíîñòè «O-
C» áóäóò ïðåâûøàòü ïîãðåøíîñòü ìîäåëè è ïîãðåøíîñòü íàáëþ-
äåíèé. Íîâûå, áîëåå òî÷íûå íàáëþäåíèÿ îáíàðóæèâàþò ðàññîãëà-
ñîâàíèå ìîäåëè ñ äåéñòâèòåëüíîñòüþ. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ðàññîãëàñîâà-
íèþ ïðèïèñûâàþò íàèáîëåå ïðîñòóþ è íàèáîëåå âåðîÿòíóþ ïðè÷è-
íó — íåòî÷íîñòü ïðèíÿòûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ íåáåñ-
íîãî òåëà. Â äåëî âêëþ÷àåòñÿ ïðîöåññ, íàçûâàåìûé óòî÷íåíèåì ïà-
ðàìåòðîâ äâèæåíèÿ èç íàáëþäåíèé (ñì. «Ìåòîäû óòî÷íåíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ» íà ðèñ. 1.1). ×àùå âñåãî æåëàåìîå ñîãëàñîâàíèå òåîðèè ñ
íàáëþäåíèÿìè äîñòèãàåòñÿ ïóòåì óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ, è ðàçíî-
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Ðèñ. 1.1. Ñõåìà ïðîöåññà èçó÷åíèÿ äèíàìèêè íåáåñíûõ òåë.

ñòè «O-C» ñíîâà îêàçûâàþòñÿ â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòåé ìîäåëè è
íàáëþäåíèé.

Â íåêîòîðûõ ðåäêèõ ñëó÷àÿõ íå óäàåòñÿ äîáèòüñÿ ñîãëàñîâàíèÿ
òåîðèè ñ íàáëþäåíèÿìè — ðàçíîñòè «O-C» îñòàþòñÿ çíà÷èòåëü-
íûìè. Òîãäà ïðèõîäèòñÿ ñîâåðøåíñòâîâàòü ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèé äâèæåíèÿ è ìåòîäû âû÷èñëåíèé. Ýòî íàèáîëåå òðóäîåìêàÿ
÷àñòü íåáåñíîé ìåõàíèêè. Çàíîâî ïåðåñìàòðèâàþòñÿ ôàêòîðû, âëè-
ÿþùèå íà äâèæåíèå êàæäîãî íåáåñíîãî òåëà. Âûâîäÿòñÿ íîâûå, áî-
ëåå òî÷íûå ôîðìóëû òåîðèè. Êàê ñëåäñòâèå, ôîðìóëû ñòàíîâÿòñÿ
áîëåå äëèííûìè. Ðàçðàáàòûâàþòñÿ è ïðèìåíÿþòñÿ áîëåå òî÷íûå
ìåòîäû âû÷èñëåíèé. Êàê ñëåäñòâèå, íåîáõîäèìîå âû÷èñëèòåëüíîå
âðåìÿ ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàåòñÿ.

Â åùå áîëåå ðåäêèõ ñëó÷àÿõ ðàññîãëàñîâàíèå òåîðèè ñ íàáëþ-
äåíèÿìè îñòàåòñÿ ñóùåñòâåííûì, ñêîëüêî íè ïûòàþòñÿ èññëåäîâà-
òåëè óòî÷íèòü ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ è óñîâåðøåíñòâîâàòü ìîäåëü
äâèæåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå îáîáùåíèÿ ôàêòîâ, ïðîâåðêè íîâûõ ãèïî-
òåç è âûñøåãî íàïðÿæåíèÿ èíòåëëåêòà ñîâåðøàåòñÿ îòêðûòèå. Ìî-
ãóò áûòü îòêðûòû ðàíåå íåèçâåñòíûå íåáåñíûå òåëà èëè íîâûå çà-
êîíû âçàèìîäåéñòâèÿ èçâåñòíûõ òåë. Â òàêîé ñèòóàöèè ðåçêî ðàñ-
øèðÿþòñÿ íàøè îáùèå ïðåäñòàâëåíèÿ îá îêðóæàþùåì ìèðå. Äåëà-
åòñÿ îáîáùåíèå îñíîâíûõ çàêîíîâ ïðèðîäû.

Ïðèâåäåííàÿ çäåñü ñõåìà, êàê ëþáàÿ ñõåìà, ñóõà è îãðàíè÷åíà,
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îíà ëèøü â îáùåì âèäå îòðàæàåò ðàçíîîáðàçíûå íàó÷íûå èçûñêà-
íèÿ è íàêîïëåíèå ôàêòîâ, ôàíòàçèè è îøèáêè.

Îòìåòèì, ÷òî îïèñàííûé ïðîöåññ èìååò òàêæå ñóãóáî ïðàêòè÷å-
ñêóþ íàïðàâëåííîñòü. Ìîäåëü äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë ÿâëÿåòñÿ îñ-
íîâîé äëÿ ñëåæåíèÿ çà âîçìîæíûìè îïàñíîñòÿìè ñî ñòîðîíû ñèë
êîñìîñà. Ìîäåëü äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë òàêæå íåïîñðåäñòâåííî
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ è îáåñïå÷åíèÿ ïîëåòîâ àâòîìà-
òè÷åñêèõ è ïèëîòèðóåìûõ îêîëîçåìíûõ è ìåæïëàíåòíûõ àïïàðà-
òîâ — èñêóññòâåííûõ íåáåñíûõ òåë.

1.6. Îñîáûå ñâîéñòâà íåîáõîäèìûõ íàáëþäåíèé
Äâèæåíèå áîëüøèíñòâà ðåàëüíûõ è âîîáðàæàåìûõ íåáåñíûõ òåë

èìååò õàðàêòåð îáðàùåíèé îäíèõ òåë âîêðóã äðóãèõ. Èçó÷àþòñÿ
òàêæå ñîáñòâåííûå âðàùåíèÿ íåáåñíûõ òåë. Îáðàùåíèå èëè âðà-
ùåíèå òåëà îïèñûâàåòñÿ óãëîì, âåëè÷èíà êîòîðîãî ìîíîòîííî âîç-
ðàñòàåò âî âðåìåíè. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå, êàê îïðåäåëÿþòñÿ ýòè
ïðîöåññû èç íàáëþäåíèé.

Óãîë îðáèòàëüíîãî îáðàùåíèÿ èëè óãîë âðàùåíèÿ íåáåñíîãî òå-
ëà íàçîâåì óñëîâíî äîëãîòîé è îáîçíà÷èì åå çäåñü ÷åðåç λ. Â áîëü-
øèíñòâå ìåõàíè÷åñêèõ ìîäåëåé ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ äîëãîòû λ̇ ïðè-
áëèæåííî îêàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé.

Ïðîãðåññ ìîæåò áûòü äîñòèãíóò ïîâûøåíèåì òî÷íîñòè íàáëþ-
äåíèé. Íà ýòîì ïóòè ìîæåò ïðîèçîéòè îòêðûòèå ëèáî íîâîãî ñâîé-
ñòâà èçâåñòíîãî íåáåñíîãî òåëà, ëèáî íîâîé ïëàíåòû èëè ñïóòíèêà.
Ïîÿñíèì ýòî íà ïðèìåðå.

Äîïóñòèì, ÷òî ìû ïîñòðîèëè õîðîøóþ ìîäåëü äâèæåíèÿ è ñ åå
ïîìîùüþ âû÷èñëèëè ðàçíîñòè çíà÷åíèé îðáèòàëüíîé äîëãîòû, ïî-
ëó÷åííûõ èç íàáëþäåíèé, è âû÷èñëåííûõ ïî òåîðèè, ò. å. òàê íà-
çûâàåìûå íåâÿçêè «O-C». Ïðè íàëè÷èè îøèáîê íàáëþäåíèé ãðà-
ôèê ýòèõ ðàçíîñòåé ìîæåò âûãëÿäåòü òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.2à.
Ìû âèäèì çäåñü òîëüêî «øóì» è íè÷åãî èíòåðåñíîãî. Äîïóñòèì,
÷òî ïðîãðåññ â òåõíèêå íàáëþäåíèé ïîçâîëèë óëó÷øèòü òî÷íîñòü
íàáëþäåíèé. Øóì óìåíüøèëñÿ. Íà åãî ôîíå âîçíèêàåò ÷òî-òî ïî-
äîçðèòåëüíîå íà âèä. Ýòî ìû âèäèì íà ðèñ. 1.2á. Ïðè äàëüíåéøåì
ïîâûøåíèè òî÷íîñòè íàáëþäåíèé î÷åâèäíî íàëè÷èå íåêîòîðîãî ñè-
íóñîèäàëüíîãî èçìåíåíèÿ ðàçíîñòåé «O-C». Ñìîòðèòå íà ðèñ. 1.2â.
Ýòîò «ñèãíàë» ïîñëóæèò îïðåäåëåíèþ òîãî, ÷åãî ìû ðàíüøå íå ó÷ëè
â íàøåé òåîðèè.
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Ðèñ. 1.2. Ïðèìåðû îñòàòî÷íûõ îòêëîíåíèé O-C îðáèòàëüíîé äîëãîòû
íåáåñíîãî òåëà ïðè ðàçëè÷íîé òî÷íîñòè íàáëþäåíèé.

Ñâîéñòâî îðáèòàëüíûõ äâèæåíèé íåáåñíûõ òåë òàêîâî, ÷òî îð-
áèòàëüíàÿ äîëãîòà óâåëè÷èâàåòñÿ ìîíîòîííî ñî âðåìåíåì. Åñëè èñ-
êëþ÷èòü èç åå çíà÷åíèé, ïîëó÷åííûõ èç íàáëþäåíèé, ôóíêöèþ åå
òåîðåòè÷åñêîãî èçìåíåíèÿ, òî ìîæíî ïîëó÷èòü òî, ÷òî èçîáðàæå-
íî íà ðèñ. 1.3à. Ñíîâà íè÷åãî èíòåðåñíîãî. Åñëè ïîèñêàòü ñòàðûå
íàáëþäåíèÿ è ïðîäîëæàòü íàáëþäàòü èíòåðåñóþùåå íàñ íåáåñíîå
òåëî, òî ìîæíî ïîëó÷èòü òî, ÷òî ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.3á. Ìû âèäèì
ïî÷òè êâàäðàòè÷íîå ïî âðåìåíè èçìåíåíèå äîëãîòû. Òàêîé ýôôåêò
ìîæåò ïîÿâèòüñÿ òîëüêî èç-çà íåó÷òåííîé äèññèïàöèè ìåõàíè÷å-
ñêîé ýíåðãèè íåáåñíîãî òåëà, ÷òî ìîæåò áûòü âûçâàíî, íàïðèìåð,
ïðèëèâíûìè ñèëàìè.

Òåïåðü ÿñíî, ÷òî äëÿ ïðîãðåññà íåîáõîäèìî ðàñøèðåíèå èíòåð-
âàëà âðåìåíè íàáëþäåíèé. Íà êàêîì-òî ýòàïå ýòî ìîæåò ïðèâåñòè
ê îòêðûòèþ íîâûõ ÿâëåíèé.

Êàêîâà æå ñâÿçü èíòåðâàëà âðåìåíè íàáëþäåíèé è òî÷íîñòè ýôå-
ìåðèä? Ïîñìîòðèì íà ðèñ. 1.4à. Ïîêàçàíû çíà÷åíèÿ îðáèòàëüíîé
äîëãîòû íåáåñíîãî òåëà, ïîëó÷åííûå èç íàáëþäåíèé íà èíòåðâàëå
âðåìåíè (t1, t2). Íàëèöî íåêîòîðûé «øóì» è ëèíåéíîå èçìåíåíèå.
Íà îñíîâå òåîðèè è íàáëþäåíèé ìû ìîæåì âû÷èñëèòü âîçìîæíûå
çíà÷åíèÿ äîëãîòû íà èíòåðåñóþùèé íàñ ìîìåíò âðåìåíè tf , îãðà-
íè÷åííûå ïðÿìûìè ëèíèÿìè íà ðèñóíêå. Åñëè ìû ïðîäîëæèì íà-
áëþäåíèÿ ñ ïðåæíåé òî÷íîñòüþ äî ìîìåíòà t3, òî òî÷íîñòü ýôåìå-
ðèäû óëó÷øèòñÿ, ÷òî è âèäíî íà ðèñ. 1.4á.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìû íå ìîæåì èçìåðÿòü îðáèòàëüíóþ äîëãîòó
íåïîñðåäñòâåííî ïðè íàáëþäåíèÿõ. Ìû íàáëþäàåì ëèøü ïðîåêöèþ
îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ íà íåáåñíóþ ñôåðó. Îäíàêî ìîæíî âûâåñòè

1.6. Особые свойства необходимых наблюдений 29



Ðèñ. 1.3. Ïðèìåðû îñòàòî÷íûõ îòêëîíåíèé O-C îðáèòàëüíîé äîëãîòû
íåáåñíîãî òåëà íà ðàçëè÷íûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè.

Ðèñ. 1.4. Äåìîíñòðàöèÿ çàâèñèìîñòè òî÷íîñòè ýôåìåðèä íåáåñíîãî òåëà îò
èíòåðâàëà âðåìåíè íàáëþäåíèé.

ïðèáëèæåííóþ ôîðìóëó îòíîñèòåëüíî òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ îðáè-
òàëüíîé äîëãîòû. Àíàëîãè÷íûå âûâîäû ìîæíî áóäåò ñäåëàòü è ïî
îòíîøåííèþ ê äðóãèì õàðàêòåðèñòèêàì îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ.

Òåîðèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî çäåñü ïðîöåññà ñîñòîèò â îïèñàíèè ëè-
íåéíîãî èçìåíåíèÿ îðáèòàëüíîé äîëãîòû íåáåñíîãî òåëà âî âðåìå-
íè. Ïàðàìåòðîì òåîðèè äâèæåíèÿ, îïðåäåëÿåìûì èç íàáëþäåíèé,
áóäåò λ̇. Èçìåðÿåìîé âåëè÷èíîé — ñàìà äîëãîòà λ. Òàêèå îáñòîÿ-
òåëüñòâà õàðàêòåðíû äëÿ âñåõ åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò.

Ïðè âûïîëíåíèè îäíîòèïíûõ íàáëþäåíèé ïîãðåøíîñòü èçìåðå-
íèÿ äîëãîòû áóäåò îäèíàêîâîé â ëþáûå ìîìåíòû âðåìåíè. Îáîçíà-
÷èì ýòó ïîãðåøíîñòü ÷åðåç σλ . Ïóñòü èçìåðåíèå äîëãîòû âûïîëíå-

30 Глава 1. Цели, задачи и общий подход к изучению динамики спутников



íî â äâà ìîìåíòà âðåìåíè t1 è t2. Òîãäà ïîãðåøíîñòü îïðåäåëåíèÿ
ïàðàìåòðà äâèæåíèÿ σλ̇ íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

σλ̇ =
σλ

t2 − t1
,

îòêóäà âèäíî, ÷òî òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà äâèæåíèÿ óëó÷-
øàåòñÿ ñ ðîñòîì èíòåðâàëà èçìåðåíèé t2 − t1.

Ïîñìîòðèì òåïåðü, êàêîâà ðîëü òî÷íîñòè ïàðàìåòðà äâèæåíèÿ
ïðè ðåàëèçàöèè îñíîâíîé öåëè òåîðèè — ïðåäâû÷èñëåíèÿ äîëãî-
òû íà çàäàííûå ìîìåíòû âðåìåíè. Äîïóñòèì, ÷òî íóæíî âû÷èñëèòü
äîëãîòó íà ìîìåíò âðåìåíè tf â áóäóùåì, òî åñòü tf > t2. Ïîãðåø-
íîñòü òàêîãî ïðåäâû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòñÿ ïî ôîðìóëå

σλ(tf ) =
σλ

t2 − t1
(tf − t1 + t2

2
).

Ýòà ïîãðåøíîñòü òàêæå óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì èíòåðâàëà èçìåðå-
íèé.

Äîïóñòèì, ÷òî íàáëþäåíèÿ ïðîäîëæàëèñü ïîñëå ìîìåíòà t2.
Ïóñòü ïîñëåäíåå íîâîå íàáëþäåíèå âûïîëíåíî â íåêîòîðûé ìîìåíò
t3 (t3 > t2). Òåïåðü ïîãðåøíîñòü ïðåäâû÷èñëåíèÿ äîëãîòû íà ìî-
ìåíò tf ñòàëà ðàâíîé

σλ(tf ) =
σλ

t3 − t1
(tf − t1 + t3

2
) <

σλ

t2 − t1
(tf − t1 + t2

2
).

Òàêèì îáðàçîì, òî÷íîñòü ïðåäâû÷èñëåíèÿ äîëãîòû óëó÷øèëàñü.
Ïîñìîòðèì, ÷òî ìîæåò äàòü ïðèâëå÷åíèå áîëåå òî÷íûõ íàáëþ-

äåíèé, íî âûïîëíåííûõ íà íåáîëüøîì èíòåðâàëå âðåìåíè. Ïóñòü,
íàïðèìåð, ïîñåðåäèíå èíòåðâàëà èçìåðåíèé t1 − t2 â ìîìåíòû t∗1, t

∗
2

âûïîëíåíû äâà èçìåðåíèÿ äîëãîòû ñ ïîãðåøíîñòüþ σ∗
λ . Ïóñòü ïðè

ýòîì

σ∗
λ = 0.5 σλ, t∗2 − t∗1 = 0.1 (t2 − t1),

t∗1 + t∗2
2

=
t1 + t2

2
,

òî åñòü íîâûå íàáëþäåíèÿ â äâà ðàçà òî÷íåå ïðåæíèõ, à èíòåðâàë
èçìåðåíèé â äåñÿòü ðàç ìåíüøå.

Òî÷íîñòü ïðåäâû÷èñëåíèÿ äîëãîòû íà îñíîâå áîëåå òî÷íûõ íà-
áëþäåíèé íàéäåòñÿ èç ñîîòíîøåíèé

σλ(tf ) =
σ∗
λ

t∗2 − t∗1
(tf − t∗1 + t∗2

2
) = 5

σλ

t2 − t1
(tf − t1 + t2

2
),
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îòêóäà âèäíî, ÷òî ýòà òî÷íîñòü îêàçàëàñü â ïÿòü ðàç õóæå, ÷åì íà
îñíîâå ïðåæíèõ, ìåíåå òî÷íûõ íàáëþäåíèé.

Ðàññìîòðåííûé çäåñü àíàëèç îáùèõ ñâîéñòâ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè
íà îñíîâå íàáëþäåíèé ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì âûâîäàì.

1. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè äâèæåíèÿ ëþáîãî íåáåñíîãî òåëà âñå-
ãäà ñòàðàþòñÿ èñïîëüçîâàòü íàáîð âñåõ ñóùåñòâóþùèõ â ìèðå íà-
áëþäåíèé, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà îòêðûòèÿ ýòîãî íåáåñíîãî òåëà.

2. Ïðîäîëæåíèå íàáëþäåíèé íåáåñíûõ òåë äàæå ñ ïðåæíåé òî÷-
íîñòüþ îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì.

3. Èñïîëüçîâàíèå íàáëþäåíèé, âûïîëíåííûõ ñ ëó÷øåé òî÷íî-
ñòüþ, íå âñåãäà ïðèâîäèò ê óòî÷íåíèþ ìîäåëè. Ïðåèìóùåñòâà îä-
íèõ íàáëþäåíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè îïðåäåëÿþòñÿ íå òîëüêî
èõ òî÷íîñòüþ, íî òàêæå èíòåðâàëîì âðåìåíè, íà êîòîðîì îíè âû-
ïîëíåíû.

4. Ëþáûå íîâûå íàáëþäåíèÿ, äàæå áîëåå òî÷íûå, ïî÷òè âñåãäà
èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî êàê äîïîëíåíèå ê óæå ñóùåñòâóþùåé áàçå
äàííûõ.

Ýòè âûâîäû ñîñòàâëÿþò îñîáåííîñòü ïðàêòè÷åñêîé íåáåñíîé ìå-
õàíèêè ïî ñðàâíåíèþ ñ ìíîãèìè äðóãèìè èññëåäîâàíèÿìè íåáåñ-
íûõ òåë, êîãäà íîâûå öåííûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷àþòñÿ íà
îñíîâå òîëüêî íîâåéøèõ íàáëþäåíèé, êîòîðûå ïî òî÷íîñòè ïåðå-
êðûâàþò ñòàðûå. Â ïðàêòè÷åñêîé íåáåñíîé ìåõàíèêå áîëåå òî÷íàÿ
è áîëåå àäåêâàòíàÿ äåéñòâèòåëüíîñòè ìîäåëü äâèæåíèÿ íåáåñíîãî
òåëà ñòðîèòñÿ íà îñíîâå áîëåå ïîëíîé áàçû äàííûõ íàáëþäåíèé.

Êðîìå òîãî, î÷åâèäíà íåîáõîäèìîñòü ïîèñêà íîâûõ ñïîñîáîâ íà-
áëþäåíèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ íîâûå äàííûå î äâèæåíèÿõ íåáåñíûõ
òåë.



Глава 2

СПУТНИКИ ПЛАНЕТ

Ðåçþìå

Â ýòîé ãëàâå ïðåäëàãàåòñÿ ïåðâîå çíàêîìñòâî ñ åñòåñòâåííûìè
ñïóòíèêàìè ïëàíåò. Ðàññêàçàíî, êàê áûëè îòêðûòû ñïóòíèêè.

Îòìåòèì, ÷òî â ÷èñëî èçó÷àåìûõ çäåñü îáúåêòîâ ìû âêëþ÷àåì
ñïóòíèêè Ìàðñà, Þïèòåðà, Ñàòóðíà, Óðàíà, Íåïòóíà è Ïëóòîíà. Ñ
Ëóíîé ìû íå çíàêîìèìñÿ, åå äèíàìèêó çäåñü íå ðàññìàòðèâàåì, ïî-
ñêîëüêó ýòî îñîáûé è îãðîìíûé ðàçäåë ïðàêòè÷åñêîé íåáåñíîé ìå-
õàíèêè. Ñïóòíèêè àñòåðîèäîâ ìû òàêæå îñòàâëÿåì çà ðàìêàìè íà-
øåãî ðàññìîòðåíèÿ.

Èñòîðèÿ ïðàêòè÷åñêîé íåáåñíîé ìåõàíèêè òàêîâà, ÷òî äèíàìèêà
óêàçàííîé ãðóïïû åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ âñåãäà ñîñòàâëÿëà îãðà-
íè÷åííóþ è õîðîøî îáîçíà÷åííóþ îáëàñòü èçó÷åíèÿ.

Ñíà÷àëà áûëà Ëóíà. Â 1610 ãîäó Ãàëèëåé îòêðûë ïåðâûå ñïóòíè-
êè ó äðóãîé ïëàíåòû, è ïðîöåññ èçó÷åíèÿ äèíàìèêè ñïóòíèêîâ ïî-
øåë. Ñ 1957 ãîäà íàêîïëåííûå çíàíèÿ è ìåòîäû íåáåñíîé ìåõàíèêè
ñòàëè ïðèìåíÿòüñÿ ê èñêóññòâåííûì ñïóòíèêàì Çåìëè (ÈÑÇ). Îä-
íàêî äèíàìèêà ÈÑÇ ñòàëà îñîáîé îáëàñòüþ íàóêè è òåõíèêè, èìå-
þùåé òåïåðü î÷åíü øèðîêèå ïðèëîæåíèÿ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå äèíà-
ìèêó ÈÑÇ ìû îñòàâëÿåì çà ðàìêàìè íàñòîÿùåé êíèãè.



2.1. Ñïóòíèêè ïëàíåò — îáúåêòû Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû
Â íàçâàíèè èçó÷àåìûõ îáúåêòîâ «ñïóòíèêè ïëàíåò» çàêëþ÷åíî

èõ ñâîéñòâî ñîïðîâîæäàòü ïëàíåòû â èõ äâèæåíèè âîêðóã Ñîëíöà.
Ñïóòíèêè èìåþòñÿ ó áîëüøèõ è ìàëûõ ïëàíåò. Åñòü ïëàíåòû áåç
ñïóòíèêîâ. Çåìëÿ òîæå èìååò ñïóòíèê — ýòî Ëóíà. Â íàøåì ðàñ-
ñìîòðåíèè ìû îãðàíè÷èìñÿ ñïóòíèêàìè Ìàðñà, Þïèòåðà, Ñàòóð-
íà, Óðàíà, Íåïòóíà è Ïëóòîíà. Ëóíó ìû çäåñü íå ðàññìàòðèâàåì.
Îíà çàñëóæèâàåò îòäåëüíîãî âíèìàíèÿ ïî ðÿäó ïðè÷èí. Ãëàâíîå â
òîì, ÷òî Ëóíà — áëèæàéøèé ê íàì åñòåñòâåííûé âíåçåìíîé îáúåêò.
Ïîýòîìó åå íàáëþäåíèÿ èìåþò îñîáî âûñîêóþ òî÷íîñòü. Äèíàìèêà
Ëóíû òåñíî ñâÿçàíà ñ ôîðìîé è âðàùåíèåì Çåìëè. Äëÿ îïèñàíèÿ
äâèæåíèÿ Ëóíû òðåáóþòñÿ ñïåöèàëüíûå ïîäõîäû è ìåòîäû. Ýòî
ïðåäìåò îáøèðíîé è ñïåöèàëüíîé íàóêè — äèíàìèêè Ëóíû. Ìû íå
áóäåì çäåñü ðàññìàòðèâàòü ñïóòíèêè êàðëèêîâûõ ïëàíåò è àñòåðîè-
äîâ, êðîìå ñïóòíèêîâ Ïëóòîíà. Ñïåöèôèêà ñïóòíèêîâ êàðëèêîâûõ
ïëàíåò è àñòåðîèäîâ ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî âèäèìûå ðàññòîÿíèÿ ýòèõ
ñïóòíèêîâ îò ñâîèõ ìàëûõ ïëàíåò ñòîëü ìàëû, ÷òî òî÷íîñòü îïðå-
äåëåíèÿ îðáèò îêàçûâàåòñÿ î÷åíü íèçêîé. Äëÿ áîëüøèíñòâà òàêèõ
ñïóòíèêîâ èçâåñòíî òîëüêî òî, ÷òî îíè åñòü.

Ñïóòíèêè áîëüøèõ ïëàíåò è ñïóòíèêè êàðëèêîâîé ïëàíåòû
Ïëóòîí — îñîáûå îáúåêòû Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû, è îíè ïðåäñòàâëÿ-
þò îñîáûé èíòåðåñ. Ãëàâíûå ñïóòíèêè Þïèòåðà è Ñàòóðíà îòêðûòû
îòíîñèòåëüíî äàâíî. Èõ äèíàìèêà õîðîøî èçó÷åíà. Åñòü õîðîøèå
óñëîâèÿ äëÿ íàáëþäåíèÿ áîëüøèíñòâà ñïóòíèêîâ ñ Çåìëè. Ñïóòíè-
êè ïëàíåò ïðåäñòàâëÿþò ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ êàê íàèáîëåå ïîäõî-
äÿùèå îáúåêòû äëÿ ðàñøèðåíèÿ ñðåäû îáèòàíèÿ ÷åëîâå÷åñòâà. Íà
ìíîãèå ñïóòíèêè ëåã÷å ïîñàäèòü àïïàðàò, ÷åì íà ïëàíåòó. Ñâîéñòâà
ïîâåðõíîñòåé ñïóòíèêîâ è ñèëû òÿãîòåíèÿ íà íèõ íàèáîëåå ïîäõî-
äÿùè äëÿ îñâîåíèÿ. Äðóãàÿ çàìå÷àòåëüíàÿ ðîëü ñïóòíèêîâ çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èõ äâèæåíèå ïîä÷èíåíî ãðàâèòàöèè ïëàíåòû. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ïî äâèæåíèþ ñïóòíèêîâ ìîæíî îïðåäåëÿòü ìàññó è äè-
íàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû ïëàíåòû. Áîëåå òîãî, äâèæåíèå ñïóòíèêîâ
îêàçûâàåòñÿ ÷óâñòâèòåëüíûì ê âÿçêîñòè âåùåñòâà òåëà ïëàíåòû.

Ðàçíîîáðàçèå è ñëîæíîñòü äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ïëàíåò ïðèâåëî
ê ñîâåðøåíñòâîâàíèþ è ñòðîãîìó òåñòèðîâàíèþ ìåòîäîâ íåáåñíîé
ìåõàíèêè. Èçó÷åíèå äèíàìèêè ñïóòíèêîâ òðåáóåò ñàìûõ ñëîæíûõ
è èçûñêàííûõ ôîðì ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà.

ßâëÿÿñü òåëàìè, îáðàçîâàâøèìèñÿ âìåñòå ñ ïëàíåòàìè, ñïóòíè-
êè îñòàâèëè ñâèäåòåëüñòâà ñëîæíîé êàðòèíû îáðàçîâàíèÿ è ðàçâè-
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òèÿ Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Èçó÷àÿ äèíàìèêó ñïóòíèêîâ, ìîæíî ïðè-
áëèæàòüñÿ ê ïîíèìàíèþ ýòîé êàðòèíû.

Ïðèñóòñòâèå ÷åëîâåêà âíå Çåìëè óæå ìíîãî âðåìåíè ïðåäñòàâ-
ëåíî åãî àâòîìàòè÷åñêèìè ïîñëàííèêàìè — êîñìè÷åñêèìè àïïàðà-
òàìè. Ýòè èñêóññòâåííûå îáúåêòû ïîâñþäó ñíóþò â Ñîëíå÷íîé ñè-
ñòåìå. Åñòåñòâåííûå ñïóòíèêè ïëàíåò ïîïàäàþò â ïîëå çðåíèÿ èõ
ôîòîêàìåð è ðàäèîëîêàòîðîâ. Âäîáàâîê ê íàçåìíûì íàáëþäåíèÿì
ýòî äàåò íàì îáøèðíûå äàííûå äëÿ èçó÷åíèÿ ýòîé íàøåé ðàñøè-
ðåííîé ñðåäû îáèòàíèÿ.

Â èòîãå ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ñâîéñòâà ñïóòíèêîâ äàþò íàì îñ-
íîâàíèå âûäåëèòü äèíàìèêó ñïóòíèêîâ ïëàíåò â îñîáóþ îáëàñòü íà-
óêè, äîñòîéíóþ ñïåöèàëüíîãî è ïðèñòàëüíîãî âíèìàíèÿ. Ðàçâèòèå
ýòîé íàóêè ïðåäñòàâëÿåò íåñîìíåííûé ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ.

2.2. Êëàññèôèêàöèÿ è íîìåíêëàòóðà ñïóòíèêîâ
ïëàíåò

Êëàññèôèêàöèÿ íåáåñíûõ òåë, êàê âñåãäà, âåñüìà íåáëàãîäàðíîå
äåëî. Âñåãäà íàéäóòñÿ îáúåêòû, âûõîäÿùèå çà ðàìêè ëþáîé êëàñ-
ñèôèêàöèè. Âñ¸ æå, ñïóòíèêè ïëàíåò ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü íà
òðè ãðóïïû.

Ïåðâàÿ ãðóïïà — ýòî ãðóïïà ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåòû. Äëÿ
ñïóòíèêîâ ýòîé ãðóïïû õàðàêòåðíî òî, ÷òî îíè èìåþò ñàìûé çíà÷è-
òåëüíûé ðàçìåð è ïî÷òè êðóãîâûå îðáèòû âáëèçè ïëîñêîñòè ýêâà-
òîðà ïëàíåòû. Ïîñêîëüêó ýêâàòîðû áîëüøèõ ïëàíåò ñâÿçàíû ñ îñå-
âîé ñèììåòðèåé èõ ñæàòûõ òåë, òî íåñôåðè÷íîñòü ïëàíåòû îêàçû-
âàåò çàìåòíîå âëèÿíèå íà äâèæåíèå ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ. Ó Þïèòå-
ðà, Ñàòóðíà è Óðàíà îðáèòû ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ íåäàëåêî îòñòîÿò
äðóã îò äðóãà. Ïîýòîìó âçàèìíîå ïðèòÿæåíèå ñïóòíèêîâ òàêæå ñó-
ùåñòâåííî âëèÿåò íà èõ äâèæåíèå. Äðóãîé õàðàêòåðíîé îñîáåííî-
ñòüþ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå áîëüøîãî ÷èñëà îòíîñè-
òåëüíî òî÷íûõ íàáëþäåíèé, íàêîïëåííûõ íà çíà÷èòåëüíûõ èíòåð-
âàëàõ âðåìåíè. Ýòî ïîëó÷èëîñü ïîòîìó, ÷òî óñëîâèÿ íàáëþäåíèé
ýòèõ ñïóòíèêîâ íàèáîëåå áëàãîïðèÿòíûå. Äèàïàçîí çâåçäíûõ âåëè-
÷èí ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ îò 4 äî 14. Ïëàíåòû ñâîèìè ÿðêèìè òåëàìè
íå î÷åíü ìåøàþò íàáëþäåíèÿì. Â èòîãå, ñðåäè âñåõ ñïóòíèêîâ äè-
íàìèêà ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå èçó÷åííîé. Äî íåäàâ-
íåãî âðåìåíè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé äâèæåíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíè-
êîâ èñïîëüçîâàëèñü àíàëèòè÷åñêèå òåîðèè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìå-
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òîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ
îêàçûâàþòñÿ íàèáîëåå ïîäõîäÿùèìè äëÿ ïîñòðîåíèÿ è èñïîëüçîâà-
íèÿ ìîäåëåé äâèæåíèÿ.

Âòîðàÿ ãðóïïà — ýòî áëèçêèå ñïóòíèêè ïëàíåò. Îíè ñóùåñòâåí-
íî ìåíüøå ïî ðàçìåðó, ÷åì ãëàâíûå ñïóòíèêè, è äâèæóòñÿ âíóòðè
îðáèò ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ ïî ïî÷òè êðóãîâûì îðáèòàì â ïëîñêîñòè
ýêâàòîðà ïëàíåòû. Íàçåìíûå íàáëþäåíèÿ áëèçêèõ ñïóòíèêîâ âåñü-
ìà çàòðóäíåíû, â îñíîâíîì èç-çà áëèçîñòè èõ âèäèìûõ ïîëîæåíèé
ê ñàìèì ïëàíåòàì. ßðêîå òåëî ïëàíåòû, íå î÷åíü ðåçêî âûãëÿäÿ-
ùåå íà ïîëó÷àåìûõ ñ Çåìëè èçîáðàæåíèÿõ, ñâîèì îðåîëîì ñêðû-
âàåò ñëàáûå ïÿòíûøêè ñïóòíèêîâ. Ðÿä áëèçêèõ ñïóòíèêîâ áûë îò-
êðûò ñ ïîìîùüþ êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ. Íåêîòîðûå èç íèõ ïîòîì
óäàëîñü óâèäåòü òàêæå è ñ Çåìëè.

Ïî óêàçàííûì ïðè÷èíàì èçâåñòíûå ïàðàìåòðû îðáèò áëèçêèõ
ñïóòíèêîâ íå î÷åíü òî÷íû. Íà äèíàìèêó áëèçêèõ ñïóòíèêîâ ñàìîå
áîëüøîå âëèÿíèå îêàçûâàåò ñæàòèå è äðóãèå îñîáåííîñòè íåöåí-
òðàëüíîñòè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ïëàíåòû. Ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà
èõ äâèæåíèå òàêæå ïðèòÿæåíèå ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ. Ìîäåëè äâè-
æåíèÿ áëèçêèõ ñïóòíèêîâ â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ — ýòî ïðåöåññè-
ðóþùèå ýëëèïñû. Òàêèå ìîäåëè ìû ðàññìàòðèâàåì â ñîîòâåòñòâóþ-
ùåì ðàçäåëå êíèãè.

Òðåòüÿ ãðóïïà — ýòî äàëåêèå ñïóòíèêè. Ýòî òàêæå íåáîëüøèå òå-
ëà Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû, îíè ñóùåñòâåííî ìåíüøå ãëàâíûõ ñïóòíè-
êîâ. Îðáèòû äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïðîñòèðàþòñÿ çà îðáèòàìè ãëàâ-
íûõ. Íàêëîí è ýêñöåíòðèñèòåò îðáèò äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò
ðàñïðåäåëåíû â øèðîêèõ ïðåäåëàõ. Ýêñöåíòðèñèòåò äîñòèãàåò çíà-
÷åíèÿ 0.75. Íàêëîí îðáèòû äàëåêîãî ñïóòíèêà ïî îòíîøåíèþ ê
ïëîñêîñòè îðáèòû ïëàíåòû ìîæåò áûòü äàæå áîëüøå 90 ãðàäóñîâ,
ýòî òàê íàçûâàåìûå ðåòðîãðàäíûå ñïóòíèêè ñ îáðàòíûì îðáèòàëü-
íûì äâèæåíèåì ïî îòíîøåíèþ ê îðáèòàëüíîìó äâèæåíèþ ïëàíå-
òû. Ñàìûì çíà÷èòåëüíûì âîçìóùàþùèì ôàêòîðîì äëÿ ýòèõ ñïóò-
íèêîâ îêàçûâàåòñÿ ïðèòÿæåíèå Ñîëíöà. Ñëàáåå âëèÿåò ïðèòÿæå-
íèå ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ è ñæàòèå ïëàíåòû. Âî âðåìåíà, êîãäà íå áû-
ëî ìîùíûõ êîìïüþòåðîâ, äåëàëèñü ïîïûòêè ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷å-
ñêèõ òåîðèé äâèæåíèÿ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò. Òðóäíîñòü çäåñü
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îñíîâíîé âîçìóùàþùèé ôàêòîð — ïðèòÿæå-
íèå Ñîëíöà èìååò çíà÷èòåëüíóþ âåëè÷èíó. Ñîîòâåòñòâóþùèé ìà-
ëûé ïàðàìåòð â òåîðèè âîçìóùåíèé íåäîñòàòî÷íî ìàë, ÷òîáû ìîæ-
íî áûëî îãðàíè÷èòüñÿ ó÷åòîì âîçìóùåíèé íèçêèõ ïîðÿäêîâ. Íåîá-
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õîäèìàÿ òî÷íîñòü òåîðèè òðåáîâàëà îïðåäåëåíèÿ âîçìóùåíèé âûñî-
êèõ ïîðÿäêîâ, ÷òî ïðèâîäèëî ê ÷ðåçâû÷àéíî ãðîìîçäêèì è âûêëàä-
êàì. Ñ ïîÿâëåíèåì âîçìîæíîñòè áûñòðî ïîëó÷àòü ðåøåíèå äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìåòîäàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðè-
ðîâàíèÿ àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû îñòàëèñü âîñòðåáîâàííûìè òîëüêî
äëÿ èçó÷åíèÿ ýâîëþöèè îðáèò äàëåêèõ ñïóòíèêîâ íà áîëüøèõ èí-
òåðâàëàõ âðåìåíè.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè îòêðûòû 71 äàëåêèé ñïóòíèê Þïèòåðà,
38 äàëåêèõ ñïóòíèêà Ñàòóðíà, 9 äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Óðàíà è 6 äàëå-
êèõ ñïóòíèêà Íåïòóíà.

Äàëåêèå ñïóòíèêà Þïèòåðà ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü íà äâå
ïîäãðóïïû. Îäíà èç íèõ ïðåäñòàâëåíà ñïóòíèêàìè ñ áîëüøèìè ïî-
ëóîñÿìè îðáèò â ïðåäåëàõ 10–13 ìëí êì ñ ïðÿìûì îðáèòàëüíûì
äâèæåíèåì. Âòîðàÿ ïîäãðóïïà — ýòî ñïóòíèêè ñî çíà÷åíèÿìè áîëü-
øèõ ïîëóîñåé îðáèò ìåæäó 20 è 25 ìëí êì, ñîâåðøàþùèå îáðàòíîå
îðáèòàëüíîå äâèæåíèå.

Îòìåòèì îñîáåííîñòü â êëàññèôèêàöèè ñïóòíèêîâ Ïëóòîíà. Äå-
ëî â òîì, ÷òî âñëåäñòâèå îòêðûòèÿ ìíîæåñòâà ìàëûõ ïëàíåò çà îð-
áèòîé Íåïòóíà, ïî ñâîéñòâàì, ñðàâíèìûõ ñ Ïëóòîíîì, ýòó ïëàíå-
òó ðåøåíî îòíîñèòü ê êëàññó êàðëèêîâûõ ïëàíåò. Ðåøåíèå áûëî
ïðèíÿòî íà 26-é Ãåíåðàëüíîé àññàìáëåå Ìåæäóíàðîäíîãî Àñòðî-
íîìè÷åñêîãî Ñîþçà â 2006 ãîäó. Òåïåðü ïëàíåòà îáîçíà÷àåòñÿ êàê
134340 Pluto èëè 134340 Ïëóòîí. Ñîîòâåòñòâåííî ïðàâèëàì äëÿ
ìàëûõ ïëàíåò ñïóòíèêè Ïëóòîíà äîëæíû îáîçíà÷àòüñÿ, íàïðèìåð,
S/2011 (134340) 1 äëÿ Êåðáåðîñà, îòêðûòîãî â 2011 ãîäó. Íåîáõî-
äèìîñòü äàâàòü â îáîçíà÷åíèè ãîä îòêðûòèÿ íå ñîâñåì óäîáíà. Ïî-
ýòîìó ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðèíÿòûå ðàíåå îáîçíà÷åíèÿ P1, P2,
... è ïðèñâîåííûå ñïóòíèêàì èìåíà.

Ïðè ðàññìîòðåíèè âñåãî êîìïëåêñà ñïóòíèêîâ ïëàíåò íàñ èíòå-
ðåñóåò ñàìàÿ ïðîñòàÿ õàðàêòåðèñòèêà — êîëè÷åñòâî ñïóòíèêîâ. Ñ
òå÷åíèåì âðåìåíè ýòî êîëè÷åñòâî èçìåíÿåòñÿ, òàê êàê îòêðûâàþòñÿ
âñå íîâûå ñïóòíèêè. Íà ðèñ. 2.1 ïîêàçàí ãðàôèê çàâèñèìîñòè ÷èñ-
ëà èçâåñòíûõ ñïóòíèêîâ N îò âðåìåíè ñ ìîìåíòà ïåðâîãî îòêðûòèÿ
ñïóòíèêîâ Þïèòåðà â 1610 ãîäó Ãàëèëåî Ãàëèëååì.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè èçâåñòíû 189 åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ
Ìàðñà, Þïèòåðà, Ñàòóðíà, Óðàíà, Íåïòóíà, Ïëóòîíà. Ðàñïðåäåëå-
íèå ÷èñëà ñïóòíèêîâ ïî òðåì ãðóïïàì äëÿ êàæäîé èç ïëàíåò äàíî â
òàáë. 2.1.
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Ðèñ. 2.1. Êîëè÷åñòâî ñïóòíèêîâ ïëàíåò, èçâåñòíûõ â ðàçíûå ãîäû.

Ñîñòàâ âñåõ èçâåñòíûõ ê äàííîìó ìîìåíòó ñïóòíèêîâ ïëàíåò
ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðîé òàáëèöåé, êîòîðóþ íàçûâàþò Íîìåíêëà-
òóðîé ñïóòíèêîâ. Êàæäîìó ñïóòíèêó íàçíà÷àåòñÿ íîìåð è äàåòñÿ
íàçâàíèå (èìÿ). Íîìåðà è íàçâàíèÿ ñïóòíèêîâ óòâåðæäàþòñÿ ðå-
øåíèåì ñïåöèàëüíîé êîìèññèè Ìåæäóíàðîäíîãî Àñòðîíîìè÷åñêî-
ãî Ñîþçà. Íàçâàíèÿ äàþòñÿ ëàòèíñêèìè áóêâàìè è îáû÷íî áåðóòñÿ
èç ìèôîëîãèè. Íåêîòîðûå íåäàâíî îòêðûòûå ñïóòíèêè åùå íå èìå-
þò íàçâàíèé. Èì ïðèñâîåíî âðåìåííîå îáîçíà÷åíèå.

Ðóññêîÿçû÷íûå ýêâèâàëåíòû íàçâàíèé ñïóòíèêîâ ñëåäóåò äå-
ëàòü ñ ïðèâëå÷åíèåì ñâåäåíèé èç ìèôîëîãèè, çàïèñàííûõ íà ðóñ-
ñêîì ÿçûêå ïðîôåññèîíàëüíûìè ôèëîëîãàìè.

Äëÿ èäåíòèôèêàöèè ñïóòíèêà íîìåíêëàòóðà ñîäåðæèò òàêæå
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Òàáëèöà 2.1. ×èñëî ñïóòíèêîâ êàæäîãî èç òðåõ òèïîâ äëÿ êàæäîé ïëàíåòû.

Ïëàíåòà Áëèçêèå Ãëàâíûå Äàëåêèå Â ñóììå

Ìàðñ - 2 - 2

Þïèòåð 4 4 71 79

Ñàòóðí 16 8 38 62

Óðàí 13 5 9 27

Íåïòóí 7 1 6 14

Ïëóòîí - 1 4 5

ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå áîëüøîé ïîëóîñè îðáèòû. Ýòî ñðàçó äàåò
âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü, ê êàêîé ãðóïïå îòíîñèòñÿ ñïóòíèê.

Íîìåíêëàòóðà åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò ðàçìåùåíà â Ïðè-
ëîæåíèè 1 íàñòîÿùåé êíèãè. Òàì äàíû òàêæå îáñòîÿòåëüñòâà îòêðû-
òèÿ êàæäîãî ñïóòíèêà: ãîä îòêðûòèÿ, ññûëêà íà ïóáëèêàöèþ ñîîá-
ùåíèÿ îá îòêðûòèè. Ñïèñîê ïóáëèêàöèé ñîñòàâëåí îòäåëüíî äëÿ
ñïóòíèêîâ êàæäîé ïëàíåòû. Ðóññêîÿçû÷íûå íàçâàíèÿ ñïóòíèêîâ
ïëàíåò âûáðàíû íà îñíîâå ðóññêîÿçû÷íûõ ïåðåâîäîâ ìèôîëîãèè.
Ýòà ðàáîòà âûïîëíåíà Âàëåíòèíîé Ñåìåíîâíîé Óðàëüñêîé (ÃÀÈØ
ÌÃÓ).

2.3. Îòêðûòèå Íåïòóíà è åãî ñïóòíèêà Òðèòîíà
Âû÷èñëåíèå ýôåìåðèä ïëàíåò â íåêîòîðûõ ñòðàíàõ áûëî èñòèí-

íî ãîñóäàðñòâåííûì äåëîì. Â ïðîøëûå âåêà íàèáîëåå èíòåíñèâíî
ýòèì çàíèìàëèñü âî Ôðàíöèè, ãäå ñ 1679 ãîäà èçäàâàëñÿ àñòðîíî-
ìè÷åñêèé åæåãîäíèê ïîä íàçâàíèåì Connaissance des Temps. Â 1795
ãîäó â Ïàðèæå áûë ñîçäàí èíñòèòóò Bureau des Longitudes, çàäà÷åé
êîòîðîãî áûëî âû÷èñëåíèå ýôåìåðèä. Êðàòêóþ èñòîðèþ ýòîãî èí-
ñòèòóòà ìîæíî ïðî÷èòàòü â ñòàòüå (Åìåëüÿíîâ, 1997). Ýôåìåðèäû
ïëàíåò ñîçäàâàëèñü ïîñëåäîâàòåëüíî ðÿäîì ôðàíöóçñêèõ ó÷åíûõ.
Èñòîðèþ è îïèñàíèå ôðàíöóçñêèõ ýôåìåðèä, ñîçäàííûõ äî 1997
ãîäà, ìîæíî íàéòè â êíèãå (Introduction aux éphémérides astronomiques,
1997). Ýôåìåðèäû ïëàíåò íàçûâàëèñü òîãäà òàáëèöàìè. Â ñåðåäèíå
XIX âåêà ýòèì çàíèìàëñÿ Alexis Bouvard. Äëÿ Þïèòåðà, Ñàòóðíà è
Óðàíà ýòî áûëè òàáëèöû Áóâàðà.

Ê 1845 ãîäó ðàññîãëàñîâàíèÿ ìåæäó ïîëîæåíèÿìè Óðàíà, êîòî-
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ðûå äàâàëèñü òàáëèöàìè Áóâàðà (Bouvard), è ðåçóëüòàòàìè íàáëþ-
äåíèé, äîñòèãëè 2′. Ïî ïðîñüáå Àðàãî (Dominique François Jean Arago)
ïðîáëåìîé çàíÿëñÿ Ëåâåðüå (Urbain Le Verrier). Îí âû÷èñëèë â äâè-
æåíèè Óðàíà âîçìóùåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ìàññ ïëà-
íåò, âûçâàííûå ïðèòÿæåíèåì Þïèòåðà è Ñàòóðíà, è âíåñ â òàáëè-
öû Áóâàðà ïîïðàâêè ê äîëãîòå Óðàíà ïîðÿäêà 40′′. Çàòåì îí ñðàâíèë
ñâîþ òåîðèþ ñ íàáëþäåíèÿìè è óëó÷øèë ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâà-
íèÿ. Òàêèì îáðàçîì îí äîâåë ðàññîãëàñîâàíèÿ ìåæäó òåîðèåé è ìå-
ðèäèàííûìè íàáëþäåíèÿìè Óðàíà äî 20′′, ÷òî áûëî åùå ñëèøêîì
ìíîãî.

Òîãäà Ëåâåðüå ñòàë èñêàòü âîçìóùåíèÿ, êîòîðûå îêàçûâàåò íà
Óðàí íåêîòîðàÿ ïëàíåòà, ðàñïîëîæåííàÿ ïðèìåðíî â ïëîñêîñòè ýê-
ëèïòèêè è â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè íà ñðåäíåì ðàññòîÿíèè îò Ñîëí-
öà, âäâîå áîëüøèì, ÷åì Óðàí (ñîãëàñíî ýìïèðè÷åñêîìó çàêîíó
Òèöèóñà-Áîäå). Åìó óäàëîñü óìåíüøèòü ðàññîãëàñîâàíèÿ â äîëãîòå
ìåæäó òåîðèåé è íàáëþäåíèÿìè ïî êðàéíåé ìåðå äî 5.4′′ äëÿ ìå-
ðèäèàííûõ íàáëþäåíèé è äî 20′′ äëÿ ñòàðûõ íàáëþäåíèé ñ ó÷åòîì
âîçìóùàþùåé ïëàíåòû, èìåþùåé ìàññó 0.000107 ìàññ Ñîëíöà è îð-
áèòó ñ áîëüøîé ïîëóîñüþ 36.1539 à.å. (à.å. — àñòðîíîìè÷åñêàÿ åäè-
íèöà). Îí óñòàíîâèë, ÷òî íà 1 ÿíâàðÿ 1847 ãîäà ãåëèîöåíòðè÷åñêàÿ
äîëãîòà âîçìóùàþùåé ïëàíåòû äîëæíà áûòü ðàâíà 326◦32′, à ðàñ-
ñòîÿíèå — 33.06 à.å. Ëåâåðüå ñîîáùèë ïîëîæåíèå ïëàíåòû 18 ñåí-
òÿáðÿ 1846 ã. íåìåöêîìó àñòðîíîìó Ãàëëå (Johann Gottfried Galle),
êîòîðûé 23 ñåíòÿáðÿ 1846 ãîäà îáíàðóæèë åå íà ðàññòîÿíèè 52′ îò
ïîëîæåíèÿ, ïðåäñêàçàííîãî Ëåâåðüå.

Èçâåñòíî, ÷òî àíãëèéñêèé àñòðîíîì Àäàìñ (John Couch Adams)
ðåøèë ýòó ïðîáëåìó îäíîâðåìåííî ñ Ëåâåðüå, íî åãî ðåçóëüòàòû
áûëè îïóáëèêîâàíû óæå ïîñëå îòêðûòèÿ ïëàíåòû. Ïîëîæåíèå, âû-
÷èñëåííîå Àäàìñîì, îòëè÷àëîñü îò íàáëþäåíèé Ãàëëå íà 2◦27′.

Èç ïåðâûõ íàáëþäåíèé Íåïòóíà è ñòàðûõ íàáëþäåíèé Ëàëàí-
äà (Jérôme Lalande), êîòîðûé â 1795 ãîäó ïðèíÿë ïëàíåòó çà çâåçäó,
îêàçàëîñü âîçìîæíûì îïðåäåëèòü ýëåìåíòû ýëëèïòè÷åñêîé îðáè-
òû. Çàòåì óäàëîñü âû÷èñëèòü ìàññó ïëàíåòû èç íàáëþäåíèé ñïóò-
íèêà Íåïòóíà Òðèòîíà, îòêðûòîãî Ëàññåëåì (William Lassell) â 1846
ãîäó âñêîðå ïîñëå îòêðûòèÿ ïëàíåòû. Ýòîò ðåçóëüòàò ñóùåñòâåííî
îòëè÷àëñÿ îò çíà÷åíèÿ ìàññû, ïðåäñêàçàííîãî Ëåâåðüå.

Òèññåðàí (Félix Tisserand) çàìåòèë, ÷òî ïåðèîä ìåðèäèàííûõ íà-
áëþäåíèé ñîîòâåòñòâóåò èíòåðâàëó âðåìåíè, êîãäà âçàèìíûå âîçìó-
ùåíèÿ Óðàíà è Íåïòóíà îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííûìè. Îí ïîêàçàë,
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÷òî íàïðàâëåíèÿ âîçìóùàþùèõ ñèë, âû÷èñëåííûõ Ëåâåðüå, îêàçà-
ëèñü áëèçêèìè ê ðåàëüíûì, íî ïðèíÿòûå çíà÷åíèÿ ýêñöåíòðèñèòå-
òà è áîëüøîé ïîëóîñè îðáèòû äàëè ñëèøêîì ñëàáûå âîçìóùåíèÿ,
÷òî áûëî ÷àñòè÷íî ñêîìïåíñèðîâàíî áîëüøîé ìàññîé Íåïòóíà. Ýòî
ïîçâîëèëî Ëåâåðüå è Àäàìñó ïðàâèëüíî ïðåäñòàâèòü ãåëèîöåíòðè-
÷åñêîå ïîëîæåíèå Íåïòóíà.

2.4. Èñòîðèÿ îòêðûòèÿ è íàáëþäåíèé ñïóòíèêà
Ïëóòîíà Õàðîíà

Ïëàíåòà Ïëóòîí äî íåäàâíåãî âðåìåíè áûëà íàèìåíåå èçó÷åí-
íîé èç âñåõ òåë Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Ðàññòîÿíèå äî íåãî îò Çåìëè
ñîñòàâëÿåò â ñðåäíåì îêîëî 40 à.å., ò.å. 6 ìëðä êì. Ñ Çåìëè Ïëóòîí
âûãëÿäèò êàê çâåçäà ïðèìåðíî 14 çâåçäíîé âåëè÷èíû.

Ñïóòíèê Ïëóòîíà, íàçâàííûé Õàðîíîì, áûë îòêðûò 1978 ãîäó íà
ñíèìêå, ïîëó÷åííîì â Ìîðñêîé îáñåðâàòîðèè ÑØÀ (Smith, Christy,
Graham, 1978). Ñïóòíèê áûë åëå ðàçëè÷èì â âèäå ãîðáà íà èçîáðà-
æåíèè ïëàíåòû. Ìàêñèìàëüíîå óãëîâîå ðàññòîÿíèå ìåæäó Ïëóòî-
íîì è Õàðîíîì ñîñòàâëÿåò 0.9 ñåê. äóãè.

Âïåðâûå îðáèòà Õàðîíà áûëà îïðåäåëåíà â ðàáîòå (Christy,
Harrington, 1978) è çàòåì óòî÷íåíà ïî äîïîëíèòåëüíûì íàáëþäå-
íèÿì (Christy, Harrington, 1980; Harrington, Christy, 1980). Õàðîí
áûë íàéäåí íà ñòàðûõ ôîòîïëàñòèíêàõ 1965 ãîäà, íà êîòîðûõ áûëè
èçìåðåíû ïîçèöèîííûå óãëû ñïóòíèêà. Äëÿ îðáèòû Õàðîíà áûëè
íåçàâèñèìî îïðåäåëåíû áîëüøàÿ ïîëóîñü è ïåðèîä îáðàùåíèÿ, ÷òî
ïîçâîëèëî ïðèáëèæåííî îöåíèòü ìàññó ñèñòåìû ïëàíåòà-ñïóòíèê.
Îäíàêî òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ áîëüøîé ïîëóîñè èç ôîòîãðàôè÷å-
ñêèõ íàáëþäåíèé îñòàâàëàñü íå âûñîêîé.

Ê ýòîìó âðåìåíè ïðîãðåññ â àñòðîíîìè÷åñêîé òåõíèêå ïðèâåë
ê ïîÿâëåíèþ ñïåêë-èíòåðôåðîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé. Èõ ìåòî-
äèêà îïèñàíà â Ãëàâå 5. Ñ 1980 ãîäà ñòàëè ïîÿâëÿòüñÿ ðåçóëü-
òàòû ñïåêë-èíòåðôåðîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé ñèñòåìû Ïëóòîí-
Õàðîí (Bonneau, Foy, 1980). Â êà÷åñòâå ïðèìåðà îáðàáîòêè ñïåêë-
èíòåðôåðîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé ýòîé ñèñòåìû ìîæíî óêàçàòü
ðàáîòó (Baier, Weigelt, 1987). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñåìè ïîëîæåíèé Ïëó-
òîíà è Õàðîíà áûëè îáðàáîòàíû 87000 èíòåðôåðîãðàìì.

Ê 1985 ãîäó íàêîïèëîñü 19 ñïåêë–èíòåðôåðîìåòðè÷åñêèõ íà-
áëþäåíèé. Íàèáîëåå çíà÷èòåëüíûå ðåçóëüòàòû ïî îïðåäåëåíèþ îð-
áèòû Õàðîíà ïî ýòèì íàáëþäåíèÿì ïîëó÷åíû â ðàáîòå (Tholen,
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1985). Àâòîð ýòîé ðàáîòû îïðåäåëÿë îðáèòó Õàðîíà íåëèíåéíûì
ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñ ó÷åòîì âåñîâ íàáëþäåíèé. Â êà-
÷åñòâå ìîäåëè äâèæåíèÿ Õàðîíà ïðèíèìàëàñü êåïëåðîâñêàÿ íåâîç-
ìóùåííàÿ îðáèòà. Ïîïûòêà îïðåäåëèòü ýêñöåíòðèñèòåò îðáèòû íà
îñíîâå íàáëþäåíèé ïðèâåëà ê çíà÷åíèþ 0.008 ± 0.032. Îøèáêà â
÷åòûðå ðàçà ïðåâûøàåò ñàìî çíà÷åíèå, ïîýòîìó îðáèòà áûëà ïðè-
íÿòà êðóãîâîé. Ðàäèóñ îðáèòû ïîëó÷èëñÿ ðàâíûì 19360 ± 300 êì,
à ïåðèîä îáðàùåíèÿ 6.38764 ± 0.00018 ñóò. Íåçàâèñèìîå îïðåäåëå-
íèå ïåðèîäà îáðàùåíèÿ è ðàäèóñà îðáèòû ïîçâîëèëî îïðåäåëèòü
ñóììàðíóþ ìàññó ñèñòåìû Ïëóòîí-Õàðîí, îíà ïîëó÷èëàñü ðàâíîé
(6.8± 0.5) · 10−9 ìàññ Ñîëíöà. Îêàçàëîñü, ÷òî îðáèòà Õàðîíà ïî÷òè
ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ïëîñêîñòè ýêâàòîðà Çåìëè. Íàêëîí ê ýêâàòîðó
ýïîõè 1950.0 ñîñòàâèë 93.9 ãðàäóñà.

Ïîñêîëüêó ïåðèîä îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ Õàðîíà òî÷íî ñîâïà-
äàåò ñ ïåðèîäîì ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ Ïëóòîíà è ïåðèîäîì ñîá-
ñòâåííîãî âðàùåíèÿ Õàðîíà, ñèñòåìó Ïëóòîí-Õàðîí ìîæíî ñ÷èòàòü
ïîëíîñòüþ çàâåðøèâøåé ñâîþ ïðèëèâíóþ ýâîëþöèþ (Farinella,
Paolicchi, Ferrini, 1979; Reinsch, Pakull, 1987). Ýòî â ñâîþ î÷åðåäü
ñëóæèò îáúÿñíåíèåì òîãî, ÷òî èç íàáëþäåíèé ïîëó÷àåòñÿ ïî÷òè
êðóãîâàÿ îðáèòà Õàðîíà (Tholen, 1985).

Ïî ñïåêë-èíòåðôåðîìåòðè÷åñêèì íàáëþäåíèÿì íåëüçÿ äîñòî-
âåðíî îïðåäåëèòü ðàçìåðû òåë, ÷òî ìîæíî çàêëþ÷èòü èç îïèñàíèÿ
ìåòîäèêè òàêèõ íàáëþäåíèé. Ïîýòîìó âîïðîñ î ïëîòíîñòè âåùåñòâà
ñèñòåìû Ïëóòîí-Õàðîí íåêîòîðîå âðåìÿ îñòàâàëñÿ îòêðûòûì.

Èñêëþ÷èòåëüíûì àñòðîíîìè÷åñêèì ñîáûòèåì òîé ýïîõè áûëî
ïðîõîæäåíèå ïëîñêîñòè îðáèòû Õàðîíà âáëèçè ëèíèè, ñîåäèíÿþ-
ùåé Ñîëíöå è Ïëóòîí. Ýòî ÿâëåíèå ïîâòîðÿåòñÿ ñ ïåðèîäîì 124
ãîäà (ïîëîâèíà ïåðèîäà îáðàùåíèÿ Ïëóòîíà âîêðóã Ñîëíöà). Ñî-
ãëàñíî ïàðàìåòðàì îðáèòû, îïðåäåëåííûì ïî ñïåêë-èíòåðôåðîìå-
òðè÷åñêèì íàáëþäåíèÿì, ñ 1985 ãîäà Ïëóòîí è Õàðîí, êàê îíè âèä-
íû ñ Çåìëè, äîëæíû ïåðèîäè÷åñêè çàñëîíÿòü äðóã äðóãà. Êðîìå
òîãî òåíü, êîòîðóþ îòáðàñûâàåò îäíî òåëî íà äðóãîå, áóäåò âèäíà
ñ Çåìëè. Ñîîòâåòñòâåííî áóäåò óìåíüøàòüñÿ èõ ñóììàðíûé áëåñê.
Êàê âïîñëåäñòâèè âûÿñíèëîñü, ýòî óìåíüøåíèå ìîæåò äîñòèãàòü 0.7
çâåçäíîé âåëè÷èíû. Òàêèå çàñëîíåíèÿ è çàòìåíèÿ íàçûâàþòñÿ â ëè-
òåðàòóðå âçàèìíûìè ïîêðûòèÿìè è çàòìåíèÿìè èëè âçàèìíûìè ñî-
áûòèÿìè.

Èçìåíåíèÿ ÿðêîñòè Ïëóòîíà èç-çà ïîêðûòèé è çàòìåíèé äåé-
ñòâèòåëüíî áûëè îáíàðóæåíû â 1985 ãîäó âïåðâûå ïî íàáëþäåíè-
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Ðèñ. 2.2. Ðàçëè÷íûå ôàçû âçàèìíûõ ïîêðûòèé è çàòìåíèé â ñèñòåìå
Ïëóòîí-Õàðîí.

ÿì, âûïîëíåííûì íà îáñåðâàòîðèÿõ Ìàóíò Ïàëîìàð è Ìàê Äîíàëüä
(Binzel et al., 1985).

Âûñîêîòî÷íûå ôîòîìåòðè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ ñèñòåìû Ïëóòîí-
Õàðîí äàþò ïðèíöèïèàëüíî íîâóþ èíôîðìàöèþ äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ìåòîäèêè ìîäåëèðîâà-
íèÿ êàðòèíû ÿâëåíèé è ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû ïðèâîäÿòñÿ â
ðàáîòå (Dunbar, Tedesco, 1986). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Ïëóòîí è Õà-
ðîí èìåþò øàðîîáðàçíóþ ôîðìó.

Èçìåðÿåìàÿ âåëè÷èíà — ñóììàðíûé áëåñê ñóùåñòâåííî çàâèñèò
îò ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîâåðõíîñòåé òåë. Ïîýòîìó â ÷èñëî îïðåäå-
ëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ âêëþ÷àåòñÿ àëüáåäî äëÿ êàæäîãî èç òåë. Â ðà-
áîòå (Dunbar, Tedesco, 1986) ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî àëüáåäî îäèíàêîâîå ïî
ïîâåðõíîñòè òåëà.

Íà ðèñ. 2.2 ïîêàçàíû íåñêîëüêî ïðèìåðîâ âçàèìíîãî ðàñïîëî-
æåíèÿ Ïëóòîíà, Õàðîíà è òåíè îäíîãî èç òåë, êàê ýòî âèäíî ñ Çåì-
ëè. Ðàçìåðû òåë è ñìåùåíèå òåíè íà ðèñóíêàõ ñîîòâåòñòâóþò ïàðà-
ìåòðàì ñèñòåìû, íàéäåííûì â ðàáîòå (Tholen et al., 1987) ïî ïåð-
âûì ôîòîìåòðè÷åñêèì íàáëþäåíèÿì âçàèìíûõ ÿâëåíèé â ñèñòåìå
Ïëóòîí-Õàðîí.

Âèäèìàÿ ãðàíèöà òåíè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèâóþ, îïèñûâàå-
ìóþ äîâîëüíî ñëîæíûì óðàâíåíèåì. Âèäèìûå îñâåùåííûå ïëîùà-
äè òåë â ðàáîòå (Dunbar, Tedesco, 1986) ïðåäëàãàåòñÿ îïðåäåëÿòü
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÷èñëåííî ïóòåì âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ. Äëÿ ïðè-
áëèæåííûõ ðàñ÷åòîâ ìîæíî ââåñòè óïðîùåíèå — ñ÷èòàòü âèäèìóþ
ãðàíèöó òåíè îêðóæíîñòüþ ðàäèóñîì, ðàâíûì ðàäèóñó òåëà, êîòî-
ðîå îòáðàñûâàåò òåíü (Dunbar, Tedesco, 1986). Â ýòîì ñëó÷àå âè-
äèìûå îñâåùåííûå ïëîùàäè ìîæíî âûðàçèòü àíàëèòè÷åñêè è âû-
÷èñëÿòü èõ ïî ïðîñòûì ôîðìóëàì. Òàêèå ôîðìóëû ïðèâîäÿòñÿ â
ðàáîòå (Dunbar, Tedesco, 1986). Îøèáêà âû÷èñëåííîé ÿðêîñòè ñè-
ñòåìû ïðè ýòîì íå ïðåâîñõîäèò 0.005 çâåçäíîé âåëè÷èíû. Íåñìîò-
ðÿ íà ïðîñòîòó ôîðìóë, àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ÿðêîñòè îêàçûâàåòñÿ
äîâîëüíî ñëîæíûì èç-çà ìíîãî÷èñëåííîñòè âàðèàíòîâ îòíîñèòåëü-
íîãî ðàñïîëîæåíèÿ òåë è òåíè.

Â 1985 è 1986 ãîäàõ çàòìåíèÿ áûëè íåïîëíûìè, ò.å. íèêîãäà âè-
äèìûé äèñê îäíîãî òåëà íå íàõîäèëñÿ ïîëíîñòüþ âíóòðè âèäèìîãî
äèñêà äðóãîãî òåëà èëè åãî òåíè. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ íàäåæíî îïðå-
äåëÿåìûì ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ ñóììà ðàäèóñîâ ïëàíåòû è ñïóòíè-
êà. Ðàäèóñû êàæäîãî èç òåë îïðåäåëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî ìåíåå òî÷-
íî. Îäíàêî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè âåùåñòâà òåë íåîáõîäèìî
çíàòü èõ ðàäèóñû îòäåëüíî, à íå òîëüêî ñóììó. ×òîáû ðàçäåëüíî
îïðåäåëèòü ðàäèóñû Ïëóòîíà è Õàðîíà, ñëåäóåò ïðèâëå÷ü íàáëþäå-
íèÿ ïîëíûõ çàòìåíèé, êîòîðûå ïðîèñõîäèëè â 1987 è 1988 ãîäàõ.
Çàòìåíèÿ â 1989 è 1990 ãîäàõ ñíîâà ÿâëÿþòñÿ íåïîëíûìè è â 1990
ãîäó çàêîí÷èëèñü ñîâñåì.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîòîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé çàòìåíèé â
ïðèíöèïå íåâîçìîæíî îòäåëüíî îïðåäåëèòü áîëüøóþ ïîëóîñü îð-
áèòû Õàðîíà è ðàäèóñû òåë. Åñëè, íàïðèìåð, îäíîâðåìåííî óâåëè-
÷èòü â N ðàç áîëüøóþ ïîëóîñü îðáèòû è ðàäèóñû òåë, òî êðèâàÿ
áëåñêà ñèñòåìû íå èçìåíèòñÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷òîáû îïðåäåëèòü
ñðåäíþþ ïëîòíîñòü âåùåñòâà ñèñòåìû Ïëóòîí-Õàðîí, äîñòàòî÷íî
çíàòü òîëüêî îòíîøåíèÿ ðàäèóñîâ òåë ê áîëüøîé ïîëóîñè îðáèòû.
Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî ïîëó÷èòü ôîðìóëó äëÿ ñðåäíåé ïëîòíîñòè ρ

âåùåñòâà ñèñòåìû

ρ =
3π

GT 2

[(
RP

a

)3

+

(
RC

a

)3
]−1

,

ãäå G — óíèâåðñàëüíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, T — ïåðè-
îä îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ Õàðîíà, a — áîëüøàÿ ïîëóîñü åãî îð-
áèòû, RP è RC — ðàäèóñû Ïëóòîíà è Õàðîíà, ñîîòâåòñòâåííî.
Ïåðèîä T òî÷íåå äðóãèõ ïàðàìåòðîâ îïðåäåëÿåòñÿ êàê èç ñïåêë-
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èíòåðôåðîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé, òàê è ïî ôîòîìåòðè÷åñêèì íà-
áëþäåíèÿì â ïåðèîäû âçàèìíûõ ïîêðûòèé è çàòìåíèé.

Ïîëíóþ ìàññó ñèñòåìû ìîæíî íàéòè ïðè óñëîâèè, ÷òî êðîìå ïå-
ðèîäà T , èçâåñòíà áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû ñïóòíèêà, êîòîðàÿ ìîãëà
áûòü îïðåäåëåíà òîëüêî ïî ñïåêë-èíòåðôåðîìåòðè÷åñêèì íàáëþäå-
íèÿì.

Ôîòîìåòðè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ âçàèìíûõ çàòìåíèé â ñèñòåìå
Ïëóòîí-Õàðîí ñ 1985 ãîäà ñèñòåìàòè÷åñêè âåëèñü íà îáñåðâàòîðèè
Ìàóíà Êåà íà Ãàâàéñêèõ îñòðîâàõ è íà îáñåðâàòîðèè Ìàêäîíàëüäà
â øòàòå Òåõàñ (ÑØÀ).

Ïåðâûå íàèáîëåå çíà÷èòåëüíûå ðåçóëüòàòû îïðåäåëåíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ ñèñòåìû Ïëóòîí-Õàðîí ïî ôîòîìåòðè÷åñêèì íàáëþäåíèÿì
çàòìåíèé áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå (Tholen et al., 1987). Èñïîëüçîâà-
ëèñü íàáëþäåíèÿ ÷àñòè÷íûõ çàòìåíèé 1985 è 1986 ãîäîâ. Ðåçóëüòà-
òû íàáëþäåíèé íå ïóáëèêóþòñÿ, ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ïðèâîäÿò-
ñÿ òîëüêî íà ðèñóíêàõ òåîðåòè÷åñêîé êðèâîé áëåñêà ïîñëå óòî÷íå-
íèÿ ïàðàìåòðîâ ñ ðåçóëüòàòàìè íàáëþäåíèé äëÿ øåñòè çàòìåíèé
1986 ãîäà. Íàêëîí îðáèòû îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîíèæåííîé òî÷íîñòüþ,
ïîñêîëüêó èíôîðìàöèþ äëÿ åãî îïðåäåëåíèÿ èç ôîòîìåòðèè äàåò
òîëüêî îòêëîíåíèå òåíè, êîòîðîå ñàìî ïî ñåáå âåñüìà ìàëî. Ñðåäíÿÿ
âåëè÷èíà îñòàòî÷íûõ îòêëîíåíèé èçìåðåííûõ çíà÷åíèé ÿðêîñòè îò
òåîðåòè÷åñêèõ ïîñëå óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ äëÿ êàæäîãî çàòìåíèÿ
íå ïðåâûøàëà 0.002 çâåçäíîé âåëè÷èíû. Ìàêñèìàëüíîå óìåíüøå-
íèå ÿðêîñòè ñèñòåìû Ïëóòîí—Õàðîí â çàòìåíèÿõ 1985 è 1986 ãî-
äàõ ñîñòàâèëî îêîëî 0.25 çâåçäíîé âåëè÷èíû.

Àâòîðû ðàáîòû (Tholen et al., 1987) ñäåëàëè ïîïûòêó îïðåäåëèòü
âàðèàöèè àëüáåäî ïî âèäèìûì äèñêàì Ïëóòîíà è Õàðîíà. Óâåðåííî
ñäåëàí âûâîä î òîì, ÷òî ýêâàòîðèàëüíûå îáëàñòè Ïëóòîíà íåìíî-
ãî òåìíåå ïîëÿðíûõ. Ýòîò ðåçóëüòàò ñîãëàñóåòñÿ ñ äàííûìè ðàäèî-
òåõíè÷åñêèõ èçìåðåíèé èçëó÷åíèÿ Ïëóòîíà â èíôðàêðàñíîì äèàïà-
çîíå, ñäåëàííûõ 16 àâãóñòà 1983 ãîäà ñ àñòðîíîìè÷åñêîãî ñïóòíèêà
IRAS (Infrared Astronomical Satellite) (Sykes et al., 1987). Ïðåäïîëà-
ãàëîñü, ÷òî Ïëóòîí èìååò ÿðêèå ïîëÿðíûå øàïêè èç òâåðäîãî ìåòà-
íà, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ ïî êðàéíåé ìåðå äî øèðîò ±45 ãðàäóñîâ.
×òî êàñàåòñÿ Õàðîíà, òî ñäåëàíà ïîïûòêà èäåíòèôèöèðîâàòü íà åãî
ïîâåðõíîñòè ëåä (Marcialis, Rieke, Lebofsky, 1987).

Ïî âñåì ôîòîìåòðè÷åñêèì íàáëþäåíèÿì çàòìåíèé, âêëþ÷àÿ
ïîëíûå çàòìåíèÿ âïëîòü äî 26 èþíÿ 1987 ãîäà, áûëè ñíîâà óòî÷íå-
íû ïàðàìåòðû ñèñòåìû Ïëóòîí—Õàðîí (Tholen, Buie, Swift, 1987).
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Òàáëèöà 2.2. Ïàðàìåòðû ñèñòåìû Ïëóòîí-Õàðîí, ïîëó÷åííûå ïî ôîòîìåò-
ðè÷åñêèì íàáëþäåíèÿì âî âðåìÿ èõ ïîëíûõ âçàèìíûõ çàòìåíèé.

Ïàðàìåòð Çíà÷åíèå Ñð. êâàäð.

îøèáêà

Áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû Õàðîíà, êì 19640 320

Ýêñöåíòðèñèòåò 0.00009 0.00038

Íàêëîí ê ãåîýêâàòîðó ýïîõè 1950.0,

ãðàä 98.3 1.3

Ïåðèîä îáðàùåíèÿ Õàðîíà, ñóò 6.387230 0.000021

Ðàäèóñ Ïëóòîíà, êì 1142 9

Ðàäèóñ Õàðîíà, êì 596 17

Ãåîìåòðè÷åñêîå àëüáåäî Ïëóòîíà 0.43 - 0.60 –

Ãåîìåòðè÷åñêîå àëüáåäî Õàðîíà 0.375 0.018

Ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü âåùåñòâà

ñèñòåìû Ïëóòîí-Õàðîí, ã/ñì3 2.065 0.047

Àíàëîãè÷íî äåëàëèñü äàëüíåéøèå óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ è ïðîãíîç
îáñòîÿòåëüñòâ çàòìåíèé íà 1989 ãîä (Tholen, Buie, 1988). Ìàêñè-
ìàëüíûé ñïàä ñâåòèìîñòè ñèñòåìû Ïëóòîí—Õàðîí èç-çà çàòìåíèé
ïðîèñõîäèë â ôåâðàëå 1987 ãîäà è ñîñòàâëÿë 0.67 çâåçäíîé âåëè÷è-
íû. Ïîñëåäíèå îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, âçÿòûå
èç ðàáîòû (Tholen, Buie, 1988), ïðèâåäåíû â òàáë. 2.2.

Ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ ïðåäâû÷èñëåíèÿ çàòìåíèé â
ñèñòåìå Ïëóòîí—Õàðîí âåëàñü òàêæå â ÃÀÈØ ÌÃÓ. Áûëè âû÷èñ-
ëåíû ýôåìåðèäû çàòìåíèé íà 1989 ãîä, à òàêæå óñëîâèÿ ôîòîìåò-
ðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé çàòìåíèé íà 1990 ãîä (Åìåëüÿíîâ, 1989; Åìå-
ëüÿíîâ, Ìåäâåäåâ, 1989).

Â ðàáîòàõ (Mulholland, Gustafson, 1987; Tholen, Hubbard, 1988)
ðàññìàòðèâàëîñü ÿâëåíèå äèôðàêöèè âî âðåìÿ âçàèìíûõ çàòìåíèé
Ïëóòîíà è Õàðîíà. Âîïðîñ î âëèÿíèè ýòîãî ýôôåêòà íà ðåçóëüòàòû
íàáëþäåíèé îñòàëñÿ îòêðûòûì.

Ïîïûòêà èíòåðïðåòàöèè íàáëþäåíèé ñèñòåìû íà îñíîâå ìîäåëè
àëüáåäî Ïëóòîíà, âêëþ÷àþùåé äâà ïÿòíà íà ïîâåðõíîñòè, ñäåëàíà
àâòîðîì ðàáîòû (Marcialis, 1988).
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Â èòîãå äàäèì îêîí÷àòåëüíî îáùåå ïðåäñòàâëåíèå î ñèñòåìå
Ïëóòîí—Õàðîí íà îñíîâå äàííûõ, ïîëó÷åííûõ ïîñëå ïîñëåäíåé
ýïîõè âçàèìíûõ ïîêðûòèé è çàòìåíèé â ýòîé ñèñòåìå.

Ïëóòîí è Õàðîí — äâà øàðîîáðàçíûõ íåáåñíûõ òåëà îáùåé ìàñ-
ñîé (6.8 ± 0.5) · 10−9 ìàññ Ñîëíöà äâèæóùèõñÿ ïî êðóãîâûì îðáè-
òàì âîêðóã îáùåãî öåíòðà ìàññ íà ðàññòîÿíèè 19130 êì ñ ïåðèî-
äîì 6.387217 ñóò. Ïëîñêîñòü îðáèò ïî÷òè ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñ-
êîñòè ýêâàòîðà Çåìëè (íàêëîí ê ïëîñêîñòè ýêâàòîðà ýïîõè 1950.0
îêîëî 98.3 ãðàä.). Ðàäèóñû: Ïëóòîíà — 1142 êì, Õàðîíà — 696 êì.
Îòíîøåíèå ìàññû ñïóòíèêà ê ìàññå ïëàíåòû â ïðåäïîëîæåíèè ðàâ-
íîé ïëîòíîñòè âåùåñòâà òåë ðàâíî 0.1526. Êàæäîå èç òåë âðàùàåòñÿ
âîêðóã ñîáñòâåííîé îñè ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì ïåðèîäó îðáèòàëüíî-
ãî äâèæåíèÿ Õàðîíà âîêðóã Ïëóòîíà. Îñè âðàùåíèÿ ïåðïåíäèêó-
ëÿðíû ïëîñêîñòè îðáèòû Õàðîíà. Òàêèì îáðàçîì, Ïëóòîí è Õàðîí
ïîñòîÿííî îðèåíòèðîâàíû äðóã ê äðóãó îäíèìè è òåìè æå ñâîèìè
ñòîðîíàìè.

Âîïðîñû îá îòëè÷èè òåë îò øàðîîáðàçíûõ è îá îòëè÷èè ýêñöåí-
òðèñèòåòà îðáèòû ñïóòíèêà îò íóëÿ îñòàþòñÿ îòêðûòûìè.

Âîçìóùåíèÿ êåïëåðîâñêîé îðáèòû Õàðîíà äî ñèõ ïîð íå èçó-
÷àëèñü. Ïîääàåòñÿ ïðîñòîé îöåíêå âåêîâîå èçìåíåíèå äîëãîòû âîñ-
õîäÿùåãî óçëà îðáèòû èç-çà ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà, Îíî ñîñòàâëÿåò
3 · 10−21 ãðàäóñà â ãîä.

Íà ïîâåðõíîñòè Ïëóòîíà èìåþòñÿ ñâåòëûå ïîëÿðíûå øàïêè èç
òâåðäîãî ìåòàíà. Õàðîí âåðîÿòíî ñîñòîèò èç ëüäà è èìååò ðàâíî-
ìåðíóþ îñâåùåííîñòü.

Ñóùåñòâóþò íåñêîëüêî òèïîâ íàáëþäåíèé ñèñòåìû Ïëóòîí-
Õàðîí. Ïåðâûé òèï — ñïåêë-èíòåðôåðîìåòðè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ,
êîòîðûå ñîñòîÿò â èçìåðåíèè óãëîâîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïëàíåòîé
è ñïóòíèêîì è ïîçèöèîííîãî óãëà. Âòîðîé òèï íàáëþäåíèé — ôîòî-
ìåòðè÷åñêèå èçìåðåíèÿ ñóììàðíîãî áëåñêà ñèñòåìû â ïåðèîä âçà-
èìíûõ çàòìåíèé, êîòîðûé äëèòñÿ îêîëî øåñòè ëåò è ïîâòîðÿåòñÿ
îäèí ðàç â 124 ãîäà. Íåäàâíèé òàêîé ïåðèîä — ñ 1985 ïî 1990 ãîä.

Íàáëþäåíèÿ ñèñòåìû Ïëóòîí-Õàðîí ïðîâîäèëèñü òàêæå ñ êîñ-
ìè÷åñêîãî òåëåñêîïà Hubble Space Telescope (HST). Â 1993 ãîäó áû-
ëè ïîëó÷åíû 60 èçîáðàæåíèé (Tholen, Buie, 1997). Èç ýòèõ íàáëþ-
äåíèé áûëè îïðåäåëåíû íîâûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ îðáèòû. Â ïðî-
òèâîïîëîæíîñòü ïðåäïîëîæåíèÿì, îñíîâàííûì íà ìîäåëè ïðèëèâ-
íîé ýâîëþöèè, áûëî íàéäåíî íåîæèäàííî áîëüøîå çíà÷åíèå ýêñ-
öåíòðèñèòåòà îðáèòû, ðàâíîå 0.0076±0.0005. Áîëüøàÿ ïîëóîñü îêà-
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Òàáëèöà 2.3. Ïàðàìåòðû ñèñòåìû Ïëóòîíà è åãî ñïóòíèêîâ. Gm — ãðàâèòà-
öèîííûé ïàðàìåòð. Áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû Õàðîíà îòíîñèòñÿ ê åãî äâè-
æåíèþ âîêðóã Ïëóòîíà. Äëÿ îñòàëüíûõ ÷åòûðåõ ñïóòíèêîâ áîëüøèå ïî-
ëóîñè îðáèò îòíîñÿòñÿ ê äâèæåíèþ âîêðóã áàðèöåíòðà äâîéíîé ñèñòåìû.
Íàêëîíû îðáèò äàíû ïî îòíîøåíèþ ê ïëîñêîñòè îðáèòû Õàðîíà. Äëÿ Ïëó-
òîíà äàí ïåðèîä îñåâîãî âðàùåíèÿ, äëÿ ñïóòíèêîâ — ïåðèîäû îáðàùåíèÿ

âîêðóã ïëàíåòû.

Áîëüøàÿ Ýêñöåí- Íà-

Òåëî ïîëóîñü, òðè- êëîí, Ïåðèîä, Gm,

êì ñèòåò ãðàä. ñóòêè êì3/ñ2

Ïëóòîí 6.3872 869.60± 1.8

Õàðîí 19596 0.00005 0.0 6.3872 105.88± 1.0

Ñòèêñ 42413 0.00001 0.0 20.1617 0.0000± 0.0001

Íèêòà 48690 0.00000 0.0 24.8548 0.0030± 0.0027

Öåðáåð 57750 0.00000 0.4 32.1679 0.0011± 0.0006

Ãèäðà 64721 0.00554 0.3 38.2021 0.0032± 0.0028

çàëàñü ðàâíîé 19636±8 êì. Ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð ñèñòåìû áûë
âûâåäåí ðàâíûì 981.5± 1.1 êì3/ñ2.

Â ðàáîòå (Olkin, Wasserman, Franz, 2003) äîêëàäûâàåòñÿ î ïðîâå-
äåíèè íàáëþäåíèé ñèñòåìû Ïëóòîí-Õàðîí ñ ïîìîùüþ HST â 1998
ãîäó íåïðåðûâíî â òå÷åíèå 4.4 ñóòîê. Â 2002–2003 ãîäàõ ñ ïîìî-
ùüþ HST áûëè ïîëó÷åíû åùå 12 ïîëîæåíèé Õàðîíà îòíîñèòåëüíî
Ïëóòîíà (Buie et al., 2006).

Â 2005 ãîäó áûëè îòêðûòû äâà íîâûõ ñïóòíèêà Ïëóòîíà Íèêòà
è Ãèäðà, à â 2011 è 2012 ãîäàõ åùå äâà ñïóòíèêà Öåðáåð è Ñòèêñ.
Ýòî âåñüìà ìàëûå ïî ñðàâíåíèþ ñ Õàðîíîì îáúåêòû äâèæóùèåñÿ
íà ðàññòîÿíèÿõ 40–60 òûñÿ÷ êì îò ïëàíåòû.

Ñîâðåìåííûå äàííûå îá îðáèòàëüíûõ ñâîéñòâàõ ñïóòíèêîâ ïî-
ëó÷åíû èç íàçåìíûõ íàáëþäåíèé è íàáëþäåíèé ñ êîñìè÷åñêîãî òå-
ëåñêîïà Õàááëà (HST) (Brozovic et al., 2015). Ýòè äàííûå âîñïðî-
èçâåäåíû â òàáë. 2.3. Â òàáëèöå ïðèâîäÿòñÿ òàêæå ïåðèîä âðàùåíèÿ
è ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð Ïëóòîíà.

Íîâûé øàã â èçó÷åíèè ñèñòåìû ñïóòíèêîâ Ïëóòîíà áûë ñäåëàí
â 2006 ãîäó çàïóñêîì ê Ïëóòîíó àâòîìàòè÷åñêîãî êîñìè÷åñêîãî àï-
ïàðàòà New Horizons. Â ñåðåäèíå 2015 ãîäà àïïàðàò äîñòèã îêðåñò-
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íîñòåé Ïëóòîíà. Ñ ðàññòîÿíèÿ 12 òûñ. êì áûëè ñäåëàíû ìíîãî÷èñ-
ëåííûå ñíèìêè ïëàíåòû. Ïîëó÷åíû òàêæå èçîáðàæåíèÿ Õàðîíà è
äðóãèõ ñïóòíèêîâ. Ïîñòðîåíû êàðòû òåìïåðàòóð ïëàíåòû è ñïóò-
íèêà, îòêðûòà òîíêàÿ àòìîñôåðà ó Ïëóòîíà, ñîñòîÿùàÿ èç ìîëåêóë
àçîòà è ìåòàíà.

Ñ êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà New Horizons ïîëó÷åíî î÷åíü ìíîãî
äàííûõ. Èõ îáðàáîòêà çàéìåò êàêîå-òî âðåìÿ. Ïðåäâàðèòåëüíûå ðå-
çóëüòàòû äàíû â ïóáëèêàöèè (Stern et al., 2015). Ïðèâîäÿòñÿ êàðòû
ïîâåðõíîñòåé Ïëóòîíà è Õàðîíà. Îïèñàíû ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà èõ
ïîâåðõíîñòåé. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî àòìîñôåðå Ïëóòîíà.

Íà îñíîâå äàííûõ ñ àïïàðàòà New Horizons ïîëó÷åíû íîâûå çíà-
÷åíèÿ ðàäèóñîâ Ïëóòîíà è Õàðîíà — 1187 ± 4 êì è 606 ± 3 êì, ñî-
îòâåòñòâåííî. Îïðåäåëåíû ïîëóîñè òðåõîñíîãî òåëà Íèêòû: 54, 41,
36 êì. Íàéäåíû ïîëóîñè ýëëèïñîèäà, ïðåäñòàâëÿþùåãî òåëî Ãèäðû:
43 è 33 êì.

Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ïåðâûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî íàéòè â ðà-
áîòå (Stern et al., 2018). Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî ôèçè÷åñêèì
ñâîéñòâàì Ïëóòîíà è åãî ñïóòíèêîâ. Ðåçóëüòàòû èçëîæåíû â ñëå-
äóþùèõ ðàçäåëàõ: ãåîëîãèÿ è ñîñòàâ, àòìîñôåðà, íåäðà, ðàçìåðû è
ôîðìà îáúåêòîâ, ìîðôîëîãèÿ, ñîñòàâ è öâåò ïîâåðõíîñòåé, Îñîáîå
âíèìàíèå óäåëåíî âîïðîñàì ïðîèñõîæäåíèÿ ñèñòåìû Ïëóòîíà.

Íîâûå äàííûå ïîçèöèîííûõ íàáëþäåíèé, íà îñíîâå êîòîðûõ
ìîæíî áûëî áû óòî÷íèòü îðáèòû ñïóòíèêîâ, ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè
íå îïóáëèêîâàíû.

Äëÿ ïðèëîæåíèé ìåòîäîâ íåáåñíîé ìåõàíèêè äâîéíàÿ ïëàíåòà
Ïëóòîí – Õàðîí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óíèêàëüíûé ñëó÷àé â Ñîëíå÷-
íîé ñèñòåìå. Èìåþò ìåñòî ìàêñèìàëüíîå îòíîøåíèå ìàññû ñïóò-
íèêà ê ìàññå ïëàíåòû — 0.1217, ìàêñèìàëüíîå îòíîøåíèå ðàäèóñà
ñïóòíèêà ê åãî ðàññòîÿíèþ äî ïëàíåòû — 0.0309 è äâîéíàÿ ñèíõðîí-
íîñòü âðàùåíèÿ ïëàíåòû è ñïóòíèêà ñ îðáèòàëüíûì äâèæåíèåì.

2.5. Îðáèòàëüíûå è ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû ïëàíåò,
èìåþùèõ ñïóòíèêè

Â çàäà÷àõ èçó÷åíèÿ äèíàìèêè åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò
ïðèõîäèòñÿ âû÷èñëÿòü âîçìóùåíèÿ â äâèæåíèè ñïóòíèêîâ, îáó-
ñëîâëåííûå ïðèòÿæåíèåì áîëüøèõ ïëàíåò. Â íåêîòîðûõ ñëó÷à-
ÿõ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü òàêæå íåñôåðè÷íîñòü ïëàíåò. Äëÿ ýòîãî
óäîáíî èìåòü ïîä ðóêîé íåîáõîäèìûå ïàðàìåòðû. Ïîýòîìó ìû ïðè-
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Òàáëèöà 2.4. Îðáèòàëüíûå ïàðàìåòðû íåêîòîðûõ áîëüøèõ ïëàíåò. Íàêëîí
èçìåðÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî ýêëèïòèêè ýïîõè J2000. Ïåðèîä çàäàí â þëèàí-

ñêèõ ãîäàõ ïî 365.25 ñóòîê.

Áîëüøàÿ Ýêñöåí- Íàêëîí Ïåðèîä

Ïëàíåòà ïîëóîñü òðèñèòåò ê ýêë., îáðàùåíèÿ,

îðáèòû, à.å. îðáèòû ãðàäóñû ëåò

Ìàðñ 1.5236793402 0.093400630 1.84972607 1.88084832678

Þïèòåð 5.2026032025 0.048497982 1.30328059 11.8619832216

Ñàòóðí 9.5549104300 0.055548261 2.48887405 29.4571606779

Óðàí 19.2184382726 0.046384032 0.77318296 84.0204024633

Íåïòóí 30.1104158724 0.009454315 1.76994618 164.770405189

Ïëóòîí 39.54461714 0.24905026 17.1420813 247.997694064

âîäèì çäåñü íåêîòîðûå îðáèòàëüíûå è ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû Ìàð-
ñà, Þïèòåðà, Ñàòóðíà, Óðàíà, Íåïòóíà è Ïëóòîíà. Â òàáë. 2.4 äàþò-
ñÿ îðáèòàëüíûå ïàðàìåòðû, âçÿòûå èç ïóáëèêàöèè (Simon, Francou,
2016). Äëÿ Ìàðñà âçÿòû ïàðàìåòðû òåîðèè VSOP2013, à äëÿ îñòàëü-
íûõ ïëàíåò ïàðàìåòðû òåîðèè TOP2013.

Â ñëåäóþùèõ òàáëèöàõ ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ôèçè÷åñêèå ïà-
ðàìåòðû áîëüøèõ ïëàíåò. Ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð — ýòî ïðîèç-
âåäåíèå óíèâåðñàëüíîé ãðàâèòàöèîííîé ïîñòîÿííîé íà ìàññó òåëà.
Èìåííî ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð ôèãóðèðóåò â óðàâíåíèÿõ äâè-
æåíèÿ íåáåñíûõ òåë. Îí îïðåäåëÿåòñÿ èç íàáëþäåíèé, ïðè÷åì òî÷-
íåå, ÷åì îòäåëüíî óíèâåðñàëüíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî ïðèâåäåííûå çíà÷åíèÿ ãðàâèòàöèîííûõ ïà-
ðàìåòðîâ ïëàíåò ìîãóò âêëþ÷àòü â ñåáÿ ìàññû ñïóòíèêîâ. Çíà÷å-
íèÿ äëÿ ïëàíåòû âìåñòå ñî ñïóòíèêàìè íàçûâàþòñÿ ãðàâèòàöèîí-
íûìè ïàðàìåòðàìè ñèñòåìû. Îòäåëüíî äëÿ ïëàíåòû çàäàåòñÿ ãðà-
âèòàöèîííûé ïàðàìåòð ïëàíåòû.

Íåîáõîäèìûìè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ÿâ-
ëÿþòñÿ òàêæå ïàðàìåòðû ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ïëàíåòû. Ìîäåëü
ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæå-
íèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöè-
ÿì. Âèä ðàçëîæåíèÿ ïðèâîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùåì ðàçäåëå ãëà-
âû 3. Áîëüøèå ïëàíåòû ïî÷òè îñåñèììåòðè÷íû, íî èìåþò åùå è
ýêâàòîðèàëüíóþ ïëîñêîñòü ñèììåòðèè. Ïî ýòèì ïðè÷èíàì â ðàçëî-
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æåíèè áåðóòñÿ òîëüêî ÷ëåíû ñ êîýôôèöèåíòàìè J2, J4, J6. Ýòè êî-
ýôôèöèåíòû îïðåäåëÿþòñÿ èç íàáëþäåíèé äëÿ çàäàííîãî ýêâàòî-
ðèàëüíîãî ðàäèóñà ïëàíåòû Re è ñîâìåñòíî ñ åå ãðàâèòàöèîííûì
ïàðàìåòðîì. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ñîâìåñòíî èñïîëüçîâàòü âçàèìíî
ñîãëàñîâàííûå çíà÷åíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ
ïëàíåòû ïðèíèìàåòñÿ òàêîé âèä, ÷òîáû êîýôôèöèåíò J2, õàðàêòå-
ðèçóþùèé åå äèíàìè÷åñêîå ñæàòèå, áûë ïîëîæèòåëüíûì.

Çíà÷åíèÿ ãðàâèòàöèîííûõ ïîñòîÿííûõ ñèñòåì ïëàíåò, âçÿòûå èç
ïóáëèêàöèè (Folkner et al., 2014), ïðèâîäÿòñÿ â òàáë. 2.5. Ýòî òå çíà-
÷åíèÿ, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè äâèæåíèÿ
ïëàíåò DE431. Îíè âêëþ÷àþò â ñåáÿ çíà÷åíèÿ ìàññ ñïóòíèêîâ.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîñòîÿííûõ â òîé èëè èíîé
òåîðèè ñëåäóåò áðàòü ñîãëàñîâàííûå ìåæäó ñîáîé èõ çíà÷åíèÿ. Â
÷àñòíîñòè, íåêîòîðûå äðóãèå ïîñòîÿííûå â êîìïëåêòå ñ ãðàâèòàöè-
îííûìè ïîñòîÿííûìè ïëàíåò ñëåäóåò áðàòü èç òîé æå ïóáëèêàöèè
(Folkner et al., 2014):
– àñòðîíîìè÷åñêàÿ åäèíèöà 149597870.700 êì,
– ñêîðîñòü ñâåòà 299792.458 êì/ñ,
– ðàäèóñ Ñîëíöà 696000.0 êì,
– ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð Ñîëíöà 132712440041.939400 êì3/ñ2,
– äèíàìè÷åñêîå ñæàòèå Ñîëíöà J2 = 2.1106088532726840 · 10−7.
Áîëüøîå (èçëèøíåå) êîëè÷åñòâî çíà÷àùèõ öèôð â ýòèõ çíà÷åíèÿõ
áûâàåò íåîáõîäèìî äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ ïðè âû÷èñ-
ëåíèÿõ.

Â òàáë. 2.5 äàíû ñðåäíèå, ýêâàòîðèàëüíûå è ïîëÿðíûå çíà÷åíèÿ
ðàäèóñîâ ïëàíåò. Ýòè çíà÷åíèÿ ðåêîìåíäîâàíû Ðàáî÷åé ãðóïïîé ïî
êàðòîãðàôè÷åñêèì êîîðäèíàòàì è ïàðàìåòðàì âðàùåíèÿ ïëàíåò è
ñïóòíèêîâ Ìåæäóíàðîäíîãî àñòðîíîìè÷åñêîãî ñîþçà (IAU Working
Group on Cartographic Coordinates and Rotational Elements — IAU
WG CCRE). Îíè îïóáëèêîâàíû â î÷åðåäíîì îò÷åòå ýòîé ðàáî÷åé
ãðóïïû (Archinal et al., 2018). Ðàäèóñ Ïëóòîíà â òàáëèöå íå ïðèâî-
äèòñÿ, îí äàí âûøå êàê ðåçóëüòàò íàáëþäåíèé ñ ïîìîùüþ êîñìè-
÷åñêîãî àïïàðàòà New Horizons.

Ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ïëàíåòû íà îñíî-
âå íàáëþäåíèé ïîëó÷àþò òàêæå íåêîòîðûå ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû
ïëàíåòû. Ðàññìîòðèì äàííûå èç íåñêîëüêèõ òàêèõ ðàáîò. Â êàæ-
äîé èç íèõ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñîãëàñîâàíû ìåæäó ñîáîé. Ïîýòî-
ìó ñîâìåñòíî äîëæíû èñïîëüçîâàòüñÿ çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ J2,
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Òàáëèöà 2.5. Ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû íåêîòîðûõ áîëüøèõ ïëàíåò. Çíà÷åíèÿ
ñðåäíåãî Rm, ýêâàòîðèàëüíîãî Re è ïîëÿðíîãî Rp ðàäèóñîâ âçÿòû èç ïóá-
ëèêàöèè (Archinal et al., 2018). Ãðàâèòàöèîííûå ïàðàìåòðû ñèñòåì ïëàíåò
ñî ñïóòíèêàìè Gm ñîîòâåòñòâóþò ïëàíåòíîé òåîðèè DE431 (Folkner et al.,

2014).

Ïëàíåòà Rm, Re, Rp, Gm,

êì êì êì êì3/ñ2

Ìàðñ 3389.50 3396.19 3376.20 42828.375214

Þïèòåð 69911.0 71492.0 66854.0 126712764.80

Ñàòóðí 58232.0 60268.0 54364.0 37940585.200

Óðàí 25362.0 25559.0 24973.0 5794548.600

Íåïòóí 24622.0 24764.0 24341.0 6836527.10058

Ïëóòîí - - - 977.00

Òàáëèöà 2.6. Ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû íåêîòîðûõ áîëüøèõ ïëàíåò, ïîëó÷åí-
íûå èç íàáëþäåíèé ñïóòíèêîâ. Åäèíèöû èçìåðåíèÿ êì3/ñ2.

Ãðàâèòàöèîííûé Ãðàâèòàöèîííûé

Ïëàíåòà ïàðàìåòð ïàðàìåòð

ïëàíåòû ñèñòåìû

Þïèòåð 126686536.1± 2.7 126712764.1± 2.7

Ñàòóðí 37931208.0± 1.0 37940585.0± 1.0

Óðàí 5793951.3± 4.4 5794556.4± 4.3

Íåïòóí 6835100.0± 10 6836527.0± 10

J4, J6 è ïðèíÿòûå çíà÷åíèÿ ðàäèóñîâ ïëàíåò Re. Ïîëó÷åííûå çíà-
÷åíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïðèâîäÿòñÿ â òàáë. 2.6 è 2.7, ãäå äà-
þòñÿ òàêæå ïîãðåøíîñòè îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ. Áèáëèîãðàôè÷å-
ñêèå ññûëêè èñòî÷íèêîâ ýòèõ äàííûõ òàêîâû:
äëÿ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà — (Jacobson, 2013),
äëÿ ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà — (Jacobson et al., 2006),
äëÿ ñïóòíèêîâ Óðàíà — (Jacobson, 2014),
äëÿ ñïóòíèêîâ Íåïòóíà — (Jacobson, 2009).
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Òàáëèöà 2.7. Ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû íåêîòîðûõ áîëüøèõ ïëàíåò, ïîëó÷åí-
íûå èç íàáëþäåíèé ñïóòíèêîâ. Ïàðàìåòðû ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé.

Ðàäèóñ J2 J4 J6

Ïëàíåòà Re, êì ×106 ×106 ×106

Þïèòåð 71492 14695.62± 0.29 −591.31± 2.06 20.78± 4.87

Ñàòóðí 60330 16290.71± 0.27 −935.83± 2.77 86.14± 9.64

Óðàí 25559 3510.68± 0.70 −34.17± 1.30 -

Íåïòóí 25225 3408.43± 4.50 −33.40± 2.90 -

2.6. Îðáèòàëüíûå ïàðàìåòðû ñïóòíèêîâ ïëàíåò

Äâèæåíèå ñïóòíèêîâ ïëàíåò ïîäâåðæåíî âëèÿíèþ ðàçëè÷íûõ
ôàêòîðîâ. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðåøàþòñÿ ìåòîäàìè ÷èñëåííîãî èí-
òåãðèðîâàíèÿ èëè ìåòîäàìè òåîðèè âîçìóùåíèé. Óäîáíûé è íà-
ãëÿäíûé ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ äâèæåíèÿ — ýòî êåïëåðîâñêàÿ îð-
áèòà. Ïðè íàëè÷èè âîçìóùåíèé ðåàëüíîå äâèæåíèå ïî ñðàâíåíèþ ñ
ðåøåíèåì çàäà÷è äâóõ òåë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâèæåíèå ïî êåïëå-
ðîâñêîé îðáèòå, ïàðàìåòðû êîòîðîé èçìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè. Ýòè
èçìåíåíèÿ ïðè ìàëîñòè âîçìóùåíèé áóäóò ìàëûìè. Ïîýòîìó äâè-
æåíèå ñïóòíèêà ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü íåêîòîðûìè ñðåäíèìè ïà-
ðàìåòðàìè êåïëåðîâñêîé îðáèòû. Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ïî-
ëó÷àòñÿ ðàçëè÷íûìè ïðè îñðåäíåíèè íà ðàçëè÷íûõ èíòåðâàëàõ âðå-
ìåíè.

Äëÿ ïîíèìàíèÿ ìåñòà ñïóòíèêà â ïðîñòðàíñòâå íàñ èíòåðåñóþò
ïðåæäå âñåãî ñðåäíèå çíà÷åíèÿ áîëüøîé ïîëóîñè, ýêñöåíòðèñèòåòà
è íàêëîíà îðáèòû ïî îòíîøåíèþ ê êàêîé-íèáóäü íåèçìåííîé ïëîñ-
êîñòè. Îáû÷íî íåèçìåííóþ ïëîñêîñòü âûáèðàþò òàê, ÷òîáû íàêëîí
îðáèòû ïî îòíîøåíèþ ê íåé èçìåíÿëñÿ ìèíèìàëüíî.

Äëÿ áëèçêèõ ñïóòíèêîâ äîìèíèðóþùåå âëèÿíèå èìååò ñæà-
òèå ïëàíåòû. Ïîä äåéñòâèåì ñæàòèÿ ïëîñêîñòü îðáèòû ìåäëåííî
ïðåöåññèðóåò ñ ïî÷òè ïîñòîÿííûì íàêëîíîì âîêðóã îñè ñèììåò-
ðèè ïëàíåòû. Ñàìà îðáèòà òàêæå ìåäëåííî ïîâîðà÷èâàåòñÿ â ñâîåé
ïëîñêîñòè. Íà ýòî äâèæåíèå íàêëàäûâàþòñÿ âåñüìà ìàëûå êîðîòêî-
ïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ, êîòîðûå íå ñèëüíî èçìåíÿþò õàðàêòåð
äâèæåíèÿ.

Äëÿ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò îñíîâíûå âîçìóùåíèÿ îáóñëîâ-
ëåíû ïðèòÿæåíèåì Ñîëíöà. Ïðè ýòîì îðáèòà ïðåöåññèðóåò ñ ïî÷òè
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ïîñòîÿííûì íàêëîíîì ïî îòíîøåíèþ ê ïëîñêîñòè îðáèòû Ñîëíöà
âîêðóã ïëàíåòû. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè äâèæåíèÿ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ
ñëåäóåò ó÷èòûâàòü òàêæå ïðèòÿæåíèå äðóãèõ áëèæàéøèõ ïëàíåò.

Âçàèìíîå ïðèòÿæåíèå ñïóòíèêîâ, à òàêæå ñîâìåñòíîå âëèÿíèå
ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ, èìåþùèõ ïðèìåðíî îäèíàêîâûå âåëè÷èíû,
ñóùåñòâåííî èçìåíÿþò òàêîé óïðîùåííûé õàðàêòåð äâèæåíèÿ ïî
ïðåöåññèðóþùåé êåïëåðîâñêîé îðáèòå.

Äëÿ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò âîçìóùåíèÿ îò ïðèòÿæåíèÿ
Ñîëíöà ìîãóò èìåòü âåñüìà çíà÷èòåëüíóþ âåëè÷èíó. Â ýòèõ ñëó-
÷àÿõ ýêñöåíòðèñèòåò è íàêëîí ìîãóò èçìåíÿòüñÿ â äîâîëüíî øèðî-
êèõ ïðåäåëàõ, è èõ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ áóäóò çíà÷èòåëüíî çàâèñåòü
îò èíòåðâàëà âðåìåíè, íà êîòîðîì äåëàåòñÿ îñðåäíåíèå ýëåìåíòîâ.
Ïî ýòèì ïðè÷èíàì ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ áîëüøîé ïîëóîñè îðáèòû,
ýêñöåíòðèñèòåòà è íàêëîíà ìîãóò òîëüêî ïðèáëèæåííî ïðåäñòàâ-
ëÿòü äâèæåíèå ñïóòíèêà.

Òåì íå ìåíåå, äàæå ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ óêàçàííûõ ïàðà-
ìåòðîâ äåìîíñòðèðóþò õàðàêòåð äâèæåíèÿ è ìåñòî ñïóòíèêà â ïðî-
ñòðàíñòâå âîêðóã ïëàíåòû. Ïîýòîìó â äàííîé êíèãå ñäåëàíà ïîïûò-
êà ïîêàçàòü ïàðàìåòðû îðáèò. Ïîñêîëüêó èçâåñòíûõ ñïóòíèêîâ ïëà-
íåò äîâîëüíî ìíîãî è òàáëèöû ïàðàìåòðîâ ïîëó÷àþòñÿ îáúåìíûìè,
îíè ïîìåùåíû â Ïðèëîæåíèè 2. Íèæå îïèñàíî, êàê îíè ñîñòàâëå-
íû, è äàíû êðàòêèå îïèñàíèÿ òàáëèö.

Äëÿ áîëüøèíñòâà ñïóòíèêîâ ïîñòðîåíû ìîäåëè äâèæåíèÿ ïóòåì
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ. Íàèáîëåå ñîâåðøåííûå èç íèõ ïîìåùåíû â ñëóæáû ýôåìå-
ðèä. Îäíà èç òàêèõ ñëóæá — ýôåìåðèäíûé ñåðâåð MULTI-SAT
(Emel’yanov, Arlot, 2008) äëÿ åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò. Èñ-
ïîëüçîâàòü åãî ìîæíî ÷åðåç èíòåðíåò ïî àäðåñó
http://www.sai.msu.ru/neb/nss/html/multisat/index.html. Ýòîò ñåð-
âåð ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ êåïëåðîâñêîé îñêó-
ëèðóþùåé îðáèòû, îñðåäíåííûå íà çàäàííîì èíòåðâàëå âðåìåíè.
Òàáëèöû îðáèòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ íåêîòîðûõ ñïóòíèêîâ ïëà-
íåò, ïîìåùåííûå â Ïðèëîæåíèè 2, ñîñòàâëåíû ñ ïîìîøüþ ñåðâåðà
MULTI-SAT. Èíòåðâàëû âðåìåíè, íà êîòîðûõ âû÷èñëåíû ñðåäíèå
ýëåìåíòû, óêàçàíû â çàãîëîâêàõ òàáëèö.

Â ñåðâåðå ýôåìåðèä ïî óìîë÷àíèþ èñïîëüçóþòñÿ íàèáîëåå ñî-
âåðøåííûå â ïîñëåäíåå âðåìÿ ìîäåëè äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ. Èìåí-
íî îíè è èñïîëüçîâàëèñü. Êàêèå ýòî ìîäåëè, îïèñàíî â ñïåöèàëüíîì
ðàçäåëå Ãëàâû 12 íàñòîÿùåé êíèãè.
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Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíòû îñêóëèðóþùåé îðáèòû ñïóòíèêà âû÷èñ-
ëÿþòñÿ ïî çíà÷åíèÿì ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò è êîìïîíåíò ñêî-
ðîñòè. Â âû÷èñëåíèÿõ èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ ãðàâèòàöèîííûõ ïà-
ðàìåòðîâ ïëàíåòû è ñïóòíèêà. Ïðè âû÷èñëåíèè íàêëîíà îðáèòû ê
ïëîñêîñòè ýêâàòîðà ïëàíåòû èñïîëüçóþòñÿ òàêæå óãëû, îïðåäåëÿþ-
ùèå ïëîñêîñòü ýêâàòîðà. Ýòè ïàðàìåòðû ìîãóò èìåòü ðàçíûå âåðñèè
çíà÷åíèé. Â ñåðâåðå MULTI-SAT èñïîëüçóþòñÿ íàèáîëåå äîñòîâåð-
íûå âåðñèè. Ïîñêîëüêó âû÷èñëÿåìûå ñðåäíèå ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ
ïðèáëèæåííûìè, òî â ïðèâîäèìûõ äàííûõ íå óòî÷íÿåòñÿ, ïðè êà-
êèõ çíà÷åíèÿõ óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ âû÷èñëÿëèñü ýëåìåíòû.

Äëÿ ðÿäà ñïóòíèêîâ ñðåäíèå îðáèòàëüíûå ïàðàìåòðû âçÿòû èç
ïóáëèêàöèé, â êîòîðûõ îíè ïîëó÷åíû íà îñíîâå íåêîòîðûõ ìîäå-
ëåé äâèæåíèÿ, ïîñòðîåííûõ íà îñíîâå íàáëþäåíèé. Ýòî óêàçàíî â
çàãîëîâêàõ òàáëèö, ãäå äàíû òàêæå èñòî÷íèêè äàííûõ. Â ÷àñòíîñòè,
äëÿ 59 äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà ñðåäíèå ýëåìåíòû ïîëó÷åíû â
ðàáîòå (Brozovic, Jacobson, 2017). Ýòî ñäåëàíî ïóòåì îïðåäåëåíèÿ
ïàðàìåòðîâ ïðåöåññèðóþùåãî ýëëèïñà ïî ìîäåëè äâèæåíèÿ ñïóò-
íèêîâ, ïîñòðîåííûõ ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ è óòî÷íåííûõ ïî íàáëþäåíèÿì. Â óêàçàííîé ðàáîòå ñðåäíèå
ýëåìåíòû âû÷èñëåíû íà èíòåðâàëå âðåìåíè 1000 ëåò ñ 1600 ïî 2600
ãîä.
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Глава 3

УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ
И АНАЛИТИЧЕСКИЕ ТЕОРИИ

Ðåçþìå

Ýòî áîëüøàÿ ãëàâà, â êîòîðîé ïðåäñòàâëåí íàáîð àíàëèòè÷åñêèõ
ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ïëàíåò. Íà÷èíà-
åòñÿ âñå ñ çàäà÷è äâóõ òåë. Äàþòñÿ ôîðìóëû êåïëåðîâñêîãî äâè-
æåíèÿ. Äëÿ óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ îðáèò ñïóòíèêîâ íà îñíîâå íà-
áëþäåíèé íóæíû çíà÷åíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò êîîðäèíàò ïî
ýëåìåíòàì îðáèòû. Çäåñü äàþòñÿ ôîðìóëû äëÿ ýòèõ ïðîèçâîäíûõ.

Ïðèâîäèòñÿ ðàçëîæåíèå ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ íåñôå-
ðè÷íîãî òåëà, âûðàæåííîå ÷åðåç êîîðäèíàòû ñïóòíèêà. Ðàññìàòðè-
âàåòñÿ ñâÿçàííàÿ ñ ýòèì î÷åíü èíòåðåñíàÿ îáîáùåííàÿ çàäà÷à äâóõ
íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ.

Îñíîâà àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ — ýòî òåîðèÿ âîçìóùåíèé. Çäåñü
ïîäðîáíî èçëàãåòñÿ âåñü àëãîðèòì ïðèìåíåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé.
Ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà.

Ðàçëîæåíèå âîçìóùàþùåé ôóíêöèè, îáóñëîâëåííîé íåñôåðè÷-
íîñòüþ öåíòðàëüíîãî òåëà, âûðàæåíî ÷åðåç ýëåìåíòû êåïëåðîâñêîé
ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû è äàåòñÿ â ôîðìå, óäîáíîé äëÿ ïðàêòè-
÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ. Äëÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèè, îáóñëîâëåííîé
ïðèòÿæåíèåì âíåøíåãî òåëà, ïðèâîäèòñÿ ðàçëîæåíèå òàêæå âûðà-
æåííîå ÷åðåç ýëåìåíòû êåïëåðîâñêîé ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû.

Ñ ïîìîùüþ òåîðèè âîçìóùåíèé â ïåðâóþ î÷åðåäü ïîëó÷àþò-
ñÿ âåêîâûå âîçìóùåíèÿ. Äàëåå íà îñíîâå òàêîãî ïîäõîäà ñòðîèòñÿ
ìîäåëü ïðåöåññèðóþùåãî ýëëèïñà. Â êîíöå ãëàâû ðàññìàòðèâàþòñÿ
ïðèìåíåíèÿ ýòîé ìîäåëè. Ïîêàçàíî, êàê ïîëó÷àþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå
âîçìóùåíèÿ. Èçó÷àþòñÿ èõ ñâîéñòâà.
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Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ îñîáûå ñëó÷àè â òåîðèè âîçìó-
ùåíèé, êîòîðûå íå îñâåùåíû äîëæíûì îáðàçîì â ëèòåðàòóðå. Îíè
ñâÿçàíû ñ èíòåðïðåòàöèåé âåêîâûõ âîçìóùåíèé è âîçìóùåíèÿìè
ïðè ìàëûõ ýêñöåíòðèñèòåòàõ. Ýòè ðåçóëüòàòû êàæóòñÿ íåîæèäàí-
íûìè.

Êàê ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ÷èñòî àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äâèæåíèÿ
ñïóòíèêà îïèñûâàåòñÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ ñïóòíèêà Íåïòóíà Òðèòî-
íà, ïîñòðîåííàÿ àâòîðîì äàííîé êíèãè. Ïàðàìåòðû òåîðèè óòî÷íå-
íû íà îñíîâå âñåõ èìåþùèõñÿ íàáëþäåíèé. Ïî òî÷íîñòè ýòà ìî-
äåëü êîíêóðèðóåò ñ ìîäåëÿìè, ïîñòðîåííûìè äðóãèìè àâòîðàìè
÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ Òðèòîíà.

Â êîíöå ãëàâû îïèñàí ìåòîä îïðåäåëåíèÿ âîçìóùåíèé îðáè-
òàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ñïóòíèêà, îáóñëîâëåííûõ ïðèëèâàìè â âÿçêî-
óïðóãèõ òåëàõ ïëàíåòû è ñàìîãî ñïóòíèêà. Ïðèìåíÿþòñÿ íåêîòîðûå
óïðîùåíèÿ ìîäåëè äåéñòâóþùèõ ñèë, ïðèíÿòûå è äðóãèìè èññëå-
äîâàòåëÿìè. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû, âûâåäåííûå àâòîðîì äàííîé
êíèãè, êîòîðûå ïðîÿñíÿþò íåêîòîðûå àñïåêòû ýòîé òåîðèè. Ðàñ-
ñìîòðåííàÿ çàäà÷à ñëàáî îñâåùåíà â ïóáëèêàöèÿõ. Îäíàêî èìåþòñÿ
ñîâðåìåííûå ðàáîòû, â êîòîðûõ ïðèíèìàåòñÿ áîëåå îáùèé è òî÷-
íûé ïîäõîä, ÷åì â ïðåäøåñòâóþùèõ ïóáëèêàöèÿõ. Â äàííîé ãëà-
âå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ âÿçêî-óïðóãèõ
ñâîéñòâ Þïèòåðà, Ñàòóðíà è íåêîòîðûõ èõ ñïóòíèêîâ íà îñíîâå
àñòðîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé.

3.1. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è ñèñòåìû êîîðäèíàò
Äâèæåíèå ñïóòíèêîâ îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíå-

íèÿìè. Â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ çàïèñàíà âñÿ èíôîðìàöèÿ î òîì,
êàêèå ñèëû è ïðè÷èíû âîçäåéñòâóþò íà äâèæåíèå. Ôîðìà çàïè-
ñè óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé î÷åíü âàæíûé ìîìåíò â ïðîöåñ-
ñå èçó÷åíèÿ äèíàìèêè. Ñ îäíîé ñòîðîíû, çäåñü íåîáõîäèìà áåçóêî-
ðèçíåííàÿ òî÷íîñòü, èáî ïðè íåàêêóðàòíîé çàïèñè âñÿ ïîñëåäóþ-
ùàÿ ðàáîòà îêàæåòñÿ áåñïîëåçíîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îò ôîðìû çà-
ïèñè çàâèñèò ïðèìåíèìîñòü è ïðîñòîòà ìåòîäîâ, ñ ïîìîùüþ êîòî-
ðûõ áóäóò ðåøàòüñÿ óðàâíåíèÿ.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îñíîâàíû íà çàêîíàõ ìåõàíèêè. Âíà÷àëå
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðèìåíÿåìàÿ ìåõàíèêà — ýòî êëàññè÷åñêàÿ ìå-
õàíèêà Íüþòîíà. Âîçìîæíî, ÷òî ýòîãî áóäåò äîñòàòî÷íî. Íà êàêîì-
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òî ýòàïå èññëåäîâàíèé âîçíèêàåò âîïðîñ î íåîáõîäèìîñòè ïåðåõîäà
ê çàêîíàì îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè (ÎÒÎ), êàê áîëåå àäåê-
âàòíûì ðåàëüíîé îêðóæàþùåé íàñ ïðèðîäå. Íà ýòîì ýòàïå ìû îêà-
çûâàåìñÿ ïåðåä ïðîòèâîðå÷èâûìè òðåáîâàíèÿìè. Ïåðåõîä ê óðàâ-
íåíèÿì îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ÷ðåçâû÷àéíî óñëîæíÿåò çà-
äà÷ó. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåîáõîäèìîñòü ïåðåõîäà äîëæíà áûòü ÷åò-
êî îáîñíîâàíà. Íóæíî ëè ïåðåõîäèòü? Î÷åíü âàæíî, êàêèìè êðèòå-
ðèÿìè ïðè ýòîì âîñïîëüçîâàòüñÿ. Ïðè ïðàêòè÷åñêîì ìîäåëèðîâà-
íèè äâèæåíèÿ ñ öåëüþ ìàêñèìàëüíî ïðèáëèçèòü ìîäåëü ê äåéñòâè-
òåëüíîñòè êðèòåðèåì âûáîðà òèïà ïðèìåíÿåìîé ìîäåëè ìåõàíèêè
äîëæíî áûòü ñîîòâåòñòâèå òî÷íîñòè ìîäåëè òî÷íîñòè íàáëþäåíèé.
Ñîïîñòàâëåíèå òî÷íîñòè óðàâíåíèé è òî÷íîñòè íàáëþäåíèé çäåñü
íå ãîäèòñÿ. Ñ òî÷íîñòüþ íàáëþäåíèé íóæíî ñîïîñòàâëÿòü òî÷íîñòü
ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, à íå ñàìèõ óðàâ-
íåíèé. Îäíàêî îöåíêà òî÷íîñòè ðåøåíèÿ âñåãäà âåñüìà çàòðóäíè-
òåëüíà. Êðîìå òîãî, ïðè ìîäåëèðîâàíèè âåëè÷èí, êîòîðûå èçìåðÿ-
þòñÿ â ïðîöåññå íàáëþäåíèé, ó÷àñòâóåò åùå ìíîæåñòâî äðóãèõ ôàê-
òîðîâ, êîòîðûå íå ñîäåðæàòñÿ â ñàìèõ óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ.

Ïðîáëåìó ïåðåõîäà ê ìåõàíèêå ÎÒÎ ìîæíî ðåøàòü òåì ïðè-
åìîì, êîòîðûé ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ â íåáåñíîé ìåõàíèêå â ïîäîá-
íûõ ñëó÷àÿõ. Âìåñòî ïåðåõîäà ê óðàâíåíèÿì ÎÒÎ óðàâíåíèÿ äâè-
æåíèÿ çàïèñûâàþò â ðàìêàõ ìåõàíèêè Íüþòîíà, íî ïðè ýòîì ââî-
äÿò â ðàññìîòðåíèå íåêîòîðûå ôèêòèâíûå âîçìóùàþùèå ñèëû, äåé-
ñòâóþùèå íà íåáåñíîå òåëî, òàê ÷òî ïîëó÷àåìîå ðåøåíèå áóäåò äî-
ñòàòî÷íî áëèçêî ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé ÎÒÎ. Íåîáõîäèìîñòü äàæå
òàêîãî óïðîùåííîãî ïðèåìà äîëæíà áûòü òùàòåëüíî îöåíåíà. Íà
äàííîì ýòàïå èçëîæåíèÿ ìû îãðàíè÷èìñÿ óðàâíåíèÿìè ìåõàíèêè
Íüþòîíà.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ïëàíåòû ñî ñïóòíèêàìè, êîòîðûå ïðîíóìå-
ðóåì èíäåêñîì i = 1, 2, 3, ..., N . Äâèæåíèå ñèñòåìû N ñïóòíèêîâ
ïðîèñõîäèò ïîä äåéñòâèåì ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû, âçàèìíîãî ïðèòÿ-
æåíèÿ ñïóòíèêîâ, ïðèòÿæåíèÿ äðóãèõ ñïóòíèêîâ, íå âêëþ÷åííûõ
â ïåðâûå N , à òàêæå ïîä äåéñòâèåì ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà è äðóãèõ
ïëàíåò. Ñîëíöå, äðóãèå ïëàíåòû è ñïóòíèêè íàçîâåì âíåøíèìè òå-
ëàìè. Áóäåì äîïóñêàòü, ÷òî òåëî ïëàíåòû èìååò êîíå÷íûå ðàçìåðû,
à åãî ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë îòëè÷àåòñÿ îò ïîòåíöèàëà ìàòå-
ðèàëüíîé òî÷êè. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíè-
êîâ ïëàíåòû ïåðâîíà÷àëüíî ñîñòàâëÿþòñÿ êàê óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
çàäà÷è äëÿ N+1 ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Ïðè ýòîì íå âàæíî, â êàêîé
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èç íèõ ðàñïîëîæåíî íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò. Âèä óðàâíåíèé îò
ýòîãî íå çàâèñèò. Ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî ñïóòíèêè, Ñîëíöå è äðóãèå
ïëàíåòû äâèæóòñÿ âîêðóã ãëàâíîé ïëàíåòû, â öåíòðå êîòîðîé ðàñ-
ïîëîæåíî íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò. Òàêóþ ñèñòåìó ìû áóäåì íà-
çûâàòü ïëàíåòîöåíòðè÷åñêîé.

Äàëüíåéøåå óòî÷íåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ñîñòîèò
â ïðèíÿòèè â ðàñ÷åò òîãî ôàêòà, ÷òî ïëàíåòà, à òàêæå äðóãèå ñïóò-
íèêè, îòëè÷àþòñÿ îò ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê è ïðèòÿãèâàþò êàê ïðî-
òÿæåííûå òåëà ñî ñëîæíûìè ãðàâèòàöèîííûìè ïîëÿìè.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ N ñïóòíèêîâ ñ êîîðäèíàòàìè
xi, yi, zi (i = 1, 2, 3, ..., N) â ïëàíåòîöåíòðè÷åñêîé íåâðàùàþùåéñÿ
ñèñòåìå êîîðäèíàò. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â âåêòîðíîé ôîðìå èìå-
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ãäå G — óíèâåðñàëüíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, mi — ìàññà
ñïóòíèêà, m0 — ìàññà ïëàíåòû, m′

j — ìàññà âíåøíåãî òåëà (Ñîëí-
öà, ïëàíåòû, ñïóòíèêà). Â óðàâíåíèÿõ îáîçíà÷åíû: ri = {xi, yi, zi} —
ðàäèóñ-âåêòîð ñïóòíèêà íîìåð i, r′j = {xj , yj , zj} — ðàäèóñ-âåêòîð
âíåøíåãî òåëà íîìåð j, ∆∆∆ij = ri−rj , ∆∆∆′

ij = ri−r′j . ×åðåç F(t, ri) îáî-
çíà÷åí âåêòîð óñêîðåíèÿ, îáóñëîâëåííîãî íåñôåðè÷íîñòüþ ïëàíå-
òû. Ýòîò âåêòîð ìîæåò ÿâíî çàâèñåòü îò âðåìåíè, ïîñêîëüêó ïëàíåòà
ñî ñâîèì ãðàâèòàöèîííûì ïîëåì äâèæåòñÿ íåçàâèñèìî îò ñïóòíè-
êà. Âïðî÷åì, ýòî ñëàãàåìîå ìîæåò âêëþ÷àòü â ñåáÿ è ó÷åò íåñôåðè÷-
íîñòè ñàìîãî ñïóòíèêà, åñëè åãî âðàùåíèå çàäàíî. Â ïåðâîé ñóììå
øòðèõ îçíà÷àåò, ÷òî ñëàãàåìîå ïðè j = i îïóùåíî.

Â ìîäåëè äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ìîãóò ó÷èòûâàòüñÿ è äðóãèå ñèëû.
Ýòî ìîãóò áûòü ñèëû íåãðàâèòàöèîííîé ïðèðîäû, íàïðèìåð, ñèëû
ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû èëè ñèëû ïðèëèâíîãî òðåíèÿ â òåëå ïëàíåòû
èëè â òåëå ñïóòíèêà. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ÷ëåíû â ïðàâîé ÷àñòè
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìîãóò çàâèñåòü åùå è îò êîìïîíåíò ñêîðîñòè
ñïóòíèêà.

Â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ âåêòîðû ri (i = 1, 2, 3, ..., N) ôèãóðè-
ðóþò êàê èñêîìûå ôóíêöèè, à âåêòîðû r′j äîëæíû áûòü âû÷èñëÿ-
åìûìè íà ëþáîé çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Êîîðäèíàòû Ñîëíöà
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è äðóãèõ ïëàíåò îïðåäåëÿþòñÿ ïî ýôåìåðèäàì ïëàíåò. Êîîðäèíàòû
äðóãèõ ñïóòíèêîâ, ïîìèìî ïåðâûõ N , âû÷èñëÿþòñÿ íà îñíîâå ðàíåå
ðàçðàáîòàííûõ ìîäåëåé èõ äâèæåíèÿ.

Ãëàâíîé ñèëîé, äåéñòâóþùåé íà ñïóòíèê, ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿæåíèå
ïëàíåòû. Ïîòîìó îí è ÿâëÿåòñÿ åå ñïóòíèêîì. Ãëàâíîå äåéñòâèå
ïëàíåòû — ýòî åå ïðèòÿæåíèå êàê ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, ðàñïîëî-
æåííîé â öåíòðå ìàññ. Ýòî ãëàâíîå äåéñòâèå çàäàåòñÿ ïåðâûì ñëà-
ãàåìûì â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Ïðåíåáðåãàÿ âñåìè
äðóãèìè âîçäåéñòâèÿìè íà ñïóòíèê, êðîìå ãëàâíîãî, ïîëó÷èì óðàâ-
íåíèÿ äâèæåíèÿ çàäà÷è äâóõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Ïðè ýòîì íà÷à-
ëî êîîðäèíàò ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç íèõ — ñ ïëàíåòîé. Äëÿ ïðîñòîòû
òàêóþ çàäà÷ó íàçûâàþò çàäà÷åé äâóõ òåë.

Àëüòåðíàòèâîé óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â îòíîñèòåëüíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â áàðèöåíòðè÷åñêîé ñè-
ñòåìå. Îñòàâëÿÿ â ðàññìîòðåíèè òîëüêî ïëàíåòó è ñïóòíèê, ïðèõî-
äèì ñíîâà ê óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ çàäà÷è äâóõ òåë.

Õîðîøî èçâåñòíî ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé çàäà-
÷è äâóõ òåë. Ýòî çàêîí è ìîäåëü êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ. Òàêóþ
ìîäåëü ðàññìîòðèì â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Äëÿ äåòàëüíîãî è ãëóáîêîãî èçó÷åíèÿ çàäà÷è äâóõ òåë ìîæíî ðå-
êîìåíäîâàòü Ó÷åáíîå ïîñîáèå (Õîëøåâíèêîâ, Òèòîâ, 2007). Ñòèëü
èçëîæåíèÿ â ýòîé êíèãå àáñòðàêòíî-òåîðåòè÷åñêèé. Â ÷àñòíîñòè,
ñòðîÿòñÿ ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà îðáèò è îïèñûâàþòñÿ èõ òîïî-
ëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà. Óäåëåíî âíèìàíèå ðàçëîæåíèþ êîîðäèíàò â
ðÿäû è çàäà÷àì îïðåäåëåíèÿ îðáèò. Â êîíöå êíèãè ïðèâîäèòñÿ ñïè-
ñîê ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùèé ññûëêè íà ñïðàâî÷íèêè, ó÷åáíèêè è
çàäà÷íèêè ïî íåáåñíîé ìåõàíèêå.

3.2. Ìîäåëü êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ
3.2.1. Îñíîâíûå ôîðìóëû êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ

Ìîäåëü êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ ïîÿâëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå çà-
äà÷è äâóõ òåë. Òåëà ñ÷èòàþòñÿ ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè, èçîëèðî-
âàííûìè îò äðóãèõ òåë è ëþáûõ äðóãèõ âîçäåéñòâèé. Îíè äâèæóò-
ñÿ òîëüêî ïîä äåéñòâèåì âçàèìíîãî ïðèòÿæåíèÿ ïî çàêîíó êâàäðà-
òîâ îáðàòûõ ðàññòîÿíèé Íüþòîíà. Òàêîå äâèæåíèå åùå íàçûâàåòñÿ
íåâîçìóùåííûì.

Ðàññìàòðèâàþò îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå â çàäà÷å äâóõ òåë, êîãäà
íà÷àëî ñèñòåìû îòñ÷åòà ïîìåùàåòñÿ â öåíòð ìàññ îäíîãî èç íèõ, è
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áàðèöåíòðè÷åñêîå äâèæåíèå, ïðè êîòîðîì íà÷àëî ïîìåùåíî â öåíòð
ìàññ îáîèõ òåë.

Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ â çàäà÷å äâóõ òåë âñåãäà ëåæèò â íåèçìåí-
íîé ïëîñêîñòè. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïñ, ïàðàáîëó èëè ãè-
ïåðáîëó. Öåíòðàëüíîå òåëî â îòíîñèòåëüíîì äâèæåíèè èëè áàðè-
öåíòð äâóõ òåë â áàðèöåíòðè÷åñêîì äâèæåíèè ðàñïîëîæåíû â ôî-
êóñå îäíîé èç óêàçàííûõ êðèâûõ. Ñóùåñòâóþò òàêæå ïðÿìîëèíåé-
íûå òðàåêòîðèè â çàäà÷å äâóõ òåë.

Òî÷êó òðàåêòîðèè ñ ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì äî íà÷àëà ñèñòå-
ìû îòñ÷åòà íàçûâàþò ïåðèöåíòðîì, à òî÷êó ñ ìàêñèìàëüíûì ðàñ-
ñòîÿíèåì (â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ) — àïîöåíòðîì. Àïî-
öåíòð ìîæåò ðàñïîëàãàòüñÿ â áåñêîíå÷íîñòè (ãèïåðáîëè÷åñêèå è ïà-
ðàáîëè÷åñêèå òðàåêòîðèè). Ëèíèþ, ñîåäèíÿþùóþ ïåðèöåíòð îðáè-
òû ñ åå àïîöåíòðîì, íàçûâàþò ëèíèåé àïñèä.

Îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 6-ãî ïîðÿäêà. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå
ðåøåíèå çàâèñèò îò øåñòè íåçàâèñèìûõ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàäà÷è äâóõ òåë ñ ìàññàìè m1

è m2 â ïðîèçâîëüíîé íåâðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå ïðÿìîóãîëüíûõ êî-
îðäèíàò x, y, z. Íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò O ðàñïîëîæèì ëèáî â
ïåðâîå òåëî, ëèáî âî âòîðîå, ëèáî â áàðèöåíòð ñèñòåìû. Äëÿ âñåõ
òðåõ ñëó÷àåâ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ áóäóò èìåòü âèä

d2x

dt2
= −µx

r3
,

d2y

dt2
= −µy

r3
,

d2z

dt2
= −µz

r3
,

ãäå r =
√
x2 + y2 + x2, à µ — ïîñòîÿííàÿ, íàçûâàåìàÿ ãðàâèòàöèîí-

íûì ïàðàìåòðîì.
Åñëè íà÷àëî êîîðäèíàò ïîìåùåíî â îäíî èç òåë, òî óðàâíåíèÿ

îïèñûâàþò äâèæåíèå äðóãîãî èç íèõ, à ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð
µ çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

µ = G(m1 +m2),

ãäå G — óíèâåðñàëüíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ. Åñëè íà÷àëî
êîîðäèíàò ïîìåùåíî â áàðèöåíòð ñèñòåìû, òî óðàâíåíèÿ îïèñûâà-
þò äâèæåíèå ïåðâîãî òåëà ñ ãðàâèòàöèîííûì ïàðàìåòðîì

µ = G
m3

2

(m1 +m2)2
.
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Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âòîðîãî òåëà îòíîñèòåëüíî áàðèöåíòðà èìåþò
òàêîé æå âèä, íî ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð â ýòîì ñëó÷àå çàäàåòñÿ
ðàâåíñòâîì

µ = G
m3

1

(m1 +m2)2
.

Ñóùåñòâóþò ñåìü ïåðâûõ èíòåãðàëîâ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ñî-
äåðæàùèõ ñåìü ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ, ïÿòü èç
êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Íåäîñòàþùåé øåñòîé íåçàâèñè-
ìîé ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòà, îïðåäåëÿþùàÿ
ïîëîæåíèå òåëà íà îðáèòå â çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè.

Òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ â çàäà÷å äâóõ òåë îïèñûâàþò ïàðàìåòðà-
ìè (ýëåìåíòàìè) êåïëåðîâñêîé îðáèòû.

Ïîñêîëüêó èçâåñòíî, ÷òî äâèæåíèå òåë ïðîèñõîäèò â íåêîòîðîé
íåèçìåííîé ïëîñêîñòè, ðàññìîòðèì ñèñòåìó êîîðäèíàò ξ, η, ζ ñ íà-
÷àëîì â òî÷êå O, îñü ξ êîòîðîé íàïðàâëåíà â ïåðèöåíòð îðáèòû, à
îñü η ðàñïîëàãàåòñÿ â ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ òàê, ÷òî ðàäèóñ-âåêòîð
òåëà âðàùàåòñÿ îò îñè ξ â ñòîðîíó îñè η. Òðåòüþ îñü ζ íàïðàâèì
òàê, ÷òîáû ñèñòåìà êîîðäèíàò îêàçàëàñü ïðàâîé. Ñèñòåìó êîîðäè-
íàò ξ, η, ζ íàçûâàþò îðáèòàëüíîé.

Ôîðìóëû ïåðåõîäà îò îðáèòàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Oξηζ ê
ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz èìåþò âèä:

x = Px · ξ +Qx · η +Rx · ζ,

y = Py · ξ +Qy · η +Ry · ζ, (3.2)

z = Pz · ξ +Qz · η +Rz · ζ,

ãäå ÷åðåç Pi, Qi, Ri(i = 1, 2, 3) îáîçíà÷åíû íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû
ëèíèè àïñèä, íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû ïåðïåíäèêóëÿðà ê ëèíèè àï-
ñèä â ïëîñêîñòè îðáèòû, è íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû ïåðïåíäèêóëÿ-
ðà ê ïëîñêîñòè îðáèòû, ñîîòâåòñòâåííî. Íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû
ïðèíÿòî âûðàæàòü ÷åðåç òðè óãëà ïîâîðîòà îðáèòàëüíîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò Oξηζ ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz:

Ω — äîëãîòà âîñõîäÿùåãî óçëà îðáèòû,
ω — óãëîâîå ðàññòîÿíèå ïåðèöåíòðà îò âîñõîäÿùåãî óçëà îðáè-

òû,
i — íàêëîí îðáèòû ê îñíîâíîé ïëîñêîñòè.
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Ðèñ. 3.1. Ãåîìåòðèÿ ñèñòåì êîîðäèíàò è ïëîñêîñòè îðáèòû êåïëåðîâñêîãî
äâèæåíèÿ.

Âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ èìåþò âèä

Px = cosω · cosΩ − sinω · sinΩ · cos i,

Py = cosω · sinΩ + sinω · cosΩ · cos i,

Pz = sinω · sin i,

Qx = − sinω · cosΩ − cosω · sinΩ · cos i,

Qy = − sinω · sinΩ + cosω · cosΩ · cos i,

Qz = cosω · sin i,

Rx = sinΩ · sin i,

Ry = − cosΩ · sin i,

Rz = cos i.

Îðèåíòàöèþ îðáèòû â ïðîñòðàíñòâå ìîæíî óâèäåòü íà ðèñ. 3.1,
ãäå ïîêàçàíû óãëû i, ω, Ω.
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Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ â çàäà÷å äâóõ òåë â îðáèòàëüíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

µ · r = c2 − f · ξ,

ãäå r =
√

ξ2 + η2 — ìîäóëü ðàäèóñ-âåêòîðà òåëà, c — ïîñòîÿííàÿ
èíòåãðàëà ïëîùàäåé, f — ïîñòîÿííàÿ èíòåãðàëà Ëàïëàñà.

Âûðîæäåííûé ñëó÷àé ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ â çàäà÷å äâóõ
òåë, êîãäà ïîñòîÿííàÿ èíòåãðàëà ïëîùàäåé c ðàâíà íóëþ, ìû íå ðàñ-
ñìàòðèâàåì. Çäåñü äîïóñòèì, ÷òî c > 0, è ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ââåäåì â ïëîñêîñòè îðáèòû ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû r è v îáúåêòà
ïî ôîðìóëàì

ξ = r cos v, η = r sin v,

ãäå óãîë v â êåïëåðîâñêîì äâèæåíèè íàçûâàåòñÿ èñòèííîé àíîìàëè-
åé è îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ïåðèöåíòðà â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè
äâèæåíèÿ òî÷êè. Ôîêàëüíîå óðàâíåíèå îðáèòû â ïîëÿðíûõ êîîð-
äèíàòàõ èìååò âèä

r =
p

1 + e cos v
,

ãäå îáîçíà÷åíî p = c2/µ, e = f/µ. Ïðè ýòîì p íàçûâàåòñÿ ôîêàëü-
íûì ïàðàìåòðîì îðáèòû, à e — åå ýêñöåíòðèñèòåòîì.

Èç ïåðâûõ èíòåãðàëîâ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â çàäà÷å äâóõ òåë
ñëåäóåò, ÷òî ïîñòîÿííàÿ ýíåðãèè çàâèñèò îò ââåäåííûõ ïàðàìåòðîâ
ñëåäóþùèì îáðàçîì :

h =
µ2

c2
(e2 − 1).

Èçìåíåíèå ïîëÿðíîãî óãëà v âî âðåìåíè îïèñûâàåòñÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì( p

1 + e cos v

)2 dv
dt

= c.

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ çàïèñûâàþò â ðàçëè÷íûõ ôîðìàõ â çàâè-
ñèìîñòè îò òèïà äâèæåíèÿ. Òèï äâèæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì
ýêñöåíòðèñèòåòà e. Ïîýòîìó ôîðìà çàâèñèìîñòè êîîðäèíàò îò âðå-
ìåíè t áóäåò ðàçëè÷íîé. Ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå òèïû îðáèò.
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1) Ê ð ó ã î â à ÿ îðáèòà : e = 0, h < 0, r = const.

2) Ý ë ë è ï ò è ÷ å ñ ê à ÿ îðáèòà : 0 < e < 1, h < 0.

3) Ï à ð à á î ë è ÷ å ñ ê à ÿ îðáèòà : e = 1, h = 0.

4) Ã è ï å ð á î ë è ÷ å ñ ê à ÿ îðáèòà : e > 1, h > 0.

Ïîñêîëüêó ìû èçó÷àåì äâèæåíèå ñïóòíèêîâ ïëàíåò íà êîíå÷-
íûõ òðàåêòîðèÿõ, òî îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî êðóãîâîãî
è ýëëèïòè÷åñêîãî äâèæåíèé â çàäà÷å äâóõ òåë. Òîãäà ýêñöåíòðèñè-
òåò e < 1. Êðóãîâîå äâèæåíèå áóäåò ïðè e = 0.

Â êðóãîâîì è ýëëèïòè÷åñêîì äâèæåíèÿõ ðàññìàòðèâàþò áîëü-
øóþ ïîëóîñü îðáèòû a. Ïðè ýòîì ôîêàëüíûé ïàðàìåòð è èíòåãðàë
ýíåðãèè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç áîëüøóþ ïîëóîñü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p = a(1− e2), h = −µ

a
.

Èç ôîêàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ñëåäóåò, ÷òî
ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå òåëà äî íà÷àëà êîîðäèíàò áóäåò ðàâíî
a(1− e), à ìàêñèìàëüíîå — a(1 + e).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ r è v êàê ôóíêöèé âðåìåíè ââåäåì â êà÷åñòâå
âñïîìîãàòåëüíîé ïåðåìåííîé ýêñöåíòðè÷åñêóþ àíîìàëèþ E:

r sin v = a
√
1− e2 sinE, r cos v = a(cosE − e),

r = a(1− e cosE).

Çàâèñèìîñòü E îò âðåìåíè t îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

E − e sinE = M,

M = n(t− t0) +M0,

n =
√

µ/a3,

t0 — íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè (ýïîõà), à M0 — ïðîèçâîëüíàÿ ïî-
ñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Âåëè÷èíà M íàçûâàåòñÿ ñðåäíåé àíîìà-
ëèåé, n íàçûâàåòñÿ ñðåäíèì äâèæåíèåì , à M0 — ñðåäíåé àíîìàëèåé
â ýïîõó.

Óðàâíåíèå
E − e sinE = M

îòíîñèòåëüíî ýêñöåíòðè÷åñêîé àíîìàëèè E íàçûâàåòñÿ óðàâíåíè-
åì Êåïëåðà. Åãî ÷èñëåííîå ðåøåíèå îáû÷íî âûïîëíÿåòñÿ ìåòîäîì
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ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Îïòèìàëüíîå ïîñòðîåíèå ïðèáëè-
æåíèé îïèñàíî íèæå.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè èçìåíåíèè M íà 2π óãëû E è v òàêæå èçìåíÿ-
þòñÿ íà 2π. Òî÷íî òàê æå îáñòîèò äåëî ïðè èçìåíåíèè íà π. Ðàçíèöà
ìåæäó íèìè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî M èçìåíÿåòñÿ ðàâíîìåðíî âî
âðåìåíè, à E è v — ñ ïåðåìåííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Ëèøü â ÷àñò-
íîì ñëó÷àå êðóãîâîãî äâèæåíèÿ (e = 0) âñå òðè óãëà ñîâïàäàþò.

Â ïðàêòèêå âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò â êåïëåðîâñêîì äâèæåíèè
èíîãäà èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè u = v + ω, êîòîðàÿ íàçûâà-
åòñÿ àðãóìåíòîì øèðîòû îáúåêòà. Ôàêòè÷åñêè u — ýòî öåíòðàëü-
íûé óãîë â ïëîñêîñòè îðáèòû ìåæäó íàïðàâëåíèåì íà äâèæóùåå-
ñÿ òåëî è íàïðàâëåíèåì íà âîñõîäÿùèé óçåë îðáèòû. Èñïîëüçóåòñÿ
òàêæå âåëè÷èíà λ = v + ω + Ω, íàçûâàåìàÿ äîëãîòîé â îðáèòå, êî-
òîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ óãëîâ u è Ω, îòñ÷èòûâàåìûõ â ðàçíûõ
ïëîñêîñòÿõ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ åùå âåëè÷èíà λ = M +ω+Ω, êîòîðàÿ
íàçûâàåòñÿ ñðåäíåé äîëãîòîé.

Ïåðèîä T îáðàùåíèÿ òåëà ïî îðáèòå ñâÿçàí ñî ñðåäíèì äâèæå-
íèåì n ñîîòíîøåíèåì

T =
2π

n
.

Èñõîäíûìè ýëåìåíòàìè ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòû â çàäà÷å äâóõ
òåë, çàäàþùèìè äâèæåíèå â ïëîñêîñòè îðáèòû, ñ÷èòàþòñÿ òðè ïà-
ðàìåòðà

n — ñðåäíåå äâèæåíèå,

e — ýêñöåíòðèñèòåò,

M0 — ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ â ýïîõó.

Ñóùåñòâóåò âàæíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñðåäíèì äâèæåíèåì n

è áîëüøîé ïîëóîñüþ a

n2 a3 = µ,

êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò 3-ìó çàêîíó Êåïëåðà è èìååò âàæíîå ïðàê-
òè÷åñêîå çíà÷åíèå. Åñëè â îòíîñèòåëüíîì äâèæåíèè äâóõ òåë èç íà-
áëþäåíèé íåçàâèñèìî îïðåäåëÿþòñÿ ñðåäíåå äâèæåíèå n è áîëüøàÿ
ïîëóîñü a, òî ñðàçó íàõîäèòñÿ ñóììà ìàññ äâóõ òåë

m1 +m2 =
µ

G
.

Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà îðáèòû âìåñòî n ìîæíî çàäàòü áîëüøóþ ïî-
ëóîñü a. Îäíàêî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íàáëþäàåìîå ïîëîæåíèå òåëà
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íà îðáèòå çàäàåòñÿ ñðåäíåé àíîìàëèåé M . Ïîýòîìó ïîñëå íàáëþäå-
íèÿ íåñêîëüêèõ îáîðîòîâ òåëà ïî îðáèòå ñðåäíåå äâèæåíèå n îïðå-
äåëÿåòñÿ òî÷íåå, èç ñîîòíîøåíèÿ

n =
M −M0

t− t0
,

÷åì áîëüøàÿ ïîëóîñü a.
Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ êåïëåðîâñêîé îðáèòû ðàññìàòðèâàþòñÿ

òàêæå ïàðàìåòð ϖ = ω+Ω, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ äîëãîòîé ïåðèöåí-
ðà, à òàêæå ïàðàìåòð λ0 = M0 + ω + Ω, êîòîðûé íàçûâàþò ñðåäíåé
äîëãîòîé â ýïîõó.

Âìåñòî ñðåäíåé àíîìàëèè â ýïîõó M0 èíîãäà çàäàþò äèíàìè÷å-
ñêèé ìîìåíò t′ ïðîõîæäåíèÿ òåëîì ïåðèöåíòðà îðáèòû. Ò.å.

n(t′ − t0) +M0 = 0.

Ðàññìîòðèì, êàê ëó÷øå ðåøàòü óðàâíåíèå Êåïëåðà. Â êëàññè÷å-
ñêîì ìåòîäå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé èòåðàöèè âûïîëíÿ-
þòñÿ ïî ïðàâèëàì:

1. Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïîëàãàåì E0 = M .

2. Âû÷èñëÿåì ïîñëåäîâàòåëüíî En+1 = M + e sinEn

äëÿ n = 0, 1, . . . äî òåõ ïîð, ïîêà |En+1 − En| > ε,

ãäå ε — òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé.
Áîëåå ýôôåêòèâíûì îêàçûâàåòñÿ ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðè-

áëèæåíèé ïî Äåíáè (Danby, 1995). Èòåðàöèè ïðîèçâîäÿòñÿ ïî ñõå-
ìå:

1. Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïîëàãàåì E0 = M + 0.85 e.

2. Âû÷èñëÿåì ïîñëåäîâàòåëüíî

En+1 = En−

− (M + e sinEn − En)
2

En − 2(M + e sinEn) +M + e sin(M+e sinEn)

äëÿ n = 0, 1, . . . äî òåõ ïîð, ïîêà |En+1 − En| > ε.
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3.2.2. Âû÷èñëåíèå êîîðäèíàò â ýëëèïòè÷åñêîì êåïëåðîâñêîì
äâèæåíèè

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âìåñòî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò èç îð-
áèòàëüíîé ñèñòåìû â çàäàííóþ ñèñòåìó x, y, z, êàê óêàçàíî âûøå
(3.2), óäîáíî èñïîëüçîâàòü àðãóìåíò øèðîòû u = v+ω è âû÷èñëÿòü
êîîðäèíàòû â çàäàííîé ñèñòåìå ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

x = r(cosu cosΩ− sinu sinΩ cos i),

y = r(cosu sinΩ+ sinu cosΩ cos i),

z = r sinu sin i.

3.2.3. Âû÷èñëåíèå ñêîðîñòè â ýëëèïòè÷åñêîì êåïëåðîâñêîì
äâèæåíèè

Ïîñëå òîãî, êàê íàéäåíû ðàññòîÿíèå r è èñòèííàÿ àíîìàëèÿ v,
ìîæíî âû÷èñëèòü ìîäóëü ñêîðîñòè V , ðàäèàëüíóþ êîìïîíåíòó ñêî-
ðîñòè Vr è òðàíñâåðñàëüíóþ êîìïîíåíòó ñêîðîñòè Vn èç ñîîòíîøå-
íèé

V 2 = µ

(
2

r
− 1

a

)
,

Vr =

√
µ

p
e sin v,

Vn =

√
µ

p
(1 + e cos v).

Äàëåå ìîæíî íàéòè ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò
ïî ôîðìóëàì

ẋ =
x

r
Vr + (− sinu cosΩ− cosu sinΩ cos i) Vn,

ẏ =
y

r
Vr + (− sinu sinΩ+ cosu cosΩ cos i) Vn,

ż =
z

r
Vr + cosu sin i Vn.

3.2.4. Âû÷èñëåíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò êîîðäèíàò è
êîìïîíåíò ñêîðîñòè ïî ýëåìåíòàì êåïëåðîâñêîé îðáèòû â
ýëëèïòè÷åñêîì äâèæåíèè

Â ïðàêòè÷åñêîé íåáåñíîé ìåõàíèêå ðåøàþòñÿ çàäà÷è óòî÷íå-
íèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë èç íàáëþäåíèé. Â êà÷åñòâå
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ïàðàìåòðîâ ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ýëåìåíòû êåïëåðîâñêîé îðáèòû.
Óòî÷íåíèå îðáèòû äåëàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óòî÷íåíèåì ñ ïðè-
ìåíåíèåì ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ óñëîâíûõ
óðàâíåíèé íåîáõîäèìû ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò êîîðäèíàò è êîì-
ïîíåíò ñêîðîñòè ïî îðáèòàëüíûì ýëåìåíòàì. Ïðèâåäåì çäåñü ôîð-
ìóëû äëÿ ýòèõ ïðîèçâîäíûõ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êîîðäèíàòû è
ñêîðîñòü ñâÿçàíû ñ ïàðàìåòðàìè è âðåìåíåì ôîðìóëàìè ýëëèïòè-
÷åñêîãî êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ. Ôîðìóëû ñëåäóþò â òîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè, êàêàÿ íóæíà äëÿ âû÷èñëåíèé. Ñíà÷àëà âû÷èñëÿþòñÿ
âñïîìîãàòåëüíûå âåëè÷èíû

c1 = sin i sinΩ, c2 = − sin i cosΩ, c3 = cos i,

l1 = cosω cosΩ− sinω sinΩ cos i.

l2 = cosω sinΩ+ sinω cosΩ cos i.

l3 = sinω sin i,

r =
√
x2 + y2 + z2, cos v =

l1x+ l2y + l3z

r
,

sin v =
(c2l3 − c3l2)x+ (c3l1 − c1l3)y + (c1l2 − c2l1)z

r
,

a1 =
1 + e cos v
1− e2

, r1 = a1 cos v − e

1− e2
,

r2 =
n a1 sin v (1 + e cos v + e2)

(1− e2)3/2
,

p1 = − µ

n r3
, q1 =

2

3n
,

p2 = −a1 cos v, q2 =

(
a1 +

1

1− e3

)
sin v.

Çàòåì íàõîäÿòñÿ èñêîìûå ïðîèçâîäíûå

∂x

∂n
=

ẋ

n
(t− t0)− q1x,

∂y

∂n
=

ẏ

n
(t− t0)− q1y,

∂z

∂n
=

ż

n
(t− t0)− q1z,

∂ẋ

∂n
= p1x(t−t0)+

1

2
q1ẋ,

∂ẏ

∂n
= p1y(t−t0)+

1

2
q1ẏ,

∂ż

∂n
= p1z(t−t0)+

1

2
q1ż,

∂x

∂i
= z sinΩ,

∂y

∂i
= −z cosΩ,

∂z

∂i
= y cosΩ− x sinΩ,
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∂ẋ

∂i
= ż sinΩ,

∂ẏ

∂i
= −ż cosΩ,

∂ż

∂i
= ẏ cosΩ− ẋ sinΩ,

∂x

∂M
=

ẋ

n
,

∂y

∂M
=

ẏ

n
,

∂z

∂M
=

ż

n
,

∂ẋ

∂M
= p1x,

∂ẏ

∂M
= p1y,

∂ż

∂M
= p1z,

∂x

∂ω
= c2z − c3y,

∂y

∂ω
= c3x− c1z,

∂z

∂ω
= c1y − c2x,

∂ẋ

∂ω
= c2ż − c3ẏ,

∂ẏ

∂ω
= c3ẋ− c1ż,

∂ż

∂ω
= c1ẏ − c2ẋ,

∂x

∂e
= q2

∂x

∂ω
+ p2x,

∂y

∂e
= q2

∂y

∂ω
+ p2y,

∂z

∂e
= q2

∂z

∂ω
+ p2z,

∂ẋ

∂e
= q2

∂ẋ

∂ω
+r2x+r1ẋ,

∂ẏ

∂e
= q2

∂ẏ

∂ω
+r2y+r1ẏ,

∂ż

∂e
= q2

∂ż

∂ω
+r2z+r1ż,

∂x

∂Ω
= −y,

∂y

∂Ω
= x,

∂z

∂Ω
= 0,

∂ẋ

∂Ω
= −ẏ,

∂ẏ

∂Ω
= ẋ,

∂ż

∂Ω
= 0,

Ïðè âûâîäå ýòèõ ôîðìóë ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî íåçàâèñèìûìè ïà-
ðàìåòðàìè îðáèòû ÿâëÿþòñÿ øåñòü ýëåìåíòîâ n, e, i, M0, ω, Ω, îáî-
çíà÷åíèÿ êîòîðûõ îáúÿñíåíû â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Ïðè ýòîì ïðî-
èçâîäíûå ïî M0 ðàâíû ïðîèçâîäíûì ïî M .

Â ïðàêòèêå èññëåäîâàíèé ÷àñòî ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íåçàâè-
ñèìîãî îïðåäåëåíèÿ èç íàáëþäåíèé ñðåäíåãî äâèæåíèÿ n è áîëü-
øîé ïîëóîñè a îðáèòû. Ýòî áûâàåò â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìàññà ïðèòÿ-
ãèâàþùåãî öåíòðà íå èçâåñòíà, è åå æåëàòåëüíî îïðåäåëèòü èç íà-
áëþäåíèé. Òîãäà íåîáõîäèìû ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò êîîðäèíàò
èëè êîìïîíåíò ñêîðîñòè ïî ýëåìåíòàì n è a, ðàññìàòðèâàåìûì êàê
íåçàâèñèìûå ïàðàìåòðû. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ â ïðèâåäåííûõ âûøå ôîð-
ìóëàõ äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïî n ñëåäóåò îòáðîñèòü âòîðûå ñëàãàåìûå,
à ïðîèçâîäíûå ïî a âû÷èñëÿòü ñîãëàñíî ñëåäóþùèì ðàâåíñòâàì:

∂x

∂a
=

x

a
,

∂y

∂a
=

y

a
,

∂z

∂a
=

z

a
,

∂ẋ

∂a
= − ẋ

2a
,

∂ẏ

∂a
= − ẏ

2a
,

∂ż

∂a
= − ż

2a
.
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3.2.5. Ôîðìóëû êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî
íåñèíãóëÿðíûõ ýëåìåíòîâ (ýëåìåíòîâ Ëàãðàíæà)

Êåïëåðîâñêîå äâèæåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì çàêîíîì äâèæå-
íèÿ íåáåñíûõ òåë. Âûðàæåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò è êîìïîíåíò ñêîðî-
ñòè êàê ôóíêöèé âðåìåíè ñëåäóþò èç îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ çàäà÷è äâóõ òåë. Îáùåå ðåøåíèå çàâèñèò òàêæå îò øå-
ñòè íåçàâèñèìûõ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ. Âûáîð íåçàâèñèìûõ
ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ íå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì. Â ïðåäûäó-
ùèõ ðàçäåëàõ â êà÷åñòâå ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ ðàññìàòðèâà-
ëèñü ýëåìåíòû êåïëåðîâñêîé îðáèòû, êîòîðûå èìåþò íàãëÿäíûé
ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë.

Îäíàêî â ðÿäå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ âûáîð êåïëåðîâñêèõ ýëåìåí-
òîâ â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ îðáèòû ïðèâîäèò ê ïîòåðå òî÷íîñòè ïðè
âû÷èñëåíèÿõ ñ îãðàíè÷åííûì ÷èñëîì çíà÷àùèõ öèôð â çíà÷åíèÿõ
èñêîìûõ ïåðåìåííûõ. Ïðè ïðèìåíåíèÿõ òåîðèè âîçìóùåíèé âîç-
íèêàþò ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ íåðàâíîöåííûì âêëàäîì ðàçëè÷íûõ
÷ëåíîâ â âûðàæåíèÿõ äëÿ âîçìóùåíèé êåïëåðîâñêèõ ýëåìåíòîâ. Â
êîíå÷íîì ñ÷åòå ýòî òàêæå ïðèâîäèò ê ïîòåðå òî÷íîñòè òåîðèè. Òà-
êèå ïðîáëåìû âîçíèêàþò â ñëó÷àÿõ, êîãäà ýëëèïòè÷åñêàÿ îðáèòà
î÷åíü áëèçêà ê êðóãîâîé. Êðóãîâàÿ îðáèòà ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåíèåì
ýëëèïòè÷åñêîé ïðè ñòðåìëåíèè ýêñöåíòðèñèòåòà ê íóëþ.

Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò è ïðè î÷åíü ìàëûõ íàêëîíàõ
îðáèòû ñïóòíèêà. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ óãëîâîå ðàññòîÿíèå ïåðèöåíòðà îò
âîñõîäÿùåãî óçëà îðáèòû è äîëãîòà óçëà îïðåäåëÿþòñÿ èç íàáëþäå-
íèé ñ ïîíèæåííîé òî÷íîñòüþ ïðè íåèçìåííîé òî÷íîñòè ñàìèõ íà-
áëþäåíèé.

Ïðåîäîëåòü óêàçàííûå òðóäíîñòè ïðè ìàëûõ ýêñöåíòðèñèòåòàõ
è íàêëîíàõ êåïëåðîâñêîé îðáèòû ïîçâîëÿþò ýëåìåíòû Ëàãðàíæà,
âûáðàííûå â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ èí-
òåãðèðîâàíèÿ â îáùåì ðåøåíèè óðàâíåíèé çàäà÷è äâóõ òåë. Ðàñ-
ñìîòðèì íèæå ôîðìóëû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò íåïîñðåäñòâåííî èç
ýëåìåíòîâ Ëàãðàíæà âû÷èñëÿòü ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû òåëà.

Ýëåìåíòû îðáèòû ñâÿçûâàþò ñ ïðîèçâîëüíîé íåâðàùàþùåéñÿ
ñèñòåìîé ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò x, y, z, íà÷àëî êîòîðîé ëèáî
ðàçìåùàþò â öåíòðå ìàññ äâóõ òåë, ëèáî ñîâìåùàþò ñ îäíèì èç òåë.

Äëÿ ââåäåíèÿ ýëåìåíòîâ Ëàãðàíæà âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíÿòûìè
âûøå îáîçíà÷åíèÿìè äëÿ êåïëåðîâñêèõ ýëåìåíòîâ îðáèòû:
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n — ñðåäíåå äâèæåíèå, ðàçìåðíîñòü ðàäèàí/åä. âðåìåíè;

e — ýêñöåíòðèñèòåò, áåçðàçìåðíûé;

i — íàêëîí (äâóãðàííûé óãîë ìåæäó ïëîñêîñòüþ îðáèòû
è îñíîâíîé ïëîñêîñòüþ Oxy), ðàä.;

M0 — ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ â ýïîõó ( çíà÷åíèå ñðåäíåé àíîìà-
ëèè M â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè — ýïîõó ), ðàä.;

ω — óãëîâîå ðàññòîÿíèå ïåðèöåíòðà îò âîñõîäÿùåãî óçëà
îðáèòû, ðàä.;

Ω — äîëãîòà âîñõîäÿùåãî óçëà îðáèòû (óãîë â ïëîñêîñòè
Oxy ìåæäó îñüþ x è ëèíèåé óçëîâ), ðàä.;

t0 — íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè — ýïîõà ýëåìåíòîâ;

t — òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè, íà êîòîðûé âû÷èñëÿþòñÿ
êîîðäèíàòû òåëà.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âìåñòî ñðåäíåãî äâèæåíèÿ n â êà÷åñòâå èñ-
õîäíîãî ïàðàìåòðà îðáèòû ðàññìàòðèâàþò áîëüøóþ ïîëóîñü îðáè-
òû a, ñâÿçàííóþ ñ n ñîîòíîøåíèåì

a3n2 = µ, (3.3)

ãäå µ — ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð äâóõ òåë.
Ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ M â ëþáîì ñëó÷àå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

M = n(t− t0) +M0. (3.4)

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò
íà çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè èçâåñòíû ïÿòü ýëåìåíòîâ êåïëåðîâ-
ñêîé îðáèòû a, e, i, ω,Ω è ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ M . Ýëåìåíòàìè Ëàãðàí-
æà ñ÷èòàþòñÿ âåëè÷èíû a, λ, k, h, q, p, ïÿòü èç êîòîðûõ îïðåäåëÿþò-
ñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

λ = M + ω +Ω,

k = e cos(ω +Ω), h = e sin(ω +Ω),

q = sin i
2 cosΩ, p = sin i

2 sinΩ.

(3.5)

Êàê óêàçàíî âûøå, âåëè÷èíà λ íàçûâàåòñÿ ñðåäíåé äîëãîòîé è ÿâ-
ëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé âðåìåíè.

Åñëè çàäàíû ýëåìåíòû Ëàãðàíæà a, λ, k, h, q, p, òî ïðÿìîóãîëüíûå
êîîðäèíàòû x, y, z è êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ẋ, ẏ, ż ìîæíî âû÷èñëèòü
ïî ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðìóë.
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Ñíà÷àëà âû÷èñëÿåì

S = sinλ, C = cosλ,

k′ = k C + h S, h′ = k S − h C.
(3.6)

Äàëåå èòåðàöèÿìè ðåøàåì óðàâíåíèÿ

Cν = cos ν, Sν = sin ν, ν = h′Cν + k′Sν , (3.7)

ïîëàãàÿ â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ν = h′.
Âû÷èñëÿåì âñïîìîãàòåëüíûå âåëè÷èíû

ν′ =
ν

1 +
√
1− k2 − h2

, (3.8)

S′ =
Sν − ν′k′ + h′

1− k′Cν + h′Sν
, C ′ =

Cν − ν′h′ − k′

1− k′Cν + h′Sν
, (3.9)

Sλ = SC ′ + CS′, Cλ = CC ′ − SS′. (3.10)

Òåïåðü öåíòðàëüíîå ðàññòîÿíèå r è ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû
òåëà x, y, z íàéäóòñÿ ïî ôîðìóëàì

r =
a (1− k2 − h2)

1 + k Cλ + h Sλ
, (3.11)

x = r Cλ(1− 2p2) + 2 r Sλp q,

y = r Sλ(1− 2q2) + 2 r Cλp q,

z = 2 r
√

1− p2 − q2(q Sλ − p Cλ).

(3.12)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè íåîáõîäèìî íàéòè âñïî-
ìîãàòåëüíûå âåëè÷èíû

Vr =

√
µ

a(1− k2 − h2)
(k Sλ − h Cλ), (3.13)

Vn =

√
µ

a(1− k2 − h2)
(1 + k Cλ + h Sλ), (3.14)

Rx = 2 Cλp q − Sλ(1− 2 p2),

Ry = Cλ(1− 2 q2)− 2 Sλp q,

Rz = 2
√
1− p2 − q2(q Cλ + p Sλ).

(3.15)
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Ïîñëå ýòîãî êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ẋ, ẏ, ż âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ
ñîîòíîøåíèé

ẋ = x
rVr +RxVn,

ẏ = y
rVr +RyVn,

ż = z
rVr +RzVn.

(3.16)

3.2.6. Ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ýëåìåíòîâ Ëàãðàíæà

Óêàæåì çäåñü äâà ïðèìåðà, êîãäà ýëåìåíòû Ëàãðàíæà íàøëè
óäà÷íîå ïðèìåíåíèå.

Ïåðâûé ïðèìåð — ýòî òåîðèÿ âåêîâûõ âîçìóùåíèé ïëàíåò, ïî-
ñòðîåííàÿ Ëàãðàíæåì. Â âîçìóùàþùåé ôóíêöèè áûëè îñòàâëåíû
òîëüêî âåêîâûå ÷ëåíû (íåçàâèñÿùèå îò äîëãîò ïëàíåò). Ñ ó÷åòîì
ìàëîñòè ýêñöåíòðèñèòåòîâ è âçàèìíûõ íàêëîíîâ îðáèò áîëüøèõ
ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû âåêîâàÿ ÷àñòü âîçìóùàþùåé ôóíêöèè
áûëà ðàçëîæåíà â ñòåïåííîé ðÿä îòíîñèòåëüíî ýêñöåíòðèñèòåòîâ è
âçàèìíûõ íàêëîíîâ, è â ðàçëîæåíèè îñòàâëåíû ÷ëåíû äî âòîðîé
ñòåïåíè âêëþ÷èòåëüíî. Ïðè ýòîì áîëüøèå ïîëóîñè îðáèò ïëàíåò
ñ÷èòàëèñü íåèçìåííûìè. Îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ Ëàãðàíæà óäà-
ëîñü çàïèñàòü ëèíåéíûå îäíîðîäíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-
íèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé ïî-
ëó÷åíî Ëàãðàíæåì â âèäå ñóììû òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé îò-
íîñèòåëüíî ëèíåéíûõ ïî âðåìåíè àðãóìåíòîâ. Ýòî ïîçâîëèëî îïè-
ñàòü ýâîëþöèþ îðáèò ïëàíåò íà áîëüøèõ ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè è
îáíàðóæèòü èíòåðåñíûå ñâîéñòâà âçàèìíûõ âîçìóùåíèé ïëàíåò.
Õîðîøåå îïèñàíèå ìåòîäà Ëàãðàíæà ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè
Ì. Ô. Ñóááîòèíà (Ñóááîòèí, 1968).

Âòîðîé ïðèìåð ÿâëÿåòñÿ ôàêòè÷åñêè ïðèìåíåíèåì ìåòîäà Ëà-
ãðàíæà äëÿ ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äâèæåíèÿ ãëàâíûõ
ñïóòíèêîâ Óðàíà (Laskar, Jacobson, 1987). Ýòà òåîðèÿ äî íåäàâíåãî
âðåìåíè áûëà åäèíñòâåííûì ñðåäñòâîì ïîëó÷åíèÿ ñàìûõ òî÷íûõ
ýôåìåðèä ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà.

3.3. Ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ ïðèòÿæåíèÿ íåñôåðè÷íîé
ïëàíåòû

3.3.1. Ðàçëîæåíèå ñèëîâîé ôóíêöèè

Ó÷åò âëèÿíèÿ íåñôåðè÷íîñòè ïëàíåòû äåëàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíè-
åì ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ íåñôåðè÷íîé ïëàíå-
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òû â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì. Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ
çàâèñÿò îò òîãî, â êàêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îòíîñèòåëüíî òåëà ïëà-
íåòû ñäåëàíî ðàçëîæåíèå. Îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà êîîðäè-
íàò, ñâÿçàííàÿ ñ òåëîì ïëàíåòû è îñíîâíîé ïëîñêîñòüþ, ñîâïàäà-
þùåé ñ åå ýêâàòîðîì. Ýêâàòîð ïëàíåòû ñâÿçûâàþò ñ îñüþ åå âðà-
ùåíèÿ. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàþò, ÷òî îñü âðàùåíèÿ íåèçìåííà â òå-
ëå ïëàíåòû. Òåëà áîëüøèõ ïëàíåò îêàçûâàþòñÿ áëèçêèìè ê îñåñèì-
ìåòðè÷íûì òåëàì, âðàùàþùèìñÿ âîêðóã îñè ñèììåòðèè. Ïîýòîìó
îñíîâíàÿ ïëîñêîñòü ñèñòåìû êîîðäèíàò, â êîòîðîé âåäåòñÿ ðàçëîæå-
íèå ñèëîâîé ôóíêöèè åå ïðèòÿæåíèÿ, âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû òðåòüÿ
îñü (îñü z) ñîâïàäàëà ñ îñüþ ñèììåòðèè íåêîòîðîãî òåëà, áëèçêîãî
ïî ôîðìå ñ ïëàíåòîé.

Â ëèòåðàòóðå âñòðå÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå ôîðìû ðàçëîæåíèÿ ñèëî-
âîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåò. Ïðèâåäåì çäåñü ôîðìóëó, êîòî-
ðàÿ áûëà ðåêîìåíäîâàíà Êîìèññèåé 7 Ìåæäóíàðîäíîãî àñòðîíîìè-
÷åñêîãî ñîþçà. Îíà èìååò âèä

U(r, φ, λ′) =
Gm0

r

[
1−

∞∑
n=2

(r0
r

)n
JnPn(sinφ)+

+

∞∑
n=2

n∑
k=1

(r0
r

)n
P (k)
n (sinφ)(Cnk cos kλ′ + Snk sin kλ′)

]
, (3.17)

ãäå r, φ è λ′ — öåíòðàëüíîå ðàññòîÿíèå, øèðîòà è äîëãîòà òî÷êè
â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ ïëàíåòîé, Pn(sinφ) — ïîëèíîìû
Ëåæàíäðà, P (k)

n (sinφ) — ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè Ëåæàíäðà, àð-
ãóìåíòîì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ sinφ. Çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé r0 ôèêñè-
ðóåòñÿ çàðàíåå ðàâíûì ðàäèóñó êðóãà, íàèáîëåå áëèçêîãî ê ýêâàòî-
ðèàëüíîìó ñå÷åíèþ ïëàíåòû. Òîãäà ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû Jn,
Cnk, Snk çàäàþò ãðàâèòàöèîííîå ïîëå ïëàíåòû. Èõ çíà÷åíèÿ îïðå-
äåëÿþò èç íàáëþäåíèé ðàçëè÷íûõ òèïîâ.

×ëåíû ðàçëîæåíèÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè Jn íàçûâàþòñÿ çîíàëü-
íûìè ãàðìîíèêàìè.

Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ â ðàçëîæåíèè ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ
íåñôåðè÷íîãî òåëà âìåñòî êîýôôèöèåíòîâ Jn èñïîëüçóþò Cn0 =

−Jn. Ïî÷åìó â ñòàíäàðòíîé ôîðìóëå (3.17) ïåðåä çîíàëüíîé ÷àñòüþ
ðàçëîæåíèÿ ïðèíÿòî áðàòü çíàê «ìèíóñ», îáúÿñíåíî íèæå.
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3.3.2. Ïðèòÿæåíèå â ìîäåëÿõ è äëÿ ðåàëüíûõ òåë

Ñëåäóåò óêàçàòü íà âàæíûå ñâîéñòâà ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ (3.17).
Åñëè òåëî ñòðîãî îñåñèììåòðè÷íî è îñíîâíàÿ ïëîñêîñòü ñèñòåìû
êîîðäèíàò ïåðïåíäèêóëÿðíà îñè ñèììåòðèè, òî â ðàçëîæåíèè îñòà-
åòñÿ òîëüêî çîíàëüíàÿ ÷àñòü ñ êîýôôèöèåíòàìè Jn. Åñëè, êðîìå òî-
ãî, òåëî èìååò åùå è ïëîñêîñòü ñèììåòðèè, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷à-
ëî êîîðäèíàò ïåðïåíäèêóëÿðíî ê îñè ñèììåòðèè, òî â ðàçëîæåíèè
îñòàþòñÿ òîëüêî çîíàëüíûå ãàðìîíèêè ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè.

Èçâåñòíî, ÷òî áîëüøèå ïëàíåòû ñæàòû ó ïîëþñîâ. Äëÿ ñæàòî-
ãî òåëà J2 > 0. Èìåííî ïîýòîìó â ñòàíäàðòíîé ôîðìóëå (3.17) ïå-
ðåä çîíàëüíîé ÷àñòüþ ðàçëîæåíèÿ ïðèíÿòî ïèñàòü «ìèíóñ». Òîãäà
íå áóäåò íåîáõîäèìîñòè çàäàâàòü çíà÷åíèÿ âñåõ êîýôôèöèåíòîâ J2
äëÿ áîëüøèõ ïëàíåò ñî çíàêîì «ìèíóñ».

Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ èçó÷àåòñÿ ôîðìà ïîâåðõíîñòè òåë. Äëÿ ýòîãî
ïðèìåíÿþò ðàçíûå ìîäåëè. Ôîðìà òåëà êîñâåííî âëèÿåò íà íåöåí-
òðàëüíîñòü åãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, îäíàêî ïîëå ñóùåñòâåííî çà-
âèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ âíóòðè. Â ÷àñòíîñòè, ñæàòîå ñíàðóæè
òåëî ìîæåò ñîçäàâàòü âûòÿíóòîå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå. Ðàñïðîñòðà-
íåííîé è óäîáíîé ìîäåëüþ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü îäíîðîäíîãî òðåõîñíî-
ãî ýëëèïñîèäà. Ðàçëîæåíèå ñèëîâîé ôóíêöèè îäíîðîäíîãî òðåõîñ-
íîãî ýëëèïñîèäà ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ, îäíàêî, ëþ-
áîé êîýôôèöèåíò ñ íå÷åòíûì n èëè ñ íå÷åòíûì k â ðàçëîæåíèè
(3.17) ðàâåí íóëþ, è âñå êîýôôèöèåíòû Snk òîæå ðàâíû íóëþ.

Ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå êîýôôèöè-
åíòû íåêîòîðûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè ñ ðàçìåðàìè
îäíîðîäíîãî ýëëèïñîèäà. Ïóñòü ðàçëîæåíèå ïîñòðîåíî òàê, ÷òî îñè
ñèñòåìû êîîðäèíàò x, y, z, ñâÿçàííîé ñ òåëîì, íàïðàâëåíû ïî îñÿì
ýëëèïñîèäà, à ïîëóîñè ðàâíû a, b, c, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà êîýôôè-
öèåíòû ïåðâûõ íåñêîëüêèõ ÷ëåíîâ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïîëóîñè ýë-
ëèïñîèäà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

−J2 = C20 =
2c2 − (a2 + b2)

10r20
, C22 =

a2 − b2

20r20
,

−J4 = C40 = 3
3(a4 + b4) + 8c4 + 2a2b2 − 8c2(a2 + b2)

280r40
,

C42 =
(a2 − b2)(2c2 − a2 − b2)

280r40
, C44 =

(a2 − b2)2

2240r40
.
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Òåîðèÿ ïîòåíöèàëà ðàçâèòà â ôóíäàìåíòàëüíûõ ðàáîòàõ (Êîí-
äðàòüåâ, 2003, 2007). Ðàññìîòðåíû ðàçëîæåíèÿ ãðàâèòàöèîííûõ ïî-
òåíöèàëîâ äëÿ ðàçíîîáðàçíûõ ìîäåëåé òåë.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ãðàâèòàöèîííûå ïîëÿ áîëüøèõ ïëàíåò. Îò-
ìåòèì, ÷òî äëÿ Þïèòåðà, Ñàòóðíà, Óðàíà è Íåïòóíà ñ ïðèåìëåìîé
òî÷íîñòüþ èçâåñòíû òîëüêî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ J2, J4, J6.

Ïðè çàïèñè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (3.1) íèêàê íå ôèêñèðóåòñÿ
âûáîð íàïðàâëåíèÿ îñåé êîîðäèíàò. Îáû÷íî äåëàåòñÿ ïîïûòêà ñâÿ-
çàòü íàïðàâëåíèÿ îñåé ñ ãåîýêâàòîðîì ýïîõè J2000, òî åñòü ñ Ìåæ-
äóíàðîäíîé ñèñòåìîé íåáåñíûõ êîîðäèíàò (ICRF — International
Celestial Reference Frame). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýòó ñâÿçü íåâîç-
ìîæíî îñóùåñòâèòü çàïèñüþ óðàâíåíèé. Ïðèâÿçêà ñèñòåìû, â êî-
òîðîé îòñ÷èòûâàþòñÿ êîîðäèíàòû ñïóòíèêà, ê ICRF ìîæåò áûòü
ñäåëàíà òîëüêî ïóòåì óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà
òàê, ÷òîáû åãî ìîäåëüíîå äâèæåíèå îêàçàëîñü íàèáîëåå áëèçêèì
ê ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèé, îòñ÷èòûâàåìûì â ñèñòåìå ICRF. Òîëü-
êî áëèçîñòü ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé ê òàêîâûì â ñèñòåìå ICRF è
äàëüíåéøåå óòî÷íåíèå îðáèò ñïóòíèêîâ íà îñíîâå íàáëþäåíèé ìî-
ãóò îáåñïå÷èòü áëèçîñòü ñèñòåìû êîîðäèíàò ê ñèñòåìå ICRF.

Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ñèëîâûõ ôóíêöèé ïðèòÿ-
æåíèÿ íåêîòîðûõ áîëüøèõ ïëàíåò äàíû â ðàçäåëå 2.5 Ãëàâû 2.

Â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ (3.1) ôèãóðèðóåò ñëàãàå-
ìîå F(ri) — ôóíêöèÿ, çàäàþùàÿ âåêòîð óñêîðåíèÿ, îáóñëîâëåííî-
ãî íåñôåðè÷íîñòüþ ïëàíåòû. Àðãóìåíòîì ýòîé ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ
êîîðäèíàòû ñïóòíèêà â ñèñòåìå êîîðäèíàò x, y, z. Îäíàêî â ðàçëî-
æåíèè ñèëîâîé ôóíêöèè (3.17) ôèãóðèðóþò êîîðäèíàòû â ñèñòåìå,
ñâÿçàííîé ñ òåëîì, â ÷àñòíîñòè, ñ ýêâàòîðîì ïëàíåòû. Ïðÿìîóãîëü-
íûå êîîðäèíàòû â ýòîé ñèñòåìå îáîçíà÷èì ÷åðåç x, y, z. Cîîòíîøå-
íèÿ ñ êîîðäèíàòàìè, ôèãóðèðóþùèìè â âûðàæåíèè 3.17, î÷åâèäíû:

x = r cosφ cosλ′, y = r cosφ sinλ′, z = r sinφ.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (3.1) ñíà÷àëà
íàõîäÿò êîìïîíåíòû óñêîðåíèÿ F = {Fx, Fy, Fz} â ñèñòåìå êîîðäè-
íàò x, y, z, æåñòêî ñâÿçàííîé ñ òåëîì. Ýòî äåëàåòñÿ ïóòåì âû÷èñëå-
íèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

F =

{
∂

∂x

(
U − Gm0

r

)
,
∂

∂y

(
U − Gm0

r

)
,
∂

∂z

(
U − Gm0

r

)}
.
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Çàòåì êîìïîíåíòû âåêòîðà F ïåðåâîäÿòñÿ â ñèñòåìó êîîðäèíàò
x, y, z ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû ïåðåõîäà

{Fx, Fy, Fz}T = R0{Fx, Fy, Fz}T .

Çäåñü ïðè çàïèñè êîîðäèíàò ìû äëÿ êðàòêîñòè îïóñêàåì èíäåêñ,
îáîçíà÷àþùèé íîìåð ñïóòíèêà. Ìàòðèöà R0 íåïîñðåäñòâåííî îïðå-
äåëÿåòñÿ íåáåñíûìè êîîðäèíàòàìè ïîëþñà ïëàíåòû α0, δ0 è óãëîì
åå âðàùåíèÿ W , âûðàæåííûìè â ñèñòåìå êîîðäèíàò x, y, z. Åñëè â
êà÷åñòâå îñíîâíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðèíèìàåòñÿ ICRF, òî ïà-
ðàìåòðû α0, δ0,W ìîæíî âçÿòü èç ïóáëèêàöèè äîêëàäà Ðàáî÷åé
ãðóïïû ïî êàðòîãðàôè÷åñêèì êîîðäèíàòàì è ýëåìåíòàì âðàùåíèÿ
Ìåæäóíàðîäíîãî àñòðîíîìè÷åñêîãî ñîþçà (IAU Working Group on
Cartographic Coordinates and Rotational Elements) (Archinal et al.,
2018). Ýòè ïàðàìåòðû ïðèâåäåíû òàêæå â Ïðèëîæåíèè 6 íàñòîÿ-
ùåé êíèãè.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ïëàíåòà ñ÷èòàåòñÿ ñòðîãî îñåñèììåòðè÷-
íîé, îñü x ìîæíî íàïðàâèòü ïî ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ ýêâàòîðà ïëàíå-
òû ñ ïëîñêîñòüþ (x, y). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ýòî ñëåäóåò ñäåëàòü òàê,
÷òîáû îñü x áûëà íàïðàâëåíà â âîñõîäÿùèé óçåë ïëîñêîñòè x, y îò-
íîñèòåëüíî ïëîñêîñòè (x, y). Â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ìàòðèöà R0 áó-
äåò èìåòü âèä

R0 =

 − sinα0 − cosα0 sin δ0 cosα0 cos δ0
cosα0 − sinα0 sin δ0 sinα0 cos δ0

0 cos δ0 sin δ0

 . (3.18)

Ïîñêîëüêó ïëàíåòû Þïèòåð, Ñàòóðí, Óðàí, Íåïòóí è íåêîòîðûå
äðóãèå ïëàíåòû ïî÷òè îñåñèììåòðè÷íû, òî ÷àñòî âîçíèêàåò âîïðîñ,
êàêîé èç ïîëþñîâ ïëàíåòû ñ÷èòàòü ñåâåðíûì. ×òîáû èçáåæàòü ïó-
òàíèöû, Ðàáî÷åé ãðóïïîé ïî êàðòîãðàôè÷åñêèì êîîðäèíàòàì è ýëå-
ìåíòàì âðàùåíèÿ Ìåæäóíàðîíîãî àñòðîíîìè÷åñêîãî ñîþçà ïðèíÿ-
òî ðåøåíèå (Archinal et al., 2018) ñ÷èòàòü ñåâåðíûì ïîëþñîì ïëàíå-
òû òîò, êîòîðûé ëåæèò â ñåâåðíîé ïîëóñôåðå ïî îòíîøåíèþ ê òàê
íàçûâàåìîé íåèçìåííîé ïëîñêîñòè Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû (The north
pole is that pole of rotation that lies on the north side of the invariable
plane of the Solar System). Êîîðäèíàòû ïîëþñà íåèçìåííîé ïëîñ-
êîñòè Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû (ïåðïåíäèêóëÿðà ê ïëîñêîñòè) â ñèñòå-
ìå ISRF ýïîõè J2000 ðàâíû: ïðÿìîå âîñõîæäåíèå α0 = 273.85 ãðàä,
ñêëîíåíèå δ0 = 66.99 ãðàä.
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Òàáëèöà 3.1. Êîîðäèíàòû ïîëþñà â ñèñòåìå ISRF ýïîõè J2000 äëÿ íåêî-
òîðûõ áîëüøèõ ïëàíåò. Àðãóìåíò T — âðåìÿ â þëèàíñêèõ ñòîëåòèÿõ (ïî

36525 ñóòîê) îò ýïîõè J2000.

Ïðÿìîå âîñõîæäåíèå Ñêëîíåíèå

Ïëàíåòà α0, ãðàä δ0, ãðàä

Þïèòåð 268.056595 - 0.006499 T 64.495303 + 0.002413 T

Ñàòóðí 40.589 - 0.036 T 83.537 - 0.004 T

Óðàí 257.311 -15.175

Íåïòóí 299.36 43.46

Â òàáëèöå 3.1 äàþòñÿ íåáåñíûå êîîðäèíàòû ïîëþñîâ Þïèòåðà,
Ñàòóðíà, Óðàíà è Íåïòóíà. Êàê âèäíî â òàáëèöå, äëÿ Þïèòåðà è
Ñàòóðíà èçâåñòíà ïðåöåññèÿ ïîëþñîâ.

Çàìåòèì, ÷òî ñåâåðíûé ïîëþñ Óðàíà íàïðàâëåí â þæíîå ïîëó-
øàðèå íåáåñíîé ñôåðû, òàê êàê ñêëîíåíèå ïîëþñà îòðèöàòåëüíî.
Îäíàêî âðàùåíèå ïëàíåòû âîêðóã ýòîãî ñåâåðíîãî ïîëþñà ïðîèñõî-
äèò â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè (îò îñè y ê îñè x), è âåêòîð óãëîâîé
ñêîðîñòè íàïðàâëåí ê þæíîìó ïîëþñó.

Ïðèâåäåì çäåñü âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà F â ïëàíåòî-
ýêâàòîðèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò x, y, z ñ ó÷åòîì òîëüêî çîíàëü-
íûõ ãàðìîíèê ñ êîýôôèöèåíòàìè J2 è J4.

Fx =
3

2
Gm0J2

r20
r5

(
5
z2

r2
− 1

)
x+

5

8
Gm0J4

r40
r7

(
63

z4

r4
− 42

z2

r2
+ 3

)
x,

Fy =
3

2
Gm0J2

r20
r5

(
5
z2

r2
− 1

)
y +

5

8
Gm0J4

r40
r7

(
63

z4

r4
− 42

z2

r2
+ 3

)
y,

Fz =
3

2
Gm0J2

r20
r5

(
5
z2

r2
− 3

)
z +

5

8
Gm0J4

r40
r7

(
63

z4

r4
− 70

z2

r2
+ 15

)
z.

Ïðè âû÷èñëåíèè ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé çàäàííûìè ÿâëÿþòñÿ
êîîðäèíàòû ñïóòíèêà â ñèñòåìå êîîðäèíàò x, y, z, à â ïðåäûäóùèå
ôîðìóëû íóæíî ïîäñòàâëÿòü êîîðäèíàòû x, y, z. Âû÷èñëèòü ýòè êî-
îðäèíàòû ìîæíî èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå

{x, y, z}T = R0
−1{x, y, z},
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ãäå ìàòðèöà R0 îïðåäåëÿåòñÿ ñîòíîøåíèåì (3.18). Çäåñü âìåñòî
R0

−1 ìîæíî èñïîëüçîâàòü òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàòðèöó R0
T , ïî-

ñêîëüêó R0
−1 = R0

T â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ýòèõ ìàòðèö.

3.4. Ïðèáëèæåííûé ó÷åò âëèÿíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ
íà äâèæåíèå äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåòû

Ðàññìîòðèì çäåñü îäèí ïðèåì, êîòîðûé ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ó÷åòà
âëèÿíèÿ ïðèòÿæåíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà, Ñàòóðíà, Óðà-
íà è Íåïòóíà ïðè ìîäåëèðîâàíèè äâèæåíèÿ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ
ýòèõ ïëàíåò. Ðàññòîÿíèÿ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ äî ïëàíåòû çíà÷èòåëü-
íî ïðåâîñõîäÿò ðàçìåðû ïî÷òè êðóãîâûõ îðáèò ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ,
êîòîðûå äâèæóòñÿ ïî÷òè â ïëîñêîñòè ýêâàòîðà ïëàíåòû. Ïðèáëè-
æåííî ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî îðáèòû ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ êðóãîâûå
è ðàñïîëîæåíû â ïëîñêîñòè ýêâàòîðà ïëàíåòû. Ïåðèîäû îáðàùå-
íèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ âîêðóã ïëàíåòû çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ïå-
ðèîäîâ îáðàùåíèÿ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ. Ìîæíî óñðåäíèòü ïî âðå-
ìåíè äâèæåíèå ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ ïðè ó÷åòå èõ âëèÿíèÿ íà äà-
ëåêèå. Òîãäà ìû çàìåíÿåì ðåàëüíûå ãëàâíûå ñïóòíèêè íà áåñêî-
íå÷íî òîíêèå ìàññèâíûå êðóãîâûå êîëüöà, ðàñïîëîæåííûå â ïëîñ-
êîñòè ýêâàòîðà ïëàíåòû. Ìàññû êîëåö áóäóò ðàâíû ìàññàì ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ñïóòíèêîâ, à ðàäèóñû ðàâíû ðàäèóñàì èõ êðóãîâûõ
îðáèò. Â íåáåñíîé ìåõàíèêå ïîäîáíûå êîëüöà íàçûâàþò ãàóññîâû-
ìè ïî èìåíè Ê. Ô. Ãàóññà, êîòîðûé âïåðâûå ââåë èõ â ðàññìîòðå-
íèå. Çíàÿ ìàññó mc è ðàäèóñ rc êîëüöà ìîæíî ëåãêî íàéòè ñèëîâóþ
ôóíêöèþ Uc åãî ïðèòÿæåíèÿ â ôîðìå ðàçëîæåíèÿ ïî ñôåðè÷åñêèì
ôóíêöèÿì. Ïîëó÷àåì:

Uc =
Gmc

r

[
1−

∞∑
n=2

(r0
r

)n
J (c)
n Pn(sinφ)

]
,

ãäå êîýôôèöèåíòû J
(c)
n íàõîäÿòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

J (c)
n = −rnc

rn0
Pn(0).

Ïðè ýòîì äëÿ íå÷åòíûõ çíà÷åíèé n îêàçûâàåòñÿ, ÷òî Pn(0) = 0, à
ïðè ÷åòíûõ n = 2k, ãäå k — öåëîå, P2k(0) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

P2k(0) = (−1)k
(2k!)

22k(k!)2
.
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Òàêîé ïðèåì çàìåíû ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ íà ïðèòÿãèâàþùèå
êîëüöà â ìîäåëè äâèæåíèÿ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ áûë ïðèìåíåí â ðà-
áîòàõ (Emelyanov, 2005; Åìåëüÿíîâ, Êàíòåð, 2005), ãäå ïîêàçàíî,
÷òî ïðè òî÷íîñòè ñîâðåìåííûõ íàçåìíûõ íàáëþäåíèé ýòà çàìåíà
âïîëíå äîïóñòèìà.

3.5. Ðàçëè÷íûå ïîäõîäû è ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ
ìîäåëåé äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ïëàíåò

Äâèæåíèå ñïóòíèêîâ ïëàíåò îïèñûâàåòñÿ çàêîíîì äâèæåíèÿ,
êîòîðûé çàäàåòñÿ ôóíêöèÿìè, ïðåäñòàâëÿþùèìè êîîðäèíàòû ñïóò-
íèêà êàê ôóíêöèè âðåìåíè. Ïîëó÷èòü ýòè ôóíêöèè ìîæíî ðàçíûìè
ñïîñîáàìè. Ðàçëè÷íûìè îêàçûâàþòñÿ è ñïîñîáû èç îòîáðàæåíèÿ.
Îáû÷íî ïîä ôóíêöèÿìè ïîíèìàþò àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ, ñî-
äåðæàùèå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ, äåëåíèÿ, ýëåìåíòàðíûå
ôóíêöèè: ëîãàðèôì, òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè, à òàêæå ñïåöè-
àëüíûå ôóíêöèè. Îäíàêî çàêîí äâèæåíèÿ ìîæåò áûòü çàäàí òàá-
ëè÷íûì îïèñàíèåì ôóíêöèé: ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò íà ðÿä
ìîìåíòîâ âðåìåíè.

Â òåîðèè äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ çàêîí äâèæåíèÿ âñåãäà ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Ïðèíöèïèàëü-
íîå ðàçëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â ñïîñîáå ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ. Ïåðâûé
ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â ïîëó÷åíèè àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, ïðåä-
ñòàâëÿåìîãî íàáîðîì àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ïîñëåäîâàòåëüíîå
âû÷èñëåíèå êîòîðûõ ïîçâîëÿåò íàéòè êîîðäèíàòû íåáåñíîãî òåëà
íà ëþáîé çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû äàþò
ñðàçó ñåìåéñòâî ðåøåíèé, çàäàâàåìûõ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ïà-
ðàìåòðîâ, áóêâåííî âõîäÿùèõ â ôîðìóëû. Âñå ìîäåëè äâèæåíèÿ
ñåìåéñòâà îïèñûâàþòñÿ îäíèìè è òåìè æå ôîðìóëàìè. Ïàðàìåòðà-
ìè äâèæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå àíàëèòè÷åñêîãî
ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Âûáîð ïðîèçâîëüíûõ ïî-
ñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî ñäåëàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.
Îäèí èç íèõ — ýòî òàê íàçûâàåìûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äâèæåíèÿ,
ò. å. çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò è êîìïîíåíò ñêîðîñòè íà íåêîòîðûé íà-
÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0.

Ïîëüçîâàòüñÿ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì ìîæíî òàê: çàäàåì îäèí
ðàç ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ. Çàòåì ëþáîå ÷èñëî ðàç çàäàåì ëþáîé ìî-
ìåíò âðåìåíè. Ïîäñòàâëÿÿ åãî â àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè, ïðåäñòàâ-
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ëÿþùèå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ êîîðäè-
íàò è êîìïîíåíò ñêîðîñòè. Íà êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè îïåðàöèÿ
îäíà è òà æå. Ïîýòîìó âðåìÿ âû÷èñëåíèé ïðîïîðöèîíàëüíî êîëè-
÷åñòâó ìîìåíòîâ, íà êîòîðûå íóæíî çíàòü êîîðäèíàòû, è íå çàâèñèò
îò èíòåðâàëà ìåæäó íà÷àëüíûì è êîíå÷íûì ìîìåíòîì.

Ïîëó÷åíèå ôîðìóë àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ — âåñüìà ñëîæíûé
è òðóäîåìêèé ïðîöåññ. Îäíî õîðîøî — ñäåëàòü ýòî íóæíî âñåãî
îäèí ðàç. Ïîñêîëüêó òî÷íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, êðîìå íåñêîëü-
êèõ ïðîñòåéøèõ ñëó÷àåâ, ïîëó÷èòü íåâîçìîæíî, òî ðåøåíèå âñå-
ãäà ïîëó÷àåòñÿ ïðèáëèæåííûì. Òî÷íîñòü çàâèñèò îò òîãî, íàñêîëü-
êî ðàçâèòî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. ×åì òî÷íåå íóæíî ðåøåíèå, òåì
áîëåå òðóäîåìêèì ïîëó÷àåòñÿ ïðîöåññ åãî ïîëó÷åíèÿ. Ïðåäåë íàëà-
ãàþò âîçìîæíîñòè ïðîèçâîäñòâà àíàëèòè÷åñêèõ âûêëàäîê ñ îãðîì-
íûìè ôîðìóëàìè.

Â ýòîì äåëå õîðîøî ïîìîãàþò ìåòîäû êîìïüþòåðíîé àëãåáðû.
Îäíàêî è ýòè âîçìîæíîñòè íå áåñïðåäåëüíû.

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ ïîëó÷àþò ìåòîäàìè òåîðèè âîçìóùåíèé. Ýòèõ ìåòîäîâ èìååò-
ñÿ áîëüøîå ðàçíîîáðàçèå. Íèæå ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå èç íèõ è
ìîäåëè äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ïëàíåò, ïîñòðîåííûå òàêèì ñïîñîáîì.

Ïðèíöèïèàëüíî äðóãèì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ÷èñëåííîãî èíòåãðèðî-
âàíèÿ óðàâíåíèé. Îñíîâíîé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Çà-
äàåì íà íåêîòîðûé íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè êîîðäèíàòû è êîì-
ïîíåíòû ñêîðîñòè ñïóòíèêà. Âûáèðàåì íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè,
î÷åíü áëèçêèé ê íà÷àëüíîìó, è ïðèáëèæåííûì ìåòîäîì âû÷èñëÿåì
êîîðäèíàòû è ñêîðîñòü íà ýòîò íîâûé ìîìåíò.

Ñïîñîáîâ, êàê ýòî ñäåëàòü ñóùåñòâóåò ìíîãî. Ãëàâíîå èõ ñâîé-
ñòâî — âñå îíè ïðèáëèæåííûå, íî ÷åì áëèæå çàäàííûé ìîìåíò ê
íà÷àëüíîìó, òåì òî÷íåå ïîëó÷àåòñÿ ðåçóëüòàò. Ïîñëå òîãî, êàê êî-
îðäèíàòû è ñêîðîñòü íàéäåíû íà íîâûé ìîìåíò âðåìåíè, áëèçêèé
ê íà÷àëüíîìó, ýòîò ìîìåíò ïðèíèìàåòñÿ çà íà÷àëüíûé è ïðîöåññ
ïîâòîðÿåòñÿ. Òàê øàã çà øàãîì ïî âðåìåíè äîáèðàåìñÿ äî òîãî ìî-
ìåíòà âðåìåíè, íà êîòîðûé íàì è íóæíî áûëî çíàòü ïîëîæåíèå è
ñêîðîñòü íåáåñíîãî òåëà. Ïîëó÷èëè èñêîìûé ðåçóëüòàò, îäíàêî äëÿ
ýòîãî ïðèøëîñü âû÷èñëèòü êîîðäèíàòû è ñêîðîñòü íà ìíîæåñòâî
ïðîìåæóòî÷íûõ ìîìåíòîâ.

×åì òî÷íåå íóæåí ðåçóëüòàò, òåì ìåíüøèé øàã ïðèõîäèòñÿ âû-
áèðàòü, íî òåì áîëüøå íóæíî ñäåëàòü øàãîâ âû÷èñëåíèé, ÷òîáû
äîáðàòüñÿ äî íóæíîãî ìîìåíòà âðåìåíè. Òàê ÷òî âðåìÿ âû÷èñëå-
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íèé ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíî ÷èñëó øàãîâ, à ÷èñëî øàãîâ òåì áîëü-
øå, ÷åì ëó÷øàÿ íàì íóæíà òî÷íîñòü. Óìåíüøàÿ âåëè÷èíó øàãà äî
íåêîòîðîé ñòåïåíè ìîæíî óëó÷øèòü òî÷íîñòü. Îäíàêî íàñòóïàåò òà-
êàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ÷èñëî øàãîâ ñòîëü âåëèêî, ÷òî íàêîïëåíèå îøè-
áîê ïðè âû÷èñëåíèÿõ èç-çà îøèáîê îêðóãëåíèÿ ÷èñåë ïðè àðèôìå-
òè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ íà÷èíàåò ïðåâàëèðîâàòü íàä âëèÿíèåì îøèáîê
ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ íà êàæäîì îäíîì øàãå.

Â èòîãå ìû èìååì ïðåäåëüíóþ òî÷íîñòü, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè
íåêîòîðîì îïòèìàëüíîì øàãå. Óëó÷øèòü ýòó ïðåäåëüíóþ òî÷íîñòü
ìîæíî òîëüêî óâåëè÷èâàÿ òî÷íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë â êîìïüþ-
òåðå, óìåíüøàÿ òåì ñàìûì îøèáêè îêðóãëåíèÿ. Íåêîòîðîãî íåïðèí-
öèïèàëüíîãî óëó÷øåíèÿ òî÷íîñòè ìîæíî äîáèòüñÿ óñîâåðøåíñòâî-
âàíèåì ìåòîäîâ âû÷èñëåíèé íà îäíîì øàãå.

Ïðèíöèïèàëüíûì ïðåèìóùåñòâîì ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðè-
ðîâàíèÿ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ èõ ðåàëèçàöèè íóæíî çíàòü
òîëüêî âûðàæåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Ïðèíöèïèàëüíûé íåäîñòàòîê ýòèõ ìåòîäîâ çàêëþ÷àåòñÿ â âåñüìà
áîëüøèõ çàòðàòàõ âðåìåíè âû÷èñëåíèé. Âñÿêèé ðàç, êîãäà íóæíî
ïîëó÷àòü íîâîå ðåøåíèå, ïðèõîäèòñÿ çàïóñêàòü ïðîöåññ ÷èñëåííî-
ãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðàçðàáîòàíî ìíîæåñòâî ìåòîäîâ ÷èñëåí-
íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Îñíîâíûå èõ ñâîéñòâà
ðàññìîòðåíû íèæå â Ãëàâå 4.

Îäíèì èç íåäîñòàòêîâ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ òî, ÷òî íóæíî êàê-òî õðàíèòü âñå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò íà
ïðîìåæóòî÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ýòè ìîìåíòû ôèêñèðóþòñÿ ïðè
÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè. Èõ îáû÷íî ÷ðåçâû÷àéíî ìíîãî. Åñëè
ïîòîì íóæíî íàéòè êîîðäèíàòû íà êàêîé-òî ìîìåíò, êîòîðûé íå
ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èç òåõ, ÷òî áûë â ïðîöåññå ÷èñëåííîãî èí-
òåãðèðîâàíèÿ, ïðèäåòñÿ ÷òî-òî ïðèäóìûâàòü. Êàê îáû÷íî õðàíÿòñÿ
ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è êàê îíè èñïîëüçóþòñÿ,
ðàññìîòðåíî íèæå â ñïåöèàëüíîì ðàçäåëå Ãëàâû 4.

Ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë ê íàñòîÿ-
ùåìó âðåìåíè ðàçðàáîòàíî ÷ðåçâû÷àéíî ìíîãî. Ïðèåìëåìûé îáçîð
âñåõ ýòèõ ìåòîäîâ ïîëó÷èëñÿ áû ÷ðåçâû÷àéíî áîëüøèì. Â íàñòîÿ-
ùåé êíèãå ðàññìîòðåíû òîëüêî íåêîòîðûå èç íèõ. Âûáîð òîãî, ÷òî
ñòîèò ðàññìîòðåòü, îáîñíîâàí òîëüêî îïûòîì àâòîðà.
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3.6. Ìîäåëü äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ñæàòîé ïëàíåòû,
îñíîâàííàÿ íà ðåøåíèè îáîáùåííîé çàäà÷è äâóõ
íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ

Äëÿ áîëüøèõ ïëàíåò õàðàêòåðíî ñâîéñòâî ñæàòîñòè èõ ôèãó-
ðû. Ýòî ñàìûé ãëàâíûé ôàêòîð íåñôåðè÷íîñòè. Âíåøíåé ñæàòîé
ôîðìå ñîïóòñòâóåò íåöåíòðàëüíîñòü ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ïëàíå-
òû. Ïîýòîìó â ðàçëîæåíèè ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ (3.17) ïî-
ñëå ãëàâíîãî ÷ëåíà Gm

r äîìèíèðóåò âòîðàÿ çîíàëüíàÿ ãàðìîíèêà ñ
êîýôôèöèåíòîì J2. Ðàçëîæåíèå ñïåöèàëüíî áûëî çàïèñàíî â òàêîé
ôîðìå, ÷òîáû ýòîò êîýôôèöèåíò áûë ïîëîæèòåëüíûì äëÿ áîëüøèõ
ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû.

Â íåáåñíîé ìåõàíèêå äåëàëèñü ðàçíûå ïîïûòêè ó÷åòà âòîðîé çî-
íàëüíîé ãàðìîíèêè â ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ ñïóòíèêà. Â ðÿäå ðàáîò ýòî íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé ïðîáëåìîé.

Äàâíî ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëüíàÿ çàäà÷à î äâèæåíèè ìàòåðè-
àëüíîé òî÷êè â ïîëå ïðèòÿæåíèÿ äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ. Ëåã-
êî âèäåòü, ÷òî ãðàâèòàöèîííîå ïîëå äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ ïî
ñòðóêòóðå áëèçêî ïîëþ âûòÿíóòîãî òåëà. Îäíàêî âñå áîëüøèå ïëà-
íåòû ñæàòû.

Ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ ïðèòÿæåíèÿ äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ èìå-
åò âèä

W =
Gm1

r1
+

Gm2

r2
,

ãäå m1, m2 — ìàññû öåíòðîâ, à r1, r2 — ðàññòîÿíèÿ îò ïðèòÿãèâàåìîé
ìàññû äî êàæäîãî èç íèõ. Åñëè â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîðäèíàò
x, y, z îñü z íàïðàâèòü ïî ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé öåíòðû ïðèòÿæåíèÿ,
òî âûðàæåíèÿ ðàññòîÿíèé ÷åðåç êîîðäèíàòû áóäóò èìåòü âèä

r1 =
√

x2 + y2 + (z − z1)2, r2 =
√
x2 + y2 + (z − z2)2,

ãäå z1, z2 ñóòü êîîðäèíàòû öåíòðîâ íà îñè àïïëèêàò.
Âïåðâûå ýòó çàäà÷ó äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêîãî äâèæåíèÿ èññëåäîâàë

è ñâåë ê êâàäðàòóðàì Ëåîíàðä Ýéëåð (Euler, 1760, 1764). Ïîýòîìó
çàäà÷ó äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ íàçûâàþò òàêæå çàäà÷åé Ýéëå-
ðà. Â íà÷àëå XX âåêà Ãàñòîí Äàðáó (Darboux, 1901) óêàçàë íà âîç-
ìîæíîñòü îáîáùåíèÿ çàäà÷è Ýéëåðà â ñëó÷àå ïëîñêîãî äâèæåíèÿ
ïóòåì ââåäåíèÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ìàññ è ìíèìîãî ðàññòî-
ÿíèÿ ìåæäó íèìè. Ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ ïðèòÿæåíèÿ ïðè ýòîì âñåãäà
ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, à ðåøåíèå çàäà÷è òàêæå ñâî-
äèòñÿ ê êâàäðàòóðàì. Ýòî îáîáùåíèå Äàðáó ïîëó÷èë êàê íåêîòîðûé

3.6. Обобщенная задача двух неподвижных центров 87



÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèé ðåçóëüòàò è íå ðàññìàòðèâàë âîçìîæíîñòåé
äëÿ åãî ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ.

Â ðàáîòå (Àêñåíîâ, Ãðåáåíèêîâ, Äåìèí, 1961) è â ïîñëåäóþùåì
öèêëå ðàáîò ýòèõ àâòîðîâ ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ïðîñòðàíñòâåííîì
äâèæåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ïîëå äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ ñ
êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè ìàññàìè è ìíèìûì ðàññòîÿíèåì ìåæ-
äó íèìè. Àâòîðû íàçâàëè ýòó ìîäåëü îáîáùåííîé çàäà÷åé äâóõ íåïî-
äâèæíûõ öåíòðîâ.

Ãëàâíûé èíòåðåñ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ãðà-
âèòàöèîíîå ïîëå òàêîé ñèñòåìû äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ áëèçêî
ê ïîëþ íüþòîíîâñêîãî ïðèòÿæåíèÿ ñæàòîé ïëàíåòû. Ïîêàæåì ýòî.
Ïîëîæèì

m1 =
m

2
(1 +

√
−1σ), m2 =

m

2
(1−

√
−1σ),

r1 =

√
x2 + y2 +

[
z − c(σ +

√
−1)

]2
,

r2 =

√
x2 + y2 +

[
z − c(σ −

√
−1)

]2
,

ãäå c è σ — äåéñòâèòåëüíûå ïàðàìåòðû. Òîãäà ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ ïðè-
òÿæåíèÿ â òàêîé ìîäåëè ïðèìåò âèä

W =
Gm

2

[1 +√
−1σ

r1
+

1−
√
−1σ

r2

]
. (3.19)

Î÷åâèäíî, ÷òî áóäó÷è ñóììîé äâóõ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ âåëè-
÷èí, ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ áóäåò äåéñòâèòåëüíîé âåëè÷èíîé.

Ðàçëîæèì ôóíêöèþ W â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì. Çàïè-
øåì ðàçëîæåíèå â âèäå

W =
Gm

r

[
1−

∞∑
n=2

(r0
r

)n
J ′
nPn(sinφ)

]
, (3.20)

ãäå r0 èñêóññòâåííî ââåäåííûé ïàðàìåòð, à êîýôôèöèåíòû J ′
n îïðå-

äåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

J ′
n = −1

2

( c

r0

)n[
(1 +

√
−1σ)(σ +

√
−1)n + (1−

√
−1σ)(σ −

√
−1)n

]
,

(n = 2, 3, ...).
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Â ÷àñòíîñòè, èìååì

J ′
2 =

( c

r0

)2
(1 + σ2),

J ′
3 = 2

( c

r0

)3
σ(1 + σ2).

Åñëè òåïåðü ïðåäñòàâèòü ñèëîâóþ ôóíêöèþ ïðèòÿæåíèÿ ïëàíå-
òû U â âèäå U = W +R, òî äëÿ R ïîëó÷èì

R = −Gm

r

∞∑
n=2

(r0
r

)n
(Jn − J ′

n)Pn(sinφ). (3.21)

Íåîïðåäåëåííûìè äî ñèõ ïîð ïàðàìåòðàìè c, σ ìîæíî ðàñïîðÿ-
äèòüñÿ òàê, ÷òîáû îêàçàëîñü

J ′
2 = J2, J ′

3 = J3.

Òîãäà ñóììà â âûðàæåíèè (3.21) áóäåò íà÷èíàòüñÿ ñ n = 4, ò.å. íå
áóäåò ñîäåðæàòü âòîðîé è òðåòüåé çîíàëüíûõ ãàðìîíèê. Êðîìå òîãî,
äëÿ Çåìëè, Ìàðñà, Þïèòåðà, Ñàòóðíà, Óðàíà è Íåïòóíà îêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òî |J ′

n| < |Jn| ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ n = 4, 5, 6.
Òåïåðü âñïîìíèì, ÷òî çàäà÷à äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ ñâåäå-

íà Ë. Ýéëåðîì ê êâàäðàòóðàì. Ýòî ðåøåíèå ïðèãîäíî òàêæå è ïðè
ñèëîâîé ôóíêöèè (3.19). Ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì âîñïîëüçîâàëñÿ Å.
Ï. Àêñåíîâ (Àêñåíîâ, 1977). Îí âûïîëíèë îáðàùåíèå êâàäðàòóð è
ïîñòðîèë íà ýòîé îñíîâå íîâóþ íåêåïëåðîâñêóþ ïðîìåæóòî÷íóþ
îðáèòó ñïóòíèêà ñæàòîé ïëàíåòû è àíàëèòè÷åñêóþ òåîðèþ äâèæå-
íèÿ èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ Çåìëè. Òåîðèÿ óñïåøíî ïðèìåíÿëàñü
â òå÷åíèè ðÿäà ëåò, áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ R

îêàçàëàñü â 1000 ðàç ìåíüøåé, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè êåïëåðîâ-
ñêîé ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû.

Àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ äâèæåíèÿ åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ áîëü-
øèõ ïëàíåò òàêæå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà íà îñíîâå ðåøåíèÿ îáîá-
ùåííîé çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ. Ýòî îêàçûâàåòñÿ ýô-
ôåêòèâíûì, åñëè äîñòàòî÷íî ó÷åòà âòîðîé è òðåòüåé çîíàëüíûõ ãàð-
ìîíèê â ðàçëîæåíèè ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû è âîç-
ìóùåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ îñòàëüíûõ âîçìóùàþùèõ ôàêòîðîâ.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âîçìóùåíèé áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ òàêîé ïîä-
õîä ïðèâîäèò ê äîâîëüíî ãðîìîçäêèì âûêëàäêàì è îêàçûâàåòñÿ
íåýôôåêòèâíûì.
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Ïðè íåîáõîäèìîñòè âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòîé
ñïóòíèêà, îñíîâàííîé íà ðåøåíèè îáîáùåííîé çàäà÷è äâóõ íåïî-
äâèæíûõ öåíòðîâ, ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò è êîìïî-
íåíò ñêîðîñòè ñïóòíèêà äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè ëó÷øå âçÿòü
èç ðàáîòû (Àêñåíîâ, Åìåëüÿíîâ, Òàìàðîâ, 1988), ãäå îíè äàþòñÿ â
ôîðìå, óäîáíîé äëÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ âû÷èñëåíèé. Êðîìå òîãî, â
ýòîé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ òåêñò âû÷èñëèòåëüíîé ïðîãðàììû íà ÿçûêå
Ôîðòðàí.

3.7. Ïîñòðîåíèå àíàëèòè÷åñêèõ òåîðèé äâèæåíèÿ
ñïóòíèêà ïëàíåòû ìåòîäàìè òåîðèè âîçìóùåíèé

3.7.1. Îáùàÿ ñõåìà òåîðèè âîçìóùåíèé

Ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ïëàíåòû — êåïëåðîâ-
ñêîå äâèæåíèå. Ìîäåëü è çàêîí äâèæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì òî÷-
íîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé çàäà÷è äâóõ òåë. Ñëå-
äóþùèå ýòàïû óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ìîäåëè — ó÷åò âëèÿíèÿ âîçìó-
ùàþùèõ ôàêòîðîâ. Äëÿ ýòîãî â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äîáàâëÿþòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùèå äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû. Ïðè ýòîì òî÷íîå àíàëè-
òè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèé íàéòè óæå íåâîçìîæíî.

Âñåãäà äîñòóïíû ðàçëè÷íûå ìåòîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýòèì ìåòîäàì ïîñâÿùåí ñïåöèàëü-
íûé ðàçäåë äàííîé êíèãè. Äðóãîé ïóòü — ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåí-
íîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ìåòîäàìè òåîðèè âîçìóùåíèé.

Òåîðèÿ âîçìóùåíèé ïðèìåíÿåòñÿ âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ íàóêè. Îñ-
íîâíàÿ èäåÿ âñþäó îäíà è òà æå. Ðàçëè÷àþòñÿ ëèøü ôîðìû ìåòîäîâ
è âèä ôîðìóë. Ðàññìîòðèì çäåñü îäèí èç ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùå-
íèé â ôîðìå, íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿåìîé â íåáåñíîé ìåõàíèêå.

Äëÿ ïðîñòîòû è íàãëÿäíîñòè èçëîæåíèÿ îñíîâíîé èäåè îãðàíè-
÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè, â êîòîðîé äâèæåíèå
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿ-
ìè âèäà

d2x

dt2
=

∂U

∂x
,

d2y

dt2
=

∂U

∂y
,

d2z

dt2
=

∂U

∂z
, (3.22)

ãäå x, y, z — êîîðäèíàòû ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â íåêîòîðîé ñèñòå-
ìå ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò, t — âðåìÿ, à U — ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ.
Êàê ïðàâèëî, â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ èìååò òàêîé
âèä, ïðè êîòðîì òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ íàéòè íåâîçìîæíî.
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Îñíîâíàÿ èäåÿ òåîðèè âîçìóùåíèé çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
Ðàçëîæèì ñèëîâóþ ôóíêöèþ íà äâà ñëàãàåìûõ

U = V +R

ïðè ñîáëþäåíèè ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

1. Ïîñëå çàìåíû â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ñèëîâîé ôóêíêöèè U

íà ôóíêöèþ V ìîæåò áûòü íàéäåíî èõ òî÷íîå îáùåå àíàëè-
òè÷åñêîå ðåøåíèå.

2. Ïî êðàéíåé ìåðå â îáëàñòè ðàññìàòðèâàåìîãî äâèæåíèÿ âû-
ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |R| ≪ |V | .

Ðàçóìååòñÿ, íå â ëþáîé çàäà÷å òàêîå ðàçáèåíèå âîçìîæíî. Ïî
êðàéíåé ìåðå âûïîëíåíèå ïåðâîãî óñëîâèÿ óæå ïîçâîëÿåò ôîðìàëü-
íî ñòðîèòü ðåøåíèå ïåðâîíà÷àëüíûõ óðàâíåíèé (3.22) ìåòîäàìè
òåîðèè âîçìóùåíèé. Îäíàêî ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò
ñëó÷àè, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ òàêæå è âòîðîå óñëîâèå.

Óðàâíåíèÿ

d2x

dt2
=

∂V

∂x
,

d2y

dt2
=

∂V

∂y
,

d2z

dt2
=

∂V

∂z
(3.23)

íàçûâàþò óðàâíåíèÿìè íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ, èñõîäíûå óðàâ-
íåíèÿ (3.22) — óðàâíåíèÿìè âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ, à R — âîç-
ìóùàþùåé ôóíêöèåé. Èñõîäíûå óðàâíåíèÿ (3.22) ìîæíî çàïèñàòü
â ôîðìå ñèñòåìû øåñòè óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

dx
dt = ẋ, dy

dt = ẏ, dz
dt = ż,

dẋ
dt = ∂(V+R)

∂x , dẏ
dt = ∂(V+R)

∂y , dż
dt = ∂(V+R)

∂z ,

(3.24)

ãäå ïåðåìåííûå x, y, z, ẋ, ẏ, ż ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè ôóíêöèÿìè.
Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ áóäåò

èìåòü âèä
x = x(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),

y = y(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),

z = z(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),

ẋ = ẋ(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),

ẏ = ẏ(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),

ż = ż(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),

(3.25)
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ãäå c1, c2, c3, c4, c5, c6 — ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ.
Â ìåòîäå òåîðèè âîçìóùåíèé ïîñëåäíèå ôîðìóëû èñïîëüçóþò-

ñÿ êàê ôîðìóëû çàìåíû ïåðåìåííûõ x, y, z, ẋ, ẏ, ż íà ïåðåìåííûå
ôóíêöèè âðåìåíè c1, c2, c3, c4, c5, c6 â óðàâíåíèÿõ âîçìóùåííî-
ãî äâèæåíèÿ (3.24). Çàìåíÿþòñÿ çàâèñèìûå ïåðåìåííûå — èñêî-
ìûå ôóíêöèè. Â èòîãå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àþò äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî íîâûõ ïåðå-
ìåííûõ ci(t) (i = 1, 2, ..., 6) â âèäå

dci
dt

= Ci(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6) (i = 1, 2, ..., 6). (3.26)

Òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé òàê æå, êàê è
óðàâíåíèé (3.22), íàéòè íåâîçìîæíî. Îäíàêî îíè èìåþò îäíî î÷å-
âèäíîå ïðåèìóùåñòâî. Åñëè â óðàâíåíèÿõ (3.24) ïîëîæèòü R = 0,
òî îíè ïðåâðàòÿòñÿ â óðàâíåíèÿ (3.23), à â ñîîòâåòñòâóþùåì ðåøå-
íèè (3.25) àðãóìåíòû c1, c2, c3, c4, c5, c6 áóäóò ïîñòîÿííûìè âåëè÷è-
íàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðåîáðàçîâàííûõ óðàâíåíèÿõ (3.26) ïðàâûå
÷àñòè îêàæóòñÿ ðàâíûìè íóëþ. Ïðè R, íå ðàâíîé íóëþ, è ñîáëþ-
äåíèè âòîðîãî óñëîâèÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé |R| ≪ |V |
ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (3.26) áóäóò ñîäåðæàòü ìíîæèòåëåì íåêî-
òîðûé ìàëûé ïàðàìåòð. Ýòî ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ïðèáëèæåííîå ðå-
øåíèå óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ìåòîäîì ìàëîãî ïàðà-
ìåòðà. Óñïåõ åãî ïðèìåíåíèÿ çàâèñèò â ïåðâóþ î÷åðåäü îò âåëè÷è-
íû ñàìîãî ìàëîãî ïàðàìåòðà, òî åñòü îò îòíîøåíèÿ |R|/|V |. Ïîýòî-
ìó ïðè ðàçëîæåíèè ñèëîâîé ôóíêöèè U íà äâà ñëàãàåìûõ V è R

åñòåñòâåííî ñòðåìëåíèå óìåíüøèòü âåëè÷èíó |R| ïðè ñîõðàíåíèè
ïåðâîãî óñëîâèÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé.

Â ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷àõ íåáåñíîé ìåõàíèêè âèä óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé ìîæåò
áûòü ðàçëè÷íûì, îäíàêî îáùàÿ ñõåìà èçëîæåííîãî çäåñü ïîäõîäà
ñîõðàíÿåòñÿ.

3.7.2. Îáñòîÿòåëüñòâà â äâèæåíèè ðåàëüíûõ íåáåñíûõ òåë,
ïîçâîëÿþùèå ïðèìåíÿòü ìåòîäû òåîðèè âîçìóùåíèé

Â îáùåì ñëó÷àå ïðè ðàññìîòðåíèè äâèæåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî
÷èñëà íåáåñíûõ òåë ñîâñåì íå î÷åâèäíî, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé. Îäíàêî â ñîîòíîøåíè-
ÿõ ðàçìåðîâ áîëüøèíñòâà ðåàëüíûõ íåáåñíûõ òåë, ðàññòîÿíèé ìåæ-
äó íèìè è ñâîéñòâàõ èõ äâèæåíèÿ ñóùåñòâóåò îïðåäåëåííàÿ èåðàð-
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õèÿ. Ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû è ïî÷òè âñåõ
èõ ñïóòíèêîâ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì, íåîáõîäèìûì äëÿ ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìåòîäàìè òåîðèè âîçìóùåíèé. Ðàññìîò-
ðèì íåñêîëüêî êîíêðåòíûõ ñëó÷àåâ, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ôóíäàìåí-
òàëüíûì çàäà÷àì òåîðèè äâèæåíèÿ òåë Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû.

Ñíà÷àëà óïðîñòèì ðàññìîòðåíèå ñèñòåìû Ñîëíöà, ïëàíåò è
ñïóòíèêîâ, ïîëàãàÿ, ÷òî âñå ýòè òåëà ÿâëÿþòñÿ ìàòåðèàëüíûìè òî÷-
êàìè. Òîãäà ê íèì ïîäîéäåò ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è î äâèæå-
íèè n + 1 ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Ñðåäè ýòèõ òî÷åê áóäóò Ñîëíöå,
ïëàíåòû è èõ ñïóòíèêè. Ïîìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò â îäíó èç íèõ.
Îïèøåì äâèæåíèå ñèñòåìû n+ 1 ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê óðàâíåíèÿ-
ìè îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ

d2xi

dt2
=

∂(Vi +Ri)

∂xi
,

d2yi
dt2

=
∂(Vi +Ri)

∂yi
,

d2zi
dt2

=
∂(Vi +Ri)

∂zi
,

(3.27)
ãäå

Vi =
G(m0 +mi)

ri
, Ri = G

n∑
j=1

′

mj

(
1

∆ij
− xixj + yiyj + zizj

r3j

)
,

∆ij =
√
(xj − xi)2 + (yj − yi)2 + (zj − zi)2, ri =

√
x2
i + y2i + z2i ,

rj =
√
x2
j + y2j + z2j ,

G — óíèâåðñàëüíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, xi, yi, zi,mi (i =

1, 2, ..., n) — ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû è ìàññû òåë, ñîîòâåòñòâåí-
íî, à m0 — ìàññà öåíòðàëüíîãî òåëà. Øòðèõ ó çíàêà ñóììû îçíà÷à-
åò, ÷òî îòñóòñòâóåò ñëàãàåìîå ïðè j = i.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.
Ïëàíåòíàÿ çàäà÷à.
Áóäåì èçó÷àòü äâèæåíèå n ïëàíåò ïîä äåéñòâèåì ïðèòÿæåíèÿ

Ñîëíöà è èõ âçàèìíîãî ïðèòÿæåíèÿ. Ìàëûì âëèÿíèåì äðóãèõ òåë
ïðåíåáðåæåì. Â óðàâíåíèÿõ îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ öåíòðàëü-
íûì òåëîì áóäåò Ñîëíöå. Â äàííîì ñëó÷àå äëÿ óðàâíåíèé íåâîç-
ìóùåííîãî äâèæåíèÿ ïðè Ri = 0 (i = 1, 2, ..., n) èçâåñòíî îáùåå
ðåøåíèå, òàê êàê ñèñòåìà óðàâíåíèé ðàñïàäàåòñÿ íà n íåçàâèñè-
ìûõ ñèñòåì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äâóõ òåë, äëÿ êàæäîãî èç êîòî-
ðûõ èçâåñòíî îáùåå ðåøåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîå óñëîâèå ïðè-
ìåíåíèÿ ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé âûïîëíÿåòñÿ. Ïðîâåðèì òå-
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ïåðü âûïîëíåíèå âòîðîãî óñëîâèÿ. Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå Ri/Vi.
Èç óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñëåäóåò

Ri

Vi
=

n∑
j=1

′
mj

m0 +mi

[
ri
∆ij

− ri(xixj + yiyj + zizj)

r3j

]
. (3.28)

Çäåñü i = 1, 2, ..., n.
Ïàðàìåòðû îðáèò äåâÿòè áîëüøèõ ïëàíåò òàêîâû, ÷òî ïëàíåòû

íå èñïûòûâàþò íè òåñíûõ ñáëèæåíèé ñ Ñîëíöåì, íè òåñíûõ âçàèì-
íûõ ñáëèæåíèé. Ïîýòîìó âåëè÷èíû xi, yi, zi,∆ij , ri ìîæíî ñ÷èòàòü
âåëè÷èíàìè ïðèìåðíî îäíîãî ïîðÿäêà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñëàãàå-
ìûå â ôîðìóëå (3.28) èìåþò ìíîæèòåëè

mj

m0 +mi
,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè ïàðàìåòðàìè â ñèëó ìàëîñòè ìàññ ïëà-
íåò ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé Ñîëíöà. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíèå
âòîðîãî óñëîâèÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé â ïëà-
íåòíîé çàäà÷å îáåñïå÷èâàåòñÿ ìàëîñòüþ ìàññ ïëàíåò ïî ñðàâíåíèþ
ñ ìàññîé Ñîëíöà. Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ
(3.26) â ïëàíåòíîé çàäà÷å ìàëûìè ïàðàìåòðàìè áóäóò îòíîøåíèÿ

εj =
mj

m0
(j = 1, 2, ..., n) .

Ñïóòíèêîâàÿ çàäà÷à.
Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ñèñòåìû ñïóòíèêîâ ïëàíåòû ïîä äåéñòâè-

åì ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû, Ñîëíöà è âçàèìíîãî ïðèòÿæåíèÿ ñïóòíè-
êîâ. Ïðèòÿæåíèåì äðóãèõ ïëàíåò ïðåíåáðåæåì â ñèëó èõ óäàëåí-
íîñòè. Ïðèòÿæåíèåì Ñîëíöà, íåñìîòðÿ íà åãî óäàëåííîñòü, ïðåíå-
áðå÷ü íåëüçÿ, òàê êàê îíî èìååò áîëüøóþ ìàññó. Â óðàâíåíèÿõ îò-
íîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ öåíòðàëüíûì òåëîì áóäåò ïëàíåòà. Ñ íåé è
ñîâìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò. Ñîëíöå áóäåì ñ÷èòàòü òåëîì íîìåð 1
(i = 1). Óðàâíåíèÿ ïðè i = 1 ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì, òàê êàê îíè
îïðåäåëÿþò îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå ïëàíåòû è Ñîëíöà.

Â ðàññìàòðèâàåìîé ñïóòíèêîâîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèé íåâîç-
ìóùåííîãî äâèæåíèÿ ïðè Ri = 0 (i = 2, 3, ..., n) òàêæå èçâåñòíî
îáùåå ðåøåíèå, òàê êàê ñèñòåìà óðàâíåíèé ðàñïàäàåòñÿ íà íåçàâè-
ñèìûå ñèñòåìû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äâóõ òåë. Òàêèì îáðàçîì, ïåð-
âîå óñëîâèå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé âûïîëíÿåòñÿ.
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Ïðîâåðèì òåïåðü âûïîëíåíèå âòîðîãî óñëîâèÿ. Ðàññìîòðèì âûðà-
æåíèå

Ri

Vi
=

n∑
j=1

′
mj

m0 +mi

[
ri
∆ij

− ri(xixj + yiyj + zizj)

r3j

]
(3.29)

äëÿ i = 2, ..., n. Ìàëîñòü ñëàãàåìûõ ïðè j = 2, ..., n òàê æå, êàê è
â ïëàíåòíîé çàäà÷å, îáåñïå÷èâàåòñÿ ìàëîñòüþ ìàññ ñïóòíèêîâ mj

ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé ïëàíåòû m0. Ñëàãàåìîå ïðè j = 1 (âëèÿíèå
ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà) òðåáóåò îñîáîãî ðàññìîòðåíèÿ. Îáîçíà÷èì ýòî
ñëàãàåìîå â âåëè÷èíå Ri ÷åðåç (Ri)1, à â âåëè÷èíå Ri

Vi
— ÷åðåç (Ri

Vi
)1.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

xix1 + yiy1 + ziz1 = rir1 cosH1i, ∆2
i1 = r2i + r21 − 2 rir1 cosH1i.

Çäåñü ri — ïëàíåòîöåíòðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ñïóòíèêà, r1 — ãåëèî-
öåíòðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ïëàíåòû, à H1i — óãîë ìåæäó ïëàíåòîöåí-
òðè÷åñêèìè íàïðàâëåíèÿìè íà ñïóòíèê è íà Ñîëíöå. Î÷åâèäíî, ÷òî
ïîêà ñïóòíèê îñòàåòñÿ ñïóòíèêîì ïëàíåòû, îòíîøåíèå ri/r1 áóäåò
ìàëûì. Ðàçëîæèì âåëè÷èíó 1

∆i1
, à çàòåì è (Ri)1 â ðÿä ïî ñòåïåíÿì

ìàëîãî ïàðàìåòðà ri/r1. Áóäåì èìåòü

(Ri)1 = G m1
1

r1

[
1 +

(
ri
r1

)2(
3

2
cos2 H1i −

1

2

)
+ ...

]
,

ãäå íåâûïèñàííûå ÷ëåíû èìåþò áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê ìàëîñòè,
÷åì ( rir1 )

2.
Âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ Ri âõîäèò â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òîëü-

êî ïîä çíàêîì ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî xi, yi, zi. Ïðîèçâîäíûå
îò ïåðâîãî ñëàãàåìîãî äàäóò íóëü. Ïîýòîìó åãî ìîæíî îïóñòèòü.
Îñòàâëÿÿ òîëüêî ñàìîå ñóùåñòâåííîå ñëàãàåìîå â ðàçëîæåíèè, ïî-
ëó÷èì

(Ri)1 = G m1
r2i
r31

(
3

2
cos2 H1i −

1

2

)
.

Òîãäà, ïðåíåáðåãàÿ ìàññîé ñïóòíèêà mi ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé
ïëàíåòû m0, ñëàãàåìîå â âåëè÷èíå Ri

Vi
, îáóñëîâëåííîå ïðèòÿæåíè-

åì Ñîëíöà, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå(
Ri

Vi

)
1

=
m1

m0

r3i
r31

(
3

2
cos2 H1i −

1

2

)
.
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Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìàññà Ñîëíöà m1 âî ìíîãî ðàç áîëüøå ìàññû
ïëàíåòû m0, îòíîøåíèå (Ri

Vi
)1 äëÿ ñïóòíèêîâ ïëàíåò îêàçûâàåòñÿ

ìàëîé âåëè÷èíîé çà ñ÷åò òîãî, ÷òî ðàññòîÿíèÿ ñïóòíèêîâ äî ïëàíå-
òû ri ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿíèåì r1 ïëàíåòû äî Ñîëíöà.
Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíèå âòîðîãî óñëîâèÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ
òåîðèè âîçìóùåíèé â ñïóòíèêîâîé çàäà÷å îáåñïå÷èâàåòñÿ ìàëîñòüþ
ìàññ ñïóòíèêîâ m2,m3, ...,mn ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé ïëàíåòû m0,
à òàêæå ìàëîñòüþ ðàññòîÿíèé ñïóòíèêîâ äî ïëàíåòû ïî ñðàâíåíèþ
ñ ðàññòîÿíèåì ïëàíåòû äî Ñîëíöà. Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé âîçìó-
ùåííîãî äâèæåíèÿ (3.26) â ñïóòíèêîâîé çàäà÷å èñïîëüçóþòñÿ ñëå-
äóþùèå ìàëûå ïàðàìåòðû:

ε′j =
m1

m0

r3j
r31

(j = 2, 3, ..., n).

Çäåñü ðàññòîÿíèÿ rj (j = 2, 3, ..., n) èçìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè. ×òîáû
ïàðàìåòðû áûëè äåéñòâèòåëüíî ïîñòîÿííûìè, èçìåíÿþùèåñÿ ðàñ-
ñòîÿíèÿ çàìåíÿþò íà ïðèáëèæåííûå èõ çíà÷åíèÿ, ðàâíûå áîëüøèì
ïîëóîñÿì êåïëåðîâñêèõ îðáèò, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ êàê íóëåâîå
ïðèáëèæåíèå ìîäåëè äâèæåíèÿ. Ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü ñðåä-
íèå äâèæåíèÿ êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ. Òîãäà ìàëûìè ïàðàìåòðà-
ìè áóäóò

ε′j =
m1

m0

a3j
a31

=
n2
1

n2
j

(j = 2, 3, ..., n),

ãäå a1, aj — áîëüøèå ïîëóîñè, à n1, nj — ñðåäíèå äâèæåíèÿ.
Çàäà÷à î äâèæåíèè ñïóòíèêà íåñôåðè÷íîé ïëàíåòû.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðèìåð äâèæåíèÿ â çàäà÷å äâóõ òåë, êîãäà

îäíî èç òåë (ñïóòíèê) ìîæíî ñ÷èòàòü ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé, à äðó-
ãîå (ïëàíåòà) ñîçäàåò ãðàâèòàöèîííîå ïîëå, îòëè÷íîå îò ãðàâèòàöè-
îííîãî ïîëÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè èëè øàðà ñî ñôåðè÷åñêèì ðàñïðå-
äåëåíèåì ïëîòíîñòè. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà â ýòîì ñëó÷àå
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

d2x

dt2
=

∂(V +R)

∂x
,

d2y

dt2
=

∂(V +R)

∂y
,

d2z

dt2
=

∂(V +R)

∂z
, (3.30)

ãäå

V =
G m

r
, R =

G m

r
J X(x, y, z),

x, y, z — ïëàíåòîöåíòðè÷åñêèå ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû ñïóòíè-
êà, m — ìàññà ïëàíåòû, G — óíèâåðñàëüíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ïî-
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ñòîÿííàÿ, r ïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì r =
√

x2 + y2 + z2, J — ïî-
ñòîÿííûé ïàðàìåòð, à X(x, y, z) — íåêîòîðàÿ èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ.
Ïîñëåäíèìè äâóìÿ âåëè÷èíàìè ìîæíî ðàñïîðÿäèòüñÿ òàê, ÷òîáû
ôóíêöèÿ X(x, y, z) â îáëàñòè äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ïðèíèìàëà çíà-
÷åíèÿ, íåìíîãî îòëè÷àþùèåñÿ îò åäèíèöû. Ïàðàìåòð J â ýòîì ñëó-
÷àå áóäåò õàðàêòåðèçîâàòü îòëè÷èå ïëàíåòû îò øàðà ñ êîíöåíòðè-
÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ïëîòíîñòè. Èçâåñòíûå ãðàâèòàöèîííûå ïî-
ëÿ Çåìëè, äðóãèõ ïëàíåò è ìíîãèõ åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò
ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò ïîëÿ ïðèòÿæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Ïîýòî-
ìó óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé â äàííîì
ñëó÷àå òàêæå âûïîëíÿþòñÿ, à J ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðíûì ìàëûì ïà-
ðàìåòðîì.

Ôîðìû áîëüøèõ ïëàíåò è èõ îñíîâíûõ ñïóòíèêîâ áëèçêè ê ôîð-
ìå ñæàòîãî îñåñèììåòðè÷íîãî òåëà. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà
J áåðåòñÿ êîýôôèöèåíò ïðè âòîðîé çîíàëüíîé ãàðìîíèêå ðàçëîæå-
íèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì
ôóíêöèÿì.

Äðóãèå ñëó÷àè ïðèìåíåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé.

Ðàññìîòðåííûå âûøå êîíôèãóðàöèè íåáåñíûõ òåë ÿâëÿþòñÿ
ëèøü ïðèìåðàìè ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèìåíåíèé òåîðèè âîçìóùåíèé
â íåáåñíîé ìåõàíèêå. Îòìåòèì çäåñü åùå òîëüêî îäíó ãðóïïó çàäà÷,
êîãäà â êà÷åñòâå íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñò-
íîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Âîçìóùåííîå äâèæåíèå ïðîèñ-
õîäèò âáëèçè ýòîãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ. Ìàëûå ïàðàìåòðû â òàêèõ çà-
äà÷àõ õàðàêòåðèçóþò ðàçíîñòè êîîðäèíàò â âîçìóùåííîì è íåâîç-
ìóùåííîì äâèæåíèÿõ, à äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè
òåîðèè âîçìóùåíèé ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíåíèå ìàëîñòè ýòèõ ðàçíîñòåé
ïî êðàéíåé ìåðå íà èññëåäóåìîì èíòåðâàëå âðåìåíè.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ðàçëè÷íûõ ìàëûõ ïàðàìåòðîâ â çàäà÷àõ íåáåñ-
íîé ìåõàíèêè ñëåäóåò âûäåëÿòü ïàðàìåòðû, êîòîðûå õàðàêòåðèçó-
þò ìàëîñòü âîçìóùàþùåé ôóíêöèè. Âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò
ðàçëàãàòüñÿ â ðÿäû ïî ñòåïåíÿì òàêæå è äðóãèõ ìàëûõ ïàðàìåòðîâ.
Ýòî ÷àñòî äåëàåòñÿ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âîçìîæíîñòè ðåøåíèÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ â ôîðìå (3.26).

Îòìåòèì åùå ñëó÷àè, êîãäà ñèëû, äåéñòâóþùèå íà íåáåñíîå òå-
ëî, íå èìåþò ñèëîâîé ôóíêöèè. Ïðèìåðîì òàêèõ ñèë ñëóæàò ñèëû,
âûçâàííûå ïðèëèâíîé äåôîðìàöèåé âÿçêî-óïðóãèõ òåë ïëàíåòû è
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ñïóòíèêà. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ èñõîäíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ïðÿìî-
óãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

d2x

dt2
= Vx +Rx,

d2y

dt2
= Vy +Ry,

d2z

dt2
= Vz +Rz, (3.31)

ãäå ñëàãàåìûå Vx, Vy, Vz äîëæíû âûáèðàòüñÿ òàê, ÷òîáû ìîæíî áû-
ëî íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïðè îòáðàñûâàíèè
ñëàãàåìûõ Rx, Ry, Rz . Ýòè ïîñëåäíèå ñëàãàåìûå íàçûâàþòñÿ êîì-
ïîíåíòàìè âîçìóùàþùåãî óñêîðåíèÿ. Äëÿ âîçìîæíîñòè ïðèìåíå-
íèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé íåîáõîäèìî, ÷òîáû Rx, Ry, Rz áûëè ìàëû
ïî ñðàâíåíèþ ñ êîìïîíåíòàìè îñíîâíîãî óñêîðåíèÿ Vx, Vy, Vz .

3.7.3. Óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé
îðáèòû

Óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà â òåîðèè
âîçìóùåíèé â îáùåì âèäå óæå áûëè ïîñòðîåíû âûøå. ×òîáû èç-
ëîæåíèå áûëî íåïðåðûâíûì, áóäåì èñõîäèòü ñíîâà èç óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ

Äëÿ ïðîñòîòû ïîíèìàíèÿ îáùåé ñõåìû òåîðèè âîçìóùåíèé
îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì äâèæåíèÿ îäíîãî íåáåñíîãî òåëà ïîä äåéñòâè-
åì ñèë, èìåþùèõ ñèëîâóþ ôóíêöèþ.

Èñõîäíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ
èìåþò îáùèé âèä

d2x

dt2
=

∂V

∂x
+

∂R

∂x
,

d2y

dt2
=

∂V

∂y
+

∂R

∂y
,

d2z

dt2
=

∂V

∂z
+

∂R

∂z
, (3.32)

ãäå V è R ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò êîîðäèíàò x, y, z è âðåìåíè t.
Ñîãëàñíî òåîðèè âîçìóùåíèé ñëàãàåìîå V âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû
ìîæíî áûëî íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé íåâîçìóùåííîãî äâè-
æåíèÿ

d2x

dt2
=

∂V

∂x
,

d2y

dt2
=

∂V

∂y
,

d2z

dt2
=

∂V

∂z
. (3.33)

Òîãäà R íàçûâàåòñÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèåé.

Âîñïðîèçâåäåì çäåñü äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ ïîâòîðíî íåêîòî-
ðûå ñîîòíîøåíèÿ èç îáùåé ñõåìû òåîðèè âîçìóùåíèé.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèé (3.33) íàéäåíî â ôîðìå

x = x(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),

y = y(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),

z = z(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),

ẋ = ẋ(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),

ẏ = ẏ(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),

ż = ż(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),

(3.34)

ãäå c1, c2, c3, c4, c5, c6 — ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ.
Íà ýòîì âñïîìîãàòåëüíàÿ ðîëü óðàâíåíèé (3.33) çàêàí÷èâàåòñÿ.

Äîñòàòî÷íî òîãî, ÷òî îíè ïîðîäèëè íàì ñîîòíîøåíèÿ (3.34). Äà-
ëåå ýòè ñîîòíîøåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ôîðìóëû ïðåîáðàçîâà-
íèÿ, ñâÿçûâàþùèå êîîðäèíàòû è êîìïîíåíòû ñêîðîñòè òåëà â âîç-
ìóùåííîì äâèæåíèè ñ íåêîòîðûìè íîâûìè íåèçâåñòíûìè ôóíê-
öèÿìè âðåìåíè c1, c2, c3, c4, c5, c6. Ñîîòíîøåíèÿ (3.34) èñïîëüçóþò
êàê ôîðìóëû çàìåíû ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèÿõ (3.32) îò ïåðåìåí-
íûõ x, y, z, ẋ, ẏ, ż ê ïåðåìåííûì c1, c2, c3, c4, c5, c6. Òàêèì îáðàçîì
ïîëó÷àþòñÿ íîâûå óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ

dci
dt

= Ci(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6) (i = 1, 2, 3, 4, 5, 6), (3.35)

ïðåèìóùåñòâà êîòîðûõ â òîì, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ óðàâíåíèé
îáðàùàþòñÿ â íóëè, åñëè â èñõîäíûõ óðàâíåíèÿõ (3.32) ïîëîæèòü
R = 0. Ýòî ïîçâîëÿåò ðåøàòü èõ ìåòîäîì ìàëîãî ïàðàìåòðà.

Ôîðìóëû (3.34), åñëè â íèõ c1, c2, c3, c4, c5, c6 ñ÷èòàþòñÿ çà-
äàííûìè ïîñòîÿííûìè, îïðåäåëÿþò çàêîí äâèæåíèÿ, êîòîðûé íà-
çûâàþò ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòîé. Ñàìè ýòè ôîðìóëû íàçûâàþòñÿ
ôîðìóëàìè ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû. Óðàâíåíèÿ (3.35) íàçûâàþòñÿ
óðàâíåíèÿìè äëÿ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû.

Óñïåõ äàëüíåéøèõ äåéñòâèé ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òîãî, êàê
âûáðàíû ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå c1, c2, c3, c4, c5, c6 . Âûáèðàòü
èõ ìîæíî áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñïîñîáîâ. Â ïðàêòèêå èññëåäîâàòå-
ëåé çà ïîñëåäíèå òðè ñòîëåòèÿ áûëè ðàññìîòðåíû è óñïåøíî ïðè-
ìåíÿëèñü ìíîæåñòâî âàðèàíòîâ. Ðàññìîòðèì çäåñü îäèí èç íèõ, êî-
òîðûé èìåë áîëüøîå ÷èñëî ïðèìåíåíèé.

Â êà÷åñòâå ñèëîâîé ôóíêöèè íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ V âû-
áèðàåì ñèëîâóþ ôóíêöèþ çàäà÷è äâóõ òåë, ðàññìàòðèâàåìûõ çäåñü
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êàê ìàòåðèàëüíûå òî÷êè. Òàêîé âûáîð îáóñëîâëåí îáùåé èåðàðõè-
åé â äâèæåíèè òåë Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Äâèæåíèå êàæäîé ïëàíå-
òû ïðîèñõîäèò ïîä äåéñòâèåì ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà. Âëèÿíèå äðóãèõ
ïëàíåò îòíîñèòåëüíî ñëàáî. Ñïóòíèê ïîòîìó è ÿâëÿåòñÿ ñïóòíèêîì
ïëàíåòû, ïîñêîëüêó äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì åå ïðèòÿæåíèÿ. Äðó-
ãèå ñïóòíèêè è äàæå Ñîëíöå ëèøü ñëåãêà èñêàæàþò äâèæåíèå.

Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ðàññìîòðåíèè ìû èìååì

V =
µ

r
, (3.36)

ãäå µ — ïîñòîÿííàÿ, à r — ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òåëàìè. ×àùå
âñåãî íà÷àëî êîîðäèíàò ïîìåùàþò â îäíî èç òåë, êîòîðîìó ïðèñâî-
èì íîìåð 0. Òîãäà µ = G(m0 +m1), ãäå G — óíèâåðñàëüíàÿ ãðàâè-
òàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, à m0 +m1 — ñóììà ìàññ òåë. Â ñëó÷àå, êî-
ãäà íà÷àëî êîîðäèíàò ðàñïîëàãàåòñÿ â áàðèöåíòðå äâóõ òåë, èìååì
µ = G

m3
0

(m0+m1)2
.

Ðåøåíèå çàäà÷è äâóõ òåë îïèñûâàåò äâèæåíèå, êîòîðîå íàçûâà-
åòñÿ êåïëåðîâñêèì, ïîñêîëüêó ïðîèñõîäèò ïî çàêîíàì Êåïëåðà. Ïî-
ñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì äâèæåíèå òåë Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû, èìå-
þùåå îïðåäåëåííóþ èåðàðõèþ, îãðàíè÷èìñÿ ýëëèïòè÷åñêèì òèïîì
äâèæåíèÿ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ êåïëåðîâñêèì äâèæåíèåì âûáèðàþò è
ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ êåïëåðîâñêèìè îð-
áèòàëüíûìè ýëåìåíòàìè. Ïåðå÷èñëèì çäåñü êåïëåðîâñêèå ýëåìåí-
òû, à òàêæå ñâÿçàííûå ñ íèìè ìîìåíòû âðåìåíè.

n — ñðåäíåå äâèæåíèå, ðàçìåðíîñòü ðàäèàí/åä. âðåìåíè;

e — ýêñöåíòðèñèòåò, áåçðàçìåðíûé;

i — íàêëîí (äâóãðàííûé óãîë ìåæäó ïëîñêîñòüþ îðáèòû
è îñíîâíîé ïëîñêîñòüþ Oxy), ðàä.;

M0 — ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ â ýïîõó ( çíà÷åíèå ñðåäíåé àíîìà-
ëèè M â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè — ýïîõó ), ðàä.;

ω — óãëîâîå ðàññòîÿíèå ïåðèöåíòðà îò âîñõîäÿùåãî óçëà
îðáèòû, ðàä.;

Ω — äîëãîòà âîñõîäÿùåãî óçëà îðáèòû (óãîë â ïëîñêîñòè
Oxy ìåæäó îñüþ x è ëèíèåé óçëîâ), ðàä.;

t0 — íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè — ýïîõà ýëåìåíòîâ;

t — òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè, íà êîòîðûé âû÷èñëÿþòñÿ
êîîðäèíàòû òåëà.
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Íàðÿäó ñî ñðåäíèì äâèæåíèåì n â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà îðáèòû
áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêæå áîëüøóþ ïîëóîñü îðáèòû a, ñâÿçàííóþ
ñ n òðåòüèì çàêîíîì Êåïëåðà

n =

√
µ

a3
.

Çàìåíó ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèÿõ (3.32) äåëàþò ñ ïîìîùüþ ôîð-
ìóë êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ. Ýòè ôîðìóëû îïèñàíû â ïðåäûäó-
ùèõ ðàçäåëàõ. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò âîçìóùàþùåé ôóíêöèè R

ïî êîîðäèíàòàì âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî êåïëå-
ðîâñêèì ýëåìåíòàì. Ïðîöåäóðà òàêîé çàìåíû ïîäðîáíî îïèñàíà â
êíèãå (Äóáîøèí, 1975). Ïðîöåäóðà íàçûâàåòñÿ «îñíîâíîé îïåðàöè-
åé».

Ïðèìåíåíèå òåîðèè âîçìóùåíèé îêàçûâàåòñÿ ïðîùå, åñëè â êà-
÷åñòâå íîâûõ èñêîìûõ ôóíêöèé âçÿòü âåëè÷èíû a, e, i,M, ω,Ω. Âìå-
ñòî ñðåäíåé àíîìàëèè â ýïîõó M0 âçÿòà ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ M , êîòî-
ðàÿ â êåïëåðîâñêîì äâèæåíèè ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíîé ëèíåéíîé ôóíê-
öèåé âðåìåíè

M = M0 + n(t− t0) .

Äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè óðàâíåíèé äëÿ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé
îðáèòû ñäåëàåì ïðîñòûå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ:

α1 = a, α2 = e, α3 = i, β1 = M, β2 = ω, β3 = Ω. (3.37)

Â ðåçóëüòàòå çàìåíû ïåðåìåííûõ óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâè-
æåíèÿ íåáåñíîãî òåëà ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì îáùåì âèäå:

dαi

dt
=

3∑
j=1

aij
∂R

∂βj
,

dβi

dt
= ni −

3∑
j=1

aji
∂R

∂αj
(3.38)

(i = 1, 2, 3) .

Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ ni, aij — ôóíêöèè, çàâèñÿùèå òîëüêî îò îò ýëå-
ìåíòîâ α1, α2, α3 è ïîñòîÿííîé µ. Â ñëó÷àå êåïëåðîâñêîé ïðîìå-
æóòî÷íîé îðáèòû n1, n2 , à òàêæå íåêîòîðûå èç äåâÿòè ôóíêöèé
aij , ðàâíû íóëþ. Îäíàêî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íå óïðîùàåò ðåøåíèå
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óðàâíåíèé. Çàïèñü óðàâíåíèé (3.38) â òàêîì îáùåì âèäå ïîçâîëÿåò
ïðèìåíÿòü èõ òàêæå äëÿ íåêîòîðûõ íåêåïëåðîâñêèõ ïðîìåæóòî÷-
íûõ îðáèò. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé ðàññìîòðåíû â ñëåäó-
þùèõ ðàçäåëàõ.

Çàìåòèì, ÷òî â óðàâíåíèÿõ (3.38) âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ R îáî-
çíà÷åíà òîé æå áóêâîé, ÷òî è â óðàâíåíèÿõ (3.32). Îäíàêî çäåñü îíà
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò ýëåìåíòîâ α1, α2, α3, β1, β2, β3 è âðåìåíè t.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ÿâíûé âèä óðàâíåíèé äëÿ ýëåìåíòîâ ïðîìå-
æóòî÷íîé îðáèòû â ñëó÷àå ýëåìåíòîâ (3.37)

da

dt
=

2

na

∂R

∂M
,

de

dt
=

1− e2

ena2
∂R

∂M
−

√
1− e2

ena2
∂R

∂ω
, (3.39)

di

dt
=

cos i

na2
√
1− e2 sin i

∂R

∂ω
− 1

na2
√
1− e2 sin i

∂R

∂Ω
,

dM

dt
= n− 2

na

∂R

∂a
− 1− e2

ena2
∂R

∂e
,

dω

dt
=

√
1− e2

ena2
∂R

∂e
− cos i

na2
√
1− e2 sin i

∂R

∂i
, (3.40)

dΩ

dt
=

1

na2
√
1− e2 sin i

∂R

∂i
.

Ìíîæèòåëè â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé ìîæíî çàìåíèòü ñîãëàñíî
ñîîòíîøåíèÿì

1

na2
=

na

µ
,

1

na
=

na2

µ
. (3.41)

Â ïðàêòè÷åñêîé íåáåñíîé ìåõàíèêå ïðèìåíÿþòñÿ è äðóãèå âà-
ðèàíòû ýëåìåíòîâ êåïëåðîâñêîé ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû. Îñîáîãî
âíèìàíèÿ çàñëóæèâàþò äâà èç íèõ. Îðáèòû ìíîæåñòâà åñòåñòâåí-
íûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè êðóãîâûìè è ëåæàò âáëèçè
ïëîñêîñòè ýêâàòîðà ïëàíåòû. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ïîëîæåíèå ñïóòíè-
êà íà îðáèòå â ïåðâóþ î÷åðåäü îïðåäåëÿåòñÿ ñðåäíåé äîëãîòîé λ, à
îðèåíòàöèÿ îðáèòû — äîëãîòîé ïåðèöåíòðà ϖ. Ýòè âåëè÷èíû ñâÿ-
çàíû ñ M,ω,Ω ñîîòíîøåíèÿìè

λ = M + ω +Ω , ϖ = ω +Ω . (3.42)
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Äëÿ îáðàòíûõ îðáèò âìåñòî ñóììû ω è Ω èñïîëüçóåòñÿ èõ ðàçíîñòü.
Óðàâíåíèÿ ñîñòàâëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé λ, ϖ è Ω. Ýëåìåí-
òàìè ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû ñ÷èòàþòñÿ ϖ, Ω è λ0 — ñðåäíÿÿ äîëãî-
òà â ýïîõó t0 . Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî óðàâíåíèé (3.39), (3.40) íóæíî
ðåøàòü óðàâíåíèÿ

da

dt
=

2

na

∂R

∂λ
,

de

dt
= − e

√
1− e2

na2(1 +
√
1− e2)

∂R

∂λ
−

√
1− e2

ena2
∂R

∂ϖ
, (3.43)

di

dt
= −

tg i
2

na2
√
1− e2

(
∂R

∂ϖ
+

∂R

∂λ

)
− 1

na2
√
1− e2 sin i

∂R

∂Ω
,

dλ

dt
= n− 2

na

∂R

∂a
+ e

√
1− e2

na2(1 +
√
1− e2)

∂R

∂e
+

tg i
2

na2
√
1− e2

∂R

∂i
,

dϖ

dt
=

√
1− e2

ena2
∂R

∂e
+

tg i
2

na2
√
1− e2

∂R

∂i
, (3.44)

dΩ

dt
=

1

na2
√
1− e2 sin i

∂R

∂i
.

Ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèÿ äëÿ i è Ω èìåþò îñîáåííîñòè ïðè i = 0,
à ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé äëÿ e è ω èìåþò îñîáåííîñòè ïðè e = 0.
Ýòè îáñòîÿòåëüñòâà òðåáóþò îñîáîãî âíèìàíèÿ ïðè ðåøåíèè óðàâ-
íåíèé.

Çàìåòèì, ÷òî âî ìíîãèõ ðóññêîÿçû÷íûõ ïóáëèêàöèÿõ è ó÷åáíè-
êàõ âìåñòî ϖ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ äîëãîòû ïåðèöåíòðà èñïîëüçóåòñÿ
áóêâà π.

Òåïåðü ðàññìîòðèì âàðèàíò ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû,
ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèÿ íå èìåþò îñîáåííîñòåé ïðè ýêñöåíòðèñè-
òåòå è íàêëîíå îðáèòû, ðàâíûõ íóëþ. Òàêèå ýëåìåíòû ïðèäóìàë
Ëàãðàíæ äëÿ èçó÷åíèÿ âåêîâûõ âîçìóùåíèé ïëàíåò. Îíè òåïåðü
òàê è íàçûâàþòñÿ — ýëåìåíòû Ëàãðàíæà. Óðàâíåíèÿ äëÿ a è λ íå
èìåþò îñîáåííîñòåé, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû íóæíî çàìåíèòü. Îáû÷-
íî ýëåìåíòû Ëàãðàíæà îáîçíà÷àþòñÿ â ëèòåðàòóðå ÷åðåç h, k, p, q. Ñ
ðàññìîòðåííûìè âûøå ýëåìåíòàìè îíè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

h = e sinϖ, k = e cosϖ , (3.45)

p = tg i sinΩ, q = tg i cosΩ . (3.46)
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Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ óðàâíåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ Ëàãðàíæà áó-
äóò èìåòü âèä

dh

dt
=

√
1− e2

na2

(
∂R

∂k
− h

1 +
√
1− e2

∂R

∂λ

)
+

k tg i
2

na2
√
1− e2

∂R

∂i
,

dk

dt
=

√
1− e2

na2

(
−∂R

∂h
− k

1 +
√
1− e2

∂R

∂λ

)
− (3.47)

−
h tg i

2

na2
√
1− e2

∂R

∂i
,

dp

dt
=

sec3 i

na2
√
1− e2

∂R

∂q
− p

2na2
√
1− e2 cos i cos2 i

2

(
∂R

∂ϖ
+

∂R

∂λ

)
,

dq

dt
= − sec3 i

na2
√
1− e2

∂R

∂p
− (3.48)

− q

2na2
√
1− e2 cos i cos2 i

2

(
∂R

∂ϖ
+

∂R

∂λ

)
.

Äëÿ ïîëíîãî ñîñòàâà ê íèì íóæíî äîáàâèòü óæå ïðèâåäåííûå âûøå
óðàâíåíèÿ

da

dt
=

2

na

∂R

∂λ
,

dλ

dt
= n− 2

na

∂R

∂a
+ e

√
1− e2

na2(1 +
√
1− e2)

∂R

∂e
+

tg i
2

na2
√
1− e2

∂R

∂i
.(3.49)

Â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé (3.47), (3.48), (3.49) ñîäåðæàòñÿ ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå îò âîçìóùàþùåé ôóíêöèè ïî âåëè÷èíàì, êîòîðûå íå
ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè ôóíêöèÿìè â ýòèõ óðàâíåíèÿõ. Ýòî íîðìàëü-
íî. Òàê ñëåäóåò îñòàâèòü. Äåëî â òîì, ÷òî âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ
ïîëó÷àåòñÿ ñíà÷àëà, êàê ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííûõ a, e, i, λ,ϖ,Ω. Ïî-
ýòîìó ëó÷øå ñíà÷àëà åå ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïî ýòèì ýëåìåíòàì,
à ïîòîì ïåðåõîäèòü ê ïåðåìåííûì h, k, p, q óæå â ïîëó÷åííûõ ïðî-
èçâîäíûõ.

Çàìåòèì, ÷òî â ïóáëèêàöèÿõ âñòðå÷àþòñÿ íåñêîëüêî âàðèàíòîâ
ââåäåíèÿ â ðàññìîòðåíèå ýëåìåíòîâ Ëàãðàíæà â çàâèñèìîñòè îò æå-
ëàåìîãî ýôôåêòà. Âûøå â ðàçäåëå 3.2.5 ìû ðàññìîòðåëè îäèí èç òà-
êèõ âàðèàíòîâ, â äàííîì ðàçäåëå — äðóãîé.
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3.7.4. Ðåøåíèå óðàâíåíèé äëÿ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé
îðáèòû. Ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà

Ðàññìîòðèì ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (3.38). Ýòî íàèáîëå ÷àñòî
ïðèìåíÿåìûå óðàâíåíèÿ. Â ñëó÷àÿõ èñïîëüçîâàíèÿ äðóãèõ âàðèàí-
òîâ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû ñïóòíèêà ðåøåíèå ñòðîèòñÿ
àíàëî÷è÷íî.

Ìåòîä ðåøåíèÿ îñíîâàí íà ìàëîñòè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè R

ïî ñðàâíåíèþ ñ ôóíêöèåé V , ïîýòîìó îí íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ìàëî-
ãî ïàðàìåòðà. Â ëèòåðàòóðå ýòîò ìåòîä íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ìàëîãî
ïàðàìåòðà À. Ïóàíêàðå.

Äëÿ èçëîæåíèÿ ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà íóæíî ââåñòè ïîíÿ-
òèå ïîðÿäêà ìàëîñòè. Ââåäåíèå ïîðÿäêà ìàëîñòè íåîäíîçíà÷íî. Äå-
ëî â òîì, ÷òî íà ïðàêòèêå âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ R, âûðàæåííàÿ
÷åðåç ýëåìåíòû ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû, ñîäåðæèò ìíîæåñòâî ÷ëå-
íîâ — ñëàãàåìûõ, ðàçíûõ ïî âåëè÷èíå. Äëÿ âûðàæåíèÿ âîçìóùàþ-
ùåé ôóíêöèè ïðèìåíÿþò ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû ïî ñòåïåíÿì ðàçëè÷-
íûõ ìàëûõ ïàðàìåòðîâ.

Ïðèñâîåíèå êàæäîìó ñëàãàåìîìó òîãî èëè èíîãî ïîðÿäêà ìà-
ëîñòè ÿâëÿåòñÿ èíîãäà óñëîâíûì. Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ ìíîãî-
êðàòíî ïåðåìíîæàþòñÿ âåëè÷èíû ðàçíûõ ïîðÿäêîâ ìàëîñòè. ×àùå
âñåãî çàðàíåå ïîëàãàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ó÷èòûâàåìûé ïîðÿäîê ìà-
ëîñòè. Â êàæäîé êîíêðåòíîé òåîðèè äâèæåíèÿ èìåþòñÿ ñâîè îñî-
áåííîñòè. Âåëè÷èíû ìàëûõ ïàðàìåòðîâ îïðåäåëÿþòñÿ êàê ôèçè÷å-
ñêèìè ñâîéñòâàìè íåáåñíûõ òåë, òàê è ñîîòíîøåíèÿìè ìåæäó èõ
âçàèìíûìè ðàññòîÿíèÿìè.

Äëÿ îáùåãî èçëîæåíèÿ ìåòîäà ìû ïðèìåì, ÷òî ìàëîñòü âîçìó-
ùàþùåé ôóíêöèè îáåñïå÷èâàåòñÿ íåêîòîðûì ìàëûì ïàðàìåòðîì,
ñîäåðæàùèìñÿ â íåé êàê îáùèé ìíîæèòåëü. Áóäåì ñ÷èòàòü ýòîò ïà-
ðàìåòð ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè. Íà ïðàêòèêå âîçìóùàþùàÿ ôóíê-
öèÿ îêàçûâàåòñÿ ðàçëîæåííîé ïî ñòåïåíÿì ýòîãî è äðóãèõ ìàëûõ
ïàðàìåòðîâ. Òàêèì îáðàçîì, åå ðàçëîæåíèå íà÷íåòñÿ ñ ÷ëåíà ïåðâî-
ãî ïîðÿäêà ìàëîñòè.

Äëÿ êðàòêîñòè èçëîæåíèÿ íå áóäåì âûïèñûâàòü ÿâíî ñàìè ìà-
ëûå ïàðàìåòðû. Îäíàêî êàæäîé âåëè÷èíå áóäåò ïðèñâîåí îïðåäå-
ëåííûé ïîðÿäîê ìàëîñòè. Ýòîò ïîðÿäîê áóäåì çàïèñûâàòü ñ ïîìî-
ùüþ âåðõíåãî èíäåêñà âåëè÷èíû â êðóãëûõ ñêîáêàõ. Òåïåðü ðàçëî-
æåíèå âîçìóùàþùåé ôóíêöèè áóäåò èìåòü âèä

R = R(1) +R(2) +R(3) + ... . (3.50)
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Ââåäåì åùå îáîçíà÷åíèÿ

Ai =

3∑
j=1

aij
∂R

∂βj
,

Bi = −
3∑

j=1

aji
∂R

∂αj
(3.51)

(i = 1, 2, 3) .

Òåïåðü óðàâíåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû çàïèøåì
â âèäå

dαi

dt
= A

(1)
i +A

(2)
i + ... ,

dβi

dt
= n

(0)
i + n

(1)
i + ...+B

(1)
i +B

(2)
i + ... , (3.52)

(i = 1, 2, 3) .

Çàìåòèì, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå êåïëåðîâñêîé ïðîìåæóòî÷íîé îðáè-
òû n2 = n3 = 0 è n

(s)
1 = 0 ïðè s > 1. Â ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿõ ïðà-

âûå ÷àñòè çàâèñÿò îò èñêîìûõ ôóíêöèé α1, α2, α3, β1, β2, β3 è ÿâíî
îò âðåìåíè.

Êàæäîå èç ñëàãàåìûõ A
(j)
i , B

(j)
i (i = 1, 2, 3, j = 1, 2, ...) çàâèñèò îò

âñåõ øåñòè ýëåìåíòîâ α1, α2, α3, β1, β2, β3. Ñëàãàåìûå n
(0)
i +n

(1)
i + ...

çàâèñÿò òîëüêî îò α1, α2, α3.
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèé (3.52) â âèäå ðÿäîâ ïî ñòåïå-

íÿì ìàëûõ ïàðàìåòðîâ, ò.å.

αi = α
(0)
i + α

(1)
i + α

(2)
i + ... ,

βi = β
(0)
i + β

(1)
i + β

(2)
i + ... , (3.53)

(i = 1, 2, 3) .

Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì ïîñòðîåíèå ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Äîêà-
çàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ðåøåíèÿ è ñõîäèìîñòè ïîñòðîåí-
íûõ ðÿäîâ ìîæíî íàéòè â êíèãàõ (Äóáîøèí, 1975; Ñóááîòèí, 1968).

Èòàê, ïîäñòàâèì ðÿäû (3.53) â óðàâíåíèÿ (3.52). Çàòåì ïðèðàâ-
íÿåì â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ óðàâíåíèé ÷ëåíû îäèíàêîâîãî ïîðÿä-
êà ìàëîñòè. Êàæäîå èç ñëàãàåìûõ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ óðàâíåíèé
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ïðèäåòñÿ ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà.
Ðàçëîæåíèå äåëàåòñÿ ïî ñõåìå

f(a+ ε) = f(x)|x=a +
1

1!

(
df

dx

)
x=a

ε+
1

2!

(
d2f

dx2

)
x=a

ε2 + ...,

ãäå a — çíà÷åíèå àðãóìåíòà ôóíêöèè f(x), îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî
îòñ÷èòûâàåòñÿ ìàëîå ïðèðàùåíèå ε. Òàêèì îáðàçîì, â àðãóìåíòàõ
ôóíêöèé A

(j)
i , B

(j)
i , n

(j)
i (i = 1, 2, 3, j = 1, 2, ...) ïðèðàùåíèÿìè áóäóò

áåñêîíå÷íûå ñóììû α
(1)
i + α

(2)
i + ... , β(1)

i + β
(2)
i + ... .

Äëÿ ÷ëåíîâ íóëåâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïîëó÷èì

dα
(0)
i

dt
= 0 ,

dβ
(0)
i

dt
= (n

(0)
i )0 . (3.54)

Çäåñü è äàëåå ñèìâîëû (...)0 îáçíà÷àþò çíà÷åíèÿ ôóíêöèé ïðè çíà-
÷åíèÿõ ýëåìåíòîâ αi = α

(0)
i , βi = β

(0)
i .

Ðåøåíèå óðàâíåíèé (3.54) òðèâèàëüíî:

α
(0)
i = α

(0)
i0 , β

(0)
i = (n

(0)
i )0(t− t0) + β

(0)
i0 . (3.55)

Çäåñü α
(0)
i0 , β

(0)
i0 (i = 1, 2, 3) — ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå èíòåãðèðî-

âàíèÿ. Ïðè ýòîì ïîñòîÿííûå (n
(0)
i )0 çàâèñÿò îò α

(0)
i0 . Ðåøåíèå (3.55)

îïèñûâàåò ïðîìåæóòî÷íîå íåâîçìóùåííîå äâèæåíèå.
Òåïåðü âûäåëèì è ïðèðàâíÿåì â ïðàâûõ è ëåâûõ ÷àñòÿõ óðàâíå-

íèé (3.52) ÷ëåíû ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ñ ó÷åòîì (3.53). Ïîëó-
÷èì

dα
(1)
i

dt
= (A

(1)
i )0 ,

dβ
(1)
i

dt
= (B

(1)
i )0 + (n

(1)
i )0 +

3∑
j=1

(
∂n

(0)
i

∂αj

)
0

α
(1)
j (3.56)

(i = 1, 2, 3) .

Çäåñü (A
(1)
i )0, (B

(1)
i )0 ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè t

â ñèëó ïîäñòàíîâîê αi = α
(0)
i , βi = β

(0)
i è ðàâåíñòâ (3.55). Çàìåòèì,

÷òî ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå α
(0)
i , β

(0)
i0 âõîäÿò ñþäà áóêâåííî, èõ

çíà÷åíèÿ ïîêà íå îïðåäåëåíû.
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Ðåøåíèå ïåðâûõ òðåõ èç øåñòè óðàâíåíèé (3.56) èìååò âèä

α
(1)
i =

∫
(A

(1)
i )0dt+ α

(1)
i0 (3.57)

(i = 1, 2, 3) ,

ãäå α
(1)
i0 — íîâûå ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ. Ìîæ-

íî îñòàâèòü ýòè ïîñòîÿííûå â ðåøåíèè ïðèñóòñòâîâàòü áóêâåííî è
ðàñïîðÿäèòüñÿ èõ çíà÷åíèÿìè ïîçæå. Îäíàêî îíè èçëèøíè, è èõ
ìîæíî ñðàçó ïîëîæèòü ðàâíûìè íóëþ. Èìåííî òàê ìû è ïîñòóïèì
äëÿ äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé.

×òîáû ïîñòðîèòü ðåøåíèå, íóæíî âçÿòü íåîïðåäåëåííûé èíòå-
ãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (3.57). Äëÿ ýòîãî â êîíêðåòíûõ
ñëó÷àÿõ ðàçðàáàòûâàþòñÿ ñïåöèàëüíûå ìåòîäû ðàçëîæåíèÿ âîçìó-
ùàþùåé ôóíêöèè. Äîïóñòèì, ÷òî ýòî óäàëîñü. Òîãäà α

(1)
i è ïðà-

âûå ÷àñòè îñòàëüíûõ òðåõ óðàâíåíèé (3.56) ñòàíîâÿòñÿ èçâåñòíû-
ìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè. Òåïåðü ðåøåíèå äëÿ β

(1)
i âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë

β
(1)
i =

∫ (B(1)
i )0 + (n

(1)
i )0 +

3∑
j=1

(
∂n

(0)
i

∂αj

)
0

α
(1)
j

 dt+ β
(1)
i0 (3.58)

(i = 1, 2, 3) .

Çäåñü ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ β
(1)
i0 ìîæíî ïîëî-

æèòü ðàâíûìè íóëþ.
Àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ ðåøåíèå äëÿ ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ìà-

ëîñòè. Ñíà÷àëà íàõîäèì

α
(2)
i =

∫ (A(2)
i )0 +

3∑
j=1

(
∂A

(1)
i

∂αj

)
0

α
(1)
j +

+

3∑
j=1

(
∂A

(1)
i

∂βj

)
0

β
(1)
j

 dt+ α
(2)
i0 (3.59)

(i = 1, 2, 3) .

Ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå α
(2)
i0 ïîëàãàåì ðàâíûìè íóëþ. Ïîäûíòå-

ãðàëüíîå âûðàæåíèå â (3.59) îêàçûâàåòñÿ èçâåñòíîé ôóíêöèåé âðå-
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ìåíè t. Äîïóñòèì, ÷òî ýòó ôóíêöèþ óäàëîñü ïðîèíòåãðèðîâàòü. Òî-
ãäà ðåøåíèå äëÿ β

(2)
i âûðàæàåòñÿ â âèäå

β
(2)
i =

∫ (B(2)
i )0 +

3∑
j=1

(
∂B

(1)
i

∂αj

)
0

α
(1)
j +

+

3∑
j=1

(
∂B

(1)
i

∂βj

)
0

β
(1)
j +

3∑
j=1

(
∂n

(1)
i

∂αj

)
0

α
(1)
j + (3.60)

+
1

2

3∑
j=1

3∑
k=1

(
∂2n

(0)
i

∂αj∂αk

)
0

α
(1)
j α

(1)
k

 dt+ β
(2)
i0

(i = 1, 2, 3) .

Ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå β
(2)
i0 òàêæå ïîëàãàåì ðàâíûìè íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèòñÿ ðåøåíèå äëÿ ÷ëåíîâ
ñëåäóþùèõ ïîðÿäêîâ ìàëîñòè. Âñÿêèé ðàç íóæíî èíòåãðèðîâàòü íî-
âóþ èçâåñòíóþ ôóíêöèþ âðåìåíè, à íîâûå èçëèøíèå ïðîèçâîëüíûå
ïîñòîÿííûå ïîëàãàòü ðàâíûìè íóëþ. Òàê êàê ïðè ïîëó÷åíèè ïîäûí-
òåãðàëüíûõ âûðàæåíèé â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé äåëàëèñü ïîä-
ñòàíîâêè αi = α

(0)
i , βi = β

(0)
i , òî ñ ó÷åòîì (3.55) âñå ñëàãàåìûå ðÿ-

äîâ (3.53) îêàçûâàþòñÿ çàâèñèìûìè îò ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ
α
(0)
i0 , β

(0)
i0 (i = 1, 2, 3). Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì ðåøåíèå óðàâíå-

íèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèè âðåìåíè t è øåñòè íåçà-
âèñèìûõ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ

αi = αi(α
(0)
10 , α

(0)
20 , α

(0)
30 , β

(0)
10 , β

(0)
20 , β

(0)
30 ) ,

βi = βi(α
(0)
10 , α

(0)
20 , α

(0)
30 , β

(0)
10 , β

(0)
20 , β

(0)
30 ) (3.61)

(i = 1, 2, 3) .

3.7.5. Ðåøåíèå óðàâíåíèé äëÿ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé
îðáèòû. Ñïîñîá Ïóàññîíà

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà â òîì ïîðÿäêå, êàê îïè-
ñàíî âûøå, ïðèâîäèò ê íåêîòîðûì ïðèíöèïèàëüíûì óñëîæíåíèÿì,
êîòîðûå ñëåäóþò èç ñâîéñòâ ðàçëîæåíèÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèè.
Ýòèõ óñëîæíåíèé ìîæíî èçáåæàòü, åñëè ïðèìåíèòü ïðèåì, ïðåäëî-
æåííûé åùå ôðàíöóçñêèì ìàòåìàòèêîì Ïóàññîíîì. Ïðîáëåìà âîç-
íèêàåò íà ýòàïå ïîëó÷åíèÿ âîçìóùåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ìåòîäîì
ìàëîãî ïàðàìåòðà Ïóàíêàðå.
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Óðàâíåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû ìû ðàññìàò-
ðèâàåì â âèäå (3.52). Ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé èùåì â âèäå ðÿäîâ
ïî ñòåïåíÿì ìàëûõ ïàðàìåòðîâ (3.53).

Âîçìóùåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà â ýëåìåíòàõ αi íàõîäÿòñÿ ïî ôîð-
ìóëàì (3.59). Ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå α

(2)
i0 ìîæíî ïîëîæèòü ðàâ-

íûìè íóëþ, òàê êàê îíè âõîäÿò â ðåøåíèå óðàâíåíèé (3.52) àä-
äèòèâíî âìåñòå ñ ïðîèçâîëüíûìè ïîñòîÿííûìè, ïîÿâëÿþùèìèñÿ
â ÷ëåíàõ äðóãèõ ïîðÿäêîâ ìàëîñòè. Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â
(3.59) îêàçûâàåòñÿ èçâåñòíîé ôóíêöèåé âðåìåíè. Åñëè ýòó ôóíê-
öèþ óäàëîñü ïðîèíòåãðèðîâàòü, òî âîçìóùåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà â
ýëåìåíòàõ βi íàéäóòñÿ ïî ôîðìóëå (3.60).

Ðàññìîòðèì â ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèÿõ ïîñëåäíèõ äâóõ
ôîðìóë ñëàãàåìûå(

∂A
(1)
i

∂βj

)
0

β
(1)
j ,

(
∂B

(1)
i

∂βj

)
0

β
(1)
j (i, j = 1, 2, 3) . (3.62)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â óðàâíåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îð-
áèòû âîçìóùàþùåé ôóíêöèè â ôîðìå (3.65) (ñì. íèæå) ñòàíîâèò-
ñÿ ÿñíî, ÷òî ëåâûå ñîìíîæèòåëè â âûðàæåíèÿõ (3.62) ìîãóò ñîäåð-
æàòü òîëüêî ïåðèîäè÷åñêèå ÷ëåíû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû ïîëó÷èëè
ðàíåå, ÷òî â âîçìóùåíèÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà β

(1)
j ìîãóò ñîäåðæàòüñÿ

êàê ïåðèîäè÷åñêèå, òàê è âåêîâûå, ò.å. ëèíåéíûå ïî âðåìåíè ÷ëåíû.
Ïðîèçâåäåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ÷ëåíîâ íà âåêîâûå äàñò â ïîäûíòå-
ãðàëüíîì âûðàæåíèè ñìåøàííûå ÷ëåíû, ÷òî ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ
ïðèâåäåò ê ïîÿâëåíèþ â ðåøåíèè ñìåøàííûõ ÷ëåíîâ â âîçìóùå-
íèÿõ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ñìåøàííûìè ÷ëåíàìè ìû íàçûâàåì ïðîèç-
âåäåíèÿ âèäà t sin at , ãäå t — âðåìÿ, à a — ïîñòîÿííàÿ. Ïîÿâëåíèå
òàêèõ âûðàæåíèé â âîçìóùåíèÿõ âòîðîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ ñëåä-
ñòâèåì ïðèìåíÿåìîãî ìåòîäà. Ýòî íå îçíà÷àåò íåèçáåæíîãî íåîãðà-
íè÷åííîãî âîçðàñòàíèÿ âîçìóùåíèé âî âðåìåíè, òàê êàê òàêèì îá-
ðàçîì ìû ïîëó÷àåì òîëüêî íà÷àëüíûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ âîçìóùå-
íèé ïî ñòåïåíÿì ìàëûõ ïàðàìåòðîâ. Ïîëíûé ðÿä, ïðåäñòàâëÿþùèé
âîçìóùåíèÿ, ìîæåò îêàçàòüñÿ ðàçëîæåíèåì îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè
íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè.

Îêàçûâàåòñÿ, ñóùåñòâóåò ñïîñîá, îñíîâíàÿ èäåÿ êîòîðîãî áûëà
ïðåäëîæåíà åùå ôðàíöóçñêèì ìàòåìàòèêîì Ïóàññîíîì, ïîçâîëÿþ-
ùèé èñêëþ÷èòü â ðåøåíèè ñìåøàííûå ÷ëåíû ïî êðàéíåé ìåðå âòî-
ðîãî, à âîçìîæíî è áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ìàëîñòè. Ðàññìîòðèì
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ýòîò ñïîñîá â ïðèëîæåíèè ê óðàâíåíèÿì âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ
(3.52).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå âîçìóùåíèÿ ýëåìåíòîâ αi íå ñîäåðæàò âå-
êîâûõ è ñìåøàííûõ ÷ëåíîâ è âñå âîçìóùåíèÿ ýëåìåíòîâ βi íå ñî-
äåðæàò ñìåøàííûõ ÷ëåíîâ ïî êðàéíåé ìåðå äî íåêîòîðîãî ïîðÿäêà
ìàëîñòè. Îäíàêî âîçìóùåíèÿ ýëåìåíòîâ αi ìîãóò ñîäåðæàòü ïåðèî-
äè÷åñêèå, à ýëåìåíòîâ βi — ïåðèîäè÷åñêèå è âåêîâûå ÷ëåíû ëþáûõ
ïîðÿäêîâ. Îáîçíà÷èì ñóììû âåêîâûõ ÷ëåíîâ äàííîãî ïîðÿäêà ìà-

ëîñòè k ÷åðåç α
(k)
i , β

(k)

i à ñóììû ïåðèîäè÷åñêèõ ÷ëåíîâ ïîðÿäêà k

÷åðåç α̃
(k)
i , β̃(k)

i . Òåïåðü ïðåäñòàâèì ðàçëîæåíèå èñêîìîãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ â âèäå

αi = α
(0)
i + α̃

(1)
i + α̃

(2)
i + ...,

βi = β
(0)

i + β
(1)

i + β
(2)

i + ...+ β̃
(1)
i + β̃

(2)
i + ..., (3.63)

(i = 1, 2, 3) .

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ïî êðàéíåé ìåðå α
(1)
i = 0 äëÿ i = 1, 2, 3 è

âîçìóùåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà âñåõ ýëåìåíòîâ íå ñîäåðæàò ñìåøàí-
íûõ ÷ëåíîâ.

Ïî ìåòîäó ìàëîãî ïàðàìåòðà íóæíî äåëàòü ðàçëîæåíèå ïðàâûõ
÷àñòåé óðàâíåíèé ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà ïî ñõåìå

f(a+ ε) = f(x)|x=a +
1

1!

(
df

dx

)
x=a

ε+
1

2!

(
d2f

dx2

)
x=a

ε2 + ...,

ãäå a — çíà÷åíèå àðãóìåíòà ôóíêöèè f(x), îòíîñèòåëüíî êîòîðî-
ãî îòñ÷èòûâàåòñÿ ìàëîå ïðèðàùåíèå ε. Ñîãëàñíî ñïîñîáó Ïóàññî-
íà öåíòðàìè ðàçëîæåíèÿ (a) ñ÷èòàþòñÿ α

(0)
i è áåñêîíå÷íûå ñóììû

β
(0)

i + β
(1)

i + β
(2)

i + ... âåêîâûõ ÷ëåíîâ, à ïðèðàùåíèÿìè (ε) — áåñ-
êîíå÷íûå ñóììû α̃

(1)
i + α̃

(2)
i + ... , β̃(1)

i + β̃
(2)
i + ... ïåðèîäè÷åñêèõ

ñëàãàåìûõ.
Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ âìåñòî âûðàæåíèé (3.62), âõîäÿùèõ

â ôîðìóëû äëÿ âîçìóùåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, ìû áóäåì èìåòü(
∂A

(1)
i

∂βj

)
0

β̃
(1)
j ,

(
∂B

(1)
i

∂βj

)
0

β̃
(1)
j (i, j = 1, 2, 3) . (3.64)

Ýòè âûðàæåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîèçâåäåíèÿ ñóìì ïåðèîäè-
÷åñêèõ ÷ëåíîâ. Òàêèì îáðàçîì, â âîçìóùåíèÿõ âòîðîãî ïîðÿäêà èñ-
êëþ÷åíû ñìåøàííûå ÷ëåíû.
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Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè âñå âîçìóùåíèÿ ýëåìåíòîâ αi íå ñîäåð-
æàò âåêîâûõ è ñìåøàííûõ ÷ëåíîâ è âñå âîçìóùåíèÿ ýëåìåíòîâ βi

íå ñîäåðæàò ñìåøàííûõ ÷ëåíîâ ïî êðàéíåé ìåðå äî ïîðÿäêà ìàëî-
ñòè (k − 1) âêëþ÷èòåëüíî, òî âñå âîçìóùåíèÿ ïîðÿäêà k íå áóäóò
ñîäåðæàòü ñìåøàííûõ ÷ëåíîâ, íî ìîãóò áûòü âåêîâûå.

3.8. Ðàçëîæåííèå âîçìóùàþùåé ôóíêöèè
îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû
ñïóòíèêà ïëàíåòû

Âî âñåõ ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ ðàññìàò-
ðèâàëàñü êàê ôóíêöèÿ îò êîîðäèíàò íåáåñíîãî òåëà. Òåïåðü äëÿ ïðè-
ìåíåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé è ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà íåîáõîäè-
ìî âûðàçèòü åå ÷åðåç ýëåìåíòû ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû. Ïðè ýòîì
âûðàæåíèå äîëæíî èìåòü òàêîé âèä, ÷òîáû èíòåãðàëû ïî âðåìåíè,
âîçíèêàþùèå â òåîðèè âîçìóùåíèé, ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü â àíàëè-
òè÷åñêîì âèäå. Îáùèé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïðèâåñòè
ðåçóëüòàòû èíòåãðèðîâàíèÿ ê âèäó∫

cos(α t+ β)dt =
1

α
sin(α t+ β),

ãäå α, β — ïîñòîÿííûå.
Äëÿ êàæäîãî òèïà âîçìóùàþùèõ ôàêòîðîâ ýòî ðàçëîæåíèå èìå-

åò ñïåöèàëüíûé âèä. Ðàññìîòðèì çäåñü ðàçëîæåíèÿ âîçìóùàþùåé
ôóíêöèè â òåîðèè äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ïëàíåòû äëÿ îñíîâíûõ ôàê-
òîðîâ — ïðèòÿæåíèÿ äðóãèõ òåë è íåñôåðè÷íîñòè ïëàíåòû. Âûâî-
äû òàêèõ ðàçëîæåíèé ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíû è îáúåìíû. Ìû âîçäåð-
æèìñÿ îò òîãî, ÷òîáû äåìîñòðèðîâàòü ýòè âûâîäû çäåñü. Íèæå äàíû
ññûëêè íà ðàáîòû, ãäå ìîæíî íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèå âûêëàäêè è
ðåçóëüòàòû. Ïðèâåäåì çäåñü ñàìûé îáùèé âèä ðàçëîæåíèÿ âîçìó-
ùàþùåé ôóíêöèè

R = R+
∑(

R
(s)
k1k2k3j1j2...jn

sinDk1k2k3j1j2...jn+

+R
(c)
k1k2k3j1j2...jn

cosDk1k2k3j1j2...jn

)
, (3.65)

ãäå

Dk1k2k3j1j2...jn = k1M + k2ω + k3Ω+ j1λ1 + j2λ2 + ...+ jnλn.
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Ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî èíäåêñàì k1, k2, k3, j1, j2, ... jn. Çäåñü êî-
ýôôèöèåíòû R, R(s)

k1k2k3j1j2...jn
, R(c)

k1k2k3j1j2...jn
çàâèñÿò îò ýëåìåíòîâ

a, e, i è íå çàâèñÿò îò M , ω, Ω è âðåìåíè t. Âåëè÷èíû λ1, λ2, ..., λn

ñóòü èçâåñòíûå ëèíåéíûå ôóíêöèè âðåìåíè. Ñëàãàåìîå R íàçûâà-
åòñÿ âåêîâûì ÷ëåíîì ðàçëîæåíèÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèè. Âñå ýòè
êîýôôèöèåíòû è âåëè÷èíû ñîäåðæàò ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå
âîçìóùàþùèå ôàêòîðû. Â ÷àñòíîñòè, λ1, λ2, ... λn îïèñûâàþò îðáè-
òàëüíûå äâèæåíèÿ èëè âðàùåíèÿ äðóãèõ òåë.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïîäñòàâëÿÿ â òàêîì âèäå âîçìóùàþùóþ
ôóíêöèþ â óðàâíåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé, êîòîðûå ðàñìîòðåíû
âûøå, ïîëó÷àþùèåñÿ èíòåãðàëû ïî âðåìåíè áóäóò «áåðóùèìèñÿ».
Â âîçìóùåíèÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè áóäóò ïîëó÷àòüñÿ òîëüêî
âåêîâûå è ïåðèîäè÷åñêèå ÷ëåíû, íî â âîçìóùåíèÿõ áîëåå âûñîêèõ
ïîðÿäêîâ ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ òàêæå ñìåøàííûå ÷ëåíû âèäà

t cos(α t+ β).

Â òåîðèè äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ïëàíåòû ó÷èòûâàåòñÿ ïðèòÿæåíèå
äðóãèõ ñïóòíèêîâ ýòîé æå ïëàíåòû, à òàêæå è ïðèòÿæåíèå Ñîëíöà.
Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ
èìååò òîò æå âèä, áåðåòñÿ ëè â êà÷åñòâå äîìèíèðóþùåãî ïðèòÿãèâà-
þùåãî òåëà Ñîëíöå èëè ïëàíåòà. Ïîýòîìó â òåîðèè äâèæåíèÿ ñïóò-
íèêà ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî Ñîëíöå äâèæåòñÿ âîêðóã ïëàíåòû, êàê è äðó-
ãèå ñïóòíèêè. Ïðèòÿæåíèå äðóãèõ ïëàíåò ó÷åñòü â àíàëèòè÷åñêîé
òåîðèè ãîðàçäî ñëîæíåå. Ìû çäåñü ýòîò âåñüìà ñëàáûé ýôôåêò íå
ðàññìàòðèâàåì.

Ðàññìîòðèì çäåñü âîçìóùàþùóþ ôóíêöèþ, îáóñëîâëåííóþ íå-
ñôåðè÷íîñòüþ ïëàíåòû. Âîñïîëüçóåìñÿ âûâîäîì è ðåçóëüòàòàìè
ðàáîòû (Áðóìáåðã, 1967).

Ïðè âûâîäå ôîðìóëû èñõîäÿò èç âûðàæåíèÿ âîçìóùàþùåé
ôóíêöèè ÷åðåç êîîðäèíàòû, êîòîðîå äàíî âûøå (3.17). Ïðè ýòîì
ñèñòåìà ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò ñâÿçàíà ñ òåëîì ïëàíåòû, îñíîâ-
íàÿ ïëîñêîñòü — ñ ýêâàòîðîì ïëàíåòû, êîòîðàÿ â ðåàëüíûõ ñëó÷àÿõ
áîëüøèõ ïëàíåò áëèçêà ê îñåñèììåòðè÷íîìó òåëó. Ôàêòè÷åñêè îñü
z áåðåòñÿ ñîâïàäàþùåé ñ îñüþ äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè. Âûðàæå-
íèå (3.17) ñîäåðæèò óãîë âðàùåíèÿ ïëàíåòû S.

Íà ïðàêòèêå áåñêîíå÷íûé ïðåäåë â ïåðâîé ñóììå çàìåíÿþò íà
êîíå÷íîå ÷èñëî N . Òàêèì îáðàçîì ïðåíåáðåãàþò âëèÿíèåì ãàðìî-
íèê áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Ïðè âûðàæåíèè ôóíêöèè ÷åðåç ýëå-
ìåíòû êåïëåðîâñêîé ïðîìåæóòî÷åíîé îðáèòû ïðèõîäèòñÿ äåëàòü
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ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ýêñöåíòðèñèòåòà e. Ïðè ýòîì ïðåíåáðåãà-
þò ÷ëåíàìè, ñîäåðæàùèìè e â áîëåå âûñîêîé ñòåïåíè, ÷åì çàäàííîå
÷èñëî K .

Ðàññìîòðèì îäíó ìîäèôèêàöèþ ðàçëîæåíèÿ âîçìóùàþùåé ôóíê-
öèè, îáóñëîâëåííîé íåöåíòðàëüíîñòüþ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ïëà-
íåòû, èìåþùóþ ïðåèìóùåñòâà íà ïðàêòèêå è ïðè àíàëèçå âîçìóùå-
íèé â äâèæåíèè ñïóòíèêà. Â ôîðìóëå èç ðàáîòû (Áðóìáåðã, 1967)
èçìåíèì ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ òàê, ÷òîáû âûäåëèòü ÷ëåíû ñ îäè-
íàêîâûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè M,ω, (Ω− S). Ïîëó÷èì

R =

q′′∑
q=q′

j′′∑
j=j′

N∑
k=0

(Aqjk cosDqjk +Bqjk sinDqjk), (3.66)

ãäå
Dqjk = qM + jω + k(Ω− S),

Aqjk =

p′′∑
p=p′

Gm
rn0

an+1
Fnkp(i) X

−n−1,j
q (e)C ′

nk, (3.67)

Bqjk =

p′′∑
p=p′

Gm
rn0

an+1
Fnkp(i) X

−n−1,j
q (e)S′

nk, (3.68)

C ′
nk =

{
Cnk ïðè n− k – ÷åò

−Snk ïðè n− k – íå÷åò
,

S′
nk =

{
Snk ïðè n− k – ÷åò

Cnk ïðè n− k – íå÷åò
,

n = j + 2p.

Çäåñü è äàëåå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìàññîé ñïóòíèêà ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ìàññîé ïëàíåòû ïðåíåáðåãàþò, ìàññà ïëàíåòû îáîçíà÷åíà ÷å-
ðåç m. Êàê è âûøå, G — óíèâåðñàëüíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Ïðåäåëû ñóììèðîâàíèÿ q′, q′′, j′, j′′, p′, p′′ îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîò-
íîøåíèé

q′ = −K −N, q′′ = K +N,

j′ = max{q −K,−N}, j′′ = min{q +K,N},

p′ = −E

(
−1

2
max{0,−2j, 2− j, k − j}

)
, p′′ = E

(
N − j

2

)
.
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Çäåñü ôóíêöèÿ E(...) îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà, òî åñòü áëèæàé-
øåå öåëîå, íå ïðåâûøàþùåå çàäàííîå. ×åðåç Snk, Cnk îáîçíà÷åíû,
êàê è âûøå, êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿ-
æåíèÿ ïëàíåòû, îäíàêî äîïîëíèòåëüíî ïðèíÿòî, ÷òî

Cn0 = −Jn, Sn0 = 0.

Â ôîìóëàõ (3.67), (3.68) ôèãóðèðóþò ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè
íåáåñíîé ìåõàíèêè: Fnkp(i) — ôóíêöèè íàêëîíà è X−n−1,j

q (e) —
ôóíêöèè ýêñöåíòðèñèòåòà, êîòîðûå â äàííîì ðàçëîæåíèè íàçûâàþò
åùå êîýôôèöèåíòàìè Ãàíçåíà. Ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé
îïèñàíû â êíèãàõ (Àêñåíîâ, 1986; Êàóëà, 1970) è â ñòàòüå (Áðóì-
áåðã, 1967). Çäåñü òîëüêî îòìåòèì íåêîòîðûå èõ ñâîéñòâà. Ïðè çíà-
÷åíèè èíäåêñà q = 0 êîýôôèöèåíòû Ãàíçåíà âûðàæàþòñÿ â êîíå÷-
íîì âèäå êàê ôóíêöèè îò ýêñöåíòðèñèòåòà. Êðîìå òîãî äëÿ âñåõ äî-
ïóñòèìûõ çíà÷åíèé èíäåêñîâ ìîæíî çàïèñàòü ðàçëîæåíèå

X l,j
q (e) = e|q−j|

∞∑
s=0

X l,j
q,se

2s, (3.69)

ãäå X l,j
q,s — íåêîòîðûå ÷èñëà, à ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ e < 1. Ôóíê-

öèè íàêëîíà è ôóíêöèè ýêñöåíòðèñèòåòà äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé
èíäåêñîâ ïðèâåäåíû â ÿâíîì âèäå â Ïðèëîæåíèè 3.

Ïîñêîëüêó â ðàçëîæåíèè ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ áîëü-
øèõ ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû ïðåâàëèðóåò âòîðàÿ çîíàëüíàÿ ãàð-
ìîíèêà, òî ïðèíÿòî ñ÷èòàòü ìàëûì ïàðàìåòðîì ïåðâîãî ïîðÿäêà
ìàëîñòè âåëè÷èíó êîýôôèöèåíòà J2. Îñòàëüíûå ãàðìîíèêè èìåþò
çíà÷èòåëüíî ìåíüøóþ âåëè÷èíó. Èõ âêëàä â âîçìóùåíèÿ ýëåìåí-
òîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû ñïóòíèêà ñ÷èòàåòñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé
âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðàçëîæåíèå âîçìóùàþùåé ôóíêöèè, îáó-
ñëîâëåííîé ïðèòÿæåíèåì âíåøíèõ òåë. Äëÿ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ
ïëàíåò ãëàâíûì èç òàêèõ âíåøíèõ òåë ÿâëÿåòñÿ Ñîëíöå. Ðàçëîæå-
íèå â óäîáíîì äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé âèäå âïåðâûå ïîÿâ-
ëÿåòñÿ â ðàáîòå (Kaula, 1962). Èçÿùíûé âûâîä ýòîãî ðàçëîæåíèÿ
ñäåëàí òàêæå â ðàáîòå (Áðóìáåðã, 1967). Ðàçëîæåíèå ïðèâîäèòñÿ
òàêæå â êíèãå (Ìþððåé , Äåðìîòò, 2010).

Âîñïðîèçâåäåì çäåñü ðàçëîæåíèå âîçìóùàþùåé ôóíêöèè, îáó-
ñëîâëåííîé ïðèòÿæåíèåì âíåøíèõ òåë, ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèíÿ-
òûõ â ýòîé ãëàâå îáîçíà÷åíèé äëÿ êåïëåðîâñêèõ ýëåìåíòîâ a, e, i,
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M , ω, Ω, à òàêæå äðóãèõ ñâÿçàííûõ ñ íèìè âåëè÷èí n, λ = M+ω+Ω,
ϖ = ω + Ω. Òàêèå æå âåëè÷èíû, íî îòíîñÿùèåñÿ ê âîçìóùàþùåìó
òåëó, áóäåì îáîçíà÷àòü òåìè æå áóêâàìè, íî ñî øòðèõîì. Ãðàâèòà-
öèîííûé ïàðàìåòð âîçìóùàþùåãî òåëà (ïðîèçâåäåíèå óíèâåðñàëü-
íîé ãðàâèòàöèîííîé ïîñòîÿííîé íà ìàññó) îáîçíà÷èì ÷åðåç µ′. Â
ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ðàçëîæåíèå èìååò âèä

R =
µ′

a

∞∑
k=2

k∑
m=0

k∑
p=0

k∑
p′=0

∞∑
q=−∞

∞∑
q′=−∞

(2− δm,0)
( a

a′

)k+1 (k −m)!

(k +m)!
×

×Fkmp(i)Fkmp′(i′)Xk,k−2p
k−2p+q(e)X

k,k−2p′

k−2p′+q′(e
′)× (3.70)

× cos[(k−2p+q)M−(k−2p′+q′)M ′+(k−2p)ω−(k−2p′)ω′+m(Ω−Ω′)]

Çäåñü àðãóìåíò ïîä çíàêîì êîñèíóñà ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç
ñðåäíèå äîëãîòû è äîëãîòû ïåðèöåíòðîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(k−2p+q)M−(k−2p′+q′)M ′+(k−2p)ω−(k−2p′)ω′+m(Ω−Ω′) =

= (k−2p+q)λ−(k−2p′+q′)λ′−qϖ+q′ϖ′+(m−k+2p)Ω−(m−k+2p′)Ω′.

Âåëè÷èíà δm,0 ðàâíà åäèíèöå ïðè m = 0 è íóëþ â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå.

Âõîäÿùèå â ðàçëîæåíèå ôóíêöèè íàêëîíà Fkmp(i) è ôóíêöèè
ýêñöåíòðèñèòåòà Xk,k−2p

k−2p+q(e) ðàññìîòðåíû â Ïðèëîæåíèè 3. Äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ ìîäåëåé äâèæåíèÿ è àíàëèçà âîçìóùåíèé ñïóòíèêîâ âàæ-
íû ñëåäóþùèå òðè ñâîéñòâà ýòèõ ôóíêöèé.

1. Ïðè íàêëîíàõ îðáèò ìàëûõ èëè áëèçêèõ ê 180 ãðàäóñàì ñïðà-
âåäëèâî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî (Áðóìáåðã, 1967):

Fkmp(i) = O

(
(sin

i

2
)|k−2p−m|, (cos

i

2
)|k−2p−m|

)
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè âûáðàòü îñíîâíóþ ïëîñêîñòü ñèñòåìû
êîîðäèíàò, ñîâïàäàþùåé ñ ïëîñêîñòüþ îðáèòû âíåøíåãî òåëà, òî
â ðàçëîæåíèè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè îñòàíóòñÿ òîëüêî òå ÷ëåíû,
ïðè êîòîðûõ |k − 2p′ −m| = 0.

2. Ïðè íóëåâîì ýêñöåíòðèñèòåòå îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî òå
ôóíêöèè ýêñöåíòðèñèòåòà Xk,k−2p

k−2p+q(e), ïðè êîòîðûõ q = 0. Ýòî ñëå-
äóåò èç ïðèâåäåííîé âûøå ôîðìóëû (3.69). Ïîýòîìó äëÿ êðóãî-
âûõ îðáèò ñïóòíèêà â ðàçëîæåíèè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè îñòàþò-
ñÿ òîëüêî ÷ëåíû ñ q = 0, à ïðè êðóãîâûõ îðáèòàõ âíåøíåãî òåëà
îñòàþòñÿ òîëüêî ÷ëåíû ñ q′ = 0.
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3. Ïðè k− 2p+ q = 0 ôóíêöèè Xk,k−2p
k−2p+q(e) âûðàæàþòñÿ â êîíå÷-

íîì âèäå áåç èñïîëüçîâàíèÿ ðàçëîæåíèé â ðÿäû ïî ñòåïåíÿì ýêñ-
öåíòðèñèòåòà.

Â Ïðèëîæåíèè 3 äàíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ ôóíê-
öèé íàêëîíà è ôóíêöèé ýêñöåíòðèñèòåòà.

Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííîå ðàçëîæåíèå âîçìóùàþùåé ôóíêöèè
(3.70) c ó÷åòîì óêàçàííûõ ñâîéñòâ ôóêíêöèé íàêëîíà è ôóíêöèé
ýêñöåíòðèñèòåòà ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè ýâîëþöèè
îðáèò ñïóòíèêîâ. Ýòîìó ïîñâÿùåíà ñïåöèàëüíàÿ ãëàâà êíèãè. Ðàç-
ëîæåíèå (3.70) áûëî èñïîëüçîâàíî òàêæå ïðè ïîñòðîåíèè àíàëè-
òè÷åñêîé òåîðèè äâèæåíèÿ ñïóòíèêà Íåïòóíà Òðèòîí (Emelyanov,
Samorodov, 2015). Êàê ýòî äåëàëîñü, îïèñàíî íèæå â ñïåöèàëüíîì
ðàçäåëå.

3.9. Îïðåäåëåíèå âîçìóùåíèé ýëåìåíòîâ
ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû ñïóòíèêà ïëàíåòû

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå àñïåêòû ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé òåî-
ðèè äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ìåòîäàìè òåîðèè âîçìóùåíèé.

Åñòåñòâåííî, íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò âåêîâûå âîçìó-
ùåíèÿ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû ñïóòíèêà. Ïî êðàéíåé ìå-
ðå èìåííî ñ íèõ íà÷èíàþò âûâîä âñåõ âîçìóùåíèé â òåîðèè. Èç
âûøåïðèâåäåííûõ ôîðìóë âèäíî, ÷òî âåêîâûå âîçìóùåíèÿ, îáó-
ñëîâëåííûå íåñôåðè÷íîñòüþ ïëàíåòû, ñîçäàþòñÿ òîëüêî ÷åòíûìè
çîíàëüíûìè ãàðìîíèêàìè ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè, ò. å. ïðè
k = 0 è n — ÷åòíîì.

Ïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ ýëåìåíòîâ ìîãóò èìåòü ïåðèîäû,
ðàâíûå

2π

qṀ + jω̇ + k(Ω̇− Ṡ)
, (3.71)

ãäå áóêâû ñ âåðõíåé òî÷êîé îçíà÷àþò ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ âåëè÷èí. Çäåñü ñðåäè àðãóìåíòîâ â çíàìåíàòåëå ìàêñè-
ìàëüíóþ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ èìååò M . Ïîýòîìó ïðè q ̸= 0 âîçìó-
ùåíèÿ èìåþò ìèíèìàëüíûé ïåðèîä è íàçûâàþòñÿ êîðîòêîïåðèîäè-
÷åñêèìè.

Âåêîâûå âîçìóùåíèÿ.
Âîçâðàùàÿñü ê âåêîâûì âîçìóùåíèÿì, èõ ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîä-

ñòàíîâêîé âåêîâûõ ÷ëåíîâ â óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà îòíîñèòåëüíî ýëå-
ìåíòîâ è èíòåãðèðîâàíèåì èõ ñíà÷àëà äëÿ âîçìóùåíèé ïåðâîãî ïî-
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ðÿäêà. Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ ìîãóò îêàçàòüñÿ ñóùåñòâååíûìè òàêæå
âåêîâûå âîçìóùåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà.

Äëÿ ñïóòíèêîâ áîëüøèõ ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû â ðàçëîæå-
íèè ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû ñðåäè çîíàëüíûõ ãàð-
ìîíèê ìàêñèìàëüíóþ âåëè÷èíó èìååò âòîðàÿ ãàðìîíèêà (n = 2).
Ñëåäóþùàÿ ïî çíà÷èìîñòè îêàçûâàåòñÿ ÷åòâåðòàÿ çîíàëüíàÿ ãàð-
ìîíèêà (n = 4). Âåêîâûå âîçìóùåíèÿ ñîäàþòñÿ òàêæå ïðèòÿæå-
íèåì âíåøíèõ òåë — Ñîëíöà è äðóãèõ ñïóòíèêîâ. Ïðèâåäåì çäåñü
ôîðìóëû äëÿ óïîìÿíóòûõ âåêîâûå âîçìóùåíèé.

Ïðè îïðåäåëåíèè âåêîâûõ âîçìóùåíèé ïîëàãàåì

M = M0 + n1(t− t0), ω = ω0 + n2(t− t0), Ω = Ω0 + n3(t− t0) .

Âåëè÷èíû a, e, i, M0, ω0, Ω0 ñ÷èòàþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè ïîñòîÿííû-
ìè èíòåãðèðîâàíèÿ. Åñëè îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî âîçìóùåíèÿ ïåð-
âîãî ïîðÿäêà, òî êîýôôèöèåíòû n1, n2, n3 íàéäóòñÿ êàê çíà÷åíèÿ
ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé Ëàãðàíæà îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ M , ω,
Ω, ñîîòâåòñòâåííî, ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íèõ çíà÷åíèé ïîñòîÿííûõ
çíà÷åíèé a, e, i. Àíàëîãè÷íûé âèä áóäóò èìåòü è âåêîâûå âîçìóùå-
íèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà.

×òîáû ðàçëè÷èòü ìåæäó ñîáîé âåêîâûå ÷ëåíû ðàçíûõ ïîðÿäêîâ,
îáóñëîâëåííûå ðàçëè÷íûìè âîçìóùàþùèìè ôàêòîðàìè, ïðåäñòà-
âèì n1, n2, n3 â ñëåäóþùåì âèäå:

n1 = n[1 + ν1(J2) + ν1(J
2
2 ) + ν1(J4) + ν1(m

′)],

n2 = n[ν2(J2) + ν2(J
2
2 ) + ν2(J4) + ν2(m

′)],

n3 = n[ν3(J2) + ν3(J
2
2 ) + ν3(J4) + ν3(m

′)],

ãäå νj(J2) è νj(J
2
2 ) (j = 1, 2, 3) — ÷ëåíû ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ,

îáóñëîâëåííûå âòîðîé çîíàëüíîé ãàðìîíèêîé â ðàçëîæåíèè ñèëî-
âîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû, νj(J4) (j = 1, 2, 3) — ÷ëåíû
ïåðâîãî ïîðÿäêà, îáóñëîâëåííûå ÷åòâåðòîé çîíàëüíîé ãàðìîíèêîé,
νj(m

′) (j = 1, 2, 3) — ÷ëåíû, îáóñëîâëåííûå ïðèòÿæåíèåì âíåøíå-
ãî òåëà (Ñîëíöå, äðóãîé ñïóòíèê).

Âåêîâûå âîçìóùåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî êîýôôè-
öèåíòà J2 ïðè âòîðîé çîíàëüíîé ãàðìîíèêå ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé
ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â
âîçìóùàþùåé ôóíêöèè áåðåì òîëüêî âåêîâóþ ÷àñòü, ïîäñòàâëÿåì
åå â óðàâíåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû. Èíòåãðèðó-
åì óðàâíåíèÿ, ñ÷èòàÿ a, e, i ïîñòîÿííûìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r0 —
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ñðåäíèé ýêâàòîðèàëüíûé ðàäèóñ ïëàíåòû è ïîëîæèì s = sin i. Òà-
êèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

ν1(J2) =
3

4
J2

(r0
a

)2 2− 3s2

(1− e2)3/2
, (3.72)

ν2(J2) =
3

4
J2

(r0
a

)2 4− 5s2

(1− e2)2
, (3.73)

ν3(J2) = −3

2
J2

(r0
a

)2 cos i
(1− e2)2

. (3.74)

Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ íåîáõîäèìî ñðàçó âû÷èñëÿòü ñóììó

ν1(J2) + ν2(J2) + ν3(J2) =

=
3

4
J2

(r0
a

)2 4− 5s2 +
√
1− e2(2− 3s2)− 2 cos i
(1− e2)2

. (3.75)

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àþòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ν1(J4), ν2(J4), ν2(J4) :

ν1(J4) = − 45

128
J4

(r0
a

)4
e2

8− 40s2 + 35s4

(1− e2)7/2
,

ν2(J4) = − 15

128
J4

(r0
a

)4 4(16− 62s2 + 49s4) + 9e2(8− 28s2 + 21s4)

(1− e2)4
,

ν3(J4) =
15

32
J4

(r0
a

)4 cos i(4− 7s2)(2 + 3e2)

(1− e2)4
.

Âåêîâûå âîçìóùåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà íàõîäÿòñÿ áîëåå ñëîæíû-
ìè äåéñòâèÿìè. Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè Áðàó-
ýðîì (Brower, 1959). Â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ èìååì

ν1(J
2
2 ) =

3

128
J2
2

(r0
a

)4 1

(1− e2)7/2
{−15 + 16

√
1− e2 + 25(1− e2)+

+[30− 96
√

1− e2 − 90(1− e2)] cos2 i+

+[105 + 144
√

1− e2 + 25(1− e2)] cos4 i} ,

ν2(J
2
2 ) =

3

128
J2
2

(r0
a

)4 1

(1− e2)4
{−35 + 24

√
1− e2 + 25(1− e2)+
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+[90− 192
√
1− e2 − 126(1− e2)] cos2 i+

+[385 + 360
√
1− e2 + 45(1− e2)] cos4 i} ,

ν3(J
2
2 ) =

3

32
J2
2

(r0
a

)4 cos i
(1− e2)4

{−5 + 12
√

1− e2 + 9(1− e2)−

−[35 + 36
√
1− e2 + 5(1− e2)] cos2 i} .

Äëÿ îðáèò ñ ìàëûìè íàêëîíàìè è ýêñöåíòðèñèòåòàìè óäîáíåå
ïîëüçîâàòüñÿ äðóãèì âèäîì ýòèõ ôîðìóë

ν1(J
2
2 ) =

3

128
J2
2

(r0
a

)4 1

(1− e2)7/2
[3(40− 80s2 + 35s4)+

+16(4− 12s2 + 9s4)
√

1− e2 + 5(−8 + 8s2 + 5s4)(1− e2)] ,

ν2(J
2
2 ) =

3

128
J2
2

(r0
a

)4 1

(1− e2)4
[5(88− 172s2 + 77s4)+

+24(8− 22s2 + 15s4)
√
1− e2 + (−56 + 36s2 + 45s4)(1− e2)] ,

ν3(J
2
2 ) =

3

32
J2
2

(r0
a

)4 cos i
(1− e2)4

[5(−8 + 7s2)+

+12(−2 + 3s2)
√
1− e2 + (4 + 5s2)(1− e2)] .

Ïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ.
Ïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáè-

òû, îáóñëîâëåííûå íåñôåðè÷íîñòüþ ïëàíåòû, èìåþò íåáîëüøèå àì-
ïëèòóäû. Ïîýòîìó âîçìóùåííîå äâèæåíèå ñïóòíèêà ñæàòîé îñå-
ñèììåòðè÷íîé ïëàíåòû ìîæíî ïðåäñòàâèòü, êàê äâèæåíèå âáëèçè
íåêîòîðîãî ýëëèïñà, ïëîñêîñòü êîòîðîãî ïðåöåññèðóåò ïðè ïîñòîÿí-
íîì íàêëîíå âîêðóã îñè ñèììåòðèè ïëàíåòû ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ
Ω̇ â íàïðàâëåíèè, îáðàòíîì îðáèòàëüíîìó äâèæåíèþ. Ïðè ýòîì ëè-
íèÿ àïñèä ïðåöåññèðóåò â ïëîñêîñòè îðáèòû ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ
ω̇. Íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ ëèíèè àïñèä îïðåäåëåòñÿ çíàêîì âûðà-
æåíèÿ 4 − 5 sin2 i. Äîáàâîê ∆Ṁ ê óãëîâîé ñêîðîñòè îðáèòàëüíîãî
äâèæåíèÿ íå èçìåíÿåò õàðàêòåð äâèæåíèÿ.

Îòìåòèì ëþáîïûòíûé ôàêò â òåîðèè âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ
ñïóòíèêà ñæàòîé ïëàíåòû. Ïîïûòàåìñÿ îïðåäåëèòü ïåðèîäè÷åñêèå
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âîçìóùåíèÿ ýëåìåíòîâ, ïîðîæäàåìûå ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ âîçìó-
ùàþùåé ôóíêöèè ïðè q = 0, k = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî ñêîðîñòü ïðåöåñ-
ñèè ëèíèè àïñèä ω̇ èìååò ìàëóþ âåëè÷èíó ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè.
Ñîîòâåòñâóþùèé ýòèì âîçìóùåíèÿì ïåðèîä ïî ôîðìóëå (3.71) ïî-
ëó÷àåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ñðåäè ïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèé. Ïîýòî-
ìó ýòè âîçìóùåíèÿ íàçûâàþòñÿ äîëãîïåðèîäè÷åñêèìè. ßñíî, ÷òî
âòîðàÿ çîíàëüíàÿ ãàðìîíèêà ïðè n = 2 ñ êîýôôèöèåíòîì J2 áó-
äåò òàêæå ïîðîæäàòü äîëãîïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ â ýëåìåí-
òàõ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû ñïóòíèêà. Ïîñêîëüêó J2 èìååò ïåðâûé
ïîðÿäîê ìàëîñòè, ñëåäóåò îæèäàòü ïîëó÷åíèÿ äîëãîïåðèîäè÷åñêî-
ãî âîçìóùåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé
Ëàãðàíæà äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ âîçìóùàþùåé
ôóíêöèè â çíàìåíàòåëü âûðàæåíèÿ ïîñòóïàåò âåëè÷èíà ω̇, èìåþùàÿ
ïåðâûé ïîðÿäîê ìàëîñòè. Â èòîãå ïîëó÷àåì âîçìóùåíèå íóëåâîãî
ïîðÿäêà ìàëîñòè. Íà ïåðâûé âçãëÿä ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ìåòîä ìàëîãî
ïàðàìåòðà äàåò îòêàç â ïîïûòêàõ îïèñàòü âîçìóùåííîå äâèæåíèå
ñïóòíèêà ñæàòîé ïëàíåòû. Ñèòóàöèþ ñïàñàåò «ïîäàðîê ïðèðîäû».
Èñêîìîå äîëãîïåðèîäè÷åñêîå âîçìóùåíèå ïðè n = 2, q = 0, k = 0

ñîäåðæèò ôóíêöèè ýêñöåíòðèñèòåòà, ðàâíûå íóëþ, ò. å.

X−3,2
0 (e) = X−3,−2

0 (e) = 0

ïðè âñåõ e < 1. Ïî ýòîé ïðè÷èíå äîëãîïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ,
îáóñëîâëåííûå âòîðîé çîíàëüíîé ãàðìîíèêîé ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé
ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû, ïðîñòî îòñóòñòâóþò. Äîëãîïåðèîäè-
÷åñêèå âîçìóùåíèÿ, îáóñëîâëåííûå äðóãèìè ãàðìîíèêàìè ðàçëî-
æåíèÿ, áóäóò ìàëûìè, ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû
èìåþò âòîðîé ïîðÿäîê ìàëîñòè.

Îòìåòèì âàæíîå ñâîéñòâî âîçìóùåíèé ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷-
íîé îðáèòû ñïóòíèêà íåñôåðè÷íîé ïëàíåòû. Ïðèìåíÿÿ ìåòîä ìà-
ëîãî ïàðàìåòðà, êàê îïèñàíî âûøå, ìû áóäåì ïîëó÷àòü âåêîâûå, ïå-
ðèîäè÷åñêèå, à òàêæå, âîçìîæíî, ñìåøàííûå âîçìóùåíèÿ. Ïðèñóò-
ñòâèå âåêîâûõ âîçìóùåíèé â ýëåìåíòàõ a, e, i ìîãëî áû ïðèâîäèòü
ê êàòàñòðîôè÷åñêèì ïîñëåäñòâèÿì — ïîòåðåé ïëàíåòîé ñâîèõ ñïóò-
íèêîâ. Ñìåøàííûå âîçìóùåíèÿ ïðèâåëè áû ê âûâîäó î íåñîñòîÿ-
òåëüíîñòè òåîðèè. Îäíàêî, êàê äîêàçàíî â ðàáîòå (Àêñåíîâ, 1966),
â âîçìóùåíèÿõ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû ñïóòíèêà, îáó-
ñëîâëåííûõ íåñôåðè÷íîñòüþ ïëàíåòû, â ýëåìåíòàõ a, e, i îòñóòñòâó-
þò âåêîâûå, à âî âñåõ øåñòè ýëåìåíòàõ a, e, i, M , ω, Ω îòñóòñòâóþò
ñìåøàííûå âîçìóùåíèÿ âñåõ ïîðÿäêîâ ìàëîñòè. Ýòî ìîæíî äîêà-
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çàòü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ïðèìåíÿÿ åãî ê ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè âîçìóùåíèé êàæäîãî ñëåäóþùåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè.

Îïðåäåëåíèå âîçìóùåíèé, îáóñëîâëåííûõ ïðèòÿæåíèåì äðóãèõ
òåë, à èìåííî äðóãèõ ñïóòíèêîâ è Ñîëíöà, âûçûâàåò îñîáûå ïðî-
áëåìû.

Îáðàòèìñÿ ê îáùåìó âèäó ðàçëîæåíèÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèè
(3.65). Êàê ïðåäïèñàíî ìåòîäàìè òåîðèè âîçìóùåíèÿ, ñíà÷àëà îïðå-
äåëÿþòñÿ âåêîâûå âîçìóùåíèÿ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû.
Ýëåìåíòû ω, Ω, ïîñòîÿííûå â êåïëåðîâñêîì äâèæåíèè, òåïåðü ñòà-
íóò ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè ñ êîýôôèöèåíòîì ïðè âðåìå-
íè, ïðîïîðöèîíàëüíûì ìàëîìó ïàðàìåòðó âîçìóùàþùåé ôóíêöèè.
Çàòåì íàõîäÿòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ÷ëåíû. Ïðè ýòîì âñòðåòÿòñÿ ñëà-
ãàåìûå, ñîäåðæàùèå òîëüêî ω, Ω ïîä çíàêîì òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé Ëàãðàíæà ïî âðåìåíè,
ìàëûé ïàðàìåòð îêàæåòñÿ â çíàìåíàòåëå è ñîêðàòèòñÿ ñ ìàëûì ïà-
ðàìåòðîì â âîçìóùàþùåé ôóíêöèè. Çäåñü ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè
ìåòîäîì ìàëîãî ïàðàìåòðà âîçíèêàåò ïðîòèâîðå÷èå: ìàëûå âîçìó-
ùåíèÿ ôàêòè÷åñêè îêàçûâàþòñÿ íå ìàëûìè. Òàêèå âîçìóùåíèÿ îêà-
çûâàþòñÿ âåñüìà äîëãîïåðèîäè÷åñêèìè. Åñëè òàêàÿ òåîðèÿ ïðèìå-
íÿåòñÿ íà êîðîòêîì èíòåðâàëå âðåìåíè, òî òàêèå âîçìóùåíèÿ ìîæ-
íî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûìè. Îíè ôàêòè÷åñêè áóäóò ó÷òåíû ïðè îïðå-
äåëåíèè ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ èç íàáëþäåíèé. Îäíàêî íà áîëüøèõ
èíòåðâàëàõ âðåìåíè òàê òåîðèþ ïîñòðîèòü íåëüçÿ. Ïîýòîìó äëÿ äà-
ëåêèõ ñïóòíèêîâ áîëüøèõ ïëàíåò ïðèåìëåìûõ àíàëèòè÷åñêèõ òåî-
ðèé äâèæåíèÿ òàê è íå áûëî äî ñèõ ïîð ïîñòðîåíî. Â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ, êîãäà âåêîâûå âîçìóùåíèÿ îò ñæàòèÿ ïëàíåòû ïðåâàëè-
ðóþò, òî ïðè óêàçàííîì âûøå èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé Ëàãðàí-
æà äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèè
â çíàìåíàòåëü ïîñòóïàåò íå ñòîëü ìàëàÿ âåëè÷èíà, êàê ìàëûé ïà-
ðàìåòð, îáóñëîâëåííûé ïðèòÿæåíèåì äðóãîãî òåëà. Ïðèìåð òàêîé
áëàãîïðèÿòíîé ñèòóàöèè ðàññìîòðåí íèæå. Òàê áûëà óñïåøíî ïî-
ñòðîåíà àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ äâèæåíèÿ ãëàâíîãî ñïóòíèêà Íåïòó-
íà Òðèòîí (Emelyanov, Samorodov, 2015).

Åùå îäíà ïðîáëåìà ó÷åòà ïðèòÿæåíèÿ äðóãèõ ñïóòíèêîâ ñâÿ-
çàíà ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðàçëàãàòü âîçìóùàþùóþ ôóíêöèþ ïî ñòå-
ïåíÿì îòíîøåíèÿ áîëüøèõ ïîëóîñåé îðáèò âîçìóùàåìîãî è âîçìó-
ùàþùåãî òåë. Ýòî ðàçëîæåíèå ïðåäñòàâëåíî â êíèãå (Ìþððåé, Äåð-
ìîòò, 2010). Ïðè îïðåäåëåíèè âîçìóùåíèé, îáóñëîâëåííûõ âçàèì-
íûì ïðèòÿæåíèåì ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà, Ñàòóðíà è Óðàíà,
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îáû÷íûì ìåòîäîì òåîðèè âîçìóùåíèÿ ïîñòðîèòü àíàëèòè÷åñêóþ
òåîðèþ íå óäàåòñÿ. Ïðèìåðû ñïåöèàëüíûõ òåîðèé äëÿ ýòèõ ñïóò-
íèêîâ êðàòêî ðàññìîòðåíû íèæå â ñïåöèàëüíîì ðàçäåëå.

3.10. Ïîñòîÿííîå âîçìóùåíèå áîëüøîé ïîëóîñè
îðáèòû ñïóòíèêà

Âåêîâûå âîçìóùåíèÿ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû ñïóò-
íèêà ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè âîçìóùåíèÿìè ïðè ðàññìîòðåíèè äâè-
æåíèÿ íà èíòåðâàëàõ âðåìåíè, çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàþùèõ ïåðèîä
îáðàùåíèÿ ñïóòíèêà. Ïî îïðåäåëåíèþ âåêîâûå âîçìóùåíèÿ ïîëó-
÷àþòñÿ îò âåêîâîé ÷àñòè ðàçëîæåíèÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèè. Ëåã-
êî âèäåòü â óðàâíåíèÿõ Ëàãðàíæà, ÷òî âåêîâûå âîçìóùåíèÿ ïåðâîãî
ïîðÿäêà â ýëåìåíòàõ a — áîëüøàÿ ïîëóîñü, e — ýêñöåíòðèñèòåò, i —
íàêëîí îòñóòñòâóþò.

Êàê áûëî ïîëîæåíî âûøå, áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû a ñâÿçàíà ñ
íåâîçìóùåííûì çíà÷åíèåì ñðåäíåãî äâèæåíèÿ n ñîîòíîøåíèåì

n =

√
Gm

a3
, (3.76)

ãäå G — óíèâåðñàëüíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, à m — ìàññà
ïëàíåòû.

Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ó÷åò âåêîâûõ âîçìóùåíèé â ýëåìåí-
òàõ M , ω, Ω äàåò ïðèåìëåìóþ ìîäåëü äâèæåíèÿ ñïóòíèêà, ïîñêîëü-
êó ïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ, ïðîïîðöèíàëüíûå ìàëîìó ïàðàìåò-
ðó âîçìóùàþùåé ôóíêöèè, ìàëû. Íà ñàìîì äåëå òàêàÿ ìîäåëü âåêî-
âûõ âîçìóùåíèé íå áóäåò íàèëó÷øåé ïðè ñîãëàñîâàíèè ñ íàáëþäå-
íèÿìè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè n ñ íàáëþäåíèÿìè
ëó÷øå ñîãëàñóåòñÿ äðóãîå çíà÷åíèå áîëüøîé ïîëóîñè. Äåëî â òîì,
÷òî êîìáèíàöèÿ êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèé â ýêñöåíòðè-
ñèòåòå e è ñðåäíåé àíîìàëèè M äàåò ïîñòîÿííûé ÷ëåí â âîçìóùå-
íèÿõ öåíòðàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ñïóòíèêà r. Îäíàêî â òåîðèè âåêî-
âûõ âîçìóùåíèé êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ îòáðîøåíû.

Ëó÷øàÿ ìîäåëü âåêîâûõ âîçìóùåíèé ïîëó÷èòñÿ, åñëè â êà÷åñòâå
áîëüøîé ïîëóîñè âìåñòî a âçÿòü çíà÷åíèå a, âû÷èñëÿåìîå ïî ôîð-
ìóëå

a = a+ δr , (3.77)

ãäå δr — ïîñòîÿííàÿ ÷àñòü âîçìóùåíèé öåíòðàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå δr ïðîèçâåäåì çäåñü äëÿ ñëó÷àÿ âîçìóùåíèé, îáó-
ñëîâëåííûõ âòîðîé çîíàëüíîé ãàðìîíèêîé ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé
ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû. Êðîìå òîãî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
ýêñöåíòðèñèòåò îðáèòû ñïóòíèêà e íàñòîëüêî ìàë, ÷òî â ðàçëîæåíè-
ÿõ ïî ñòåïåíÿì ýêñöåíòðèñèòåòà ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ÷ëåíîì íàè-
íèçøåãî ïîðÿäêà. Òî åñòü ìû ïðåíåáðåãàåì âåëè÷èíîé ýêñöåíòðè-
ñèòåòà ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé.

Ñ ïðèíÿòîé òî÷íîñòüþ ìîæíî çàïèñàòü

δr = (1− e cosM)δa− a cosMδe+ ea sinMδM, (3.78)

ãäå δa, δe, δM — âîçìóùåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ.
Âîçüìåì ðàçëîæåíèå âîçìóùàþùåé ôóíêöèè ñîãëàñíî ïðèâå-

äåííûì âûøå ôîðìóëàì (3.66), (3.67), (3.68). Îñòàâèì â ðàëîæå-
íèè òîëüêî ÷ëåíû, ñîîòâåòñòâóþùèå âòîðîé çîíàëüíîé ãàðìîíèêå
ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû. Ïîëó÷èì

R = Gm
r20
a3

C20

2∑
p=0

F2,0,p(i)

∞∑
q=−∞

X−3,2−2p
q (e) cos[qM + (2− 2p)ω] ,

ãäå C20 — êîýôôèöèåíò ïðè âòîðîé çîíàëüíîé ãàðìîíèêå, à r0 —
ñðåäíèé ýêâàòîðèàëüíûé ðàäèóñ ïëàíåòû, ïðèíÿòûé ïðè îïðåäåëå-
íèè C20. Ïðè ýòîì C20 = −J2. Â ïîñëåäíåé ñóììå îêàæóòñÿ òîëüêî
÷åòûðå êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèõ ñëàãàåìûõ íàèíèçøåãî ïîðÿäêà îò-
íîñèòåëüíî ìàëîãî ýêñöåíòðèñèòåòà, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ñëåäó-
þùèì êîìáèíàöèÿì çíà÷åíèé èíäåêñîâ ñóììèðîâàíèÿ
p = 0, q = 1,
p = 1, q = 1,
p = 1, q = −1,
p = 2, q = −1.
Îñòàâëÿÿ â ñóììå òîëüêî ýòè ñëàãàåìûå, íàéäåì

R = Gm
r20
a3

C20×[
F200(i)X

−3,2
1 (e) cos(M + 2ω) + F201(i)X

−3,0
1 (e) cosM+

F201(i)X
−3,0
−1 (e) cos(−M) + F202(i)X

−3,−2
−1 (e) cos(−M − 2ω)

]
.

Âõîäÿùèå ñþäà ôóíêöèè íàêëîíà è ôóíêöèè ýêñöåíòðèñèòåòà ñ
ïðèíÿòîé òî÷íîñòüþ èìåþò âèä

F200(i) = F202(i) = −3

8
sin2 i, F201(i) =

3

4
(i) sin2 i− 1

2
,
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X−3,2
1 (e) = X−3,−2

−1 (e) = −1

2
e, X−3,0

1 (e) = X−3,0
−1 (e) =

3

2
e .

Ïîäñòàâëÿÿ èõ â ïðåäûäóùåå âûðàæåíèå äëÿ âîçìóùàþùåé ôóíê-
öèè, áóäåì èìåòü

R = Gm
r20
a3

C203e

[(
3

4
sin2 i− 1

2

)
cosM +

1

8
sin2 i cos(M + 2ω)

]
.

Òåïåðü âûïèøåì íåîáõîäèìûå çäåñü óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî
äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî êåïëåðîâñêèõ ýëåìåíòîâ a, e è ôóíêöèè
M :

da

dt
=

2

na

∂R

∂M
,

de

dt
=

1− e2

ena2
∂R

∂M
−

√
1− e2

ena2
∂R

∂ω
,

dM

dt
= n− 2

na

∂R

∂a
− 1− e2

ena2
∂R

∂e
.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûâåäåííîãî âûøå óïðîùåííîãî âûðàæåíèÿ
äëÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèè óðàâíåíèÿ ïðèìóò âèä

da

dt
= −Gm

r20
a3

C20
6e

na

[(
3

4
sin2 i− 1

2

)
sinM +

1

8
sin2 i sin(M + 2ω)

]
,

de

dt
= −Gm

r20
a3

C20
3

na2

[(
3

4
sin2 i− 1

2

)
sinM − 1

8
sin2 i sin(M + 2ω)

]
,

dM

dt
= −Gm

r20
a3

C20
3

ena2

[(
3

4
sin2 i− 1

2

)
cosM+

+
1

8
sin2 i cos(M + 2ω)

]
.

Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé ìåòîäîì ìàëîãî ïàðàìåòðà äàåò ñëå-
äóþùèå âîçìóùåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòà
C20:

δa = r20C20
6e

a

[(
3

4
sin2 i− 1

2

)
cosM +

1

8
sin2 i cos(M + 2ω)

]
,

δe = r20C20
3

a2

[(
3

4
sin2 i− 1

2

)
cosM − 1

8
sin2 i cos(M + 2ω)

]
,

δM = −r20C20
3

ea2

[(
3

4
sin2 i− 1

2

)
sinM +

1

8
sin2 i sin(M + 2ω)

]
.
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â ôîðìóëó (3.78), íàéäåì îñíîâíûå
êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ öåíòðàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ

δr = r20C20
1

a2
6ea

[(
3

4
sin2 i− 1

2

)
(1− e cosM) cosM+

+
1

8
sin2 i (1− e cosM) cos(M + 2ω)

]
−

−r20C20
1

a2
3a

[(
3

4
sin2 i− 1

2

)
cos2 M − 1

8
sin2 i cos(M + 2ω) cosM

]
−

−r20C20
1

a2
3a

[(
3

4
sin2 i− 1

2

)
sin2 M +

1

8
sin2 i sin(M + 2ω) sinM

]
.

Âûäåëèì îáðàçóþùóþñÿ çäåñü ïîñòîÿííóþ ÷àñòü âîçìóùåíèÿ
íàèíèçøåãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ýêñöåíòðèñèòåòà

δr =
3

4

r20
a2

C20a(2− 3 sin2 i).

Â èòîãå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè çàäàííîì ñðåäíåì äâèæåíèè ñïóòíèêà
n âîçìóùåííîå ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå áîëüøîé ïîëóîñè (3.77) ñëå-
äóåò îïðåäåëÿòü ïî ôîðìóëå

a = a

[
1 +

3

4

r20
a2

C20(2− 3 sin2 i)

]
, (3.79)

ãäå a íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (3.76).
Çàìåòèì, ÷òî èç íàáëþäåíèé îáû÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âîçìóùåííîå

çíà÷åíèå ñðåäíåãî äâèæåíèÿ n1. Òîãäà íåâîçìóùåííîå çíà÷åíèå n

íàõîäÿò èòåðàöèÿìè èç ñîîòíîøåíèÿ

n1 = n[1 + ν1(J2)],

ãäå ν1(J2) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (3.72), à íåâîçìóùåííîå çíà÷å-
íèå áîëüøîé ïîëóîñè a íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

n2a3 = Gm.

Ïðè ìàëûõ íàêëîíàõ è ýêñöåíòðèñèòåòàõ ëó÷øå âñåãî èç íàáëþ-
äåíèé îïðåäåëÿåòñÿ âîçìóùåííîå ñðåäíåå äâèæåíèå â äîëãîòå n. Â
ýòîì ñëó÷àå n íàõîäèòñÿ èòåðàöèÿìè èç ñîîòíîøåíèÿ

n = n[1 + ν1(J2) + ν2(J2) + ν3(J2)], (3.80)
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ãäå ν2(J2) è ν3(J2) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (3.73), (3.74).
Ðàññìîòðèì ñïåöèàëüíî ñëó÷àé ìàëûõ ýêñöåíòðèñèòåòîâ è íà-

êëîíîâ îðáèòû ñïóòíèêà ñæàòîé ïëàíåòû. Ïðåíåáðåãàÿ ýêñöåíòðè-
ñèòåòîì è íàêëîíîì â ñîîòíîøåíèÿõ (3.79) è (3.80), ïîëó÷èì

n = n

(
1 + 3J2

r20
a2

)
, (3.81)

a = a

(
1− 3

2
J2

r20
a2

)
. (3.82)

Â èòîãå ó÷åò îñíîâíûõ âîçìóùåíèé, îáóñëîâëåííûõ ñæàòèåì
ïëàíåòû, ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ñïóòíèê, îáðàùàþùèéñÿ ñ ÷àñòî-
òîé n ïî îðáèòå ðàäèóñà a. Òàêàÿ ìîäåëü íàèëó÷øèì îáðàçîì áóäåò
ñîîòâåòñòâîâàòü íàáëþäåíèÿì. Òðåòèé çàêîí Êåïëåðà, ìîäèôèöè-
ðîâàííûé â ñèëó âîçìóùåíèé, ïðèìåò âèä

a3n2 = Gm

(
1 +

3

2
J2

r20
a2

)
. (3.83)

Ñîîòíîøåíèå
Gm = n2a3

èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàññû ïëàíåòû ïî íàáëþäåíèÿì
ñïóòíèêîâ. Êàê ñëåäóåò èç ôîðìóëû (3.83) â ñëó÷àå ñæàòîé ïëàíå-
òû èç íàáëþäåíèé ôàêòè÷åñêè ïîëó÷àåòñÿ çíà÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè
ýòîé ôîðìóëû. Äëÿ ó÷åòà ñæàòèÿ ïëàíåòû â ýòîì ñëó÷àå ïðèõîäèò-
ñÿ ëèáî ïðèíèìàòü êàêèå-íèáóäü ãèïîòåçû îòíîñèòåëüíî âåëè÷èíû
äèíàìè÷åñêîãî ñæàòèÿ, ëèáî ïûòàòüñÿ îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíò J2
èç íàáëþäåíèé.

3.11. Ìîäåëü ïðåöåññèðóþùåãî ýëëèïñà
Äëÿ èçó÷åíèÿ äèíàìèêè ñïóòíèêà ïëàíåòû ñòðîèòñÿ òà èëè èíàÿ

ìîäåëü äâèæåíèÿ íà îñíîâå íàáëþäåíèé. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ âàæíî
óâèäåòü îñíîâíûå ñâîéñòâà äâèæåíèÿ, ïðåíåáðåãàÿ ìàëûìè âîçìó-
ùåíèÿìè. Èíîãäà òðåáóåòñÿ ïðèáëèæåííàÿ ýôåìåðèäà. Äëÿ íåêî-
òîðûõ ñïóòíèêîâ òî÷íîñòü íàáëþäåíèé îêàçûâàåòñÿ íåâûñîêîé, è
ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ ìîæåò äàòü õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå ñ
ðåçóëüòàòàìè íàáëþäåíèé. Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ ïðèãîäíà íåêîòî-
ðàÿ ïðèáëèæåííàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ, íàçûâàåìàÿ ïðåöåññèðóþùèì
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ýëëèïñîì. Â ýòîé ìîäåëè ñïóòíèê äâèæåòñÿ ïî íåêîòîðîìó ýëëèï-
ñó, ïëîñêîñòü êîòîðîãî ïðåöåññèðóåò ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðî-
ñòüþ ïðè ïîñòîÿííîì íàêëîíå ê íåêîòîðîé îñíîâíîé íåïîäâèæíîé
ïëîñêîñòè. Ëèíèÿ àïñèä ýëëèïñà âðàùàåòñÿ â ïëîñêîñòè îðáèòû ñ
ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Äâèæåíèå ñïóòíèêà ïî ïðåöåññèðó-
þùåìó ýëëèïñó ïðîèñõîäèò ïî çàêîíàì çàäà÷è Êåïëåðà, îäíàêî ïî-
ñòîÿííîå ñðåäíåå äâèæåíèå îòëè÷àåòñÿ îò òîãî, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ
èç áîëüøîé ïîëóîñè îðáèòû ñîãëàñíî èçâåñòíîìó ñîîòíîøåíèþ.

Èç ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ ÿñíî, ÷òî òàêàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü ñî-
çäàíà â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äâèæåíèÿ ïó-
òåì ó÷åòà âåêîâûõ âîçìóùåíèé, îáóñëîâëåííûõ îñíîâíûìè âîçìó-
ùàþùèìè ôàêòîðàìè. Ïîëó÷àåòñÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå òî÷íûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ øåñòîãî ïîðÿäêà. Ïîýòî-
ìó ýòî ðåøåíèå ñîäåðæèò øåñòü ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ èíòå-
ãðèðîâàíèÿ.

Íà ïðàêòèêå îïðåäåëåíèå âåêîâûõ âîçìóùåíèé áûâàåò çàòðóä-
íèòåëüíûì, íåòî÷íûì èëè âîîáùå íåâîçìîæíûì èç-çà òîãî, ÷òî ïà-
ðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå âîçìóùàþùèå ôàêòîðû, íåòî÷íû èëè
íåèçâåñòíû. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ïîñòóïàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èç-
ìåíåíèÿ ôóíêöèè M è ýëåìåíòîâ ω è Ω çàäàþò ëèíåéíûìè ôóíê-
öèÿìè âðåìåíè

M = M0 + n̄(t− t0), ω = ω0 + ω̇(t− t0), Ω = Ω0 + Ω̇(t− t0), (3.84)

ãäå M0, n̄, ω0, ω̇, Ω0, Ω̇ — ïîñòîÿííûå. Ýëåìåíòû êåïëåðîâñêîé îð-
áèòû ñïóòíèêà e, i òîæå ñ÷èòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Áîëüøàÿ ïîëóîñü,
íåïîñðåäñòâåííî âõîäÿùàÿ â ôîðìóëû êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ, çà-
äàåòñÿ íåçàâèñèìî îò ïàðàìåòðà n̄. Ïîñêîëüêó ýòè ïàðàìåòðû óæå íå
áóäóò ñâÿçàíû çàêîíàìè êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ, îáîçíà÷èì áîëü-
øóþ ïîëóîñü ÷åðåç ā.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò èñïîëüçóþòñÿ ôîðìóëû êåïëåðîâ-
ñêîãî äâèæåíèÿ. Ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ M è ýëåìåíòû ω, Ω âû÷èñëÿþò-
ñÿ ïî ôîðìóëàì (3.84), ïàðàìåòðû ā, e, i íåçàâèñèìî ïîäñòàâëÿþòñÿ
â ôîðìóëû êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ.

Â èòîãå äåâÿòü ïîñòîÿííûõ ïàðàìåòðîâ ā, n̄, e, i, M0, ω0, ω̇, Ω0,
Ω̇, ôîðìóëû (3.84) è ôîðìóëû êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ ïîëíîñòüþ
îïèñûâàþò ìîäåëü äâèæåíèÿ. Îñíîâíàÿ ïëîñêîñòü, îòíîñèòåëüíî
êîòîðîé îòñ÷èòûâàþòñÿ íàêëîí i, äîëãîòà âîñõîäÿùåãî óçëà Ω è óã-
ëîâîå ðàññòîÿíèå ïåðèöåíòðà îò âîñõîäÿùåãî óçëà îðáèòû, çàäàåòñÿ
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òàê, ÷òîáû â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èçìåíåíèÿ íàêëîíà, ïîëó÷àå-
ìûå èç íàáëþäåíèé, áûëè ìèíèìàëüíû.

Âñå äåâÿòü ïàðàìåòðîâ óòî÷íÿþòñÿ èç íàáëþäåíèé òàê, ÷òîáû
ñîãëàñîâàíèå ìîäåëè ñ íàáëþäåíèÿìè áûëî íàèëó÷øèì. Â òàêîé
ìîäåëè ó÷èòûâàþòñÿ âñå âåêîâûå âîçìóùåíèÿ, âûçâàííûå ëþáûìè
âîçìîæíûìè ïðè÷èíàìè.

Ìîäåëü ïðåöåññèðóþùåãî ýëëèïñà èñïîëüçóåòñÿ òàêæå äëÿ ïðè-
áëèæåííîé àïïðîêñèìàöèè áîëåå òî÷íîé ìîäåëè äâèæåíèÿ ñïóòíè-
êà, îñíîâàííîé íà àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè, èëè ïîñòðîåííîé ìåòîäîì
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ.

Ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ìîäåëè ïðåöåññèðóþùåãî ýëëèïñà äëÿ
÷åòûðåõ áëèçêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà îïèñàí â ðàáîòå (Åìåëüÿíîâ,
2015). Ïàðàìåòðû ìîäåëè áûëè îïðåäåëåíû ïî ýôåìåðèäàì ñïóò-
íèêîâ, âû÷èñëåííûì íà îñíîâå äâóõ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ â ñâîþ î÷åðåäü áûëà ïîñòðîåíà íà îñíîâå íàáëþäåíèé ïó-
òåì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

3.12. Âîçìóùåííîå äâèæåíèå ïðè ìàëûõ
ýêñöåíòðèñèòåòàõ îðáèò

3.12.1. Ôîðìóëèðîâêà ïðîáëåìû

Â êëàññè÷åñêîì ïîäõîäå ê òåîðèè âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ, êî-
ãäà óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ êåïëåðîâñêîé îð-
áèòû ðåøàþòñÿ ìåòîäîì ìàëîãî ïàðàìåòðà Ïóàíêàðå, âñòðå÷àþòñÿ
ìàëî èññëåäîâàííûå ñëó÷àè, ïðèâîäÿùèå èíîãäà ê íåïðèâû÷íûì
âûâîäàì. Ê òàêèì ñëó÷àÿì îòíîñèòñÿ âîçìóùåííîå äâèæåíèå ïðè
ìàëûõ ýêñöåíòðèñèòåòàõ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû.

Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé Ëàãðàíæà â ïåðâóþ î÷åðåäü íåîáõî-
äèìî íàéòè âåêîâûå âîçìóùåíèÿ, ïîñêîëüêó èìåííî îíè íàèáîëåå
ñóùåñòâåííû êàê â êîëè÷åñòâåííîì, òàê â êà÷åñòâåííîì àñïåêòàõ
îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ. Âåêîâûå âîçìóùåíèÿ îáû÷íî ïîëó÷àþòñÿ ïó-
òåì ðàçëîæåíèÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèè è îòáðàñûâàíèÿ â ïðàâûõ
÷àñòÿõ óðàâíåíèé Ëàãðàíæà ïåðèîäè÷åñêèõ ÷ëåíîâ. Òàê áûëà ñîçäà-
íà è ñòàëà øèðîêî ïðèìåíÿòüñÿ ìîäåëü ïðåöåññèðóþùåãî ýëëèïñà.
Äëÿ âîçìóùåíèé, îáóñëîâëåííûõ íåñôåðè÷íîñòüþ îñåñèììåòðè÷-
íîãî öåíòðàëüíîãî òåëà, íàïðèìåð, ñæàòîé áîëüøîé ïëàíåòû, ïëîñ-
êîñòü îðáèòû áóäåò ïðåöåññèðîâàòü âîêðóã îñè ñèììåòðèè òåëà ñ
ïîñòîÿííûì íàêëîíîì.
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Íåâîçìóùåííàÿ êåïëåðîâñêàÿ îðáèòà ìîæåò áûòü âûðîæäåíà â
êðóãîâóþ îðáèòó, à íàêëîí â íåâîçìóùåííîì äâèæåíèè îïðåäåëåí
òîëüêî âûáîðîì ñèñòåìû ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò. Åñòåñòâåííûì
ïàðàìåòðîì, îïèñûâàþùèì âûðîæäåíèå îðáèòû â êðóãîâóþ, ÿâëÿ-
åòñÿ ýêñöåíòðèñèòåò. Äëÿ êðóãîâîé îðáèòû îí ïðîñòî ðàâåí íóëþ.
Ìîæíî áûëî áû îæèäàòü, ÷òî è äëÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ, êîãäà
ýêñöåíòðèñèòåò èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè, åãî áëèçîñòü èëè ðàâåíñòâî
íóëþ äîëæíû ïðèâîäèòü ê âûðîæäåíèþ îðáèòû â êðóãîâóþ. Íà ñà-
ìîì äåëå ýòî ñîâñåì íå òàê.

Ïåðâîå óïîìèíàíèå î ñóùåñòâîâàíèè êðóãîâîãî âîçìóùåííîãî
äâèæåíèÿ ñ íåíóëåâûì ýêñöåíòðèñèòåòîì ìû îáíàðóæèëè â ðàáîòå
Â. Â. Áåëåöêîãî (Áåëåöêèé, 1962). Â ýòîé ðàáîòå óêàçàíî ÷àñòíîå
ðåøåíèå óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ êåïëåðîâñêîãî äâèæå-
íèÿ, ïðè êîòîðîì êðóãîâàÿ îðáèòà â îñêóëèðóþùèõ ýëåìåíòàõ îïè-
ñûâàåòñÿ ýëëèïñîì, âðàùàþùèìñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ îáðàùåíèÿ
ñïóòíèêà âîêðóã öåíòðàëüíîãî òåëà, ïðè÷åì ñïóòíèê âñåãäà íàõî-
äèòñÿ â ïåðèöåíòðå ýòîãî ýëëèïñà.

Âïðî÷åì, â ðàáîòå Â. Â. Áåëåöêîãî çàìå÷åíî, ÷òî äàííûé ïðèìåð
ïðèíàäëåæèò Ò. Ì. Ýíååâó.

Øèðîêî ïðèìåíÿåìàÿ íà ïðàêòèêå ìîäåëü ïðåöåññèðóþùåãî ýë-
ëèïñà ñ ïðîèçâîëüíûì ïîñòîÿííûì è ñêîëü óãîäíî ìàëûì ýêñöåí-
òðèñèòåòîì íàõîäèòñÿ â ïðîòèâîðå÷èè ñ ïðèìåðîì, ïðèâåäåííûì
â ðàáîòå (Áåëåöêèé, 1962). Èíòåðåñíî âûÿñíèòü, êàê ñîîòíîñÿòñÿ
ìåæäó ñîáîé ýòè äâå ìîäåëè. Âàæíî èìåòü ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî
ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ äëÿ êðóãîâîãî âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ñ
íåíóëåâûì ýêñöåíòðèñèòåòîì. Áûëî áû ïîëåçíî íàéòè äîñòàòî÷íî
ïðîñòîå ðåøåíèå, àäåêâàòíî îïèñûâàþùåå âîçìóùåííîå äâèæåíèå
ïðè ìàëûõ ýêñöåíòðèñèòåòàõ.

Òàêîå èññëåäîâàíèå áûëî âûïîëíåíî â ðàáîòå (Åìåëüÿíîâ, 2015).
Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïðèâåäåì îñíîâíûå âûêëàäêè è âûâîäû èç
ýòîé ðàáîòû.

3.12.2. Ïîñòðîåíèå ìîäåëè êðóãîâîãî âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â öåíòðàëüíîì ïîëå
ïðèòÿæåíèÿ ñ ñèëîâîé ôóíêöèåé âèäà

U =
µ

r
[1 + f(r)],

ãäå r — öåíòðàëüíîå ðàññòîÿíèå, µ — ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð, à
f(r) — íåêîòîðàÿ äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíàÿ áåçðàçìåðíàÿ ôóíêöèÿ.
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Ðàçëîæèì ñèëîâóþ ôóíêöèþ íà äâà ñëàãàåìûõ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

U = V +R, V =
µ

r
, R =

µ

r
f(r),

ãäå V — ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è Êåïëåðà, à R — âîçìóùàþùàÿ
ôóíêöèÿ. Äâèæåíèå ïðè R = 0 íàçûâàþò íåâîçìóùåííûì.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì îãðàíè÷åíèè íà ôóíêöèþ f(r)

óðàâíåíèÿ ñ ñèëîâîé ôóíêöèåé U áóäóò èìåòü ÷àñòíîå ðåøåíèå,
ñîîòâåòñòâóþùåå êðóãîâîìó äâèæåíèþ. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå âîç-
ìóùåííûå äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, áëèçêèå ê êðóãîâîìó.

Ïîïûòàåìñÿ ïîñòðîèòü ïðèáëèæåííûå àíàëèòè÷åñêèå ìîäåëè
äâèæåíèÿ ðåàëüíûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò ïðè ìàëûõ ýêñöåíòðèñèòå-
òàõ îðáèò. Äëÿ ïðèìåðà âîçüìåì ÷åòûðå áëèçêèõ ñïóòíèêà Þïèòå-
ðà.

Ïîñêîëüêó ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ, òðà-
åêòîðèÿ äâèæåíèÿ ëåæèò â íåêîòîðîé íåèçìåííîé ïëîñêîñòè, â êî-
òîðîé çàäàäèì íåâðàùàþùóþñÿ ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxy ñ íà÷àëîì
O â ïðèòÿãèâàþùåì öåíòðå. Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

d2x

dt2
= −µx

r3
[1 + F (r)],

d2y

dt2
= −µy

r3
[1 + F (r)], (3.85)

ãäå áåçðàçìåðíàÿ ôóíêöèÿ F (r) çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

F (r) = f(r)− rf ′(r),

à øòðèõ çäåñü îçíà÷àåò ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ ïî r. Ïðè ýòîì r =√
x2 + y2.
Â îáëàñòè, â êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå F (r) > −1, ñóùåñòâó-

þò ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ñîîòâåòñòâó-
þùèå êðóãîâûì äâèæåíèÿì òî÷êè âîêðóã ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà
íà ëþáîì ðàññòîÿíèè r ñ ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ Vc, çàâèñÿùåé îò r.

Öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå òî÷êè, äâèæóùåéñÿ ïî îêðóæ-
íîñòè ðàäèóñà r ñ ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ Vc, íåçàâèñèìî îò ïðè÷èíû
óñêîðåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

V 2
c

r
.

Ïðè÷èíîé äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè ÿâëÿåòñÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ñè-
ëà, ñîçäàþùàÿ óñêîðåíèå

µ

r2
[1 + F (r)].
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Ïðèðàâíèâàÿ ýòè äâà âûðàæåíèÿ äëÿ óñêîðåíèÿ, ïîëó÷èì

V 2
c =

µ

r
[1 + F (r)]. (3.86)

Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè çàäà÷è, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè t0 òî÷êà íàõîäèòñÿ íà îñè x. Òîãäà ÷àñòíîå
ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ êðóãîâîãî äâèæåíèÿ â
êîîðäèíàòàõ áóäåò èìåòü âèä

x = r cosnc(t− t0), y = r sinnc(t− t0), (3.87)

ãäå ÷àñòîòà îáðàùåíèÿ òî÷êè nc îïðåäåëèòñÿ ôîðìóëîé

nc =
Vc

r
.

Ýòî áóäåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ÷àñòíûõ ðåøåíèé. Â êà-
÷åñòâå ïàðàìåòðà ýòîãî ñåìåéñòâà ìîæíî âçÿòü r èëè nc.

Ïîñòàâèì çàäà÷ó íàéòè ýëåìåíòû êåïëåðîâñêîé îñêóëèðóþùåé
îðáèòû êàê ôóíêöèè âðåìåíè äëÿ êðóãîâîãî äâèæåíèÿ, ðàññìàòðè-
âàÿ óðàâíåíèÿ (3.85), êàê óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî êåïëåðîâñêî-
ãî äâèæåíèÿ. Äëÿ ýòîãî íóæíî ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ èñêî-
ìûõ ôóíêöèé x, y íà ýëåìåíòû êåïëåðîâñêîé îñêóëèðóþùåé îð-
áèòû êàê ôóíêöèè âðåìåíè è ïîäñòàâèòü â ôîðìóëû çàìåíû ïåðå-
ìåííûõ âìåñòî x, y ÷àñòíîå ðåøåíèå (3.87). Êðîìå òîãî, æåëàòåëü-
íî ðàññìîòðåòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, âûðàæåííûå â êåïëåðîâñêèõ
ýëåìåíòàõ, òî åñòü óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà, è ïðîâåðèòü, óäîâëåòâîðÿ-
þò ëè ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ êåïëåðîâñêèõ ýëåìåíòîâ ýòèì
óðàâíåíèÿì.

3.12.3. Ïåðåõîä ê ýëåìåíòàì êåïëåðîâñêîé îðáèòû

Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì çäåñü ïëîñêîå äâèæåíèå, íàì äî-
ñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ÷åòûðå êåïëåðîâ-
ñêèõ ýëåìåíòà: a — áîëüøàÿ ïîëóîñü, ðàçìåðíîñòü åäèíèöà äëèíû;
e — ýêñöåíòðèñèòåò, áåçðàçìåðíûé; M — ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ, ðàä; ω —
óãëîâîå ðàññòîÿíèå ïåðèöåíòðà îò âîñõîäÿùåãî óçëà îðáèòû, ðàä.

Íàðÿäó ñ áîëüøîé ïîëóîñüþ a â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà îðáèòû áó-
äåì ðàññìàòðèâàòü òàêæå ïàðàìåòð n, íàçûâàåìûé ñðåäíèì äâèæå-
íèåì è ñâÿçàííûé ñ a çàêîíîì

n =

√
µ

a3
.
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Ðàçìåðíîñòü ñðåäíåãî äâèæåíèÿ n — ðàäèàíû â åäèíèöó âðåìåíè.
Ñâÿçü ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò è êîìïîíåíò ñêîðîñòè ñ ýëå-

ìåíòàìè êåïëåðîâñêîé îðáèòû ìîæíî íàéòè â êíèãàõ (Äóáîøèí,
1975; Ñóááîòèí, 1968).

Â êåïëåðîâñêîì äâèæåíèè ñêîðîñòü V è ðàññòîÿíèå r ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì

V 2 = µ

[
2

r
− 1

a

]
, (3.88)

ãäå a — ïîñòîÿííàÿ.
Â ñëó÷àå êðóãîâîãî êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ ïðè e = 0 èìååì

r = a è
V 2
c =

µ

r
,

÷òî îòëè÷àåòñÿ îò (3.86). Ïîýòîìó îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÷àñòíîå ðåøå-
íèå óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ (3.85) íå ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíî ýëåìåíòàìè êåïëåðîâñêîé îñêóëèðóþùåé îðáèòû ñ ïîñòî-
ÿííûì íóëåâûì ýêñöåíòðèñèòåòîì. Â çàâèñèìîñòè îò çíàêà F (r)

èìååòñÿ âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâèòü âîçìóùåííîå êðóãîâîå äâèæåíèå
îäíèì èç äâóõ ñïîñîáîâ. Åñëè F (r) > 0, òî, ïîëîæèì

M = 0, r = a(1− e), ω = nc(t− t0),

à ýëåìåíòû a è e áóäåì ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûìè. Ñðàâíèâàÿ (3.86) è
(3.88), íàéäåì

e = F (r).

Òîãäà îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà âñåãäà íàõîäèòñÿ â ïå-
ðèöåíòðå îðáèòû, à ëèíèÿ àïñèä âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ nc.
Èñòèííàÿ v è ýêñöåíòðè÷åñêàÿ E àíîìàëèè ïîñòîÿííû è ðàâíû íó-
ëþ. Ýëåìåíò a íàéäåòñÿ ïî ôîðìóëå

a =
r

1− e
.

×àñòîòà nc îáðàùåíèÿ òî÷êè âîêðóã ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà âûðà-
çèòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòû êåïëåðîâñêîé îñêóëèðóþùåé îðáèòû ôîðìó-
ëîé

nc =

√
µ

a3

√
1 + e

(1− e)3/2
. (3.89)

Â ñëó÷àå −1 < F (r) < 0 ñëåäóåò ïîëîæèòü

M = π, r = a(1 + e),
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ãäå
e = −F (r).

Â ýòîì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òî÷êà âñåãäà íàõîäèòñÿ â àïîöåíòðå
îðáèòû, à ëèíèÿ àïñèä âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ nc. Èñòèííàÿ
è ýêñöåíòðè÷åñêàÿ àíîìàëèè v è E ïîñòîÿííû è ðàâíû π. Áîëüøàÿ
ïîëóîñü îðáèòû a è ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ëèíèè àïñèä íàéäóòñÿ ïî
ôîðìóëàì

a =
r

1 + e
, nc =

√
µ

a3

√
1− e

(1 + e)3/2
.

Çäåñü ìû íàøëè âûðàæåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ îñêóëèðóþùåé êåïëå-
ðîâñêîé îðáèòû êàê ôóíêöèé âðåìåíè äëÿ ÷àñòíûõ ðåøåíèé óðàâ-
íåíèé äâèæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êðóãîâûì îðáèòàì ìàòåðèàëü-
íîé òî÷êè âîêðóã ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà. Ôîðìóëû ïîëó÷åíû ïðè
ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f(r) ïðè óñëîâèè F (r) > −1. Ðàññìîòðèì
÷àñòíûé ñëó÷àé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ.

Ïóñòü äâèæåíèå òî÷êè ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòè ýêâàòîðà îñå-
ñèììåòðè÷íîé ïëàíåòû ïîä äåéñòâèåì åå ïðèòÿæåíèÿ. Â ðàçëîæå-
íèè ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì
ôóíêöèÿì âîçüìåì òîëüêî ãëàâíûé ÷ëåí è âòîðóþ çîíàëüíóþ ãàð-
ìîíèêó. Äëÿ áîëüøèõ ïëàíåò òàêèì îáðàçîì ó÷èòûâàåòñÿ äèíàìè-
÷åñêîå ñæàòèå ïëàíåòû â äâèæåíèè åå ñïóòíèêà. Òîãäà èìååì

R =
1

2
µJ2r

2
0

1

r3
, f(r) =

1

2
J2r

2
0

1

r2
, F (r) =

3

2
J2r

2
0

1

r2
.

Çäåñü âñåãäà F (r) > 0, è êðóãîâîå äâèæåíèå íà ëþáîì çàäàííîì
ðàññòîÿíèè r ïðåäñòàâëåíî êåïëåðîâñêîé îñêóëèðóþùåé îðáèòîé ñ
âðàùàþùåéñÿ ëèíèåé àïñèä, à òî÷êà íàõîäèòñÿ ïîñòîÿííî â ïåðè-
öåíòðå îðáèòû. Ýêñöåíòðèñèòåò è áîëüøàÿ ïîëóîñü òàêîé îðáèòû
îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

e =
3

2
J2r

2
0

1

r2
, a =

r

1− e
, (3.90)

à ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ëèíèè àïñèä íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå (3.89).
Ïîïûòàåìñÿ ñðàâíèòü ïîñòðîåííóþ çäåñü ìîäåëü êðóãîâîãî âîç-

ìóùåííîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ñ ìîäåëüþ êðóãîâîãî âîçìóùåííîãî
äâèæåíèÿ, ðàññìîòðåííîãî â ðàçäåëå 3.10. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ âîçìó-
ùåíèÿ îáóñëîâëåíû âòîðîé çîíàëüíîé ãàðìîíèêîé â ðàçëîæåíèè
ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû. Â ðàçäåëå 3.10 ðàäèóñ êðó-
ãîâîé îðáèòû ïîëó÷àëñÿ ðàâíûì âîçìóùåííîìó çíà÷åíèþ áîëüøîé
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ïîëóîñè a, à ÷àñòîòà îáðàùåíèÿ ñïóòíèêà áûëà ðàâíà âîçìóùåííî-
ìó çíà÷åíèþ ñðåäíåãî äâèæåíèÿ n. Ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâèè ñ ìî-
äåëüþ êðóãîâîãî äâèæåíèÿ, ïîñòðîåííîé çäåñü âûøå, ìû äîëæíû
ïîëîæèòü

a = r, n = nc.

Âûðàçèì òåïåðü ëåâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (3.83), èñïîëüçóÿ âû-
ðàæåíèå (3.89) äëÿ nc è ïðèâåäåííîå âûøå âûðàæåíèå r = a(1− e)

äëÿ r. Ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

a3n2 = µ

(
1 +

3

2
J2r

2
0

1

a2

)
,

÷òî â òî÷íîñòè âîñïðîèçâîäèò ñîîòíîøåíèå (3.83). Çäåñü òàê æå, êàê
è â ðàçäåëå 3.10, ìû ïðåíåáðåãëè ìàëûìè âåëè÷èíàìè ïîðÿäêà J2

2

ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé.
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ïîëíîå ñîîòâåòñòâèå äâóõ ðàññìîò-

ðåííûõ ìîäåëåé êðóãîâîãî âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêà.

3.12.4. Îñêóëèðóþùèå êåïëåðîâñêèå ýëåìåíòû îðáèòû ñïóòíèêà
â âîçìóùåííîì äâèæåíèè ïðè ìàëûõ ýêñöåíòðèñèòåòàõ

Â ÷àñòî èñïîëüçóåìîé ìîäåëè ïðåöåññèðóþùåãî ýëëèïñà ïðè
ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû, âêëþ÷àÿ ðàâíîå íóëþ,
ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ èçìåíÿåòñÿ ëèíåéíî ïî âðåìåíè. Ýòî íàõîäèòñÿ â
ïðîòèâîðå÷èè ñ âûâîäîì î òîì, ÷òî âîçìóùåííîå äâèæåíèå ïî êðó-
ãîâîé îðáèòå âîçìîæíî òîëüêî ïðè íåêîòîðîì íåíóëåâîì çíà÷åíèè
ýêñöåíòðèñèòåòà è ñðåäíåé àíîìàëèè ïîñòîÿííîé è ðàâíîé íóëþ.
Èíòåðåñíî áûëî áû âûÿñíèòü, êàê èçìåíÿþòñÿ ýëåìåíòû êåïëåðîâ-
ñêîé îñêóëèðóþùåé îðáèòû ïðè äâèæåíèè ñïóòíèêà ïîä äåéñòâè-
åì ïðèòÿæåíèÿ ñæàòîé ïëàíåòû. Ïîñêîëüêó òî÷íîãî àíàëèòè÷åñêî-
ãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íå íàéäåíî, àíàëèç ìîæíî âûïîëíèòü òîëü-
êî ïî ðåçóëüïàòàì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñíîâà äâèæåíèå ñïóòíèêà îñåñèììåòðè÷íîé ïëàíå-
òû â ïëîñêîñòè ýêâàòîðà. Âîçüìåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (3.85) ñ ñè-
ëîâîé ôóíêöèåé

U =
µ

r
+

1

2
µJ2

r20
r3

.

Çäåñü èç ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû âçÿòû
îñíîâíîé ÷ëåí è âòîðàÿ çîíàëüíàÿ ãàðìîíèêà.
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Àâòîðîì áûëî âûïîëíåíî ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ýòèõ óðàâ-
íåíèé (3.85) è ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò x, y è êîìïîíåíò ñêî-
ðîñòè ñïóòíèêà ẋ, ẏ äëÿ ðÿäà ìîìåíòîâ âðåìåíè ñ ïîñòîÿííûì øà-
ãîì. Çàòåì, íåçàâèñèìî îò âîçìîæíûõ ïðèáëèæåííûõ àíàëèòè÷å-
ñêèõ ðåøåíèé, â ïîëó÷åííîì òî÷íîì ðåøåíèè ñäåëàåì çàìåíó ïå-
ðåìåííûõ x, y, ẋ, ẏ íà ïåðåìåííûå a(t), e(t), M(t), ω(t) ïî ôîðìóëàì
êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ. Ïîñìîòðèì, êàê èçìåíÿþòñÿ ýòè ïåðåìåí-
íûå âî âðåìåíè ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

Tàêèå âû÷èñëåíèÿ áûëè ñäåëàíû, ïðèâîäèì çäåñü ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû. Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð µ è
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ áûëè âçÿòû ïðèáëèçèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùè-
ìè áëèçêîìó ñïóòíèêó Þïèòåðà Àäðàñòåÿ. Äëÿ Þïèòåðà µ =

126712763.92 êì3/ñ2, J2 = 0.014736, r0 = 71398.0 êì. Íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ ìû âçÿëè òàê, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè êîîð-
äèíàòà y ðàâíà íóëþ, à âåêòîð íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ïåðïåíäèêó-
ëÿðåí îñè x. Çíà÷åíèå íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ x0, ïðèìåðíî ñî-
îòâåòñòâóþùåå ñïóòíèêó Þïèòåðà Àäðàñòåÿ, áûëî âçÿòî ðàâíûì
127748.2879217545 êì. Âû÷èñëåíèÿ ñäåëàíû äëÿ ðÿäà çíà÷åíèé íà-
÷àëüíîé ñêîðîñòè V . Â ïåðâîì âàðèàíòå çíà÷åíèå ñêîðîñòè áûëî
âçÿòî ñîîòâåòñòâóþùèì êðóãîâîìó äâèæåíèþ, V = Vc (3.86). Â ñëå-
äóþùèõ âàðèàíòàõ âû÷èñëåíèÿ áûëè ñäåëàíû äëÿ V > Vc. Èíòåð-
âàë âðåìåíè èíòåãðèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâîâàë äâóì îáîðîòàì ñïóò-
íèêà âîêðóã ïëàíåòû.

Ðåçóëüòàòû èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè îñêóëèðóþùèõ ýëåìåíòîâ M ,
ω ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3.2-3.5. Ñïëîøíîé òîíêîé ëèíèåé ïîêàçàíû
çíà÷åíèÿ ñðåäíåé àíîìàëèè M , øòðèõîâîé ëèíèåé — çíà÷åíèÿ ω, à
æèðíîé ëèíèåé — çíà÷åíèÿ ñóììû M +ω, òî åñòü ñðåäíåé äîëãîòû
â îðáèòå. Íà ðèñ. 3.2 âèäíî, ÷òî ïðè V = Vc (êðóãîâîå äâèæåíèå)
ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ M îñòàåòñÿ ðàâíîé íóëþ, à ãðàôèê ω ñëèâàåòñÿ
ñ ãðàôèêîì ñðåäíåé äîëãîòû M + ω è ïîêàçûâàåò ëèíåéíîå âðàùå-
íèå ëèíèè àïñèä ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ îáðàùåíèÿ ñïóòíèêà âîêðóã
ïëàíåòû. Ïðè ñëåäóþùåì áîëüøåì çíà÷åíèè íà÷àëüíîé ñêîðîñòè íà
ðèñ. 3.3 âèäíî, ÷òî íà èçìåíåíèÿ M è ω íàêëàäûâàþòñÿ ñèëüíûå êî-
ëåáàíèÿ â ïðîòèâîôàçå äðóã äðóãó, à ñðåäíÿÿ äîëãîòà ïî-ïðåæíåìó
ëèíåéíî âîçðàñòàåò âî âðåìåíè. Äëÿ ñëåäóþùåãî çíà÷åíèÿ íà÷àëü-
íîé ñêîðîñòè íà ðèñ. 3.4 íàñòóïàåò êðèòè÷åñêèé õàðàêòåð èçìåíå-
íèÿ ýëåìåíòîâ. Êîëåáàíèÿ ýëåìåíòîâ M è ω èìåþò àìïëèòóäó äî
ïîëîâèíû îáîðîòà. Ïðè ýòîì äîëãîòà ïî-ïðåæíåìó ëèíåéíî âîçðàñ-
òàåò âî âðåìåíè. Äëÿ ñëåäóþùåãî çíà÷åíèÿ íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ãðà-
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Ðèñ. 3.2. Èçìåíåíèå ñðåäíåé àíîìàëèè M , óãëîâîãî ðàññòîÿíèÿ ïåðèöåíòðà
îò óçëà îðáèòû ω è M + ω äëÿ íà÷àëüíîé ñêîðîñòè êðóãîâîãî äâèæåíèÿ.
Ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ ðàâíà íóëþ. Ëèíèÿ àïñèä âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðî-

ñòüþ îáðàùåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè âîêðóã öåíòðàëüíîãî òåëà.

ôèêè íà ðèñ. 3.5 ïîêàçûâàþò, ÷òî M è ω îáìåíÿëèñü õàðàêòåðàìè
èçìåíåíèÿ. Òåïåðü â ñðåäíåé àíîìàëèè M íà ëèíåéíîå âîçðàñòàíèå
âî âðåìåíè íàêëàäûâàþòñÿ êîëåáàíèÿ, à ω èìååò ïåðèîäè÷åñêîå èç-
ìåíåíèå ñ íåáîëüøèì ëèíåéíûì õîäîì.

×òîáû ðàçëè÷àòü äâà êà÷åñòâåííûõ õàðàêòåðà èçìåíåíèÿ ñðåä-
íåé àíîìàëèè, ìû áóäåì íàçûâàòü ìîíîòîííîå âîçðàñòàíèå ñðåäíåé
àíîìàëèè öèðêóëÿöèîííûì èçìåíåíèåì. Ñëó÷àè, êîãäà ñðåäíÿÿ àíî-
ìàëèÿ èñïûòûâàåò êîëåáàíèÿ îòíîñèòåëüíî íóëåâîãî çíà÷åíèÿ, áó-
äåì íàçûâàòü ëèáðàöèîííûì èçìåíåíèåì.

Èç ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðîâ âèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå
ñåïàðàòðèñíîå çíà÷åíèå íà÷àëüíîé ñêîðîñòè V = Vs, ðàçäåëÿþùåå
äâà ðàçëè÷íûõ ïî õàðàêòåðó ñåìåéñòâà ðåøåíèé.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èçìåíåíèå ýêñöåíòðèñèòåòà â ðàññìîòðåí-
íûõ ñåìåéñòâàõ ðåøåíèé. Íà ðèñ. 3.6 òî÷êàìè íà êîíöåíòðè÷åñêèõ
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Ðèñ. 3.3. Èçìåíåíèå ñðåäíåé àíîìàëèè M , óãëîâîãî ðàññòîÿíèÿ ïåðèöåí-
òðà îò óçëà îðáèòû ω è M +ω äëÿ íà÷àëüíîé ñêîðîñòè, íåçíà÷èòåëüíî ïðå-
âûøàþùåé ñêîðîñòü êðóãîâîãî äâèæåíèÿ. Ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ êîëåáëåòñÿ
îòíîñèòåëüíî íóëåâîãî çíà÷åíèÿ ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì ïåðèîäó îáðàùåíèÿ.

îêðóæíîñòÿõ ïîêàçàíû ãðàôèêè èçìåíåíèÿ ýêñöåíòðèñèòåòà e è
ñðåäíåé àíîìàëèè M äëÿ ðÿäà çíà÷åíèé íà÷àëüíîé ñêîðîñòè. Ïî
îñè àáñöèññ îòëîæåíû çíà÷åíèÿ e cosM , à ïî îñè îðäèíàò çíà÷åíèÿ
e sinM . Òàêèì îáðàçîì, ðàññòîÿíèå òî÷êè îò íà÷àëà êîîðäèíàò (0, 0)

íà ãðàôèêàõ äàåò íàì çíà÷åíèå ýêñöåíòðèñèòåòà, à óãîë ìåæäó öåí-
òðàëüíûì íàïðàâëåíèåì è îñüþ àáñöèññ — çíà÷åíèå ñðåäíåé àíîìà-
ëèè M . Ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå êðóãîâîìó äâèæåíèþ (V = Vc),
ïîêàçàíî íà ãðàôèêå òî÷êîé, â êîòîðîé M = 0, à ýêñöåíòðèñèòåò e

èìååò çíà÷åíèå, âû÷èñëÿåìîå ïî ôîðìóëå (3.90). Íà ðèñ. 3.6 âèä-
íû äâà ðåøåíèÿ ïðè çíà÷åíèÿõ V , áîëüøèõ Vc , â êîòîðûõ ñðåä-
íÿÿ àíîìàëèÿ M èñïûòûâàåò êîëåáàíèÿ âîçëå íóëÿ, à ýêñöåíòðèñè-
òåò èçìåíÿåòñÿ â íåáîëüøèõ ïðåäåëàõ. Çíà÷êîì «s» ïîêàçàíî íåêî-
òîðîå ÷àñòíîå ðåøåíèå, â êîòîðîì ýêñöåíòðèñèòåò èçìåíÿåòñÿ îò
íåêîòîðîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ äî íóëÿ, à ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ
êîëåáëåòñÿ â ïðåäåëàõ (−π, π). Íà ãðàôèêàõ ïîêàçàíû òàêæå äâà ðå-
øåíèÿ, â êîòîðûõ ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ M èìååò öèðêóëÿöèîííûé õà-
ðàêòåð äâèæåíèÿ, ïðè ýòîì ýêñöåíòðèñèòåò èçìåíÿåòñÿ â íåêîòîðûõ

138 Глава 3. Уравнения движения и аналитические теории



Ðèñ. 3.4. Êðèòè÷åñêèé õàðàêòåð èçìåíåíèÿ ñðåäíåé àíîìàëèè M , óãëîâîãî
ðàññòîÿíèÿ ïåðèöåíòðà îò óçëà îðáèòû ω è ñðåäíåé àíîìàëèè M + ω ïðè
íåêîòîðîì ÷àñòíîì çíà÷åíèè íà÷àëüíîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ. Ñðåäíÿÿ àíî-
ìàëèÿ è óãëîâîå ðàññòîÿíèå ïåðèöåíòðà îò óçëà èñïûòûâàþò êîëåáàíèÿ â

ïðîòèâîôàçå ñ áîëüøîé àìïëèòóäîé.

íåáîëüøèõ ïðåäåëàõ. ×àñòíîå ðåøåíèå «s» ðàçäåëÿåò äâà ñåìåéñòâà
ðåøåíèé ñ ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè èçìåíåíèé ýêñöåíòðèñèòåòà è
ñðåäíåé àíîìàëèè. Ðåøåíèå ñ òàêèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ìû
íàçûâàåì ñåïàðàòðèñíûì.

Íà ðèñ. 3.6 òîíêèìè ëèíèÿìè èçîáðàæåíî åùå îäíî ñåìåéñòâî
èçìåíåíèé ýëåìåíòîâ. Ýòî ñåìåéñòâî ïîëó÷åíî íà îñíîâå àíàëèòè-
÷åñêîãî ðåøåíèÿ îáîáùåííîé çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ,
ðàññìîòðåíííîé âûøå â ñïåöèàëüíîì ðàçäåëå. Íà ðèñóíêå âèäíî,
÷òî ýòî ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðî-
âàíèÿ ïî êðàéíå ìåðå ñ òî÷íîñòüþ èçîáðàæåíèÿ ëèíèé íà ãðàôèêàõ.

Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò âûâîä î òîì, ÷òî ìîäåëü
ïðåöåññèðóþùåãî ýëëèïñà ñ ïîñòîÿííûì ýêñöåíòðèñèòåòîì êàê âà-
ðèàíò ïðèáëèæåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íå îòðàæàåò êà÷å-
ñòâåííóþ êàðòèíó ñåìåéñòâ ðåøåíèé.

Â ðàáîòå (Åìåëüÿíîâ, 2015) âûâåäåíû ïåðâûå èíòåãðàëû äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å. Îíè
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Ðèñ. 3.5. Èçìåíåíèÿ ñðåäíåé àíîìàëèè M , óãëîâîãî ðàññòîÿíèÿ ïåðèöåíòðà
îò óçëà îðáèòû ω è ñðåäíåé äîëãîòû M+ω ïðè íà÷àëüíîé ñêîðîñòè, ïðåâû-
øàþùåé êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò

ñî âðåìåíåì.

ïîìîãëè íàéòè òàêèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, êîòîðûå ðàçäåëÿþò äâà
ñåìåéñòâà ðåøåíèé ñ ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè èçìåíåíèé ýêñöåí-
òðèñèòåòà è ñðåäíåé àíîìàëèè, ò.å. íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñåïàðàòðèñ-
íîãî ðåøåíèÿ.

Â ýòîé öèòèðóåìîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî â ñåïàðàòðèñíîì äâè-
æåíèè ðàññòîÿíèå èçìåíÿåòñÿ îò íåêîòîðîãî ìèíèìàëüíîãî çíà÷å-
íèÿ, ïðè êîòîðîì ýêñöåíòðèñèòåò ìàêñèìàëåí, äî ìàêñèìàëüíîãî
çíà÷åíèÿ, êîãäà ýêñöåíòðèñèòåò ðàâåí íóëþ.

Îòìåòèì, ÷òî â ñåïàðàòðèñíîì ðåøåíèè â ìîìåíòû, êîãäà èñòèí-
íàÿ àíîìàëèÿ ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå ïðè íóëåâîì ýêñöåíòðè-
ñèòåòå, ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ òîæå ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå.

Íà ïðèìåðå äâèæåíèÿ ñïóòíèêà Þïèòåðà, ðàññìîòðåííîãî âû-
øå, â ðàáîòå (Åìåëüÿíîâ, 2015) ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå òî÷íîñòè
ïðåäñòàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ñæàòîé ïëàíåòû äâóìÿ ðàññìîò-
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Ðèñ. 3.6. Èçìåíåíèÿ ñðåäíåé àíîìàëèè M è ýêñöåíòðèñèòåòà e â òî÷íîì
ðåøåíèè (òî÷êè), â óòî÷íåííîé ìîäåëè, îñíîâàííîé íà ðåøåíèè îáîáùåí-
íîé çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ (îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùèå ïî òî÷-
êàì) è â ìîäåëè ïðåöåññèðóþùåãî ýëëèïñà (êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè

ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò).

ðåííûìè ìîäåëÿìè: ìîäåëüþ ïðåöåññèðóþùåãî êåïëåðîâñêîãî ýë-
ëèïñà (ÏÝ) è ìîäåëüþ, îñíîâàííîé íà ðåøåíèè îáîáùåííîé çàäà÷è
äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ, è êîòîðóþ áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâàìè
ÓÌ (óòî÷íåííàÿ ìîäåëü). Â êà÷åñòâå îïîðíûõ ðåøåíèé áûëî âçÿòî
ñåìåéñòâî ðåøåíèé, ïîëó÷åííîå ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì óðàâ-
íåíèé äâèæåíèÿ ñæàòîé ïëàíåòû íà èíòåðâàëå âðåìåíè äâóõ îáîðî-
òîâ ñïóòíèêà âîêðóã ïëàíåòû. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ïîçâîëÿþò
ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû. Ïîãðåøíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ òî÷íîãî
ðåøåíèÿ ìîäåëüþ ðåøåíèÿ îáîáùåííîé çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ
öåíòðîâ â 120 ðàç ìåíüøå, ÷åì ïîãðåøíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ìîäåëüþ
ïðåöåññèðóþùåãî ýëëèïñà, äëÿ âñåõ âàðèàíòîâ íà÷àëüíûõ óñëîâèé.
Äëÿ îáåèõ ìîäåëåé ïîãðåøíîñòü óáûâàåò ïðè ïðèáëèæåíèè òðàåê-
òîðèè ê êðóãîâîé.

Â ðàáîòå (Åìåëüÿíîâ, 2015) ñäåëàíà òàêæå ïîïûòêà ïðåäñòàâèòü
äâóìÿ ðàññìîòðåííûìè àëèòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè ÏÝ è ÓÌ ýôåìå-
ðèäû ÷åòûðåõ áëèçêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà, ïîñòðîåííûå ñ ïîìî-
ùüþ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íà îñíîâå
èìåþùèõñÿ íàáëþäåíèé. Ïðè ïîñòðîåíèè ýòèõ ýôåìåðèä ó÷èòû-
âàëèñü âîçìóùåíèÿ îò ïðèòÿæåíèÿ Ãàëèëååâûõ ñïóòíèêîâ Þïèòå-
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ðà, âîçìóùàþùåå äåéñòâèå êîòîðûõ çíà÷èòåëüíî è íå ó÷èòûâàåòñÿ
â àíàëèòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ. Ïîñêîëüêó ðàññîãëàñîâàíèÿ, âûçâàííûå
ïðåíåáðåæåíèåì ýòèìè âîçìóùàþùèìè ôàêòîðàìè, ïðåâàëèðóþò,
òî ðàññîãëàñîâàíèÿ îêàçàëèñü ëèøü íåìíîãî ìåíüøå ïðè èñïîëü-
çîâàíèè ìîäåëè, îñíîâàííîé íà ðåøåíèè îáîáùåííîé çàäà÷è äâóõ
íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ, ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîäåëüþ ïðåöåññèðóþùåãî
ýëëèïñà. Îáå ìîäåëè ñ ïî÷òè îäèíàêîâîé òî÷íîñòüþ ïðåäñòàâëÿþò
äâèæåíèå óïîìÿíóòûõ âûøå ñïóòíèêîâ Þïèòåðà.

3.13. Ïîñòðîåííûå àíàëèòè÷åñêèå òåîðèè äâèæåíèÿ
ñïóòíèêîâ ïëàíåò

3.13.1. Àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà Íåïòóíà
Òðèòîí

Áîëåå ïîäðîáíî ðàññìîòðèì àíàëèòè÷åñêóþ òåîðèþ äâèæå-
íèÿ ñïóòíèêà Íåïòóíà Òðèòîí, ïîñòðîåííóþ â ðàáîòå (Emelyanov,
Samorodov, 2015). Êî âðåìåíè âûïîëíåíèÿ ýòîé ðàáîòû óæå ñóùå-
ñòâîâàëè íåñêîëüêî âåðñèé ìîäåëè äâèæåíèÿ ýòîãî ñïóòíèêà, îñ-
íîâàííûõ íà ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé äâèæåíèÿ. Îäíàêî î÷åíü âûãîäíîå ñîîòíîøåíèå âîçìóùàþ-
ùèõ ôàêòîðîâ è ïîäõîäÿùèå ñâîéñòâà îðáèòû Òðèòîíà ïîçâîëèëè
àâòîðàì ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ïðåèìóùåñòâà àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè
ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ñèñòåìà Òðèòîí – Íåïòóí õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè ïðèáëè-
æåííûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ (Jacobson, Riedel, Taylor, 1991).
Ýêâàòîðèàëüíûé ðàäèóñ Íåïòóíà ñîñòàâëÿåò 25225 êì, ðàäèóñ Òðèòî-
íà ðàâåí 1350 êì. Îòíîøåíèå ìàññû ñïóòíèêà ê ìàññå ïëàíåòû ñî-
ñòàâëÿåò 0.0002089.

Òðèòîí îáðàùàåòñÿ âîêðóã ïëàíåòû ïî ïî÷òè êðóãîâîé îðáèòå
ñ ïåðèîäîì 5.87685244989 ñóòîê íà ðàññòîÿíèè 354700 êì. Íàêëîí
îðáèòû ê ýâàòîðó ïëàíåòû ðàâåí ïðèìåðíî 156.66 ãðàäóñîâ. Ïðÿìîå
âîñõîæäåíèå è ñêëîíåíèå ñåâåðíîãî ïîëþñà Íåïòóíà ðàâíû ïðè-
áëèçèòåëüíî 299.5 è 43.6 ãðàäóñîâ, ñîîòâåòñòâåííî. Íà äâèæåíèå
ñïóòíèêà âëèÿåò äèíàìè÷åñêîå ñæàòèå Íåïòóíà è ãðàâèòàöèîííîå
ïðèòÿæåíèå Ñîëíöà. Ïðèòÿæåíèå äðóãèõ ñïóòíèêîâ Íåïòóíà ïðå-
íåáðåæèìî ìàëî.

Êðèòåðèåì íåîáõîäèìîñòè ó÷åòà òåõ èëè èíûõ âîçìóùåíèé ÿâ-
ëÿåòñÿ òî÷íîñòü íàáëþäåíèé. Ïîýòîìó áûë ïðîâåäåí àíàëèç âñåõ
âîçìîæíûõ âîçìóùåíèé â ýëåìåíòàõ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû Òðè-
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òîíà. ×ëåíû ðàçëîæåíèÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèè, êîòîðûå äàþò
âêëàä â âèäèìûå êîîðäèíàòû ñïóòíèêà, íå ïðåâûøàþùèå òî÷íîñòü
íàáëþäåíèé, áûëè îòáðîøåíû. Èç ïðåäøåñòâóþùèõ ðàáîò äðóãèõ
àâòîðîâ áûëî ÿñíî, ÷òî ýêñöåíòðèñèòåò îðáèòû Òðèòîíà ïðåíåáðå-
æèìî ìàë. Ïîýòîìó îðáèòà çàðàíåå ïðèíèìàëàñü êðóãîâîé. Ñäåëàí-
íûå àâòîðàìè ñòàòüè (Emelyanov, Samorodov, 2015) îöåíêè êîðîò-
êîïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèé â ýëåìåíòàõ êðóãîâîé êåïëåðîâñêîé
îðáèòû ïîêàçàëè, ÷òî èõ ó÷èòûâàòü íå íóæíî. Îñòàåòñÿ íåîáõîäè-
ìûì ó÷åò òîëüêî âåêîâûõ è äîëãîïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèé ïåð-
âîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè.

Èç óðàâíåíèé Ëàãðàíæà (3.39) ñëåäóåò, ÷òî äîëãîïåðèîäè÷åñêèõ
âîçìóùåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà â áîëüøîé ïîëóîñè îðáèòû íå áóäåò.
Îíè ìîãóò ïîðîæäàòüñÿ òîëüêî ÷ëåíàìè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè, íå
ñîäåðæàùèìè ñðåäíþþ àíîìàëèþ M , à òàêèå ÷ëåíû ïðè ïîäñòàíîâ-
êå â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî áîëüøîé ïîëóîñè äàþò
íóëü. Ïîýòîìó â öèòèðóåìîé ðàáîòå (Emelyanov, Samorodov, 2015)
áîëüøàÿ ïîëóîñü a ïðèíèìàëàñü ïîñòîÿííîé.

Òðèòîí ñâîèì ïðèòÿæåíèåì âëèÿåò íà âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå
Íåïòóíà. Ïîýòîìó îñü âðàùåíèÿ ïëàíåòû ïðåöåññèðóåò ñèíõðîííî
ñ äâèæåíèåì ïëîñêîñòè îðáèòû Òðèòîíà âîêðóã âåêòîðà ñóììàð-
íîãî ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ïëàíåòû è ñïóòíèêà. Ïîñòîÿí-
íûé óãîë ìåæäó ýòèìè îñÿìè ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 0.506 ãðàäóñà
(Jacobson, 2009). Óãëû íàêëîíà îðáèòû îòíîñèòåëüíî îñè âðàùå-
íèÿ ïëàíåòû è îòíîñèòåëüíî âåêòîðà ñóììàðíîãî ìîìåíòà êîëè÷å-
ñòâà äâèæåíèÿ òàêæå îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Êàê ïîêàçàíî â ðà-
áîòå (Jacobson, 2009), òàêàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ ïëàíåòû è ñïóòíèêà
íàèáîëåå áëèçêà ê äåéñòâèòåëüíîñòè. Íåáîëüøèå îòêëîíåíèÿ îò íåå
ìîãóò âûçâàòü ëèøü âîçìóùåíèÿ îò ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà.

Ðàññìîòðèì ïðèíÿòûå â ýòîé òåîðèè ñèñòåìû êîîðäèíàò. Îñ-
íîâíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ñâÿçàíà ñ íåïîäâèæíûì âåêòîðîì ñóì-
ìàðíîãî ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ïëàíåòû è ñïóòíèêà. Îñü z

ñèñòåìû íàïðàâëåíà âäîëü ýòîãî âåêòîðà, îñü x — ïî ëèíèè ïåðå-
ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè xy ñ ïëîñêîñòüþ ãåîýêâàòîðà òàê, ÷òîáû îñü y

áûëà íàêëîíåíà ê ïëîñêîñòè ãåîýêâàòîðà ïîä îñòðûì óãëîì. Áóäåì
íàçûâàòü â äàëüíåéøåì òàêóþ ñèñòåìó îðáèòàëüíîé ñèñòåìîé êî-
îðäèíàò.

Ðàñïîëîæåíèå ïëîñêîñòåé îðáèò Òðèòîíà è Ñîëíöà, à òàêæå
ïëîñêîñòè ãåîýêâàòîðà â îðáèòàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïîêàçàíî
íà ðèñ. 3.7.
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Ðèñ. 3.7. Ðàñïîëîæåíèå îñíîâíûõ ïëîñêîñòåé â òåîðèè äâèæåíèÿ Òðèòîíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç xg , yg , zg îñè ïëàíåòîöåíòðè÷åñêîé ãåîýêâàòî-
ðèàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ñâÿçü ýòèõ êîîðäèíàò ñ êîîðäèíàòà-
ìè îðáèòàëüíîé ñèñòåìû çàäàåòñÿ ïðÿìûì âîñõîæäåíèåì α0 è ñêëî-
íåíèåì δ0 îñè z. Ïåðåõîä ê êîîðäèíàòàì xg , yg , zg îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëàì

xg = − sinα0 x− cosα0 sin δ0 y + cosα0 cos δ0 z,

yg = cosα0 x− sinα0 sin δ0 y + sinα0 cos δ0 z,

zg = cos δ0 y + sin δ0 z.

(3.91)

Ïàðàìåòðû α0, δ0 çàðàíåå íåèçâåñòíû. Èõ ìîæíî îïðåäåëèòü òîëüêî
èç íàáëþäåíèé äâèæåíèÿ ñïóòíèêà.

Îñíîâíîé ôàêòîð íåñôåðè÷íîñòè Íåïòóíà — ýòî âòîðàÿ çîíàëü-
íàÿ ãàðìîíèêà ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ. Äîëãî-
ïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ýòîò ôàêòîð âûçâàòü
íå ìîæåò. Îñü ñèììåòðèè Íåïòóíà îñòàåòñÿ íåïîäâèæíîé â îðáè-
òàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò è îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè îðáèòû Òðè-
òîíà. Â èòîãå, â ýëåìåíòàõ êåïëåðîâñêîé îñêóëèðóþùåé îðáèòû íå
ìîæåò áûòü äîëãîïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèé, âûçâàííûõ íåñôå-
ðè÷íîñòüþ ïëàíåòû. Åñëè ïðåíåáðå÷ü âîçìóùåíèÿìè îò ïðèòÿæå-
íèÿ Ñîëíöà, òî äâèæåíèå ñïóòíèêà äîëæíî ïðîèñõîäèòü ïî ïëîñêîé
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îðáèòå, ïðåöåññèðóþùåé ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ è ïîñòî-
ÿííûì íàêëîíîì ê îñíîâíîé ïëîñêîñòè.

Â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ðàäèóñ îðáèòû a, íàêëîí I , àðãóìåíò
øèðîòû u, äîëãîòà âîñõîäÿùåãî óçëà Ω çàäàþò ïîëîæåíèå ñïóòíè-
êà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ïëàíåòû â îðáèòàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
Òðè èç ýòèõ âåëè÷èí ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âðåìåíè

I = I0 + δI(t),

u = u0 + u̇(t− t0) + δu(t),

Ω = Ω0 + Ω̇(t− t0) + δΩ(t),

(3.92)

ãäå I0, u0, u̇, Ω0, Ω̇ — ïîñòîÿííûå, t0 — íåêîòîðàÿ çàäàííàÿ íà÷àëü-
íàÿ ýïîõà, à δI(t), δu(t), δΩ(t) — äîëãîïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ.

Â ñèëó ïðèíÿòûõ óïðîùåíèé ôîðìóëû êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ
âûðîæäàþòñÿ â ñëåäóþùèå ïðîñòûå ñîîòíîøåíèÿ

x = a (cosu cosΩ− sinu sinΩ cos I),

y = a (cosu sinΩ+ sinu cosΩ cos I),

z = a sinu sin I.

(3.93)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè äâèæåíèÿ Òðèòîíà ïðè ñäåëàííûõ äî-
ïóùåíèÿõ îñòàåòñÿ îïðåäåëèòü äîëãîïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ
δI(t), δu(t), δΩ(t), îáóñëîâëåííûå ïðèòÿæåíèåì Ñîëíöà.

Ðàçëîæåíèå âîçìóùàþùåé ôóíêöèè R′ áûëî âçÿòî èç êíèãè
(Ìþððåé, Äåðìîòò, 2010). Ýòî ðàçëîæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðÿä
ïî ñòåïåíÿì îòíîøåíèÿ a/a′, ãäå a′ — áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáè-
òû Ñîëíöà âîêðóã ïëàíåòû. Ðÿä íà÷èíàåòñÿ ñ ÷ëåíà, ñîäåðæàùåãî
(a/a′)2.

Ñäåëàíû äîïîëíèòåëüíûå îáîñíîâàííûå óïðîùåíèÿ. Òàê êàê
áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû Òðèòîíà a = 354700 êì, à ñðåäíåå ðàñ-
ñòîÿíèå Íåïòóíà îò Ñîëíöà ñîñòàâëÿåò 4504449760 êì, òî a/a′ =

0.000078757455.
Â òåîðèè äâèæåíèÿ Òðèòîíà ïðåíåáðåãàåì áîëåå âûñîêèìè ñòå-

ïåíÿìè ýòîãî îòíîøåíèÿ è îñòàâëÿåì â ðàçëîæåíèè òîëüêî ÷ëåíû
ñ (a/a′)2. Êðîìå òîãî ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Ñîëíöå äâèæåòñÿ ïî êðóãî-
âîé îðáèòå â íåèçìåííîé ïëîñêîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç i′ è Ω′ íàêëîí
è äîëãîòó âîñõîäÿùåãî óçëà îðáèòû Ñîëíöà â îðáèòàëüíîé ñèñòåìå
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Òàáëèöà 3.2. Ïàðàìåòðû ìîäåëè äâèæåíèÿ Ñîëíöà ïî ñðåäíèì ýëåìåí-
òàì èç ðàáîòû (Simon et al., 1994) è îïðåäåëåííûå ñ ïîìîùüþ ýôåìåðèä

INPOP10.

Ïàðàìåòð Ïî ñðåäíèì Ïî ýôåìåðèäå

ýëåìåíòàì INPOP 10

a′, êì 4504449760 4499478064

i′, ãðàä 27.923658 27.923678

Ω′, ãðàä 200.788305 200.788181

u′
0, ãðàä 258.329018 258.727508

u̇′, ãðàä/ñóò 0.00598182615 0.00598084154

êîîðäèíàò. Ïîëàãàåì, ÷òî i′ è Ω′ ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûìè ïîñòîÿííû-
ìè âåëè÷èíàìè, à àðãóìåíò øèðîòû Ñîëíöà u′ åñòü èçâåñòíàÿ ëè-
íåéíàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè u′ = u′

0 + u̇′(t − tS), ãäå tS — íåêîòîðàÿ
çàäàííàÿ ýïîõà. Âåëè÷èíû i′ è Ω′, u′

0, u̇
′ ìîæíî îïðåäåëèòü, èñïîëü-

çóÿ ñðåäíèå ýëåìåíòû îðáèòû Íåïòóíà, êîòîðûå ìîæíî âçÿòü, íà-
ïðèìåð, èç ðàáîòû (Simon et al., 1994). Îäíàêî â ðàáîòå (Emelyanov,
Samorodov, 2015) ïàðàìåòðû ìîäåëè äâèæåíèÿ Ñîëíöà áûëè îïðå-
äåëåíû ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïî ãåëèîöåíòðè÷åñêèì êî-
îðäèíàòàì Ñîëíöà, âû÷èñëåííûì íà ðÿä ìîìåíòîâ âðåìåíè ñ øà-
ãîì 10 ñóòîê íà èíòåðâàëå âðåìåíè ñ 1800 ïî 2200 ãîä ñ ïîìîùüþ
ýôåìåðèä INPOP10 (Fienga et al., 2011). Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ äà-
íû â òàáë. 3.2. Äëÿ íà÷àëüíîé ýïîõè tS ïàðàìåòðà u′

0 âçÿò ìîìåíò
JD=2451545.0 (TT).

Â èòîãå ñäåëàííûõ óïðîùåíèé âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ ïðèíè-
ìàåò âèä

R′ =
Gm′

a′

( a

a′

)2 2∑
k=0

(2− δ0,k)
(2− k)!

(2 + k)!

2∑
p′=0

′

F2k1(I)F2kp′(i′)×

× cos[(2− 2p′)u′ + k(Ω′ − Ω)] ,

ãäå m′ — ìàññà Ñîëíöà, ñèìâîë Êðîíåêåðà δ0,k = 1 ïðè k = 0 è
δ0,k = 0 ïðè k ̸= 0, à øòðèõ ó çíàêà âòîðîé ñóììû îçíà÷àåò, ÷òî
ïðîïóùåíî ñëàãàåìîå ïðè k = 0 è p′ = 1, ñîîòâåòñòâóþùåå âåêîâî-
ìó ÷ëåíó. ×åðåç F2k1(I) îáîçíà÷åíû ôóíêöèè íàêëîíà. Â ðåçóëüòàòå
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âûðàæåíèå ñîäåðæèò 8 ñëàãàåìûõ, äâà èç êîòîðûõ ðàâíû ìåæäó ñî-
áîé, ïîñêîëüêó F200(i

′) = F202(i
′). Íåîáõîäèìûå ôóíêöèè íàêëîíà

ìîæíî âçÿòü èç êíèãè (Êàóëà, 1970).
Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà îòíîñèòåëüíî δI(t), δu(t), δΩ(t) ðåøàëèñü

ìåòîäîì ìàëîãî ïàðàìåòðà. Îïðåäåëÿëèñü âîçìóùåíèÿ ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà îòíîñèòåëüíî ìàëîãî ïàðàìåòðà (m′/m)(a/a′)3. Êðîìå òîãî,
ïðèíèìàëîñü âî âíèìàíèå òî, ÷òî âåêîâûå âîçìóùåíèÿ îò âòîðîé
çîíàëüíîé ãàðìîíèêè ñ êîýôôèöèåíòîì J2 â ýëåìåíòàõ u, Ω çàâèñÿò
îò ýëåìåíòà I(t), êîòîðûé ïîäâåðæåí äîëãîïåðèîäè÷åñêèì âîçìó-
ùåíèÿì. Çäåñü ôàêòè÷åñêè îïðåäåëÿëèñü âîçìóùåíèÿ âòîðîãî ïî-
ðÿäêà â ìåòîäå ìàëîãî ïàðàìåòðà Ïóàíêàðå ïî ñïîñîáó Ïóàññîíà,
êàê ïðåäïèñàíî âûøå. Ýòè âîçìóùåíèÿ ñîäåðæàòñÿ â îáùèõ ôîð-
ìóëàõ (3.60), (3.64). Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàëèñü òàêæå êîìáèíèðî-
âàííûå âîçìóùåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíûå (m′/m)(a/a′)3J2.

Äîëãîïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ îò Ñîëíöà îïðåäåëÿëèñü ñíà-
÷àëà â àíàëèòè÷åñêîì âèäå. Çàòåì â ïîëó÷åííûå ôîðìóëû áûëè
ïîäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ ïðèâåäåííûõ âûøå ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ
Ñîëíöà, à òàêæå íàéäåííûå èç íàáëþäåíèé çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ
äâèæåíèÿ Òðèòîíà. Â èòîãå îêàçàëîñü, ÷òî âîçìóùåíèÿ â ýëåìåí-
òàõ íà çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî ñëåäóþùèì
ïðîñòûì ôîðìóëàì:

δI(t) =
7∑

i=1

K
(i)
I cos

[
k
(i)
1 u′ + k

(i)
2 (Ω′ − Ω)

]
,

δu(t) =
7∑

i=1

K
(i)
u sin

[
k
(i)
1 u′ + k

(i)
2 (Ω′ − Ω)

]
,

δΩ(t) =
7∑

i=1

K
(i)
Ω sin

[
k
(i)
1 u′ + k

(i)
2 (Ω′ − Ω)

]
,

(3.94)

ãäå

u′ = u′
0 + u̇′(t− tS), Ω = Ω0 + Ω̇(t− t0). (3.95)

Âõîäÿùèå â ýòè ôîðìóëû êîýôôèöèåíòû äàíû â Òàáë. 3.3.
Ãðàôèêè èçìåíåíèé äîëãîïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèé îò ïðèòÿ-

æåíèÿ Ñîëíöà â ýëåìåíòàõ îðáèòû Òðèòîíà I , u, Ω íà èíòåðâàëå
âðåìåíè ñ 1800 ïî 2200 ãîä ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.8.

Â èòîãå áûëà ïîñòðîåíà àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèè äâèæåíèÿ ñïóò-
íèêà Íåïòóíà Òðèòîí. Ïðîèçâîëüíûìè ïîñòîÿííûìè òåîðèè áûëè
ïàðàìåòðû I0, u0, u̇, Ω0, Ω̇. Ïàðàìåòðû òåîðèè áûëè îïðåäåëåíû â
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Òàáëèöà 3.3. Êîýôôèöèåíòû â ôîðìóëàõ äëÿ äîëãîïåðèîäè÷åñêèõ âîçìó-
ùåíèé, îáóñëîâëåííûõ ïðèòÿæåíèåì Ñîëíöà.

i K
(i)
I , ãðàä K

(i)
u , ãðàä K

(i)
Ω , ãðàä k

(i)
1 k

(i)
2

1 0.0 -0.00012327 0.00063339 2 0

2 0.00096486 -0.00279450 -0.00178905 2 1

3 0.00664661 -0.04335622 -0.01560091 0 1

4 0.00004687 -0.00017215 -0.00009186 -2 1

5 0.00095976 -0.00233686 -0.00218071 2 2

6 -0.00037627 0.00096231 -0.00037627 0 2

7 -0.00000225 0.00000730 0.00000536 -2 2

Ðèñ. 3.8. Äîëãîïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ îò ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà â ýëå-
ìåíòàõ îðáèòû Òðèòîíà.

ðàáîòå (Emelyanov, Samorodov, 2015) ïî âñåì èìåþùèìñÿ íàáëþäå-
íèÿì, âûïîëíåííûì íà èíòåðâàëå âðåìåíè 165 ëåò ñ 1847 ïî 2012
ãîä. Ïðè ýòîì â ÷èñëî îïðåäåëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ áûëè âêëþ÷åíû
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òàêæå ãåîýêâàòîèàëüíûå êîîðäèíàòû îñè z îðáèòàëüíîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò α0, δ0. Ýôåìåðèäà Òðèòîíà, îñíîâàííàÿ íà ðàññìîòðåí-
íîé àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè, íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ýôåìåðèä
äðóãèõ àâòîðîâ. Îòëè÷èÿ îáóñëîâëåíû ðàçíûì ñîñòàâîì èñïîëüçî-
âàííûõ íàáëþäåíèé.

Òàêèì îáðàçîì áûëî ïîêàçàíî ïðåèìóùåñòâî àíàëèòè÷åñêîé
òåîðèè ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîäåëÿìè äâèæåíèÿ, îñíîâàííûìè íà ÷èñ-
ëåííîì èíòåãðèðîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

Áîëåå ïîäðîáíî ñ ðàññìîòðåííîé çäåñü òåîðèåé ìîæíî ïîçíàêî-
ìèòüñÿ â ïóáëèêàöèè (Emelyanov, Samorodov, 2015).

3.13.2. Ìîäåëè ïðåöåññèðóþùèõ ýëëèïñîâ äëÿ áëèçêèõ
ñïóòíèêîâ Þïèòåðà

×åòûðå áëèçêèõ ñïóòíèêà Þïèòåðà äâèæóòñÿ âîêðóã ïëàíå-
òû ïî÷òè â ïëîñêîñòè ýêâàòîðà è ïî ïî÷òè êðóãîâûì îðáèòàì.
Â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ áîëüøèõ ïîëóîñåé îðáèò ýòî ñïóòíèêè Ìå-
òèñ, Àäðàñòåÿ, Àìàëüòåÿ è Òåáà. Â âîçìóùåíèÿõ êåïëåðîâñêèõ îð-
áèò ñïóòíèêîâ ïðåâàëèðóåò âëèÿíèå ñæàòèÿ Þïèòåðà. Çíà÷èòåëü-
íî ìåíüøèå âîçìóùåíèÿ îêàçûâàåò ïðèòÿæåíèå ìàññèâíûõ Ãàëèëå-
åâûõ ñïóòíèêîâ. Äåéñòâèå ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà âåñüìà ìàëî. Â ðà-
áîòå (Jacobson, 1997) ñîîáùàëîñü î ïîñòðîåíèè òåîðèè äâèæåíèÿ
áëèçêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà. Ïðèìåíåíû ìîäåëè ïðåöåññèðóþùèõ
ýëëèïñîâ ñ ó÷åòîì âåêîâûõ âîçìóùåíèé îò íåñôåðè÷íîñòè Þïè-
òåðà, ïðèòÿæåíèÿ Ãàëèëååâûõ ñïóòíèêîâ è Ñîëíöà. Ñêîðîñòè ïðå-
öåññèè ω̇, Ω̇ îïðåäåëåíû ïî òåîðèè âîçìóùåíèé. Èññëåäîâàòåëè èç
Òîìñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (ÒÃÓ) Â. À. Àâäþøåâ è
Ì. À. Áàíüùèêîâà (Àâäþøåâ, Áàíüùèêîâà, 2008) ïîñòðîèëè íîâóþ
ìîäåëü äâèæåíèÿ ÷åòûðåõ áëèçêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà. Óðàâíå-
íèÿ äâèæåíèÿ ðåøàëèñü ìåòîäîì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïà-
ðàìåòðû äâèæåíèÿ óòî÷íåíû íà îñíîâå âñåõ èìåâøèõñÿ ê 2008 ãî-
äó íàçåìíûõ íàáëþäåíèé. Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî â çàäà÷å èìååòñÿ
íåñêîëüêî ðåøåíèé, ïðèìåðíî îäèíàêîâî õîðîøî ïðåäñòàâëÿþùèõ
íàáëþäåíèÿ. Âûáðàíî îäíî èç ðåøåíèé. Íà åãî îñíîâå ïîñòðîåíû
ýôåìåðèäû íà èíòåðâàëå âðåìåíè ñ 1954 ïî 2034 ãîä. Ýôåìåðèäû
ïðåäñòàâëåíû â ôîðìå ðàçëîæåíèé ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàíåòîöåíòðè-
÷åñêêèõ êîîðäèíàò ñïóòíèêîâ â ðÿäû ïî ïîëèíîìàì ×åáûøåâà.

Â ñîâðåìåííîé ðàáîòå (Jacobson, 2013) îáúÿâëåíî î ñîçäàíèè
ýôåìåðèä Ãàëèëååâûõ è áëèçêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà ñ ïîìîùüþ
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íà îñíîâå âñåõ
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èìåþùèõñÿ íàçåìíûõ íàáëþäåíèé è íàáëþäåíèé ñ ïîìîùüþ êîñ-
ìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ. Ýòè ýôåìåðèäû ñïóòíèêîâ äîñòóïíû ÷åðåç
Èíòåðíåò â ñëóæáå Äàííûå Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû JPL (Jet Propulsion
Laboratory, NASA, USA). Ñëóæáà îïèñàíà â ñòàòüå (Giorgini et al.,
1997).

Â ðàáîòå àâòîðà (Åìåëüÿíîâ, 2015) ñäåëàíî ïðåäñòàâëåíèå ýôå-
ìåðèä JPL (Jacobson, 2013) è ýôåìåðèä (Àâäþøåâ, Áàíüùèêîâà,
2008) äâóìÿ ìîäåëÿìè: ïðåöåññèðóþùèì ýëëèïñîì (ÏÝ) è ìîäå-
ëüþ, îñíîâàííîé íà ðåøåíèè îáîáùåííîé çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæ-
íûõ öåíòðîâ è ó÷èòûâàþùåé ïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ, êîòîðóþ
ìû îáîçíà÷èëè áóêâàìè ÓÌ (óòî÷íåííàÿ ìîäåëü). Ýôåìåðèäû (Àâ-
äþøåâ, Áàíüùèêîâà, 2008), ïðåäñòàâëåíûå â ôîðìå ðàçëîæåíèé
ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàíåòîöåíòðè÷åñêêèõ êîîðäèíàò ñïóòíèêîâ â ðÿ-
äû ïî ïîëèíîìàì ×åáûøåâà, áûëè ïåðåäàíû àâòîðó ðàáîòû (Åìå-
ëüÿíîâ, 2015).

Ñ ïîìîùüþ êàæäîãî èç äâóõ âàðèàíòîâ ýôåìåðèä áûëè ñîñòàâëå-
íû òàáëèöû ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàíåòîöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ÷åòû-
ðåõ áëèçêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà íà èíòåðâàëå âðåìåíè ñ 1 àâãóñòà
2014 ãîäà ïî 1 ÿíâàðÿ 2016 ãîäà ñ øàãîì 0.1 ñóòîê. Ýôåìåðèäû JPL
áûëè ïîëó÷åíû ÷åðåç Èíòåðíåò 3 àïðåëÿ 2014 ãîäà. Ïî ýòèì äàííûì
ìåòîäîì äèôôåðåíöèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ áûëè íàéäåíû ïàðàìåòðû
êàæäîé èç äâóõ ìîäåëåé. Â ÷èñëî îïðåäåëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ áû-
ëè âêëþ÷åíû òàêæå ãåîýêâàòîðèàëüíûå êîîðäèíàòû α0, δ0 ïîëþñà
Þïèòåðà. Ýòè êîîðäèíàòû ôàêòè÷åñêè îïðåäåëÿþò òó îñü, âîêðóã
êîòîðîé ïðåöåññèðóåò ïëîñêîñòü îðáèòû ñ ïîñòîÿííûì íàêëîíîì
ê ýêâàòîðó ïëàíåòû. Äëÿ êàæäîãî èç ÷åòûðåõ ñïóòíèêîâ îòäåëüíî
îïðåäåëÿëèñü α0, δ0. Ïðè ýòîì ãåîýêâàòîð ñ÷èòàëñÿ íåïîäâèæíûì
è çàäàííûì íà ýïîõó J2000.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ìîäåëè ïðåöåññèðóþùåãî ýëëèïñà ôàê-
òè÷åñêè ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî âåêîâûå âîçìóùåíèÿ. Â ìîäåëè, îñ-
íîâàííîé íà ðåøåíèè îáîáùåííîé çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåí-
òðîâ, ó÷èòûâàþòñÿ òàêæå êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ ïåð-
âîãî ïîðÿäêà, îáóñëîâëåííûå âòîðîé çîíàëüíîé ãàðìîíèêîé ðàçëî-
æåíèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû. Â îïîðíûõ ìîäåëÿõ
JPL è ÒÃÓ ó÷èòûâàþòñÿ òàêæå è äðóãèå âîçìóùåíèÿ îò íåñôåðè÷-
íîñòè Þïèòåðà, îò ïðèòÿæåíèÿ Ãàëèëååâûõ ñïóòíèêîâ è Ñîëíöà.
Ïîýòîìó ðàññîãëàñîâàíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ ðåçóëüòàòàìè
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ îáóñëîâëåíû ðàçëè÷èÿìè â ó÷èòûâàå-
ìûõ âîçìóùàþùèõ ôàêòîðàõ.
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Òàáëèöà 3.4. Ñîãëàñîâàíèå ïðåäñòàâëåíèÿ ýôåìåðèä JPL (Jacobson, 2013)
è ÒÃÓ (Àâäþøåâ, Áàíüùèêîâà, 2008) äâóìÿ ïðèáëèæåííûìè ìîäåëÿìè:
ÏÝ — ìîäåëü ïðåöåññèðóþùåãî ýëëèïñà, ÓÌ — óòî÷íåííàÿ ìîäåëü, îñíî-

âàííàÿ íà ðåøåíèè îáîáùåííîé çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ.

JPL ÒÃÓ

Ñïóòíèê a σ̄ (ÏÝ) σ̄ (ÓÌ) σ̄ (ÏÝ) σ̄ (ÓÌ)

êì êì êì êì êì

Ìåòèñ 127978.9 0.49 0.47 0.64 0.48

Àäðàñòåÿ 128979.9 0.49 0.48 1.87 0.58

Àìàëüòåÿ 181365.5 2.82 2.71 2.89 2.73

Òåáà 221888.2 12.98 12.55 12.98 12.62

Â ðåçóëüòàòå äëÿ ÷åòûðåõ ñïóòíèêîâ íà îñíîâå êàæäîãî èç äâóõ
èñòî÷íèêîâ ýôåìåðèä, JPL è ÒÃÓ, ïî äâóì ìîäåëÿì äâèæåíèÿ áû-
ëè îïðåäåëåíû 11 ïàðàìåòðîâ: äåâÿòü ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ïðåöåñ-
ñèðóþùåãî ýëëèïñà ā, n̄, e, i , M0, ω0, ω̇, Ω0, Ω̇ è ïàðàìåòðû α0, δ0.
Â ïðîöåññå óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ îïðåäåëÿëàñü ñðåäíåêâàäðàòè÷-
íàÿ âåëè÷èíà σ̄ îòêëîíåíèé ìîäåëüíûõ êîîðäèíàò îò îïîðíûõ, âû-
÷èñëåííûõ èç ýôåìåðèä. Îòêëîíåíèå äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè
ýôåìåðèä âû÷èñëÿëîñü êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó ìîäåëüíûìè è ýôå-
ìåðèäíûìè ïîëîæåíèÿìè è èçìåðÿëîñü â êèëîìåòðàõ.

Âåëè÷èíà σ̄ ïîêàçûâàåò òî÷íîñòü ñîãëàñîâàíèÿ àíàëèòè÷åñêîé
ìîäåëè ñ îïîðíîé ìîäåëüþ, îñíîâàííîé íà ÷èñëåííîì èíòåãðèðî-
âàíèè. Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ñïóòíèêîâ äàíû â òàáë. 3.4. Â ýòîé
òàáëèöå ïðèâîäÿòñÿ òàêæå çíà÷åíèÿ áîëüøîé ïîëóîñè a, ïîëó÷åí-
íûå äëÿ ìîäåëè ïðåöåññèðóþùåãî ýëëèïñà èç ýôåìåðèä JPL.

Ðåçóëüòàòû, äàííûå â òàáë. 3.4, ïîêàçûâàþò, ÷òî ðàññîãëàñîâà-
íèå àíàëèòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ ýôåìåðèäàìè òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå
áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû. Ýòî ëåãêî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî ïðè óâåëè-
÷åíèè áîëüøîé ïîëóîñè îðáèòû áëèçêîãî ñïóòíèêà äâèæåíèå ïðî-
èñõîäèò âñå áëèæå ê îðáèòàì Ãàëèëååâûõ ñïóòíèêîâ, âîçìóùàþ-
ùåå äåéñòâèå êîòîðûõ çíà÷èòåëüíî è íå ó÷èòûâàåòñÿ â àíàëèòè÷å-
ñêèõ ìîäåëÿõ. Ïîñêîëüêó ðàññîãëàñîâàíèÿ, âûçâàííûå ðàçëè÷èÿìè
â ó÷èòûâàåìûõ âîçìóùàþùèõ ôàêòîðàõ, ïðåâàëèðóþò, âåëè÷èíà σ̄

ëèøü íåìíîãî ìåíüøå â ìîäåëè, îñíîâàííîé íà ðåøåíèè îáîáùåí-
íîé çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ, ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîäåëüþ
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ïðåöåññèðóþùåãî ýëëèïñà. Îáå ìîäåëè ñ ïî÷òè îäèíàêîâîé òî÷íî-
ñòüþ ïðåäñòàâëÿþò äâèæåíèå áëèçêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà.

×òîáû îöåíèòü íàéäåííûå ðàññîãëàñîâàíèÿ ìîäåëåé â ìàñøòà-
áå ãåîöåíòðè÷åñêèõ óãëîâûõ êîîðäèíàò ñïóòíèêîâ ñëåäóåò ó÷èòû-
âàòü, ÷òî 1 ñåêóíäà äóãè ñîîòâåòñòâóåò 3800 êì íà ñðåäíåì ðàññòî-
ÿíèè Þïèòåðà îò Çåìëè. Ðàññîãëàñîâàíèå â 12 êì íà îðáèòå ñïóò-
íèêà ñîîòâåòñòâóåò ðàçíîñòè ãåîöåíòðè÷åñêèõ óãëîâûõ êîîðäèíàò â
0.003 ñåêóíäû äóãè. Òàêàÿ ðàçíîñòü ïî êðàéíåé ìåðå â 50 ðàç ìåíü-
øå òî÷íîñòè èìåþùèõñÿ íàçåìíûõ íàáëþäåíèé áëèçêèõ ñïóòíèêîâ
Þïèòåðà.

Ïàðàìåòðû ïðåöåññèðóþùèõ ýëëèïñîâ, êîòîðûå áûëè îïðåäåëå-
íû ïî ýôåìåðèäàì JPL è ÒÃÓ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ýôåìåðèä ïî ïðîñòûì ôîðìóëàì êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ íà ëþáîé
ìîìåíò âðåìåíè. Äëÿ ýòîãî â òàáë. 3.5, 3.6 ìû ïðèâîäèì íàéäåííûå
çíà÷åíèÿ ñ íåîáõîäèìûì ÷èñëîì çíà÷àùèõ öèôð äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ýôåìåðèä. Ïàðàìåòðû ðàçëè÷àþòñÿ äëÿ ðàçíûõ ìîäåëåé è ðàçíûõ
îïîðíûõ ýôåìåðèä, îäíàêî êàæäûé íàáîð ïàðàìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ ñà-
ìîñîãëàñîâàííûì.

Êîîðäèíàòû ïîëþñà Þïèòåðà α0, δ0, ïîëó÷åííûå ïî ýôåìåðèäàì
JPL, îêàçàëèñü ïî÷òè îäèíàêîâûìè äëÿ ÷åòûðåõ ñïóòíèêîâ è äâóõ
ìîäåëåé, à èìåííî α0 = 268.057 ãðàä, δ0 = 64.497 ãðàä. Ïî ýôåìå-
ðèäàì ÒÃÓ êîîðäèíàòû ïîëþñà Þïèòåðà ïîëó÷èëèñü ñëåäóþùèìè:
α0 = 268.049 ãðàä, δ0 = 64.489 ãðàä.

Â ðàáîòå (Åìåëüÿíîâ, 2015) ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñïóòíèêîâ Ìåòèñ
è Àäðàñòåÿ ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ èìååò ëèáðàöèîííûé õàðàêòåð èç-
ìåíåíèÿ âî âðåìåíè. Èçìåíåíèå ñðåäíåé àíîìàëèè ñïóòíèêà Òåáà
èìååò öèðêóëÿöèîííûé õàðàêòåð. Äëÿ ñïóòíèêà Àìàëüòåÿ èçìåíå-
íèå ýêñöåíòðèñèòåòà è ñðåäíåé àíîìàëèè ïî÷òè ñîâïàäàåò ñ ñåïàðà-
òðèñíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

3.13.3. Ñïåöèàëüíûå àíàëèòè÷åñêèå òåîðèè ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ
áîëüøèõ ïëàíåò, ó÷èòûâàþùèå âçàèìíîå ïðèòÿæåíèå
ñïóòíèêîâ

Âçàèìíîå ïðèòÿæåíèå ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ â èçâåñòíûõ àíàëè-
òè÷åñêèõ òåîðèÿõ ñïóòíèêîâ ó÷èòûâàëîñü ñïåöèàëüíûìè ìåòîäàìè
òåîðèè âîçìóùåíèé. Íå âäàâàÿñü â ïîäðîáíîñòè ýòèõ ìåòîäîâ, êðàò-
êî îïèøåì, ÷òî áûëî ñäåëàíî.

Äëÿ Ãàëèååâûõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà àíãëèéñêèì èññëåäîâàòåëåì
Samspon R.A. â 1921 ãîäó (Sampson, 1921) áûë ïðåäëîæåí íåêîòî-
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Òàáëèöà 3.5. Ïàðàìåòðû ïðåöåññèðóþùåãî ýëëèïñà äëÿ ñïóòíèêîâ Þïè-
òåðà Ìåòèñ è Àäðàñòåÿ, ïîëó÷åííûå ïî ýôåìåðèäàì JPL (Jacobson, 2013)
è ÒÃÓ (Àâäþøåâ, Áàíüùèêîâà, 2008). Íà÷àëüíàÿ ýïîõà ýëåìåíòîâ (øêàëà

TT) 0 ÷àñîâ 1 àâãóñòà 2014 ã. (MJD=56870.0).

Ïàðàìåòð JPL ÒÃÓ

Ìåòèñ

ā, êì 127978.860 127978.870

e 0.000504857 0.001274382

i, ðàä 0.000213446 0.000348744

M0 , ðàä 3.813296566 0.527952271

ω0, ðàä 0.169346010 0.312420298

Ω0, ðàä 5.753821299 2.603426115

n̄, ðàä/ñóò 21.164087429 21.164083095

ω̇, ðàä/ñóò 0.300596369 0.300600575

Ω̇, ðàä/ñóò -0.149768271 -0.149770172

Àäðàñòåÿ

ā, êì 128979.903 128979.840

e 0.000180935 0.005415531

i, ðàä 0.000225599 0.007701531

M0 , ðàä 2.545515933 1.724761655

ω0, ðàä 3.034354065 2.395080996

Ω0, ðàä 5.712371588 0.919577232

n̄, ðàä/ñóò 20.919404709 20.919415107

ω̇, ðàä/ñóò 0.292385013 0.292382363

Ω̇, ðàä/ñóò -0.145685219 -0.145690358

ðûé ýâðèñòè÷åñêèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äâè-
æåíèÿ ñïóòíèêîâ. Ñèñòåìà êîîðäèíàò ïðèíèìàëàñü öèëèíäðè÷å-
ñêîé, îñíîâíàÿ ïëîñêîñòü — ïëîñêîñòü ýêâàòîðà Þïèòåðà. Ðåøå-
íèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ÷åòûðåõ Ãàëèëååâûõ
ñïóòíèêîâ íàõîäèëîñü â âèäå ðÿäîâ Ïóàññîíà ñ ïîëèíîìèàëüíûìè
è òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè àðãóìåíòàìè. Ïðèìåíÿëèñü ðàçëîæåíèÿ â
ðÿäû ïî ñòåïåíÿì ìàëûõ ïàðàìåòðîâ, ìàëîñòü êîòîðûõ îáåñïå÷èâà-
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Òàáëèöà 3.6. Ïàðàìåòðû ïðåöåññèðóþùèõ ýëëèïñîâ áëèçêèõ ñïóòíèêîâ
Þïèòåðà Àìàëüòåÿ è Òåáà, ïîëó÷åííûå ïî ýôåìåðèäàì JPL (Jacobson,
2013) è ÒÃÓ (Àâäþøåâ, Áàíüùèêîâà, 2008). Íà÷àëüíàÿ ýïîõà ýëåìåíòîâ

(øêàëà TT) 0 ÷àñîâ 1 àâãóñòà 2014 ã. (MJD=56870.0).

Ïàðàìåòð JPL ÒÃÓ

Àìàëüòåÿ

ā, êì 181365.552 181365.561

e 0.003426003 0.004079207

i, ðàä 0.006565694 0.005659253

M0 , ðàä 3.839867712 4.038848183

ω0, ðàä 4.598920930 4.476760700

Ω0, ðàä 4.630652745 4.556545020

n̄, ðàä/ñóò 12.568437183 12.568436283

ω̇, ðàä/ñóò 0.087582088 0.087583381

Ω̇, ðàä/ñóò -0.043716407 -0.043716439

Òåáà

ā, êì 221888.173 221888.157

e 0.017531954 0.016117934

i, ðàä 0.018706263 0.019443802

M0 , ðàä 1.526572934 1.603754238

ω0, ðàä 4.294075517 4.238345375

Ω0, ðàä 4.125853541 4.115550534

n̄, ðàä/ñóò 9.293210969 9.293215547

ω̇, ðàä/ñóò 0.043193094 0.043188124

Ω̇, ðàä/ñóò -0.021577028 -0.021574888

ëàñü ìàëûìè ýêñöåíòðèñèòåòàìè è íàêëîíàìè îðáèò. Âïîñëåäñòâèè
ýòà òåîðèÿ áûëà ðàçâèòà â ðàáîòå (Lieske, 1977) ñ ïðèìåíåíèåì ìå-
òîäîâ êîìïüþòåðíîé àëãåáðû. Ôîðìóëû ýòîé òåîðèè ñîäåðæàëè 49
ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå óòî÷íÿëèñü èç âñåõ èìåâøèõñÿ òî-
ãäà íàáëþäåíèé. Â ðàáîòå (Arlot, 1982) ïàðàìåòðû òåîðèè áûëè çà-
íîâî ïåðåóòî÷íåíû íà îñíîâå âñåõ ïðåäûäóùèõ è íîâûõ ê òîìó âðå-
ìåíè íàáëþäåíèé.
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Äëÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà àíàëèòè÷åñêèå òåîðèè ñòðîè-
ëèñü ìåòîäàìè òåîðèè âîçìóùåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëîæåíèé
ïî ñòåïåíÿì ðàçëè÷íûõ ìàëûõ ïàðàìåòðîâ (Harper, Taylor, 1993).
Çàñëóæèâàåò îñîáîãî âíèìàíèÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíè-
êîâ Ñàòóðíà ïîñòðîåííàÿ â ðàáîòå (Vienne, Duriez, 1995). Â ýòîé
ðàáîòå îñíîâíûå ÷àñòîòû òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ, ïðåäñòàâëÿ-
þùèõ âîçìóùåíèÿ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû ñïóòíèêîâ,
íàõîäèëèñü ìåòîäàìè àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè, à àìïëèòóäû óòî÷íÿ-
ëèñü ïî ìîäåëè äâèæåíèÿ, ïîñòðîåííîé ìåòîäîì ÷èñëåííîãî èíòå-
ãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Òåîðèÿ ïîëó÷èëà íàçâàíèå «ñèí-
òåòè÷åñêîé».

Äëÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ áûëà ïî-
ñòðîåíà ìåòîäîì âåêîâûõ âîçìóùåíèé Ëàãðàíæà – Ëàïëàñà. Ýòîò
ìåòîä îïèñàí â êíèãàõ (Äóáîøèí, 1975; Ñóááîòèí, 1968), à ïîñòðî-
åííàÿ òåîðèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ — â ðàáîòå (Laskar, Jacobson,
1987).

3.14. Âëèÿíèå ïðèëèâîâ â âÿçêî-óïðóãèõ òåëàõ
ïëàíåòû è ñïóòíèêà íà åãî îðáèòàëüíîå
äâèæåíèå

3.14.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î âëèÿíèè ïðèëèâîâ

Çàäà÷à î âëèÿíèè ïðèëèâîâ â âÿçêî-óïðóãèõ òåëàõ ïëàíåòû è
ñïóòíèêà íà åãî îðáèòàëüíîå äâèæåíèå â ïîñëåäíåå âðåìÿ ñòàëà
âåñüìà àêòóàëüíîé. Òî÷íîñòü íàáëþäåíèé ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Þïè-
òåðà, Ñàòóðíà, Óðàíà è Íåïòóíà âîçðîñëà. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì óâåëè÷èëñÿ èíòåðâàë âðåìåíè íàáëþäåíèé. Ýòîò
ïðîãðåññ ñòàë îñíîâàíèåì äëÿ ïîïûòîê îïðåäåëåíèÿ èç íàáëþäåíèé
ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïëàíåò è ñïóòíèêîâ, îò êîòîðûõ çàâèñÿò ñè-
ëû ïðèëèâíîãî òðåíèÿ. Ïðèëèâíîé ãîðá äâèæåòñÿ â íåáåñíîì òåëå,
ñîçäàâàÿ ìîìåíò ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ñïóòíèê. Äâèæåíèå ñïóòíè-
êà çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ ïðèëèâíûõ äåôîðìàöèé. Ïîýòîìó ìîæíî
ðåøàòü îáðàòíóþ çàäà÷ó: îðåäåëÿòü ýòè ïàðàìåòðû ïî íàáëþäåíèÿì
äâèæåíèÿ ñïóòíèêà. Ñèëà ïðîïîðöèîíàëüíà îòíîøåíèþ k2/Q, ãäå
k2 — ÷èñëî Ëÿâà, õàðàêòåðèçóþùåå äåôîðìèðóåìîñòü òåëà, à Q —
âåëè÷èíà, íàçûâàåìàÿ äîáðîòíîñòüþ, õàðàêòåðèçóåò âÿçêîñòü âåùå-
ñòâà. Èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïî íàáëþäåíèÿì íåëüçÿ
ïîëó÷èòü îòäåëüíî k2 è Q, à òîëüêî èõ îòíîøåíèå k2/Q.
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Â ðàáîòå (Lainey et al., 2009) ïî âñåì èìåþùèìñÿ ê òîìó âðåìå-
íè àñòðîìåòðè÷åñêèì íàáëþäåíèÿì Ãàëèëååâûõ ñïóòíèêîâ Þïèòå-
ðà áûëè îïðåäåëåíû îòíîøåíèÿ k2/Q äëÿ Þïèòåðà è äëÿ åãî ñïóò-
íèêà Io. Äëÿ Þïèòåðà ïîëó÷åíî k2/Q = (1.102 ± 0.203) · 10−5, äëÿ
Èî k2/Q = 0.015± 0.003.

Â ðàáîòå (Lainey et al., 2012) òàêæå íà îñíîâå àñòðîìåòðè÷åñêèõ
íàáëþäåíèé ïîëó÷åíî íîâîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà âÿçêîñòè Ñàòóðíà
êîòîðîå ïðèìåðíî â 10 ðàç áîëüøå, ÷åì îáû÷íî ïðèíèìàåìîå çíà-
÷åíèå, óñòàíîâëåííîå èç òåîðåòè÷åñêèõ ïðåäïîñûëîê. Ïóáëèêóåòñÿ
ñëåäóþùåå çíà÷åíèå: k2/Q = (2.3± 0.7) · 10−4.

Â ýòîé æå ðàáîòå (Lainey et al., 2012) ïîëó÷åíî íåîæèäàííî âû-
ñîêîå çíà÷åíèå âåêîâîãî óñêîðåíèÿ ñïóòíèêà Ìèìàñ, îáóñëîâëåí-
íîå ïðèëèâàìè â òåëå ñïóòíèêà.

Ïðè îïðåäåëåíèè ïàðàìåòðîâ èç íàáëþäåíèé îáû÷íî âûïîëíÿ-
þò ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â ïðÿìîóãîëü-
íûõ êîîðäèíàòàõ. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî âûðàæåíèå äëÿ âîçìóùàþ-
ùåãî óñêîðåíèÿ, îáóñëîâëåííîãî ïðèëèâíûìè ñèëàìè. Òàêèå óðàâ-
íåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû óæå äàâíî íåñêîëüêèìè àâòîðàìè. Íèæå öè-
òèðóþòñÿ ñîîòâåñòâóþùèå ðàáîòû.

Ýâîëþöèþ îðáèòû ñïóòíèêà ïîä äåéñòâèåì ïðèëèâíûõ ñèë
óäîáíî èçó÷àòü ïî èçìåíåíèþ äâóõ êëþ÷åâûõ ïàðàìåòðîâ: áîëüøîé
ïîëóîñè a è ýêñöåíòðèñèòåòó e îðáèòû. Èçìåíåíèÿ èìåííî ýòèõ
äâóõ ïàðàìåòðîâ îïðåäåëÿþò ñóäüáó ñïóòíèêà: îí ëèáî ïàäàåò íà
ïëàíåòó, ëèáî óäàëÿåòñÿ îò íåå. Ñ ýòîé öåëüþ â ðÿäå ðàáîò âûâå-
äåíû äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ýòèõ ýëåìåíòîâ.
Ïðåíåáðåãàÿ ìàëûìè êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèìè âîçìóùåíèÿìè, ïî-
ëó÷àþò äâà óðàâíåíèÿ âèäà

da

dt
=

k2
Q
Aa(a, e),

de

dt
=

k2
Q
Ae(a, e).

Òàêèå óðàâíåíèÿ ñîñòàâëÿþòñÿ îòäåëüíî äëÿ çàäà÷è ó÷åòà ïðèëè-
âîâ â òåëå ïëàíåòû è çàäà÷è ó÷åòà ïðèëèâîâ â òåëå ñïóòíèêà. Â
äâóõ ýòèõ çàäà÷àõ óðàâíåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûìè. Îäíàêî ìîæ-
íî ñîâìåñòíî ó÷åñòü îáà ýôôåêòà â îäíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé.

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ êåïëå-
ðîâñêîé îðáèòû â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å âñòðå÷àþòñÿ â ðàíåå
îïóáëèêîâàííûõ ðàáîòàõ. Â ÷àñòíîñòè, îíè ïðèâîäÿòñÿ â ðàáîòå
(Lainey et al., 2012) ñî ññûëêîé íà èñòî÷íèê ôîðìóë (Kaula, 1964) â
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ñëó÷àå ïðèëèâîâ â òåëå ïëàíåòû è íà èñòî÷íèê (Peale, Cassen, 1978)
â ñëó÷àå ïðèëèâîâ â òåëå ñïóòíèêà.

Â öèòèðîâàííûõ çäåñü ðàáîòàõ óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ýëåìåí-
òîâ îðáèòû âûâîäÿòñÿ îòäåëüíî îò óðàâíåíèé â ïðÿìîóãîëüíûõ êî-
îðäèíàòàõ, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé, êàê
ôóíêöèé îò a è e.

Ñ öåëüþ ðàçâèòèÿ ìåòîäîâ, âûÿñíåíèÿ âîçìîæíîñòåé îïðåäå-
ëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ïðèëèâíîãî òðåíèÿ èç íàáëþäåíèé è èçó÷åíèÿ
ýâîëþöèè îðáèò áûëî áû èíòåðåñíî ñðàâíèòü ìåæäó ñîáîé ðåøå-
íèå óðàâíåíèé â êîîðäèíàòàõ è ðåøåíèå óðàâíåíèé â ýëåìåíòàõ
êåïëåðîâñêîé îðáèòû. Èìåííî òàêàÿ öåëü áûëà ïîñòàâëåíà â ðàáî-
òå (Emelyanov, 2018). Â ýòîé ðàáîòå çàíîâî âûâåäåíû äèôôåðåí-
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå èçìåíåíèÿ áîëüøîé ïîëóîñè
è ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû ñïóòíèêà, îáóñëîâëåííûå ïðèëèâàìè â
âÿçêî-óïðóãèõ òåëàõ ïëàíåòû è ñïóòíèêà. Ðàññìîòðèì çäåñü âûâî-
äû è ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå (Emelyanov, 2018).

3.14.2. Óðàâíåíèÿ â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ

Âîçüìåì äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ïëà-
íåòû â ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàíåòîöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, èñïîëü-
çóÿ ðåçóëüòàòû ðÿäà ðàáîò.

Óðàâíåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, áûëè âûâå-
äåíû â ðàáîòå (Mignard, 1979). Ðàññìàòðèâàëîñü âëèÿíèå ïðèëè-
âîâ â âÿçêî-óïðóãîì òåëå Çåìëè íà äâèæåíèå Ëóíû. Âîñïîëüçóåì-
ñÿ ôîðìóëîé (5) èç ýòîé ðàáîòû. Äàëåå ðàññìàòðèâàåìàÿ òåîðèÿ áû-
ëà ðàçâèòà â ðàáîòå (Mignard, 1980).

Ïîçæå çàäà÷à î âëèÿíèè ïðèëèâîâ â òåëå Ìàðñà íà äâèæåíèå
Ôîáîñà áûëà ðåøåíà â ðàáîòå (Lainey, Dehant, Patzold, 2007). Àâ-
òîðû ýòîé ðàáîòû âîñïðîèçâåëè è èñïîëüçîâàëè óðàâíåíèÿ äâèæå-
íèÿ ñïóòíèêà â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ ñî ññûëêîé íà ðàáîòó
(Mignard, 1980). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ èäåíòè÷íàÿ ôîðìóëà â ðàáîòå
(Lainey, Dehant, Patzold, 2007) èìååò íîìåð (3).

Àâòîðû ðàáîòû (Lainey et al., 2009a) îáîáùèëè ôîðìóëû äëÿ
âîçìóùàþùåãî óñêîðåíèÿ ñî ñòîðîíû ïðèëèâîâ â òåëå ïëàíåòû íà
ñëó÷àé âëèÿíèÿ ïðèëèâîâ â âÿçêî-óïðóãîì òåëå ñïóòíèêà íà åãî îð-
áèòàëüíîå äâèæåíèå. Ïîäðîáíîãî âûâîäà ñäåëàíî íå áûëî. Ôîðìó-
ëû ïðîñòî áûëè îáúÿâëåíû è ïðèâåäåíû â Äîïîëíèòåëüíîì ìàòå-
ðèàëå ê ýòîé ðàáîòå áåç îáúÿñíåíèé (Lainey et al., 2009b). Ýòî ôîð-
ìóëû ñ íîìåðàìè (1) è (2). Îíè èìåþò îáùèé âèä äëÿ âëèÿíèÿ
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ïðèëèâîâ â òåëå ïëàíåòû è äëÿ âëèÿíèÿ ïðèëèâîâ â òåëå ñïóòíè-
êà. Ïîçæå ýòè æå óðàâíåíèÿ â èäåíòè÷íîì âèäå áûëè äàíû òàêæå â
ðàáîòå (Lainey et al., 2012). Òàì îíè òàêæå èìåþò íîìåðà (1) è (2).

Âîñïîëüçóåìñÿ îáùèì âèäîì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñïóòíèêà
ïëàíåòû, ïðèâåäåííûì â ðàáîòàõ (Lainey et al., 2009) è (Lainey et
al., 2012). Ââåäåì ïàðó óïðîùåíèé, îñòàâëÿÿ â ôîðìóëàõ òîëüêî ÷ëå-
íû, ïðèíöèïèàëüíî âàæíûå äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà. Âî-ïåðâûõ,
îñòàâèì â óðàâíåíèÿõ òîëüêî ãëàâíûé ÷ëåí, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðè-
òÿæåíèþ ïëàíåòû, êàê ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, è ÷ëåíû, îïèñûâàþ-
ùèå ðàññìàòðèâàåìûå ïðèëèâíûå ýôôåêòû. Âo-âòîðûõ, ïðåíåáåæåì
ìàññîé ñïóòíèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé ïëàíåòû. Ýòî ïðåäïîëîæå-
íèå áëèçêî ê ðåàëüíîñòè: ìàññû ñïóòíèêîâ äåéñòâèòåëüíî ìàëû ïî
ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé ïëàíåòû. Äëÿ ôèãóðèðóþùèõ â ôîìóëàõ âå-
ëè÷èí áóäåì èñïîëüçîâàòü èíûå îáîçíà÷åíèÿ, ÷åì â öèòèðóåìûõ
çäåñü ðàáîòàõ. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, êàê è â öèòèðîâàííûõ âûøå
ðàáîòàõ, çàïèøåì îòíîñèòåëüíî ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò ñïóòíè-
êà â ïëàíåòîöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå. Äëÿ óäîáñòâà ðàññìîòðåíèÿ çà-
ïèøåì óðàâíåíèÿ îòäåëüíî äëÿ äâóõ çàäà÷: çàäà÷à î äâèæåíèè ñïóò-
íèêà ïîä äåéñòâèåì ïðèëèâîâ â âÿçêî-óïðóãîì òåëå ïëàíåòû è çàäà-
÷à î äâèæåíèè ñïóòíèêà ïîä äåéñòâèåì ïðèëèâîâ â âÿçêî-óïðóãîì
òåëå ñàìîãî ñïóòíèêà.

Â âûâîäèìûõ äàëåå ôîðìóëàõ ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáî-
çíà÷åíèÿ.
R — ðàäèóñ ïëàíåòû,
Rs — ðàäèóñ ñïóòíèêà,
GM — ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð ïëàíåòû,
Gs — ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð ñïóòíèêà,
a — áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû ñïóòíèêà,
n — ñðåäíåå äâèæåíèå ñïóòíèêà,
k2 — ÷èñëî Ëÿâà ïëàíåòû (áåçðàçìåðíûé),
k
(s)
2 — ÷èñëî Ëÿâà ñïóòíèêà,

∆tp — временно́е çàïàçäûâàíèå ïðèëèâà â òåëå ïëàíåòû,
∆ts — временно́е çàïàçäûâàíèå ïðèëèâà â òåëå ñïóòíèêà,
Qp — ïàðàìåòð âÿçêîñòè ïëàíåòû,
Qs — ïàðàìåòð âÿçêîñòè ñïóòíèêà,
ΩΩΩ — âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïëàíåòû,
ΩΩΩs — âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ñïóòíèêà.
Âåëè÷èíû ∆tp, ∆ts ñ÷èòàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè. Äëÿ ñïóòíèêà áó-
äåì çàäàâàòü âåêòîð ïîëîæåíèÿ r è âåêòîð ñêîðîñòè v.
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Ñîãëàñíî îáùèì ôîðìóëàì (1) è (2) ðàáîò (Lainey et al., 2009)
è (Lainey et al., 2012) ïðè ñäåëàííûõ äîïóùåíèÿõ è â ïðèíÿòûõ
çäåñü îáîçíà÷åíèÿõ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïóò-
íèêà èìåþò âèä:
– â ñëó÷àå ïðèëèâîâ â òåëå ïëàíåòû

d2r
dt2

= −GM

r3
r− 3k2GsR

5

r8
∆tp

[
2r(r v)
r2

+ [r ΩΩΩ] + v
]
, (3.96)

– â ñëó÷àå ïðèëèâîâ â òåëå ñïóòíèêà

d2r
dt2

= −GM

r3
r− 3k

(s)
2 GMR5

s

r8
GM

Gs
∆ts

[
2r(r v)
r2

+ [r ΩΩΩs] + v
]
. (3.97)

Çäåñü âûðàæåíèÿ [r ΩΩΩ], [r ΩΩΩs] ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âåêòîðíûå ïðî-
èçâåäåíèÿ, à âûðàæåíèå (r v) — ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ.

Äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ ââåäåì åùå íåñêîëü-
êî íîâûõ îáîçíà÷åíèé è ñëåãêà ïðåîáðàçóåì ïîëó÷åííûå óðàâíå-
íèÿ. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íåêîòîðóþ ïðîèçâîëüíóþ âåëè÷èíó ā,
çíà÷åíèå êîòîðîé äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé ëó÷øå âûáðàòü ðàâíûì
íåêîòîðîìó ñðåäíåìó çíà÷åíèþ áîëüøîé ïîëóîñè îðáèòû ñïóòíè-
êà. Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì ñîîòíîøåíèåì äëÿ ýëåìåíòîâ êåïëå-
ðîâñêîé îðáèòû

n2a3 = GM .

Ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû Kp, Ks ñ ïîìî-
ùüþ âûðàæåíèé

Kp =
3R5

ā5
Gs

GM
, (3.98)

Ks =
3R5

s

ā5
GM

Gs
. (3.99)

Âëèÿíèå âÿçêî-óïðóãèõ ïðèëèâîâ íà îðáèòàëüíîå äâèæåèå ñïóò-
íèêà îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâîì äåôîðìèðóåìîñòè òåëà è ñâîéñòâîì
çàïàçäûâàíèÿ ïðèëèâíîé âîëíû. Äëÿ òåëà ïëàíåòû è òåëà ñïóòíè-
êà âëèÿíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ êîýôôèöèåíòàìè

K
(p)
2 = k2∆tp, (3.100)

K
(s)
2 = k

(s)
2 ∆ts, (3.101)

ñîîòâåòñòâåííî.
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Òåïåðü ñ íîâûìè îáîçíà÷åíèÿìè óðàâíåíèÿ ïðèìóò âèä:
– â ñëó÷àå ïðèëèâîâ â òåëå ïëàíåòû

d2r
dt2

= −GM

r3
r−K

(p)
2 Kp

ā5a3

r8
n2

[
2r(r v)
r2

+ [r ΩΩΩ] + v
]
, (3.102)

– â ñëó÷àå ïðèëèâîâ â òåëå ñïóòíèêà

d2r
dt2

= −GM

r3
r−K

(s)
2 Ks

ā5a3

r8
n2

[
2r(r v)
r2

+ [r ΩΩΩs] + v
]
. (3.103)

Â öèòèðóåìûõ âûøå ðàáîòàõ îáúÿñíåíî, êàê âðåìåíà çàïàçäû-
âàíèÿ ïðèëèâîâ ñâÿçàíû ñ ïàðàìåòðàìè âÿçêîñòè. Ñîãëàñíî ýòèì
îáúÿñíåíèÿì èìååì

∆tp =
1

2Qp(|ΩΩΩ| − n)
, ∆ts =

1

Qsn
. (3.104)

Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïëàíåòà âðàùàåòñÿ áûñòðåå, ÷åì ñïóòíèê
ïî îðáèòå. Â ýòîì ñëó÷àå ∆tp > 0.

Â ðàáîòå (Lainey et al., 2012) îòìå÷åíî, ÷òî âðåìåíà çàïàçäûâà-
íèÿ ïðèëèâîâ ∆tp, ∆ts çàâèñÿò îò òàê íàçûâàåìîé ïðèëèâíîé ÷à-
ñòîòû, ò.å. ñêîðîñòè ïðîáåãàíèÿ ïðèëèâíîé âîëíû ïî ïîâåðõíîñòè.
Çäåñü âîçìîæíû äâà âàðèàíòà ïðåäïîëîæåíèé. Ïåðâûé — ñ÷èòàåò-
ñÿ, ÷òî íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè ïîñòîÿííûìè îñòàþòñÿ
∆tp, ∆ts. Âî âòîðîì âàðèàíòå ïðåäïîëàãàþòñÿ ïîñòîÿííûìè êîýô-
ôèöèåíòû k2/Qp, k

(s)
2 /Qs. Îäíàêî ðàññìàòðèâàÿ ýâîëþöèþ îðáèò íà

óìåðåííûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè, âñå ýòè âåëè÷èíû ìîæíî ñ÷èòàòü
ïîñòîÿííûìè.

Â íàøèõ äàëüíåéøèõ àíàëèòè÷åñêèõ âûêëàäêàõ ìû íå ôèêñèðó-
åì, êàê êîýôôèöèåíòû K

(p)
2 , K(s)

2 çàâèñÿò îò ñêîðîñòè ïðîáåãàíèÿ
ïðèëèâíîé âîëíû.

Çàìåòèì, ÷òî â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ âìåñòî ïàðàìåòðà âÿçêîñòè Q

èñïîëüçóåòñÿ ïàðàìåòð arctanQ èëè arcsinQ. Òàêàÿ çàìåíà ïàðàìåò-
ðîâ â äàííîì èññëåäîâàíèè íå ñóùåñòâåííà.

3.14.3. Ðåøåíèå óðàâíåíèé â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ

Ðåøåíèå ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé íà äîñòàòî÷íî áîëüøîì èíòåð-
âàëå âðåìåíè ìîæåò äàòü íàì ïðåäñòàâëåíèå îá èçìåíåíèÿõ ïàðà-
ìåòðîâ îðáèòû ñïóòíèêà, âûçâàííûõ ïðèëèâàìè â âÿçêî-óïðóãèõ

160 Глава 3. Уравнения движения и аналитические теории



òåëàõ ïëàíåòû è ñïóòíèêà. Ýòî èìåííî òî, ÷òî èíòåðåñóåò èññëå-
äîâàòåëåé â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å. Ïîïûòàåìñÿ ïîëó÷èòü èñêî-
ìûå ñâîéñòâà äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ. Òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå
â äàííîì ñëó÷àå íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ ïðèìåíÿòü ìå-
òîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ìû âûïîëíèëè èíòåãðèðîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ (3.102), (3.103) íà íåêîòîðîì äîñòàòî÷íî áîëüøîì èíòåð-
âàëå âðåìåíè, âûäàâàÿ ïëàíåòîöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû è âåêòîð
ñêîðîñòè ñïóòíèêà íà ðÿä ìîìåíòîâ âðåìåíè, ðàñïðåäåëåííûõ ñ ïî-
ñòîÿííûì øàãîì. Íà êàæäûé òàêîé ìîìåíò ìû âû÷èñëÿëè îñêóëè-
ðóþùèå ýëåìåíòû êåïëåðîâñêîé îðáèòû. Âû÷èñëåíèÿ âûïîëíÿëèñü
äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà êîýôôöèåíòû K

(p)
2 , K(s)

2 ñ÷èòàþòñÿ ïî-
ñòîÿííûìè. Èçìåíåíèå ýëåìåíòîâ âî âðåìåíè áûëî ãëàâíîé öåëüþ
ïðîâîäèìûõ âû÷èñëåíèé. Íàñ èíòåðåñóåò ïðåæäå âñåãî èçìåíåíèå
áîëüøîé ïîëóîñè a è ýêñöåíòðèñèòåòà e.

Îðáèòû ðåàëüíûõ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà, Ñàòóðíà, Óðàíà
è Íåïòóíà èìåþò íåáîëüøèå íàêëîíû ê ïëîñêîñòÿì ýêâàòîðîâ ïëà-
íåò. Ðàññìîòðèì çäåñü íåêîòîðûé ãèïîòåòè÷åñêèé ñëó÷àé, áëèçêèé
ê ðåàëüíîìó, êîãäà äâèæåíèå ñïóòíèêà ïðîèñõîäèò â íåèçìåííîé
ïëîñêîñòè, à îñè âðàùåíèé ïëàíåòû è ñïóòíèêà ïåðïåíäèêóëÿðíû
ýòîé ïëîñêîñòè. Òîãäà âåêòîðû [r ΩΩΩ], [r ΩΩΩs] ëåæàò â ïëîñêîñòè äâè-
æåíèÿ. Â èòîãå, âñå äåéñòâóþùèå ñèëû ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, è
äâèæåíèå ñïóòíèêà äåéñòâèòåëüíî áóäåò ïëîñêèì. Ïîýòîìó ïðè ðå-
øåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3.102), (3.103) ìîæíî îãðà-
íè÷èòüñÿ ìîäåëèðîâàíèåì äâóìåðíîãî äâèæåíèÿ.

Ïðè ïðîâåäåíèè âû÷èñëåíèé íåîáõîäèìî ðåøèòü, êàê âûáèðàòü
çíà÷åíèå óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ñïóòíèêà ΩΩΩs. Ïîëíîé ÿñíîñòè
â ýòîì âîïðîñå íåò. Â äàííîì èññëåäîâàíèè ìû íå èçó÷àåì âðàùå-
íèå ñïóòíèêà. Îñòàåòñÿ ïðèíÿòü òó èëè èíóþ ãèïîòåçó. Âîçìîæíû
äâà âàðèàíòà. Â ïåðâîé ãèïîòåçå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â ðåçóëüòà-
òå âîçäåéñòâèÿ ïëàíåòû íà ïðèëèâíóþ âîëíó â âÿçêî-óïðóãîì òåëå
ñïóòíèêà îí ïîñòîÿííî ñîõðàíÿåò ðåæèì ñèíõðîííîãî âðàùåíèÿ, â
êîòîðîì óãëîâàÿ ñêîðîñòü ðàâíà ñðåäíåìó äâèæåíèþ îðáèòàëüíîãî
äâèæåíèÿ. Êàê âèäíî èç îïèñàííûõ íèæå èññëåäîâàíèé, èìåííî òà-
êàÿ ãèïîòåçà íåÿâíî ïðèíèìàåòñÿ â ðàçíûõ ðàáîòàõ ïî ðàññìàòðè-
âàåìîé çàäà÷å. Âòîðàÿ ãèïîòåçà ñîñòîèò â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî óã-
ëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ñïóòíèêà íå îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé â ïðî-
öåññå ýâîëþöèè îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ è ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ìî-
æåò îòëè÷àòüñÿ îò ñðåäíåãî äâèæåíèÿ. Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå,
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ðåçóëüòàò ïðèíÿòèÿ ýòîé âòîðîé ãèïîòåçû ïðîòèâîðå÷èò ðåçóëüòà-
òàì ðàáîò ïî ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å. Â íàøèõ âû÷èñëåíèÿõ ìû
ïðèíèìàëè ïåðâóþ ãèïîòåçó î ïîñòîÿííîì ñèíõðîííîì âðàùåíèè
ñïóòíèêà.

Ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû áûëè âçÿòû áëèçêèìè ê ïàðàìåòðàì
äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ Óðàíà. Äëÿ ïëàíåòû ïðèíÿòû ñëåäóþùèå çíà-
÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ:
GM = 5793939.3 êì3/ñ2, Ω = 501.1600928 ãðàä3/ñóò2.

Êîýôôèöèåíòû â óðàâíåíèÿõ ïðèíÿòû ñëåäóþùèìè:
Kp = 0.1 · 10−6,
Ks = 10.0 · 10−6.
Ýòè çíà÷åíèÿ íå ñîîòâåòñòâóþò ðåàëüíûì âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì
ïàðàìåòðîâ âÿçêîñòè Óðàíà è åãî ñïóòíèêîâ. Îäíàêî òàêèå ïðåóâå-
ëè÷åííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîçâîëèëè óâèäåòü îñîáåííî-
ñòè ðåøåíèÿ. ×òîáû êîýôôèöèåíòû â óðàâíåíèÿõ áûëè áåçðàçìåð-
íûìè, ââåäåíà ïîñòîÿííàÿ ā. Åå çíà÷åíèå âûáèðàëîñü ðàâíûì íà-
÷àëüíîìó çíà÷åíèþ áîëüøîé ïîëóîñè îðáèòû ñïóòíèêà.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ áûëè âçÿòû â äâóõ âàðèàíòàõ:
âàðèàíò 1 — a = 190940.453 êì ,
âàðèàíò 2 — a = 114820.064 êì .
Íà÷àëüíûé ýêñöåíòðèñèòåò â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàâåí 0.002. Ïåðâûé
âàðèàíò ïàðàìåòðîâ îðáèòû î÷åíü áëèçîê ê ïàðàìåòðàì ñïóòíèêà
Óðàíà Àðèýëü. Âûáîð âòîðîãî âàðèàíòà îáóñëîâëåí ðàññìîòðåííîé
íèæå îñîáåííîñòüþ ýâîëþöèè îðáèòû â ýòîì ñëó÷àå. Ïðè èíòåãðè-
ðîâàíèè ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ñïóòíèê ñòàðòóåò èç ïåðèöåíòðà îðáè-
òû.

×òîáû óâèäåòü õàðàêòåð è âåëè÷èíó êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèõ èç-
ìåíåíèé îñêóëèðóþùèõ ýëåìåíòîâ, áûëè âûâåäåíû çíà÷åíèÿ áîëü-
øîé ïîëóîñè è ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû ñíà÷àëà íà èíòåðâàëå 8 ñó-
òîê ñ øàãîì ïî âðåìåíè 0.01. Èìåííî ýòè èçìåíåíèÿ äëÿ âòîðîãî
âàðèàíòà íà÷àëüíûõ óñëîâèé â çàäà÷å ó÷åòà ïðèëèâíîé äèññèïàöèè
â òåëå ïëàíåòû ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.9, 3.10. Êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèõ
êîëåáàíèé áîëüøîé ïîëóîñè íà ãðàôèêå íå âèäíî èç-çà ñèëüíîãî
âåêîâîãî èçìåíåíèÿ. Îäíàêî äëÿ ýêñöåíòðèñèòåòà õîðîøî âèäíû
ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì ïåðèîäó îáðàùåíèÿ
ñïóòíèêà. Ðåçóëüòàòû íà ãðàôèêàõ ïîêàçûâàþò, ÷òî êîðîòêîïåðè-
îäè÷åñêèå èçìåíåíèÿ îñêóëèðóþùèõ ýëåìåíòîâ a è e ÷ðåçâû÷àé-
íî ìàëû è íå ìîãóò õàðàêòåðèçîâàòü ïðèëèâíóþ ýâîëþöèþ îðáèòû.
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Ðèñ. 3.9. Èçìåíåíèå áîëüøîé ïîëóîñè îðáèòû ñïóòíèêà íà èíòåðâàëå âðå-
ìåíè 8 ñóòîê èç-çà ïðèëèâíîãî òðåíèÿ â òåëå ïëàíåòû. Âàðèàíò 2 íà÷àëü-

íûõ óñëîâèé.

Àíàëîãè÷íûå ìàëûå àìïëèòóäû êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèõ èçìåíåíèé
ýëåìåíòîâ ìû ïîëó÷èëè âî âñåõ îñòàëüíûõ èññëåäóåìûõ ñëó÷àÿõ.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýâîëþöèè îðáèòû èíòåãðèðîâàíèå âûïîëíÿ-
ëîñü íà èíòåðâàëå âðåìåíè 80200.0 ñóòîê, ÷òî ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî
220 ëåò. Ðåçóëüòàòû âûâîäèëèñü íà ïå÷àòü ñ øàãîì 100 ñóòîê. Íèæå
ïðèâîäÿòñÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Íà ðèñ. 3.11-3.14 ïîêàçàíû èçìåíåíèÿ áîëüøîé ïîëóîñè è ýêñ-
öåíòðèñèòåòà îðáèòû ñïóòíèêà, âûçâàííûå ïðèëèâíûì òðåíèåì â
òåëå ïëàíåòû, äëÿ äâóõ âàðèàíòîâ íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âîçìóùàþùåì âëèÿíèè ïðèëèâîâ â òåëå ïëà-
íåòû â âàðèàíòå 2 ýêñöåíòðèñèòåò â íà÷àëå èíòåðâàëà îñòàåòñÿ ïî-
÷òè ïîñòîÿííûì, à çàòåì âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì áîëüøîé ïîëóîñè. Â
ýòîì ðåøåíèè íà÷àëüíîå çíà÷åíèå áîëüøîé ïîëóîñè áûëî âûáðàíî
ñïåöèàëüíî òàê, ÷òîáû ïîêàçàòü îñîáåííîñòü ðåøåíèÿ â ýòîì ñëó-
÷àå. Êàê âûáèðàëîñü òàêîå çíà÷åíèå, ïîÿñíÿåòñÿ íèæå.

Íà ðèñ. 3.15-3.18 ïîêàçàíû èçìåíåíèÿ áîëüøîé ïîëóîñè è ýêñ-
öåíòðèñèòåòà îðáèòû ñïóòíèêà, âûçâàííûå ïðèëèâíûì òðåíèåì â
òåëå ñïóòíèêà, äëÿ äâóõ âàðèàíòîâ íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå è èçîáðàæåííûå íà ãðàôèêàõ èçìåíå-
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Ðèñ. 3.10. Èçìåíåíèå ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû ñïóòíèêà íà èíòåðâàëå âðå-
ìåíè 8 ñóòîê èç-çà ïðèëèâíîãî òðåíèÿ â òåëå ïëàíåòû. Âàðèàíò 2 íà÷àëü-

íûõ óñëîâèé.

íèÿ áîëüøîé ïîëóîñè è ýêñöåíòðèñèòåòà îòðàæàþò èìåííî ðåàëü-
íóþ ýâîëþöèþ îðáèòû â ðåçóëüòàòå âîçäåéñòâèÿ ïðèëèâîâ â âÿçêî-
óïðóãèõ òåëàõ ïëàíåòû è ñïóòíèêà. Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ îñ-
íîâàíà íà äîñòîâåðíîñòè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ïëàíåòû â
ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ, âçÿòûõ èç öèòèðîâàííûõ âûøå ðàáîò.

3.14.4. Ïåðåõîä ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì îòíîñèòåëüíî
ýëåìåíòîâ êåïëåðîâñêîé îðáèòû

Ïðè èçó÷åíèè äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ïëàíåò íà áîëüøèõ èíòåð-
âàëàõ âðåìåíè íàñ èíòåðåñóåò ïðåæäå âñåãî ïîâåäåíèå áîëüøîé ïî-
ëóîñè a è ýêñöåíòðèñèòåòà e îðáèòû. Èìåííî ýòè ïàðàìåòðû îïè-
ñûâàþò ñóäüáó ñïóòíèêîâ. Èç-çà ïðèëèâíîé äèññèïàöèè ìåõàíè÷å-
ñêîé ýíåðãèè a è e ìîãóò èçìåíèòüñÿ òàê, ÷òî â ðåçóëüòàòå ñïóòíèê
ìîæåò óïàñòü íà ïëàíåòó èëè óäàëèòüñÿ îò íåå. Ïîýòîìó âî ìíîãèõ
ðàáîòàõ ïðè èçó÷åíèè ýâîëþöèè îðáèò ñîñòàâëÿþòñÿ äèôôåðåíöè-
àëüíûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî áîëüøîé ïîëóîñè è ýêñöåíòðèñè-
òåòà. Ìû ñäåëàëè ïîïûòêó ñîñòàâèòü è ðåøèòü òàêèå óðàâíåíèÿ.
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Ðèñ. 3.11. Èçìåíåíèå áîëüøîé ïîëóîñè îðáèòû ñïóòíèêà íà èíòåðâàëå âðå-
ìåíè 80200 ñóòîê (220 ëåò) èç-çà ïðèëèâíîãî òðåíèÿ â òåëå ïëàíåòû. Âà-

ðèàíò 1 íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Ïîñêîëüêó â äàííîé çàäà÷å áåç íàðóøåíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü ïëîñêèå äâèæåíèÿ, â çàäà÷å íå áóäóò ôèãóðèðîâàòü íà-
êëîí è äîëãîòà âîñõîäÿùåãî óçëà îðáèòû. Î÷åâèäíî, ÷òî äîëãîòà
ïåðèöåíòðà è ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ â ýïîõó íå îïðåäåëÿþò èíòåðå-
ñóþùóþ íàñ ýâîëþöèþ îðáèòû ñïóòíèêà. Ïî ýòèì ïðè÷èíàì ìû
îãðàíè÷èëèñü ïîñòðîåíèåì òîëüêî óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî áîëü-
øîé ïîëóîñè a è ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû e.

Äëÿ âûâîäà èñêîìûõ óðàâíåíèé âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèÿìè îò-
íîñèòåëüíî a è e, äàííûìè â êíèãå (Ñóááîòèí, 1968). Îíè èìåþò
âèä

da

dt
=

2

n
√
1− e2

[
e sin f R+

a(1− e2)

r
T

]
, (3.105)

de

dt
=

√
1− e2

na
[sin f R+ (cos f + cosE) T ], (3.106)

ãäå f — èñòèííàÿ àíîìàëèÿ, E — ýêñöåíòðè÷åñêàÿ àíîìàëèÿ, R — ðà-
äèàëüíàÿ êîìïîíåíòà âîçìóùàþùåãî óñêîðåíèÿ, T — åãî òðàíñâåð-
ñàëüíàÿ êîìïîíåíòà. Âîçìóùàþùåå óñêîðåíèå ïðåäñòàâëåíî ñîîò-
âåòñòâóþùèìè ÷ëåíàìè ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé (3.102), (3.103).
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Ðèñ. 3.12. Èçìåíåíèå ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû ñïóòíèêà íà èíòåðâàëå âðå-
ìåíè 80200 ñóòîê (220 ëåò) èç-çà ïðèëèâíîãî òðåíèÿ â òåëå ïëàíåòû. Âà-

ðèàíò 1 íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Èñêîìûå óðàâíåíèÿ áóäåì âûâîäèòü îòäåëüíî äëÿ ñëó÷àÿ ïðèëèâîâ
â òåëå ïëàíåòû è ñëó÷àÿ ïðèëèâîâ â òåëå ñïóòíèêà.

Ñíà÷àëà çàéìåìñÿ ïåðâîé çàäà÷åé. Èç óðàâíåíèé (3.102) äëÿ
êîìïîíåíò âîçìóùàþùåãî óñêîðåíèÿ ïîëó÷èì

R(p) = −KpK
(p)
2

ā5a3

r8
n2

[
2r(r v)
r2

+ [r ΩΩΩ] + v
](p)
R

, (3.107)

T (p) = −KpK
(p)
2

ā5a3

r8
n2

[
2r(r v)
r2

+ [r ΩΩΩ] + v
](p)
T

. (3.108)

Çäåñü âåðõíèé èíäåêñ (p) îçíà÷àåò ïðèíàäëåæíîñòü ê çàäà÷å ñ ïðè-
ëèâàìè â òåëå ïëàíåòû, à íèæíèå èíäåêñû R, T çäåñü è äàëåå ðàç-
ëè÷àþò äâå êîìïîíåíòû âåêòîðîâ.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ èìå-
åò òîëüêî ðàäèàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ, âòîðîå ñëàãàåìîå — òîëüêî
òðàíñâåðñàëüíóþ, à òðåòüå — îáå êîìïîíåíòû. Ìû ïðåäïîëîæèëè,
÷òî ïëîñêîñòü îðáèòû ñïóòíèêà ïåðïåíäèêóëÿðíà âåêòîðó óãëîâîé
ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïëàíåòû ΩΩΩ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð [r ΩΩΩ] ëå-
æèò â ïëîñêîñòè îðáèòû, ïåðïåíäèêóëÿðåí âåêòîðó r è íàïðàâëåí â

166 Глава 3. Уравнения движения и аналитические теории



Ðèñ. 3.13. Èçìåíåíèå áîëüøîé ïîëóîñè îðáèòû ñïóòíèêà íà èíòåðâàëå âðå-
ìåíè 80200 ñóòîê (220 ëåò) èç-çà ïðèëèâíîãî òðåíèÿ â òåëå ïëàíåòû. Âà-

ðèàíò 2 íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà. Ðà-
äèàëüíàÿ êîìïîíåíòà ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà V ìîæåò áûòü ïîëó-
÷åíà îïåðàöèåé (V r)/r.

Èç ôîðìóë êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ èìååì

r =
a(1− e2)

1 + e cos f
, vR =

an√
1− e2

e sin f, vT =
an√
1− e2

(1 + e cos f),

(r v) =
ane√
1− e2

r sin f.

Ó÷èòûâàÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷àåì[
2r(r v)
r2

+ [r ΩΩΩ] + v
](p)
R

= 3
nae√
1− e2

sin f, (3.109)

[
2r(r v)
r2

+ [r ΩΩΩ] + v
](p)
T

=
na√
1− e2

(1 + e cos f)− a(1− e2)

1 + e cos f
|ΩΩΩ|.

(3.110)
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Ðèñ. 3.14. Èçìåíåíèå ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû ñïóòíèêà íà èíòåðâàëå âðå-
ìåíè 80200 ñóòîê (220 ëåò) èç-çà ïðèëèâíîãî òðåíèÿ â òåëå ïëàíåòû. Âà-

ðèàíò 2 íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü ñîîòíîøåíèÿ (3.109),(3.110) â (3.107),(3.108), à
çàòåì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â (3.105), (3.106), íàéäåì

da

dt
= KpK

(p)
2

ā5

a5
na

2
√
1− e2

(1− e2)8
(1 + e cos f)8×

×
[
|ΩΩΩ| − n

(1− e2)3/2
(1 + 2e cos f + 3e2 − 2e2 cos2 f)

]
, (3.111)

de

dt
= KpK

(p)
2

ā5

a5
n

√
1− e2

(1− e2)8
(1 + e cos f)8×

×
{
|ΩΩΩ| 1− e2

1 + e cos f
(cos f + cosE)− (3.112)

− n√
1− e2

[3e sin2 f + (cos f + cosE)(1 + e cos f)]
}
.

Âûâåäåííûå çäåñü óðàâíåíèÿ â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóþò èñõîä-
íûì óðàâíåíèÿì (3.102), (3.103) îòíîñèòåëüíî ïðÿìîóãîëüíûõ êî-
îðäèíàò. Èõ ðåøåíèå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíè-
ÿìè îòíîñèòåëüíî àðãóìåíòà ïåðèöåíòðà ω è ñðåäíåé àíîìàëèè M .
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Ðèñ. 3.15. Èçìåíåíèå áîëüøîé ïîëóîñè îðáèòû ñïóòíèêà íà èíòåðâàëå âðå-
ìåíè 80200 ñóòîê (220 ëåò) èç-çà ïðèëèâíîãî òðåíèÿ â òåëå ñïóòíèêà. Âà-

ðèàíò 1 íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Òàêîå ðåøåíèå â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâîâàëî áû ðåøåíèþ óðàâíåíèé
â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ. Ýëåìåíòû îðáèòû è âåêòîðû ïîëî-
æåíèÿ è ñêîðîñòè îñòàþòñÿ ñâÿçàííûìè ôîðìóëàìè êåïëåðîâñêîãî
äâèæåíèÿ.

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ïîñëå ïåðåõîäà â ðåøåíèè óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò îò êîîðäèíàò è âåêòîðà ñêîðîñòè ê êåïëå-
ðîâñêèì ýëåìåíòàì èçìåíåíèÿ áîëüøîé ïîëóîñè è ýêñöåíòðèñèòå-
òà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìîíîòîííûå ýâîëþöèîííûå ôóíêöèè ñ íà-
ëîæåííûìè íà íèõ ìàëûìè êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèìè êîëåáàíèÿìè.
Ýòè êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ âåñüìà ìàëû, è ïðè àíàëèçå
ýâîëþöèè îðáèòû ñïóòíèêà èìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Ìû ñäåëàëè ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïóòåì îñðåäíåíèÿ ïî âðåìåíè
ïðàâûõ ÷àñòåé ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé (3.111), (3.112) ðåøåíèå ýòèõ
óðàâíåíèé äàñò íàì ýâîëþöèîííûå èçìåíåíèÿ ýëåìåíòîâ, îñâîáîæ-
äåííûå îò êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Ïðîâåðèòü ïðåäïîëî-
æåíèå ìîæíî ïóòåì ñðàâíåíèÿ ðåøåíèé òî÷íûõ óðàâíåíèé (3.102),
(3.103) â êîîðäèíàòàõ ñ ðåøåíèåì îñðåäíåííûõ óðàâíåíèé îòíîñè-
òåëüíî ýëåìåíòîâ. Ñîâïàäåíèå îñðåäíåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â
êîîðäèíàòàõ ñ ðåøåíèåì îñðåäíåííûõ óðàâíåíèé â ýëåìåíòàõ äàëî
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Ðèñ. 3.16. Èçìåíåíèå ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû ñïóòíèêà íà èíòåðâàëå âðå-
ìåíè 80200 ñóòîê (220 ëåò) èç-çà ïðèëèâíîãî òðåíèÿ â òåëå ñïóòíèêà. Âà-

ðèàíò 1 íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

áû âîçìîæíîñòü èçó÷àòü ýâîëþöèþ îðáèò ñïóòíèêîâ ïîä äåéñòâèåì
ïðèëèâíîãî òðåíèÿ â òåëàõ ïëàíåòû è ñïóòíèêîâ íà áîëüøèõ èíòåð-
âàëàõ âðåìåíè, èñïîëüçóÿ òîëüêî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî a è e.

×òîáû âûïîëíèòü òàêóþ ïðîâåðêó, íóæíî ñíà÷àëà âûâåñòè îñðåä-
íåííûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ a, e, çàòåì ðåøèòü èõ
ìåòîäîì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ìû âûâåëè òàêèå óðàâíåíèÿ
è ïîëó÷èëè ðåøåíèå. Äàëåå íàñ èíòåðåñîâàëî ñðàâíåíèå äâóõ ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ ðåøåíèé.

Ïðè îñðåäíåíèè óðàâíåíèé (3.111), (3.112) íàì ïðèøëîñü âû-
ïîëíèòü òàêæå ðàçëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ýêñöåíòðèñèòåòà è
îñòâèòü òîëüêî ãëàâíûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèé, ïðåíåáðåãàÿ êâàäðàòîì
ýêñöåíòðèñèòåòà ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé. Òàêîå óïðîùåíèå äî-
ïóñòèìî, ïîñêîëüêó ðåøåíèå çàäà÷è ïðåäïîëîæèòåëüíî áóäåò ïðè-
ìåíÿòüñÿ ê ãëàâíûì ñïóòíèêàì áîëüøèõ ïëàíåò, îðáèòû êîòîðûõ
äåéñòâèòåëüíî èìåþò ìàëûå ýêñöåíòðèñèòåòû. Ó íàøèõ ìîäåëüíûõ
îðáèò òàêæå áûëè ìàëûå ýêñöåíòðèñèòåòû.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîöåäóðû, âûïîëíåííûå ïî óêàçàííîìó
ïëàíó.
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Ðèñ. 3.17. Èçìåíåíèå áîëüøîé ïîëóîñè îðáèòû ñïóòíèêà íà èíòåðâàëå âðå-
ìåíè 80200 ñóòîê (220 ëåò) èç-çà ïðèëèâíîãî òðåíèÿ â òåëå ñïóòíèêà. Âà-

ðèàíò 2 íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Îñðåäíåííûå ïî âðåìåíè âåëè÷èíû ìû îáîçíà÷àåì ÷åðòîé ñâåð-
õó. Ïðè îñðåäåíèè ìû ó÷ëè ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

cos f = −e, cosE = −e

2
, cos2 f =

1

2
+O(e2), cos f cosE =

1

2
+O(e2),

ãäå O(e2) — ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ýêñöåíòðèñèòåòà
e, èìåþùèå âòîðîé ïîðÿäîê ìàëîñòè. Êðîìå òîãî, ìû èñïîëüçîâàëè
ðàçëîæåíèÿ âèäà

(1 + e cos f)k = 1 + ke cos f +O(e2),

ãäå k — ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî, è îñòàâëÿëè â ýòîì ðàçëîæåíèè
òîëüêî ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ.

Íà ïðîìåæóòî÷íîì ýòàïå äåéñòâèé ìû ïðèâåëè óðàâíåíèÿ ê âè-
äó

da

dt
= 2Kp

ā5

a5
na×

×(1 + 8e cos f)
[
|ΩΩΩ| − n(1 + 2e cos f + 3e2 − 2e2 cos2 f)

]
, (3.113)

de

dt
= Kp

ā5

a5
n {|ΩΩΩ|(1 + 7e cos f)(cos f + cosE)−
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Ðèñ. 3.18. Èçìåíåíèå ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû ñïóòíèêà íà èíòåðâàëå âðå-
ìåíè 80200 ñóòîê (220 ëåò) èç-çà ïðèëèâíîãî òðåíèÿ â òåëå ñïóòíèêà. Âà-

ðèàíò 2 íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

− n√
1− e2

[3e sin2 f(1 + 8e cos f) + (cos f + cosE)(1 + 9e cos f)]
}
.

(3.114)
Ïîñëå îñðåäíåíèÿ îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èëè

da

dt
= 2KpK

(p)
2

ā5

a5
na(|ΩΩΩ| − n), (3.115)

de

dt
= KpK

(p)
2

1

2
· ā

5

a5
· (11|ΩΩΩ| − 18n)ne. (3.116)

Òåïåðü ðàññìîòðèì, êàê è êàêèå óðàâíåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ â ñëó-
÷àå âîçìóùàþùåãî âëèÿíèÿ ïðèëèâîâ â âÿçêî-óïðóãîì òåëå ñïóò-
íèêà. Èç äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3.103) íàõîäèì, ÷òî ðà-
äèàëüíàÿ è òðàíñâåðñàëüíàÿ êîìïîíåíòà âîçìóùàþùåãî óñêîðåíèÿ
áóäóò èìåòü âèä

R(s) = −KsK
(s)
2

ā5a3

r8
n2

[
2r(r v)
r2

+ [r ΩΩΩs] + v
](s)
R

, (3.117)

T (s) = −KsK
(s)
2

ā5a3

r8
n2

[
2r(r v)
r2

+ [r ΩΩΩs] + v
](s)
T

. (3.118)
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Çäåñü âåðõíèé èíäåêñ (s) îçíà÷àåò ïðèíàäëåæíîñòü ê çàäà÷å ñ ïðè-
ëèâàìè â òåëå ñïóòíèêà, à íèæíèå èíäåêñû R, T , êàê è âûøå, ðàç-
ëè÷àþò äâå êîìïîíåíòû âåêòîðîâ.

Çäåñü óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ñïóòíèêà ΩΩΩs ïî ïðåäïîëîæå-
íèþ ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè îðáèòû. Òîãäà àíàëîãè÷íî ïðåäû-
äóùåìó ñëó÷àþ èìååì[

2r(r v)
r2

+ [r ΩΩΩs] + v
](s)
R

= 3
nae√
1− e2

sin f, (3.119)

[
2r(r v)
r2

+ [r ΩΩΩs] + v
](s)
T

=
na√
1− e2

(1 + e cos f)− a(1− e2)

1 + e cos f
|ΩΩΩs|.

(3.120)
Ïîñêîëüêó ìû ïðèíÿëè ãèïîòåçó î ïîñòîÿííîì ñèíõðîííîì âðà-

ùåíèè ñïóòíèêà, òî â äàëüíåéøåì ìîæíî ïîëîæèòü |ΩΩΩs| = n. Ó÷è-
òûâàÿ ýòî îáñòîÿòåëüñòâî è ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (3.119), (3.120)
â ôîðìóëû (3.117), (3.118), à çàòåì â (3.105), (3.106), íàõîäèì

da

dt
= −KsK

(s)
2

ā5a3

r8
· 2n2a

1− e2
×

×
[
3e2 sin2 f + (1 + e cos f)2 − (1− e2)3/2

]
, (3.121)

de

dt
= −KsK

(s)
2

ā5a3

r8
n2×

×
{
3e sin2 f + (cos f + cosE)

[
1 + e cos f − (1− e2)3/2

1 + e cos f

]}
. (3.122)

Â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ òî÷íûõ óðàâíåíèé ìû ñäåëàëè çàòåì óïðîùå-
íèÿ ñîãëàñíî óêàçàííîìó âûøå ïëàíó: âûïîëíèëè ðàçëîæåíèÿ ïî
ñòåïåíÿì ýêñöåíòðèñèòåòà, îñòàâèëè â ðàçëîæåíèÿõ òîëüêî ãëàâíûå
÷ëåíû è óñðåäíèëè ïî âðåìåíè. Íà ïðîìåæóòî÷íîì ýòàïå ïîñëå ðàç-
ëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ýêñöåíòðèñèòåòà áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå
óðàâíåíèÿ:

da

dt
= −KsK

(s)
2

ā5

a5
2n2a(1 + 8e cos f)

(
9

2
e2 − 2e2 cos2 f + 2e cos f

)
,

(3.123)
de

dt
= −KsK

(s)
2

ā5

a5
n2e[3 sin2 f + 2 cos f(cos f + cosE)]. (3.124)
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Îñðåäíåíèå ïî âðåìåíè îêîí÷àòåëüíî äàëî

da

dt
= −19KsK

(s)
2

ā5

a5
n2ae2 , (3.125)

de

dt
= −7

2
KsK

(s)
2

ā5

a5
n2e. (3.126)

Ýòè óðàâíåíèÿ äîëæíû îïèñûâàòü ýâîëþöèþ ýëåìåíòîâ a è e,
îáóñëîâëåííóþ äèññèïàöèåé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè îðáèòàëüíîãî
äâèæåíèÿ ñïóòíèêà èç-çà ïðèëèâíîãî òðåíèÿ â âÿçêî-óïðóãîì òå-
ëå ñàìîãî ñïóòíèêà. Âûâåäåííûå è ïðèâåäåííûå âûøå óðàâíåíèÿ
(3.115), (3.116) îïèñûâàþò ýâîëþöèþ ýëåìåíòîâ a è e, îáóñëîâëåí-
íóþ ïðèëèâíûì òðåíèåì â âÿçêî-óïðóãîì òåëå ïëàíåòû.

Çàìåòèì, ÷òî ýòè ÷åòûðå óðàâíåíèÿ áûëè âûâåäåíû ïðè ïðîèç-
âîëüíîé çàâèñèìîñòè K

(p)
2 , K(s)

2 îò ñðåäíåãî äâèæåíèÿ n, òî åñòü
ïðè ïðîèçâîëüíîé ÷àñòîòíîé çàâèñèìîñòè çàïàçäûâàíèÿ ïðèëèâîâ.
Ïðåäïîëàãàÿ ñïðàâåäëèâûìè ñîîòíîøåíèÿ (3.104), ïðèâåäåì óðàâ-
íåíèÿ ê âèäó, â êîòîðîì îíè âñòðå÷àþòñÿ â ïóáëèêàöèÿõ. Â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷èì

da

dt
= Kp

k2
Qp

ā5

a5
na, (3.127)

de

dt
=

1

4
Kp

k2
Qp

· ā
5

a5
· 11|Ω

ΩΩ| − 18n

|ΩΩΩ| − n
ne, (3.128)

da

dt
= −19Ks

k
(s)
2

Qs

ā5

a5
nae2, (3.129)

de

dt
= −7

2
Ks

k
(s)
2

Qs

ā5

a5
ne. (3.130)

Òåïåðü ñëåäóåò ñâåðèòü ðåøåíèå óðàâíåíèé â ïðÿìîóãîëüíûõ êî-
îðäèíàòàõ, ïîëó÷åííîå è ïîêàçàííîå âûøå, ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèé
(3.115), (3.116) ïåðâîé çàäà÷è è ðåøåíèå óðàâíåíèé (3.125), (3.126)
— âî âòîðîé. Ìû âûïîëíèëè ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ïîñëåäíèõ
óðàâíåíèé ñ òåì æå ïðåäïîëîæåíèåì î ïîñòîÿíñòâå êîýôôèöèåíòîâ
K

(p)
2 , K(s)

2 è ñ òåìè æå íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, êîòîðûå áûëè çàäà-
íû ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñïóòíè-
êà â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ. Ýòè ðåøåíèÿ ïîêàçàíû ãðàôè-
÷åñêè íà òåõ æå ðèñ. 3.11-3.14 è ðèñ. 3.15-3.18, ñîîòâåòñòâóþùèõ
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ïåðâîé è âòîðîé çàäà÷àì. Ëèíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèé ïîëíî-
ñòüþ ñëèâàþòñÿ, ïîêàçûâàÿ òî÷íîå â ïðåäåëàõ òîëùèíû ëèíèé ñîâ-
ïàäåíèå äâóõ ðåøåíèé. Áîëåå òî÷íûé ÷èñëåííûé àíàëèç ïîêàçûâà-
åò, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ îðáèòû â òî÷-
íîñòè ðàâíû çíà÷åíèÿì ýëåìåíòîâ, ïîëó÷åííûì ïî ðåøåíèþ óðàâ-
íåíèé â êîîðäèíàòàõ è îñðåäíåííûõ îòíîñèòåëüíî êîðîòêîïåðèî-
äè÷åñêèõ êîëåáàíèé.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò äîêàçûâàåò ñäåëàííîå ïðåäïîëîæåíèå î
òîì, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèé (3.115), (3.116), (3.125), (3.126) â ýëå-
ìåíòàõ äîñòîâåðíî îïèñûâàåò ýâîëþöèþ îðáèòû ñïóòíèêà â äâóõ
ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ.

Çàìåòèì, ÷òî âî âòîðîì âàðèàíòå íà÷àëüíûõ óñëîâèé áîëüøàÿ
ïîëóîñü îðáèòû áûëà âûáðàíà èìåííî òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü
óñëîâèå

n =
11

18
|ΩΩΩ|.

Â ýòîì ñëó÷àå ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.116) â íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò ðàâíà íóëþ. Íà ñîîòâåòñòâóþùåì ðèñ. 3.12 âèäíî, ÷òî â íà-
÷àëå ïåðèîäà ñðåäíåå çíà÷åíèå ýêñöåíòðèñèòåòà ïî÷òè íå èçìåíÿ-
åòñÿ. Èìåííî òàêîå ïîâåäåíèå ýòîé ôóíêöèè ïîçâîëèëî óâèäåòü íà
ðèñ. 3.10 êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ.

Ïðèíèìàåìàÿ íàìè ãèïîòåçà î ïîñòîÿííîì ñèíõðîííîì âðàùå-
íèè ñïóòíèêà ìîæåò áûòü ïîäâåðãíóòà ñîìíåíèþ. Ïî ýòîìó âîïðî-
ñó íåîáõîäèìû ñïåöèàëüíûå èññëåäîâàíèÿ. Ïðåäïîëîæåíèå î íåèç-
ìåííîé óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ñïóòíèêà, íåçàâèñèìîé îò îð-
áèòàëüíîãî äâèæåíèÿ, áûëî òàêæå ðàññìîòðåíî. Â ýòîì ñëó÷àå ñêî-
ðîñòü èçìåíåíèÿ áîëüøîé ïîëóîñè èç-çà ïðèëèâíîãî òðåíèÿ â òå-
ëå ñïóòíèêà óæå íå áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ýêñöåíòðè-
ñèòåòà, êàê ýòî ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (3.125). ×èñëåííîå èíòåãðè-
ðîâàíèå óðàâíåíèé â êîîðäèíàòàõ äëÿ çàäà÷è ó÷åòà âÿçêî-óïðóãèõ
ïðèëèâîâ â òåëå ñïóòíèêà áûëî âûïîëíåíî äëÿ ïåðâîãî âàðèàíòà
íà÷àëüíûõ óñëîâèé â ïðåäïîëîæåíèè ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðî-
ñòè âðàùåíèÿ ñïóòíèêà. Ðåçóëüòàò — èçìåíåíèå áîëüøîé ïîëóîñè
âî âðåìåíè ïîêàçàí íà ðèñ. 3.19. Íà ðèñóíêå âèäíî, ÷òî èçìåíåíèå
áîëüøîé ïîëóîñè èìååò èíîé õàðàêòåð ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì
ñèíõðîííîãî âðàùåíèÿ ñïóòíèêà. Èçìåíåíèå áîëåå çíà÷èòåëüíîå.
Èçìåíåíèå ýêñöåíòðèñèòåòà â ýòîì ñëó÷àå íå îòëè÷àåòñÿ îò åãî èç-
ìåíåíèÿ â ñëó÷àå ñèíõðîííîãî âðàùåíèÿ ñïóòíèêà. Ïîýòîìó ñîîò-
âåòñòâóþùèé ãðàôèê ìû íå ïðèâîäèì.
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Ðèñ. 3.19. Ñëó÷àé ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ñïóòíèêà. Ïîêà-
çàíî èçìåíåíèå áîëüøîé ïîëóîñè îðáèòû íà èíòåðâàëå âðåìåíè 80200 ñó-
òîê (220 ëåò) èç-çà ïðèëèâíîãî òðåíèÿ â òåëå ñïóòíèêà. Âçÿò âàðèàíò 1 íà-
÷àëüíûõ óñëîâèé. Æèðíîé ëèíèåé ïîêàçàíî èçìåíåíèå áîëüøîé ïîëóîñè
ïðè ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ñïóòíèêà. Òîíêîé ëèíèåé ïîêàçàíî èç-
ìåíåíèå áîëüøîé ïîëóîñè ïðè ñèíõðîííîì âðàùåíèè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå
êàæóùååñÿ ïîñòîÿíñòâî áîëüøîé ïîëóîñè ïðîÿâëÿåòñÿ èç-çà âûáðàííîãî

íà ãðàôèêå ìàñøòàáà.

3.14.5. Íåêîòîðûå âàæíûå âûâîäû î âëèÿíèè ïðèëèâíûõ
äåôîðìàöèé íà äèíàìèêó ñïóòíèêîâ

Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåííîé ðàáîòû (Emelyanov, 2018) ïîëó÷åíû
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ýâîëþöèîííûõ èçìåíåíèé áîëüøîé
ïîëóîñè è ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû ñïóòíèêà, îáóñëîâëåííûõ ïðè-
ëèâíûì òðåíèåì â òåëå ïëàíåòû è â òåëå ñïóòíèêà. Ìû èñõîäèëè èç
ñîîòâåòñòâóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ïðÿìîóãîëüíûõ
êîîðäèíàòàõ, îïóáëèêîâàííûõ â ðàáîòå (Lainey et al., 2012). Ïîêàçà-
íà èäåíòè÷íîñòü îñðåäíåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé â êîîðäèíàòàõ ñ
òî÷íûì ðåøåíèåìì âûâåäåííûõ â ðàáîòå (Emelyanov, 2018) îñðåä-
íåííûõ óðàâíåíèé â ýëåìåíòàõ.

Â çàäà÷å ó÷åòà âëèÿíèÿ ïðèëèâîâ â òåëå ïëàíåòû îáíàðóæåíî ñî-
îòíîøåíèå ìåæäó ñðåäíèì äâèæåíèåì ñïóòíèêà n è óãëîâîé ñêîðî-
ñòüþ âðàùåíèÿ ïëàíåòû |ΩΩΩ|, ïðè êîòîðîì ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ýêñ-
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öåíòðèñèòåòà ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé íóëþ (Emelyanov, 2018). Ýòî ïðè-
ñõîäèò ïðè n = 11

18 |ΩΩΩ|.
Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ðå-

çóëüòàòàìè äðóãèõ àâòîðîâ. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî àñïåêòîâ.
Ïðèëèâíàÿ ýâîëþöèÿ â òåñíûõ äâîéíûõ ñèñòåìàõ áûëà èçó÷åíà

â ðàáîòå (Hut, 1981). Âûâåäåííûå â ýòîé ðàáîòå äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ ñ
ó÷åòîì ïðèëèâíîãî âëèÿíèÿ âÿçêî-óïðóãîãî öåíòðàëüíîãî òåëà ñîâ-
ïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè, îïóáëèêîâàííûìè â ñòàüÿõ (Mignard, 1979,
1980; Lainey et al., 2009; Lainey et al., 2012). Óðàâíåíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþò ñëó÷àþ âîçìóùåíèé îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ïîä
äåéñòâèåì ïðèëèâîâ â âÿçêî-óïðóãîì òåëå ïëàíåòû. Àâòîð ðàáîòû
(Hut, 1981) ïðåîáðàçîâàë óðàâíåíèÿ ê ïåðåìåííûì áîëüøàÿ ïîëó-
îñü a, ýêñöåíòðèñèòåò e. Íàøè óðàâíåíèÿ (3.127), (3.128) â òî÷íîñòè
ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû (Hut, 1981).

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî áîëüøîé ïîëóîñè
è ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû ñïóòíèêà, îïèñûâàþùèå âëèÿíèå âÿçêî-
óïðóãèõ ïðèëèâîâ â òåëå ïëàíåòû è â òåëå ñïóòíèêà íà îðáèòàëüíîå
äâèæåíèå, îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå (Lainey et al., 2012). Ýòè óðàâíå-
íèÿ èìåþò òàêóþ æå ôîðìó, êàê è íàøè óðàâíåíèÿ (3.127), (3.128),
(3.129), (3.130). Îäíàêî òîëüêî äâà èç ÷åòûðåõ óðàâíåíèé â ðàáîòå
(Lainey et al., 2012) ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè (3.127), (3.130). Äðó-
ãèå äâà ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ. Ñîîòâåòñòâåííî îíè îòëè÷àþòñÿ
è îò ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû (Hut, 1981).

Áîëåå îáùàÿ òåîðèÿ, ÷åì ðàññìîòðåííàÿ çäåñü, äëÿ ó÷åòà ïðèëèâ-
íîãî âëèÿíèÿ íà îðáèòàëüíîå äâèæåíèå ñïóòíèêîâ ðàçâèòà â ðàáî-
òàõ (Efroimsky, Makarov, 2013; Makarov, Efroimsky, 2013; Makarov,
2015). Àâòîðû ññûëàþòñÿ íà ðàáîòû ïðåäøåñòâåííèêîâ. Ïîêàçàíî,
÷òî â òåëàõ ïëàíåòû è ñïóòíèêà êðîìå îñíîâíîé ïðèëèâíîé äåôîð-
ìàöèè, êîòîðàÿ ðàññìîòðåíà âûøå, âîçíèêàþò è äðóãèå âîëíû äå-
ôîðìàöèé, èìåþùèå äðóãèå ñêîðîñòè ïðîáåãàíèÿ ïî òåëàì è äðóãèå
çàïàçäûâàíèÿ ïî âðåìåíè. Ìíîæåñòâåííîñòü ýòèõ âîëí ïîðîæäåíà,
â îñíîâíîì, îòëè÷èåì îðáèòû ñïóòíèêà îò êðóãîâîé è åå íàêëîíîì
ê ïëîñêîñòè ýêâàòîðà ïëàíåòû.

Ïàðàìåòðû äèññèïàöèè ýíåðãèè îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóò-
íèêà îò ïðèëèâíûõ äåôîðìàöèé ìîæíî îïðåäåëèòü òîëüêî èç íà-
áëþäåíèé. Òî÷íîñòü íàáëþäåíèé îãðàíè÷åíà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ
òî÷íîñòè åäâà õâàòàåò, ÷òîáû îïðåäåëèòü ýòè ïàðàìåòðû äëÿ Þïè-
òåðà, Ñàòóðíà è èõ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ. ×òî êàñàåòñÿ âÿçêî-óïðóãèõ
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òåë Óðàíà è Íåïòóíà, òî ïîïûòîê îïðåäåëåíèÿ òàêèõ ïàðàìåòðîâ
ïîêà íå äåëàëîñü. Â ðàáîòå (Lainey, 2016) èññëåäîâàëîñü ñîîòíîøå-
íèå ìåæäó òî÷íîñòüþ íàáëþäåíèé è âîçìîæíûìè çíà÷åíèÿìè ïà-
ðàìåòðîâ ïðèëèâíûõ äåôîðìàöèé Óðàíà è Íåïòóíà. Íàéäåíû òà-
êèå ãèïîòåòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ îíè ìîãëè
áû áûòü îïðåäåëåíû èç íàáëþäåíèé. Ýòè çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþò
çíà÷èòåëüíîé ïðèëèâíîé äåôîðìàöèè.

Îòìåòèì çäåñü ðåçóëüòàòû îïðåäåëåíèÿ îðáèòàëüíîãî óñêîðå-
íèÿ ñïóòíèêà Ìàðñà Ôîáîñà. Îñîáåííîñòü äâèæåíèÿ ýòîãî ñïóòíè-
êà ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí îáðàùàåòñÿ ïî îðáèòå áûñòðåå âðàùåíèÿ
Ìàðñà. Ïðèëèâû â âÿçêî-óïðóãîì òåëå Ìàðñà, âûçâàííûå ïðèòÿ-
æåíèåì ñïóòíèêà, çàïàçäûâàþò îò íàïðàâëåíèÿ íà ñïóòíèê. Â ðå-
çóëüòàòå ýíåðãèÿ îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ òåðÿåòñÿ, è ñïóòíèê «ïà-
äàåò» íà Ìàðñ. Íàèáîëåå ðàçâèòàÿ òåîðèÿ îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ
Ôîáîñà è Äåéìîñà íà îñíîâå íàáëþäåíèé îïóáëèêîâàíà â ðàáîòå
(Lainey et al., 2007). Çíà÷åíèÿ îðáèòàëüíîãî óñêîðåíèÿ, âçÿòûå èç
ýòîé ðàáîòû è èç íåñêîëüêèõ áîëåå ðàííèõ ïóáëèêàöèé, ïðèâåäåíû
â Ïðèëîæåíèè 2.
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Глава 4

МОДЕЛИРОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ
СПУТНИКОВ. МЕТОДЫ ЧИСЛЕННОГО

ИНТЕГРИРОВАНИЯ

Ðåçþìå

Ìåòîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ÿâëÿþòñÿ àëüòåðíàòèâîé àíàëèòè÷åñêèì òåîðèÿì äâèæåíèÿ
ñïóòíèêîâ áîëüøèõ ïëàíåò. Ýòè ìåòîäû äîñòîéíû ïîäðîáíîãî îïè-
ñàíèÿ â ïðèìåíåíèè ê ïîñòðîåíèþ ìîäåëåé äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ íà
îñíîâå íàáëþäåíèé. Èìåííî ýòîìó ïîñâÿùåíà äàííàÿ ãëàâà.

Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàþòñÿ îáùèå âîïðîñû, ïðåèìóùåñòâà è íåäî-
ñòàòêè ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Äàëåå íà ïðîñòîì ïðè-
ìåðå ìåòîäà «ëîìàíûõ Ýéëåðà» ïîêàçûâàþòñÿ îñîáåííîñòè ìåòî-
äîâ. Ðàññêàçûâàåòñÿ, êàê íà ïðàêòèêå ïðèìåíÿòü ìåòîäû ÷èñëåííî-
ãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Êðîìå ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû, ïðåäëàãàþòñÿ åùå
äâà íàèáîëåå ñîâåðøåííûõ ìåòîäà, øèðîêî ïðèìåíÿåìûõ â ïðàê-
òè÷åñêîé íåáåñíîé ìåõàíèêå: ìåòîä Ýâåðõàðòà è ìåòîä Áåëèêîâà.
Ïðÿìî ïðèâîäÿòñÿ èíñòðóêöèè äëÿ ñîñòàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîãðàìì ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä õðàíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî èíòå-
ãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ïóòåì ñî-
ñòàâëåíèÿ îòðåçêîâ ðÿäîâ ïî ïîëèíîìàì ×åáûøåâà. Ïðèâîäÿòñÿ ñî-
îòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû.

Â êîíöå ãëàâû äàåòñÿ êðàòêèé îáçîð çàäà÷ è ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ.
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4.1. Öåëè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë
Ìåòîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåáåñ-

íûõ òåë ðàçðàáàòûâàþòñÿ è ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ
çàäà÷ íåáåñíîé ìåõàíèêè. Ñîâìåñòíî ñ àíàëèòè÷åñêèìè è êà÷å-
ñòâåííûìè ìåòîäàìè îíè ÿâëÿþòñÿ ïðîöåäóðàìè, ñëóæàùèìè öå-
ëÿì ïðàêòè÷åñêîãî ïîçíàíèÿ ïðèðîäû.

Ïðîöåññ èçó÷åíèÿ íåáåñíûõ òåë ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ìîäåëè èõ
äâèæåíèÿ. Ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì âñåõ íàó÷íûõ èçûñêàíèé. Îíà
ïîñòîÿííî óòî÷íÿåòñÿ íà îñíîâå âñå íîâûõ íàáëþäåíèé. Ê íàñòîÿ-
ùåìó âðåìåíè ìû óæå çíàåì äîñòàòî÷íî ìíîãî î òåëàõ Ñîëíå÷íîé
ñèñòåìû, ïëàíåòàõ è ñïóòíèêàõ. Îòêðûòû çàêîíû, ñîãëàñíî êîòî-
ðûì âçàèìîäåéñòâóþò ïëàíåòû è ñïóòíèêè. Ýòè çàêîíû âûðàæàþò-
ñÿ â ôîðìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò
öåíòðîâ ìàññ òåë è îòíîñèòåëüíî óãëîâ èõ âðàùåíèÿ.

Èñïîëüçîâàíèå ìîäåëè çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåäâû÷èñëåíèè êîîðäè-
íàò è óãëîâûõ ïîëîæåíèé òåë íà ëþáîé çàäàííûé ìîìåíò âðåìå-
íè. Òàêèì ìîìåíòîì ìîæåò áûòü ëèáî ìîìåíò î÷åðåäíîãî íàáëþ-
äåíèÿ íåáåñíîãî òåëà, ëèáî ìîìåíò âñòðå÷è êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà
ñ íåáåñíûì òåëîì, ëèáî ìîìåíò ïðîâåäåíèÿ íàáëþäåíèé ñ èñêóñ-
ñòâåííîãî êîñìè÷åñêîãî îáúåêòà.

Ïðåäâû÷èñëåíèå îðáèòàëüíîãî è âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèé íåáåñ-
íûõ òåë ìîæåò äåëàòüñÿ íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, åñëè òàêîå ðåøåíèå èìååòñÿ.
Îäíàêî ïî÷òè âñå ïðàêòè÷åñêè çíà÷èìûå ìîäåëè äâèæåíèÿ îïè-
ñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè, òî÷íîå ðåøåíèå êîòîðûõ íåèçâåñòíî. ×òî
êàñàåòñÿ ïðèáëèæåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé, òî î÷åíü ÷àñòî
ñëó÷àåòñÿ, ÷òî ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îêàçûâàåòñÿ
íåäîïóñòèìîé, ëèáî ïðè òðåáóåìîé òî÷íîñòè ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ
ðåøåíèÿ îêàçûâàåòñÿ ÷ðåçìåðíî òðóäîåìêîé äàæå äëÿ ìîùíåéøèõ
ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðîâ.

Ïðåäâû÷èñëåíèå êîîðäèíàò è óãëîâ âðàùåíèÿ òåëà âîêðóã åãî
öåíòðà ìàññ íà çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ìåòî-
äàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé. Ïðåèìóùåñòâà ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïî ñðàâíåíèþ
ñ àíàëèòè÷åñêèìè çàêëþ÷àþòñÿ â îòíîñèòåëüíîé ïðîñòîòå èõ ðåà-
ëèçàöèè â âèäå àëãîðèòìîâ è âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîãðàìì äëÿ êîì-
ïüþòåðîâ. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ÷èñëåííûå ìåòîäû îáëàäàþò áîëü-
øåé òî÷íîñòüþ ïðåäâû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò íåáåñíûõ òåë. Óêàçàí-
íûå ïðåèìóùåñòâà îáû÷íî äîñòèãàþòñÿ ïðè âûñîêîé òðåáóåìîé

184 Глава 4. Методы численного интегрирования



òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé. Íåäîñòàòêàìè ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ áîëüøèå çàòðàòû âû÷èñëèòåëüíîãî
âðåìåíè, áûñòðûé ðîñò ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ ñ ðîñòîì èíòåðâàëà
ïðåäâû÷èñëåíèÿ äâèæåíèÿ è íåâîçìîæíîñòü äîñòîâåðíîé îöåíêè
òî÷íîñòè ðåøåíèÿ. Ïðè çàäàííûõ óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ, íà÷àëü-
íûõ çíà÷åíèÿõ êîîðäèíàò òåë è çàäàííîì ìîìåíòå ïðåäâû÷èñëåíèÿ
òî÷íîñòü ðåøåíèÿ îêàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, ñêîëü ñîâåðøåííûì
áû íè áûë ïðèìåíÿåìûé ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ.

×èñëåííûå ìåòîäû íåçàìåíèìû â çàäà÷àõ, äëÿ êîòîðûõ íåâîç-
ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. Ìåòîäû ÷èñëåííîãî èí-
òåãðèðîâàíèÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñëóæàò òàêæå
äëÿ ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè è îöåíêè òî÷íîñòè íàéäåííîãî àíàëè-
òè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.

4.2. Îáùèå ñâîéñòâà ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ðåøåíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìåòîäàìè
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ðàñïàäàåòñÿ íà äâà íåçàâèñèìûõ ýòàïà.
Âî-ïåðâûõ, ñîñòàâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.
Âî-âòîðûõ, ðàçðàáàòûâàåòñÿ íîâûé èëè âûáèðàåòñÿ îäèí èç èçâåñò-
íûõ ìåòîäîâ èõ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. ×òîáû ñâÿçàòü ýòè äâà
ýòàïà, íåîáõîäèìî ïðèíÿòü íåêîòîðûé ñòàíäàðòíûé âèä óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíî íåáåñíîå òåëî èëè ñèñòåìà òåë ïðè âçà-
èìíîì ãðàâèòàöèîííîì âçàèìîäåéñòâèè. Â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ
ìîæåò ó÷èòûâàòüñÿ âëèÿíèå ìíîãèõ äðóãèõ ôàêòîðîâ. Â ÷àñòíîñòè,
â ðàññìîòðåíèå ìîãóò âêëþ÷àòüñÿ ïðèòÿæåíèå äðóãèõ òåë ñ èçâåñò-
íûìè çàêîíàìè äâèæåíèÿ, îòëè÷èå ãðàâèòèðóþùèõ òåë îò ìàòåðè-
àëüíûõ òî÷åê, ñîïðîòèâëåíèå ñðåäû, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò äâèæå-
íèå òåë.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó îáûêíîâåí-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî èëè âòîðîãî ïîðÿä-
êà îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò íåáåñíîãî òåëà. Îáû÷íî óïîòðåáëÿåò-
ñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Åñëè ñîñòàâëÿåòñÿ ñèñòåìà
óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, åå âñåãäà ìîæíî ñâåñòè ê ñèñòåìå óðàâ-
íåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ýòî ïðèõîäèòñÿ äåëàòü, â ÷àñòíîñòè, åñëè
äåéñòâóþùèå ñèëû íåïîñðåäñòâåííî çàâèñÿò îò ñêîðîñòè äâèæåíèÿ
íåáåñíîãî òåëà.
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Èòàê, â çàäà÷àõ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ íåáåñíûõ òåë ïðèìåì ñëåäóþùóþ íàèáîëåå îáùóþ ôîðìó äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

dxi

dt
= fi(x1, x2, ..., xn, t) (i = 1, 2, 3, ..., n), (4.1)

ãäå xi(t) ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè. Îáÿçàòåëüíûì
óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ çàäàíèå ôóíêöèé fi(x1, x2, ..., xn, t) òàêèì îáðà-
çîì, ÷òîáû èõ ìîæíî áûëî âû÷èñëÿòü ïðè ëþáûõ çàäàííûõ çíà÷å-
íèÿõ àðãóìåíòîâ. Ýòè ôóíêöèè ìîãóò ñîäåðæàòü òàêæå ïîñòîÿííûå
ïàðàìåòðû, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ çàäàíû.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðàçðàáîòàíî ìíîæåñòâî ìåòîäîâ ÷èñ-
ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé. Îíè ðàçëè÷íû ïî ñâîåé ýôôåêòèâíîñòè è îáëàñòè ïðèëî-
æåíèé. Õîðîøèé îáçîð ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ïðèìåíÿåìûõ â íåáåñíîé ìå-
õàíèêå, äàí â ðàáîòå (Áîðäîâèöûíà, 1984). Ñóùåñòâóåò äàæå òåî-
ðèÿ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, îáîáùàþùàÿ ìíîæå-
ñòâî òàêèõ ìåòîäîâ è äàþùàÿ ïóòü ðàçðàáîòêè íàèáîëåå îïòèìàëü-
íûõ ñõåì èíòåãðèðîâàíèÿ (Butcher, 1963, 1964à, 1964á; Õîëë, Óàòò,
1979).

Ðàçíîîáðàçíûå ìåòîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè èõ ïðè-
ìåíåíèè îáëàäàþò íåêîòîðûìè îáùèìè ñâîéñòâàìè. Ýòè ñâîéñòâà
íåîáõîäèìî çíàòü ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷ äëÿ äîñòèæåíèÿ
íàèëó÷øåãî ðåçóëüòàòà è ýôôåêòèâíîñòè èññëåäîâàíèé.

Îñíîâíóþ èäåþ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ îáûêíî-
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ëåãêî îáúÿñíèòü íà ïðîñòåé-
øåì èç íèõ — ìåòîäå ëîìàíûõ ëèíèé Ëåîíàðäà Ýéëåðà (Leonhard
Euler, 1707–1783). Ïðè ýòîì ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì
îäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îáùåãî âèäà.

Äîïóñòèì, ÷òî ìû èìååò îäíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dx

dt
= f(x, t),

â êîòîðîì t åñòü íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ — âðåìÿ. Òðåáóåòñÿ íàéòè
ôóíêöèþ x(t) , óäîâëåòâîðÿþùóþ ýòîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ:

x(t0) = x0,
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ãäå t0 — íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, à x0 — çàäàííàÿ êîíñòàíòà.
Äëÿ íà÷àëà âàæíî ïîíÿòü òî, ÷òî íèêàêîé ìåòîä ÷èñëåííîãî èí-

òåãðèðîâàíèÿ íå ïîçâîëèò íàéòè ñàìó ôóíêöèþ x(t), à òîëüêî ðÿä åå
çíà÷åíèé íà êîíå÷íîå ÷èñëî ìîìåíòîâ âðåìåíè. Ðàññìîòðèì íåêî-
òîðûé ìîìåíò âðåìåíè t1, íåäàëåêî îòñòîÿùèé îò ìîìåíòà t0. Ðàç-
íîñòü t1 − t0 îáîçíà÷èì ÷åðåç h, òî åñòü

h = t1 − t0.

Òî÷íîå çíà÷åíèå x(t1) íàì íåèçâåñòíî, íî åñëè âåëè÷èíà h äîñòàòî÷-
íî ìàëà, à ôóíêöèÿ f(x, t) íåïðåðûâíà, òî ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå
x â ìîìåíò âðåìåíè t1 ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëå

x1 = x0 + f(x0, t0) h.

Î÷åâèäíî, ÷òî îòëè÷èå x1 îò òî÷íîãî çíà÷åíèÿ x(t1) áóäåò òåì ìåíü-
øå, ÷åì ìåíüøå h . Ïîãðåøíîñòü îáóñëîâëåíà âîçìîæíîé íåëèíåé-
íîñòüþ ôóíêöèè x(t) íà îòðåçêå [t0, t1].

Äàëåå ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ôóíêöèè
x(t) íà ìîìåíò âðåìåíè t2 = t1 + h ïî ôîðìóëå

x2 = x1 + f(x1, t1) h.

Ïîãðåøíîñòü íàéäåííîãî çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè â ìîìåíò t2
áóäåò ñêëàäûâàòüñÿ èç ïîãðåøíîñòè x1 è ïîãðåøíîñòè, âûçâàííîé
íåëèíåéíîñòüþ ôóíêöèè x(t) íà îòðåçêå [t1, t2].

Òåïåðü àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé èñêîìîé ôóíêöèè íà ïî-
ñëåäîâàòåëüíûå ìîìåíòû ti = ti−1 (i = 1, 2, ...) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

xi = xi−1 + f(xi−1, ti−1) h. (4.2)

Â ýòîì àëãîðèòìå âåëè÷èíó h íàçûâàþò ïîñòîÿííûì øàãîì ÷èñëåí-
íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Îøèáêà çíà÷åíèÿ xi áóäåò ñîäåðæàòü ñóì-
ìó îøèáîê, ñîâåðøåííûõ íà âñåõ ïðåäûäóùèõ øàãàõ èíòåãðèðîâà-
íèÿ. Ýòè îøèáêè ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íûå âåëè÷èíû è çíàêè, íî ïðè
äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f(x, t) ñóììàðíàÿ îøèáêà, êàê
ïðàâèëî, âîçðàñòàåò. Î÷åâèäíî, ÷òî âîçðàñòàíèå ñóììàðíîé îøèá-
êè ïðîèñõîäèò ñ íàðàñòàíèåì ÷èñëà âûïîëíåííûõ øàãîâ èíòåãðè-
ðîâàíèÿ. ×åì áîëüøå øàãîâ ïðè ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå øàãà, òåì
áîëüøå îøèáêà òàêîãî ðåøåíèÿ.
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Ëþáàÿ çàäà÷à ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
íåáåñíîãî òåëà îáû÷íî ñòàâèòñÿ òàê, ÷òî â êîíå÷íîì èòîãå òðåáóåò-
ñÿ íàéòè êîîðäèíàòû òåëà íà çàäàííûé êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè
tk. Åñëè øàã èíòåãðèðîâàíèÿ óæå âûáðàí, òî ìîæíî ïîäñ÷èòàòü êî-
ëè÷åñòâî øàãîâ k, íåîáõîäèìîå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Î÷åâèäíî, ÷òî

k = E

(
tk − t0

h

)
+ 1,

ãäå E(...) îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü.
Ìåòîä ëîìàíûõ îòíîñèòñÿ ê ãðóïïå òàê íàçûâàåìûõ îäíîøà-

ãîâûõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Êðîìå íèõ ñóùåñòâó-
þò åùå ýêñòðàïîëÿöèîííûå è ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû (Áîäîâèöûíà,
1984). Âñå ýòè ìåòîäû èìåþò íåêîòîðûå îáùèå ñâîéñòâà. Ïðè èõ
ïðèìåíåíèè âîçíèêàþò îáùèå ïðîáëåìû. Îäíà èç ïðîáëåì — ýòî
âûáîð øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ. Íà ïåðâûé âçãëÿä ÿñíî, ÷òî åñëè øàã
èíòåãðèðîâàíèÿ óìåíüøèòü, òî îøèáêà, äîïóñêàåìàÿ íà êàæäîì øà-
ãå, óìåíüøèòñÿ, à ñëåäîâàòåëüíî ïîâûñèòñÿ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèé äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà. Ïðè çàäàííîì èíòåðâàëå âðåìå-
íè ïðåäâû÷èñëåíèÿ äâèæåíèÿ, òî åñòü èíòåðâàëå èíòåãðèðîâàíèÿ
tk − t0, êîëè÷åñòâî âûïîëíÿåìûõ øàãîâ âîçðàñòåò, ÷òî âûçîâåò óâå-
ëè÷åíèå çàòðàò âû÷èñëèòåëüíîãî âðåìåíè, òî åñòü âðåìåíè ðàáîòû
êîìïüþòåðà. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìàêñèìàëüíàÿ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî äîïóñòèìûìè çàòðàòàìè âðåìåíè âû÷èñëåíèé.

Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî åñëè óâåëè÷åíèå âû÷èñëèòåëü-
íûõ çàòðàò åùå äîïóñòèìî, òî óëó÷øåíèÿ òî÷íîñòè âñåãäà ìîæíî
äîñòèãíóòü óìåíüøåíèåì øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ìîæíî ïðîâåñòè
òàêîé ýêñïåðèìåíò. Çàäàòü êîíêðåòíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ÷èñ-
ëåííîå ðåøåíèå êîòîðûõ ìîæíî ïðîâåðèòü. Ýòî ìîãóò áûòü óðàâíå-
íèÿ, èìåþùèå òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, èëè óðàâíåíèÿ, äî-
ïóñêàþùèå èçâåñòíîå ÷àñòíîå ðåøåíèå. Äàëåå ìîæíî çàäàòü èíòåð-
âàë èíòåãðèðîâàíèÿ [t0, tk], âçÿòü êàêîé-íèáóäü ìåòîä ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ è ðåøàòü çàäà÷ó ìíîãîêðàòíî, óìåíüøàÿ êàæäûé
ðàç øàã èíòåãðèðîâàíèÿ. Èçó÷àÿ çàâèñèìîñòü òî÷íîñòè ðåøåíèÿ îò
øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ìû óâèäèì, ÷òî ñíà÷àëà ïðè óìåíüøåíèè øà-
ãà ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óìåíüøàåòñÿ. Íî ïðè íåêîòî-
ðûõ âåñüìà ìàëûõ çíà÷åíèÿõ øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ òî÷íîñòü íà÷íåò
óõóäøàòüñÿ, ñêîëü áû ìû íè óìåíüøàëè øàã. ×òî æå ïðîèñõîäèò?

Äåëî â òîì, ÷òî âñå âû÷èñëåíèÿ äåëàþòñÿ âñåãäà ñ ôèêñèðîâàí-
íîé òî÷íîñòüþ âûïîëíåíèÿ ïðîñòûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Åå
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ìîæíî óëó÷øèòü ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ ñïîñîáîâ îòîáðàæåíèÿ
÷èñåë â ïàìÿòè êîìïüþòåðà è ïðèìåíåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãî-
ðèòìîâ àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé. Ýòî ïðèâåäåò ê åùå áîëüøèì âû-
÷èñëèòåëüíûì çàòðàòàì. Âàæíî òî, ÷òî â ëþáîì êîìïüþòåðå ñ ñîîò-
âåòñòâóþùèì ïðîãðàììíûì îáåñïå÷åíèåì ìàêñèìàëüíàÿ òî÷íîñòü
ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë è òî÷íîñòü âûïîëíåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ îïå-
ðàöèé ôèêñèðîâàíà. Ïðè êàæäîé îïåðàöèè ñîâåðøàåòñÿ íåêîòîðàÿ
îøèáêà. Åå íàçûâàþò îøèáêîé îêðóãëåíèÿ ÷èñåë. Ïðè ïîñëåäîâà-
òåëüíîì âûïîëíåíèè àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé îøèáêè îêðóãëå-
íèÿ íàêàïëèâàþòñÿ.

×åì ìåíüøå øàã èíòåãðèðîâàíèÿ, òåì ìåíüøå ïîãðåøíîñòü ôîð-
ìóëû (4.2), ìåíüøå îøèáêà, ñîâåðøàåìàÿ íà êàæäîì øàãå, è ìåíü-
øå åå íàêîïëåíèå íà êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
÷èñëî øàãîâ ðàñòåò, è îøèáêè îêðóãëåíèÿ íàêàïëèâàþòñÿ. Òàêèì
îáðàçîì, ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé îïòèìàëüíûé øàã èíòåãðèðîâàíèÿ,
ïðè êîòîðîì ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè
íà êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè ìèíèìàëüíà. Äëÿ âûáðàííîãî ìåòîäà
èíòåãðèðîâàíèÿ è çàäàííîé êîíêðåòíîé çàäà÷è òî÷íîñòü, ëó÷øàÿ,
÷åì ïðè îïòèìàëüíîì øàãå, íåäîñòèæèìà. Ïóòåì ñîâåðøåíñòâîâà-
íèÿ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî äîáèòüñÿ íåêîòî-
ðîãî óëó÷øåíèÿ òî÷íîñòè. Îäíàêî ñîâðåìåííûå ìåòîäû óæå ñòîëü
ñîâåðøåííû, ÷òî äàëüíåéøåå ïîâûøåíèå òî÷íîñòè ïî÷òè íå ïðî-
èñõîäèò. Íà ïðàêòèêå âû÷èñëåíèÿ ñ îïòèìàëüíûõ øàãîì, êàê ïðà-
âèëî, íå ïðîèçâîäÿò — ñëèøêîì âåëèêè ïðè ýòîì âû÷èñëèòåëüíûå
çàòðàòû.

Ñëåäóþùóþ ïðîáëåìó âûçûâàåò òîò ôàêò, ÷òî ñòåïåíü íåëèíåé-
íîñòè èñêîìîé ôóíêöèè ìîæåò áûòü ðàçëè÷íà íà ðàçíûõ ó÷àñòêàõ
èíòåðâàëà [t0, tk]. Ïðè çàäàííîì ïîñòîÿííîì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ
ñóììàðíàÿ îøèáêà ïîðîæäàåòñÿ, â îñíîâíîì, íà òåõ ó÷àñòêàõ, ãäå
íåëèíåéíîñòü ìàêñèìàëüíà. Íåò ñìûñëà âûáèðàòü òàêîé æå ìàëûé
øàã íà äðóãèõ ó÷àñòêàõ è òðàòèòü íàïðàñíî âðåìÿ íà âû÷èñëåíèÿ
ñ èçëèøíåé òî÷íîñòüþ. Îïòèìàëüíî áûëî áû âûáèðàòü íà êàæäîì
ó÷àñòêå ñâîé øàã èíòåãðèðîâàíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ñòåïåíè íåëè-
íåéíîñòè èñêîìîé ôóíêöèè. Â ñîâåðøåííûõ ìåòîäàõ ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ àíàëèçèðóåòñÿ íà ïðåäûäóùåì
øàãå, ÷òîáû ýêîíîìíî âûáðàòü ñëåäóþùèé øàã. Äëÿ ýòîãî, êîíå÷íî,
ïåðåä íà÷àëîì èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàþò íåêîòîðûé ïàðàìåòð, êîí-
òðîëèðóþùèé òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé íà êàæäîì øàãå. Ýòîò ïàðàìåòð
íàçûâàþò çàäàííîé òî÷íîñòüþ èíòåãðèðîâàíèÿ, îäíàêî ýòà òî÷íîñòü
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äàëåêî íå ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ íà êîíå÷íûé
ìîìåíò âðåìåíè tk. Ýòè äâå òî÷íîñòè îáû÷íî ïðîïîðöèîíàëüíû ïðè
îäíîé è òîé æå ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è, òî åñòü ïðè çàäàííûõ óðàâ-
íåíèÿõ äâèæåíèÿ, íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ è êîíå÷íîì ìîìåíòå âðåìå-
íè. Äëÿ àíàëèçà ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ èñïîëüçóþò ðàçëè÷íûå ïðèå-
ìû è ôîðìóëû. Îäèí èç íèõ ñîñòîèò â òîì, ÷òî êàæäûé øàã äåëàþò
äâàæäû: ñíà÷àëà îäèí øàã âåëè÷èíîé h, çàòåì äâà øàãà, âåëè÷èíîé
h/2. Ðàçíèöó äâóõ ðåçóëüòàòîâ ñðàâíèâàþò ñ çàäàííîé êîíñòàíòîé
— òî÷íîñòüþ âû÷èñëåíèé. Åñëè ðàçíîñòü îêàçûâàåòñÿ áîëüøå, òî
øàã óìåíüøàþò âäâîå. Åñëè æå ýòà ðàçíîñòü â äåñÿòü èëè áîëåå ðàç
ìåíüøå, ÷åì çàäàííàÿ òî÷íîñòü, òî øàã óâåëè÷èâàþò. Â íàèáîëåå
ñîâåðøåííûõ àëãîðèòìàõ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ èñïîëüçóþò
áîëåå ñëîæíûå ïðèåìû. Ê ñîæàëåíèþ, íà ïðàêòèêå íå âñåãäà àâòî-
ìàòè÷åñêèé âûáîð øàãà ìîæåò áûòü ýôôåêòèâåí. Â íåêîòîðûõ ñëó-
÷àÿõ âñå æå èñïîëüçóþò ïîñòîÿííûé øàã èíòåãðèðîâàíèÿ.

Íàèáîëüøóþ ïðîáëåìó â ïðàêòèêå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë ïðåäñòàâëÿåò îöåíêà òî÷íîñòè
ïîëó÷àåìîãî ðåøåíèÿ. Îêàçûâàåòñÿ, íå ñóùåñòâóåò ñòðîãèõ ôîðìóë
èëè óñëîâèé, ïîçâîëÿþùèõ âûïîëíèòü òàêèå îöåíêè. Íà äåëå èñ-
ïîëüçóþò íåêîòîðûå ïðèåìû, êîòîðûå âñå æå íåëüçÿ ñ÷èòàòü âïîëíå
íàäåæíûìè. Îäèí èç íèõ — ýòî èíòåãðèðîâàíèå «âïåðåä-íàçàä». Òî
åñòü ïîñëå ïîëó÷åíèÿ çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè íà êîíå÷íûé ìî-
ìåíò âðåìåíè ýòî çíà÷åíèå ïðèíèìàþò çà èñõîäíîå è âûïîëíÿþò
èíòåãðèðîâàíèå ñ îòðèöàòåëüíûì øàãîì äî íà÷àëüíîãî ìîìåíòà. Â
êîíöå ñðàâíèâàþò ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì.
Ïîëó÷åííóþ ðàçíîñòü çíà÷åíèé è ñ÷èòàþò òî÷íîñòüþ âûïîëíåííî-
ãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Èíîãäà òàêèå îöåíêè ïîëó÷àþòñÿ óäîâëåòâîðè-
òåëüíûìè, íî ÷àùå âñåãî ðåàëüíàÿ òî÷íîñòü îêàçûâàåòñÿ õóæå. Ñó-
ùåñòâóþò è äðóãèå ìåòîäû îöåíêè òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî èíòåãðè-
ðîâàíèÿ, íî âñå îíè, íà ñàìîì äåëå, íåíàäåæíû.

4.3. Ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû èíòåãðèðîâàíèÿ
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ìåòîä ëîìàíûõ, èçëîæåííûé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïî÷òè íå
ïðèìåíÿåòñÿ íà ïðàêòèêå. Ñóùåñòâóþò áîëåå òî÷íûå ìåòîäû. Îä-
íèì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû (Áîðäîâèöûíà, 1984; Äó-
áîøèí, 1976). Ýòîò ìåòîä äàëåêî íå ñàìûé ñîâåðøåííûé, îäíàêî
â ñâîå âðåìÿ îí øèðîêî ïðèìåíÿëñÿ â àñòðîíîìè÷åñêèõ çàäà÷àõ.
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Ôîðìóëû ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû äîñòàòî÷íî ïðîñòû (Äóáîøèí, 1976).
Èõ ìîæíî ëåãêî çàïðîãðàììèðîâàòü íà ëþáîì ïîäõîäÿùåì ÿçûêå
ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â çàäà÷àõ, ãäå íå òðåáóåòñÿ ïîëó÷àòü ïðåäåëüíî
âûñîêóþ òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ìåòîä
Ðóíãå-Êóòòû ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ïðèìåíåí.

Îïèøåì ýòîò ìåòîä è ôîðìóëû, ïî êîòîðûì âûïîëíÿþòñÿ âû-
÷èñëåíèÿ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòå-
ìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà
(4.1). ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x1 = x

(0)
1 , x2 = x

(0)
2 , ..., xn = x

(0)
n

ïðè t = t0. Ïåðåìåííûå x1, x2, ..., xn äëÿ óäîáñòâà áóäåì íàçûâàòü
êîîðäèíàòàìè, à íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ t — âðåìåíåì.

Ôîðìóëû Ðóíãå-Êóòòû, ïðèâîäèìûå íèæå, ïîçâîëÿþò îïðåäå-
ëèòü êîîðäèíàòû íà ìîìåíò âðåìåíè tk+1 = tk+h, åñëè îíè èçâåñò-
íû íà ìîìåíò âðåìåíè tk. Ôîðìóëû ñîñòàâëåíû íà îñíîâå ìåòîäà
èíòåðïîëÿöèè ïîëèíîìàìè îòíîñèòåëüíî øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ h, â
êîòîðûõ ïðåíåáðåãàþò ÷ëåíàìè íåêîòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè îòíî-
ñèòåëüíî âåëè÷èíû øàãà. Â äàííîì ñëó÷àå ñîõðàíÿþòñÿ âñå ÷ëåíû
äî 4-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Ôîðìóëû Ðóíãå-Êóòòû èìåþò âèä

x
(k)
i = xi(tk),

p
(k)
i = fi

(
x
(k)
1 , x

(k)
2 , ..., x(k)

n , tk

)
,

q
(k)
i = fi

(
x
(k)
1 +

1

2
hp

(k)
1 , x

(k)
2 +

1

2
hp

(k)
2 , ..., x(k)

n +
1

2
hp(k)n , tk +

1

2
h

)
,

r
(k)
i = fi

(
x
(k)
1 +

1

2
hq

(k)
1 , x

(k)
2 +

1

2
hq

(k)
2 , ..., x(k)

n +
1

2
hq(k)n , tk +

1

2
h

)
,

s
(k)
i = fi

(
x
(k)
1 + hr

(k)
1 , x

(k)
2 + hr

(k)
2 , ..., x(k)

n + hr(k)n , tk + h
)
,

xk+1
i = x

(k)
i +

1

6
h
(
p
(k)
i + 2q

(k)
i + 2r

(k)
i + s

(k)
i

)
(i = 1, 2, 3, ..., n).

Èç ïðèâåäåííûõ ôîðìóë ëåãêî âèäåòü ñõåìó àëãîðèòìà îäíîøà-
ãîâûõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà (4.1). Àëãîðèòì ñîñòîèò èç äâóõ îò-
íîñèòåëüíî íåçàâèñèìûõ áëîêîâ. Â ïåðâîì áëîêå ïðîèçâîäÿòñÿ âû-
÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëàì Ðóíãå-Êóòòû. Âõîäíûìè äàííûìè äëÿ ýòîãî
áëîêà ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé íà ìîìåíò âðåìåíè tk.
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Ðåçóëüòàò ðàáîòû áëîêà — çíà÷åíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé íà ìîìåíò
âðåìåíè tk+1. Ðàçóìååòñÿ, èñõîäíûìè ïàðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ ñàìè
ìîìåíòû tk è tk+1, à òàêæå øàã èíòåãðèðîâàíèÿ h. Ðåàëèçàöèÿ ýòîãî
áëîêà íå çàâèñèò îò êîíêðåòíîé çàäà÷è íåáåñíîé ìåõàíèêè. Âòîðîé
áëîê — âû÷èñëåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé (4.1) ïðè ëþáûõ çà-
äàííûõ àðãóìåíòàõ x1, x2, ..., xn, t. Ýòîò áëîê ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿ-
åòñÿ ïîñòàíîâêîé çàäà÷è î äâèæåíèè èëè âðàùåíèè íåáåñíûõ òåë è
íå çàâèñèò îò ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ.

4.4. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷ î äâèæåíèè íåáåñíîãî
òåëà ìåòîäàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé êëàññ çàäà÷ î äâèæåíèè ñèñòåìû íåáåñ-
íûõ òåë. Ïóñòü äàíû äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî
êîîðäèíàò òåë. Êîîðäèíàòàìè ìîãóò áûòü êàê ïðÿìîóãîëüíûå êî-
îðäèíàòû öåíòðîâ ìàññ êàæäîãî òåëà, òàê è óãëû ïîâîðîòà êàæäî-
ãî òåëà îòíîñèòåëüíî åãî öåíòðà ìàññ â íåêîòîðîé çàäàííîé ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò. Óðàâíåíèÿ äîëæíû áûòü âûðàæåíû â ôîðìå (4.1),
à èõ ïðàâûå ÷àñòè çàäàíû òàê, ÷òî èçâåñòíû ïðàâèëà, ïî êîòîðûì
èõ ìîæíî âû÷èñëÿòü äëÿ ëþáûõ çàäàííûõ çíà÷åíèé èñêîìûõ êî-
îðäèíàò è, âîçìîæíî, âðåìåíè. Êðîìå òîãî, äîëæíû áûòü çàäàíû
çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò íà íåêîòîðûé íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0.
Îáîçíà÷èì ýòè íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ÷åðåç x

(0)
1 , x

(0)
2 , ..., x

(0)
n . Òðåáó-

åòñÿ îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò íà íåêîòîðûé òàêæå çàäàííûé
äðóãîé ìîìåíò âðåìåíè tk. Ïðàêòè÷åñêèå öåëè ðåøåíèÿ çàäà÷è î
äâèæåíèè òåë ñèñòåìû äèêòóþò íåáõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîãî
âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò òàêæå è íà äðóãèå çàäàííûå ìîìåíòû t2, t3,
... , tk. ×àùå âñåãî ìîìåíòû âðåìåíè âûáèðàþòñÿ ðàâíîîòñòîÿùèìè
òàê, ÷òî

ti = ti−1 +H (i = 1, 2, ..., k), (4.3)

ãäå H — çàäàííûé øàã ïî âðåìåíè (íî íå øàã èíòåãðèðîâàíèÿ). Òà-
êèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòîì ðåøåíèÿ çàäà÷è áóäóò çíà÷åíèÿ èñêîìûõ
ôóíêöèé íà ìîìåíòû t1, t2, ... , tn, òî åñòü x

(i)
1 , x

(i)
2 , ..., x

(i)
n (i =

1, 2, ..., k). Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íîé íå òîëüêî â
ïðàêòè÷åñêîé íåáåñíîé ìåõàíèêå, íî òàêæå ïðè ðàçëè÷íûõ èññëå-
äîâàíèÿõ òåîðåòè÷åñêîãî õàðàêòåðà.

Ñîîòâåòñòâåííî ñôîðìóëèðîâàííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ìîæíî
ñîñòàâèòü àëãîðèòì åå ðåøåíèÿ. Îí áóäåò ñîñòîÿòü èç ñëåäóþùèõ
áëîêîâ:
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• (1) çàäàíèå íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè, íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé
êîîðäèíàò è øàãà ñëåäîâàíèÿ ìîìåíòîâ H ;

• (2) çàäàíèå ñëåäóþùåãî ìîìåíòà âðåìåíè;

• (3) âûïîëíåíèå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé è ïî-
ëó÷åíèå çíà÷åíèé èñêîìûõ ôóíêöèé íà ñëåäóþùèé ìîìåíò
âðåìåíè;

• (4) çàïîìèíàíèå ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé â ôàéëå äëÿ ïîñëåäó-
þùåãî èñïîëüçîâàíèÿ;

• (5) ïðîâåðêà äîñòèæåíèÿ ïîñëåäíåãî çàäàííîãî ìîìåíòà âðå-
ìåíè è ïåðåõîä ê ïóíêòó (2), åñëè ïîñëåäíèé ìîìåíò åùå íå
äîñòèãíóò;

• (6) ïðåêðàùåíèå ðàáîòû àëãîðèòìà.

Ïóíêò (1) âûïîëíÿåòñÿ ïóòåì ââîäà ÷èñåë èç ôàéëà èñõîäíûõ
äàííûõ èëè çàäàíèåì çíà÷åíèé ïðÿìî â òåêñòå âû÷èñëèòåëüíîé
ïðîãðàììû.

Ïóíêò (2) âûïîëíÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (4.3).
Ðåàëèçàöèÿ ïóíêòà (3) â âû÷èñëèòåëüíîé ïðîãðàììå äîëæíà

áûòü íåçàâèñèìà îò ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, ÷òîáû ëþáóþ êîíêðåòíóþ
çàäà÷ó ìîæíî áûëî ðåøàòü ëþáûì ìåòîäîì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðî-
âàíèÿ. Ïîýòîìó ñàì ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ êàê ïðàâèëî îôîðìëÿ-
þò â âèäå îòäåëüíîé ïðîöåäóðû íà âûáðàííîì ÿçûêå ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ. Ýòó ïðîöåäóðó îáû÷íî ñîñòàâëÿþò ñïåöèàëèñòû ïî ìå-
òîäàì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé. Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ïðîöåäóðû â êîíêðåòíîé çàäà÷å
íóæíî çíàòü òîëüêî ôîðìó îáðàùåíèÿ ê ýòîé ïðîöåäóðå è ñïîñîáû
îáìåíà äàííûìè ñ íåé. Íåîáõîäèìàÿ èíôîðìàöèÿ îáû÷íî ñîäåð-
æèòñÿ â èíñòðóêöèè, êîòîðîé ñíàáæàåòñÿ ïðîöåäóðà ïðè åå ïåðå-
äà÷å èëè ïóáëèêàöèè. Ïóíêò (3) àëãîðèòìà ðåàëèçóåòñÿ ñîãëàñíî
èíñòðóêöèè ê ïðîöåäóðå. Ïðèìåð òàêîé èíñòðóêöèè ïðèâîäèòñÿ â
ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Íà ïåðâûé âçãëÿä â îïèñàííîì âûøå àëãîðèòìå ñîâåðøåííî îò-
ñóòñòâóåò áëîê âû÷èñëåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé ðåøàåìûõ óðàâíåíèé. Íà
ñàìîì äåëå ýòîò áëîê âêëþ÷åí â ïóíêò (3), íî ðåàëèçóåòñÿ îí â âèäå
íåçàâèñèìîé ïðîöåäóðû, êîòîðóþ ñîñòàâëÿåò ñïåöèàëèñò, ïîñòàâèâ-
øèé è ðåøàþùèé çàäà÷ó. Ýòà ïðîöåäóðà èñïîëüçóåòñÿ â ïðîöåññå
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÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðûé íå çàâèñèò îò âèäà ïðàâûõ ÷à-
ñòåé óðàâíåíèé. ×òîáû îðãàíèçîâàòü ñîñòàâëåíèå àëãîðèòìà è ïðî-
ãðàììû, óñòàíàâëèâàþòñÿ íåêîòîðûå ïðàâèëà, ïî êîòîðûì ïðîèñõî-
äèò îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå âû÷èñëåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ. Ýòè ïðàâèëà òàêæå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ èíñòðóêöèè ê ïðî-
öåäóðå èíòåãðèðîâàíèÿ. Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâ-
íåíèé íå çàâèñèò îò ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ, îäíàêî çàãîëîâîê ýòîé
ïðîöåäóðû äîëæåí áûòü ñîãëàñîâàí ñ èíñòðóêöèåé ê ïðîãðàììå.

Ïóíêòû (4), (5) è (6) àëãîðèòìà äîñòàòî÷íî ïðîñòû äëÿ ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ. Çàìåòèì òîëüêî, ÷òî ïóíêò (4) ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí
áîëåå çàìûñëîâàòûì ñïîñîáîì. Íàïðèìåð, ìîæíî çàïðîãðàììèðî-
âàòü ïîñòðîåíèå ãðàôè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé íà ýêðàíå êîìïüþòåðà â
çàâèñèìîñòè îò ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé èñêîìûõ ôóíêöèé. Â èòîãå,
ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ñìåíà êàðòèíîê â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è äàñò
íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î äâèæåíèè ñèñòåìû òåë.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè íåêîòîðûõ ïðîãðàìì
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî çàäàòü îïðåäåëåííûå ïà-
ðàìåòðû ðàáîòû. Ýòî ìîãóò áûòü, íàïðèìåð, ïàðàìåòðû, çàäàþùèå
òî÷íîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ. Â òî æå âðåìÿ ðåçóëüòàòîì âûïîëíåíèÿ
ïðîöåäóðû ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûå âñïîìîãàòåëüíûå äàííûå, êîòî-
ðûå òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ïðîãðàììå ðåøåíèÿ çàäà÷è.

4.5. Èíñòðóêöèÿ ê âû÷èñëèòåëüíîé ïðîãðàììå
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì
Ýâåðõàðòà

Â ïðàêòè÷åñêîé íåáåñíîé ìåõàíèêå ïðèìåíÿþòñÿ ìíîãî ðàçëè÷-
íûõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Ýòà
íàóêà äàåò ñòèìóë äëÿ ðàçâèòèÿ è ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ òàêèõ ìåòî-
äîâ. Â òî æå âðåìÿ çàäà÷è íåáåñíîé ìåõàíèêè ÿâëÿþòñÿ ñâîåîá-
ðàçíûì ïîëèãîíîì äëÿ èñïûòàíèÿ íîâûõ ðàçðàáîòîê â ýòîé îáëà-
ñòè. Îäíèì èç íàèáîëåå ïðèìåíÿåìûõ â ïîñëåäíåå âðåìÿ â íåáåñ-
íîé ìåõàíèêå ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä
Ýâåðõàðòà (Everhart, 1974). Ïîêàçàòåëüíî, ÷òî åãî àâòîðîì ÿâëÿåò-
ñÿ ñïåöèàëèñò â îáëàñòè íåáåñíîé ìåõàíèêè. Ìåòîä åùå ïîäðîáíî
îïèñàí â êíèãå (Áîðäîâèöûíà, 1984).

Ïåðâîíà÷àëüíî ïðîöåäóðà èíòåãðèðîâàíèÿ áûëà ñîñòàâëåíà íà
ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ôîðòðàí ñàìèì Ýâåðõàðòîì, ïîýòîìó åå
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òàê è íàçûâàþò ïðîöåäóðîé Ýâåðõàðòà. Ýòà âåðñèÿ ïðîãðàììû áû-
ëà çàòåì àäàïòèðîâàíà äëÿ êîìïüþòåðîâ, â ïàìÿòè êîòîðûõ ÷èñëà
ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé çàíèìàþò 8 áàéò ïàìÿòè. Ïðîãðàììà ñâîáîä-
íî ïåðåäàåòñÿ ìåæäó èññëåäîâàòåëÿìè ðàçíûõ íàó÷íûõ èíñòèòóòîâ.
Îíà èìååòñÿ òàêæå è â ÃÀÈØ ÌÃÓ, ãäå ïðîãðàììà áûëà ïåðåïèñà-
íà íà ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ñè. Ïðè ýòîì â ôîðìå îáðàùåíèÿ ê
íåé ñîõðàíèëèñü ñâîéñòâà ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðíûå äëÿ ÿçûêà ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ Ôîðòðàí.

Îñíîâíûì äîñòîèíñòâîì ìåòîäà Ýâåðõàðòà ÿâëÿåòñÿ âûñîêàÿ
äîñòèæèìàÿ òî÷íîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïëàòîé çà òî÷íîñòü îêàçû-
âàþòñÿ áîëüøèå çàòðàòû «ìàøèííîãî» âðåìåíè âû÷èñëåíèé. Ïðî-
öåäóðà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ìåòîäó Ýâåðõàðòà ñîñòàâëåíà òàê, ÷òî
ñ ïîìîùüþ äâóõ ïàðàìåòðîâ ìîæåò áûòü çàäàíà íåîáõîäèìàÿ òî÷-
íîñòü âû÷èñëåíèé. Â çàâèñèìîñòè îò çàäàííîé òî÷íîñòè èçìåíÿþò-
ñÿ íåîáõîäèìûå çàòðàòû âðåìåíè âû÷èñëåíèé. Ïðè íèçêîé òðåáó-
åìîé òî÷íîñòè âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû áóäóò íåáîëüøèìè, îäíà-
êî íàèëó÷øåå ñîîòíîøåíèå òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé è çàòðàò âðåìåíè
äîñòèãàåòñÿ èìåííî ïðè âûñîêîé çàäàííîé òî÷íîñòè. Îñíîâíîé ïà-
ðàìåòð ε , îïðåäåëÿþùèé òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé íà êàæäîì øàãå,
âûðàæàþò â âèäå

ε = 10−l, (4.4)

ãäå l — íåêîòîðîå çàäàííîå öåëîå ÷èñëî.
Â ìåòîäå Ýâåðõàðòà èñïîëüçóþòñÿ ñïåöèàëüíûå àïïðîêñèìèðó-

þùèå ïîëèíîìû ïî ñòåïåíÿì øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñòåïåíü ýòèõ
ïîëèíîìîâ Norder ìîæåò áûòü âûáðàíà èç ñëåäóþùåãî ñïèñêà öå-
ëûõ ÷èñåë: 7, 11, 15, 19, 23, 27. Â ïðîöåäóðå ìîæíî âçÿòü ëþáîå
èç ýòèõ çíà÷åíèé. Îäíàêî ïðè íåâûñîêîé çàäàííîé òî÷íîñòè èíòå-
ãðèðîâàíèÿ áåñïîëåçíî çàäàâàòü âûñîêóþ ñòåïåíü ïîëèíîìîâ. Ýòî
ìîæåò ïðèâåñòè ëèøü ê íåîïðàâäàííûì çàòðàòàì âðåìåíè âû÷èñëå-
íèé. Ïîýòîìó Norder âûáèðàþò â çàâèñèìîñòè îò çàäàííîé òî÷íîñòè
âû÷èñëåíèé â ïðåäåëàõ

3

4
l ≤ Norder ≤ 2l, (4.5)

ãäå l — öåëîå ÷èñëî, ôèãóðèðóþùåå â ôîðìóëå (4.4).
Ïðîöåäóðà Ýâåðõàðòà ïîçâîëÿåò ðåøàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-

íåíèÿ äâèæåíèÿ êàê â ðåæèìå àâòîìàòè÷åñêîãî âûáîðà øàãà èí-
òåãðèðîâàíèÿ, òàê è ïðè ïîñòîÿííîì çàäàííîì øàãå. Ïîñêîëüêó â
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íåáåñíîé ìåõàíèêå áîëüøèíñòâî çàäà÷ îïèñûâàþòñÿ îáûêíîâåí-
íûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà, òî äëÿ
óäîáñòâà ïðîãðàììèðîâàíèÿ çàäà÷è ïðîöåäóðà Ýâåðõàðòà ïîçâîëÿ-
åò ðåøàòü ñðàçó óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, íå ðàçëàãàÿ èõ íà óäâî-
åííîå ÷èñëî óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà âèäà (4.1).

Íàèáîëüøóþ ÷àñòü âðåìåíè èíòåãðèðîâàíèÿ çàíèìàþò âû÷èñëå-
íèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé. Ïîýòîìó ýôôåêòèâíîñòü ïðîãðàììû
õàðàêòåðèçóåòñÿ êîëè÷åñòâîì ïðîèçâîäèìûõ îáðàùåíèé ê ïðîöåäó-
ðå âû÷èñëåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé â
êîíêðåòíîé çàäà÷å. Äëÿ îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè ïðîöåäóðû îêàçû-
âàåòñÿ èíòåðåñíûì òàêæå êîëè÷åñòâî âûïîëíåííûõ øàãîâ èíòåãðè-
ðîâàíèÿ â ñëó÷àå àâòîìàòè÷åñêîãî âûáîðå øàãà. Îáå êîëè÷åñòâåí-
íûå õàðàêòåðèñòèêè âûäàþòñÿ ïðîöåäóðîé ÷åðåç åå âûõîäíûå ïà-
ðàìåòðû.

Ìåòîä Ýâåðõàðòà ñîäåðæèò ïðîöåññ èòåðàöèé ïðè ïîñòðîåíèè
ïîëèíîìîâ ïî ñòåïåíÿì øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ íà ïåðâîì øàãå.
Îáû÷íî îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íûì âûïîëíèòü äâå èòåðàöèè, íî â
íåêîòîðûõ çàäà÷àõ óâåëè÷åíèå ÷èñëà èòåðàöèé íà ýòîì ýòàïå àëãî-
ðèòìà ìîæåò ïðèâåñòè ê íåáîëüøîìó ïîâûøåíèþ ýôôåêòèâíîñòè
ïðîöåäóðû áåç ñóùåñòâåííîãî óâåëè÷åíèÿ çàòðàò âðåìåíè âû÷èñëå-
íèé. Ïîýòîìó âõîäíûì ïàðàìåòðîì ïðîöåäóðû ÿâëÿåòñÿ óêàçàííîå
÷èñëî èòåðàöèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî óïðàâëÿòü ýôôåêòèâ-
íîñòüþ â íåêîòîðûõ íåáîëüøèõ ïðåäåëàõ. Íà íà÷àëüíîé ñòàäèè ðå-
øåíèÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è ìàëî ÷òî èçâåñòíî î ñâîéñòâàõ óðàâíåíèé
ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû Ýâåðõàðòà. Ïîýòîìó áåç ñî-
ìíåíèé ìîæíî çàäàòü ÷èñëî èòåðàöèé ðàâíûì 2.

Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, óðàâíåíèÿ êàêîãî âèäà íóæíî ðåøàòü ìå-
òîäîì Ýâåðõàðòà, çàäàþò êëàññ óðàâíåíèé. Óðàâíåíèÿ ðàçäåëÿþòñÿ
íà òðè êëàññà.

Óðàâíåíèÿ ïåðâîãî êëàññà èìåþò âèä (1). Êî âòîðîìó êëàññó îò-
íîñÿòñÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà âèäà

d2xi

dt2
= fi(x1, x2, ..., xn,

dx1

dt
,
dx2

dt
, ...,

dxn

dt
, t) (i = 1, 2, 3, ..., n). (4.6)

Óðàâíåíèÿ òðåòüåãî êëàññà îòëè÷àþòñÿ îò óðàâíåíèé (4.6) òîëüêî
òåì, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè íå çàâèñÿò îò êîìïîíåíò ñêîðîñòè, òî åñòü îò
ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè îò èñêîìûõ ôóíêöèé. Ýòî íàèáî-
ëåå âñòðå÷àåìûå â íåáåñíîé ìåõàíèêå óðàâíåíèÿ. Êëàññ òàêèõ óðàâ-
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íåíèé ïî ñòðàííîé òðàäèöèè îáîçíà÷àåòñÿ êàê -2. Óðàâíåíèÿ êëàññà
ìèíóñ 2 èìåþò âèä

d2xi

dt2
= fi(x1, x2, ..., xn, t) (i = 1, 2, 3, ..., n). (4.7)

Ïîñëå îïèñàíèÿ âñåõ îñîáåííîñòåé ïðîöåäóðû Ýâåðõàðòà ïðèâå-
äåì çäåñü èíñòðóêöèþ äëÿ åå èñïîëüçîâàíèÿ. Èíñòðóêöèÿ, êîíå÷íî,
çàâèñèò îò èñïîëüçóåìîãî ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îáû÷íî ýòî
îäèí èç ÿçûêîâ ïðîöåäóðíîãî òèïà, íàïðèìåð, Ôîðòðàí, Ïàñêàëü
èëè Ñè. Ôîðìû âûçîâà ïðîöåäóðû íà ðàçíûõ ÿçûêàõ âåñüìà ïî-
õîæè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîãðàììà âû÷èñëåíèé ñîñòàâëÿåòñÿ íà
ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ñè. Îïèñàíèå íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ ñî-
õðàíÿåò ñâîéñòâà, õàðàêòåðíûå äëÿ ñòàðûõ âåðñèé ÿçûêà Ôîðòðàí.
Â ÷àñòíîñòè, èíäåêñèðîâàíèå ïåðåìåííûõ â ìàññèâàõ íà÷èíàåòñÿ ñ
åäèíèöû.

Ïðèâåäåì çäåñü ñíà÷àëà îïèñàíèå ïàðàìåòðîâ ïðîöåäóðû, à çà-
òåì ñàì âûçîâ ïðîöåäóðû. Íåîáõîäèìî îïèñàòü â ïðîãðàììå èñ-
ïîëüçóåìûå ïåðåìåííûå è çàäàòü èõ çíà÷åíèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèå
ôðàãìåíòû ïðîãðàììû ïîëüçîâàòåëÿ èìåþò âèä

...
#define NV 3
...
double X[NV+1],V[NV+1];
double TI,TF,XL;
int LL, NI, NF,NS, NCLASS, NOR;
...
Rada27(X, V, TI, TF, XL, LL, NV,

NI, &NF, &NS, NCLASS, NOR);

Îïèøåì òèï è ñìûñë êàæäîãî ïàðàìåòðà. Óäîáíî íà÷àòü ñ âõîä-
íîãî ïàðàìåòðà NV. Ýòî ïàðàìåòð òèïà int. Îí âûçûâàåòñÿ ïðîöåäó-
ðîé ïî çíà÷åíèþ, òî åñòü ïðè îáðàùåíèè ê ïðîöåäóðå íà ìåñòå ýòîãî
ïàðàìåòðà ìîæåò ñòîÿòü ëþáîå âûðàæåíèå òèïà int. Ïàðàìåòð NV
çàäàåò ÷èñëî èñêîìûõ ôóíêöèé n. Â ïðèâåäåííîì âûøå ôðàãìåíòå
ïðîãðàììû ïîëüçîâàòåëÿ ýòîò ïàðàìåòð çàäàí ñèìâîëüíîé êîíñòàí-
òîé NV.

Ñëåäóåò ó÷èòûâàòü òîò âàæíûé ôàêò, ÷òî âíóòðè òåêñòà ïðîöå-
äóðû Rada27 èìåþòñÿ îïèñàíèÿ âíóòðåííèõ ìàññèâîâ (èíäåêñèðî-
âàííûõ ïåðåìåííûõ) çàäàííîé äëèíû. Ýòà äëèíà çàâèñèò îò ÷èñëà
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ïåðåìåííûõ NV. Ñëåäóåò ïðîâåðÿòü, äîñòàòî÷íî ëè çàðåçåðâèðîâà-
íî ìåñòà äëÿ ýòèõ âíóòðåííèõ ìàññèâîâ ïðè çàäàííîì NV.

Ïàðàìåòð NCLASS çàäàåò êëàññ ðåøàåìûõ óðàâíåíèé. Îí ìîæåò
èìåòü çíà÷åíèÿ 1, 2 èëè -2 ñîîòâåòñòâåííî îïèñàííîé âûøå êëàñ-
ñèôèêàöèè óðàâíåíèé. Ïàðàìåòð NCLASS òèïà int. Îí âûçûâàåòñÿ
ïðîöåäóðîé ïî çíà÷åíèþ.

Ïàðàìåòðû X, V — îäíîìåðíûå ìàññèâû (èíäåêñèðîâàííûå ïå-
ðåìåííûå), â êîòîðûõ èíäåêñû èñïîëüçóþòñÿ, íà÷èíàÿ ñ åäèíèöû.
Ýòè ìàññèâû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ õðàíåíèÿ è ïåðåäà÷è çíà÷åíèé èñ-
êîìûõ ôóíêöèé. Â ìàññèâå X çàäàþòñÿ êîîðäèíàòû, à â ìàññèâå V —
êîìïîíåíòû ñêîðîñòè. Ïåðåä îáðàùåíèåì ê ïðîöåäóðå â ýòèõ ìàñ-
ñèâàõ äîëæíû ñîäåðæàòüñÿ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ íà ìîìåíò t0. Ïî-
ñëå îáðàùåíèÿ ìàññèâû X, V áóäóò ñîäåðæàòü çíà÷åíèÿ èñêîìûõ
ôóíêöèé íà êîíå÷íûé ìîìåíò tk.

Ìàññèâ V èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî äëÿ óðàâíåíèé êëàññîâ 2 è -2
äëÿ õðàíåíèÿ è ïåðåäà÷è çíà÷åíèé ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ îò èñêî-
ìûõ ôóíêöèé ïî âðåìåíè.

Ïàðàìåòðû TI è TF — ïðîñòûå ïåðåìåííûå òèïà double çàäàþò
íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé ìîìåíòû âðåìåíè t0 è tk, ñîîòâåòñòâåííî.
Ýòè ïàðàìåòðû ïåðåäàþòñÿ ïî çíà÷åíèþ.

Ïàðàìåòð LL òèïà int çàäàåò òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé. Îí ñîîòâåò-
ñòâóåò âåëè÷èíå l â ôîðìóëå (4.4). Ýòîò ïàðàìåòð ïåðåäàåòñÿ ïî
çíà÷åíèþ. Àâòîìàòè÷åñêèé âûáîð øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ äåëàåòñÿ â
ñëó÷àå, åñëè çíà÷åíèå ïàðàìåòðà LL çàäàíî ïîëîæèòåëüíûì. Äëÿ
âêëþ÷åíèÿ ðåæèìà ïîñòîÿííîãî øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ñëåäóåò çà-
äàòü çíà÷åíèå LL ðàâíûì ëþáîìó îòðèöàòåëüíîìó ÷èñëó. Â ýòîì
ðåæèìå äëÿ çàäàíèÿ âåëè÷èíû ïîñòîÿííîãî øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ
èñïîëüçóåòñÿ ïàðàìåòð XL òèïà double. Ýòîò âõîäíîé ïàðàìåòð ïå-
ðåäàåòñÿ ïî çíà÷åíèþ. Ïðè àâòîìàòè÷åñêîì âûáîðå øàãà èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ïàðàìåòð XL íå èñïîëüçóåòñÿ.

Äëÿ çàäàíèÿ ñòåïåíè àïïðîêñèìèðóþùèõ ïîëèíîìîâ Norder ñëó-
æèò âõîäíîé ïàðàìåòð NOR òèïà int. Îí ïåðåäàåòñÿ â ïðîöåäóðó ïî
çíà÷åíèþ. Äëÿ âûáîðà çíà÷åíèÿ ýòîãî ïàðàìåòðà ñëåäóåò èñïîëüçî-
âàòü íåðàâåíñòâà (4.5).

Ïàðàìåòð NI òèïà int çàäàåò ÷èñëî èòåðàöèé ïðè îïðåäåëåíèè
àïïðîêñèìèðóþùåãî ïîëèíîìà. Ýòî âõîäíîé ïàðàìåòð, îí ïåðåäà-
åòñÿ â ïðîöåäóðó ïî çíà÷åíèþ. Êàê óæå óêàçàíî âûøå, çíà÷åíèå
ýòîãî ïàðàìåòðà ìîæåò áûòü âûáðàíî ðàâíûì 2, åñëè íàèáîëåå îï-
òèìàëüíîå çíà÷åíèå ýòîãî ïàðàìåòðà íåèçâåñòíî.
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Ïîñëå âû÷èñëåíèé âûõîäíûå ïàðàìåòðû NF è NS òèïà int ïåðå-
äàþò â ïðîãðàììó ïîëüçîâàòåëÿ êîëè÷åñòâî ñäåëàííûõ îáðàùåíèé
ê âû÷èñëåíèþ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé è êîëè÷åñòâî âûïîëíåí-
íûõ øàãîâ èíòåãðèðîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè ïàðàìåòðû ïåðå-
äàþòñÿ â ïðîöåäóðó ïî íàèìåíîâàíèþ (àäðåñó).

Òåïåðü ðàññìîòðèì, êàê ïðîöåäóðà ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
Ýâåðõàðòà âçàèìîäåéñòâóåò ñ ïðîöåäóðîé âû÷èñëåíèÿ ïðàâûõ ÷à-
ñòåé óðàâíåíèé, êîòîðóþ äîëæåí ñîñòàâëÿòü ïîëüçîâàòåëü. Â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ôîðìîé îáðàùåíèÿ ê ýòîé ïðîöåäóðå âíóòðè ïðîöåäóðû
Ýâåðõàðòà åå îïèñàíèå (ïðîòîòèï) â ïðîãðàììå ïîëüçîâàòåëÿ äîë-
æåí èìåòü âèä

void FORCE(double *Xc, *Vc, double TM, double *Fc);

Ìàññèâû Xc è Vc ïðè âõîäå â ïðîöåäóðó ñîäåðæàò çíà÷åíèÿ àð-
ãóìåíòîâ ôóíêöèé, îïðåäåëÿþùèõ ïðàâûå ÷àñòè ðåøàåìûõ óðàâíå-
íèé. Â ìàññèâå Xc õðàíÿòñÿ çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò, à â ìàññèâå Vc —
çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ îò êîîðäèíàò ïî âðåìåíè. Àðãóìåíòû ðàñïî-
ëàãàþòñÿ â ìàññèâàõ ñîãëàñíî èõ íîìåðàì, ïðè ýòîì ýëåìåíòû ìàñ-
ñèâîâ Xc[0] è Vc[0] íèêîãäà íå èñïîëüçóþòñÿ. Êðîìå òîãî, ïàðàìåòð
Vc èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà ðåøàþòñÿ óðàâíåíèÿ êëàññà 2.

Âõîäíîé ïàðàìåòð TM òèïà double çàäàåò òåêóùèé ìîìåíò âðå-
ìåíè — àðãóìåíò ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé. Îí ïåðåäàåòñÿ â ïðî-
öåäóðó ïî çíà÷åíèþ. Åñëè ïðàâûå ÷àñòè íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, òî
ïàðàìåòð TM íå èñïîëüçóåòñÿ.

Ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé ïîëüçîâàòåëü
äîëæåí ïîìåñòèòü â ýëåìåíòàõ âûõîäíîãî ìàññèâà Fc. Äëÿ ýòîãî
ïîñëåäîâàòåëüíî èñïîëüçóþòñÿ ýëåìåíòû ýòîãî ìàññèâà, íà÷èíàÿ ñ
ïåðâîãî. Íóëåâîé ýëåìåíò ìàññèâà Fc íå èñïîëüçóåòñÿ.

Ïðè ñîñòàâëåíèè âû÷èñëèòåëüíîé ïðîãðàììû ÷èñëåííîãî ðå-
øåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë ìî-
ãóò ïðîÿâëÿòüñÿ íåêîòîðûå îñîáåííîñòè, ñâÿçàííûå ñ ïðèìåíÿåìûì
ÿçûêîì ïðîãðàììèðîâàíèÿ è äðóãèìè ñðåäñòâàìè ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ, íàïðèìåð, êîìïèëÿòîðîì. Â ÷àñòíîñòè, íåîáõîäèìî çíàòü, ÷òî
ïðîöåäóðà Ýâåðõàðòà, çàïèñàííàÿ íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ïàñ-
êàëü, èñïîëüçóåò äëÿ ñâîåé ðàáîòû íåñêîëüêî ðàáî÷èõ ìàññèâîâ, êî-
òîðûå äîëæíû áûòü îïèñàíû âíå òåëà ïðîöåäóðû êàê ãëîáàëüíûå
ïåðåìåííûå ñ ôèêñèðîâàííûìè èìåíàìè. Äëèíà ýòèõ ðàáî÷èõ ìàñ-
ñèâîâ çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà èñêîìûõ ôóíêöèé, òî åñòü îò çíà÷å-
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íèÿ n â ôîðìóëàõ (4.1), (4.6) è (4.7). Ïðîùå âñåãî çàðåçåðâèðîâàòü
íåêîòîðóþ äëèíó ýòèõ ìàññèâîâ è ïîìíèòü ìàêñèìàëüíîå äîïóñòè-
ìîå ÷èñëî èñêîìûõ ôóíêöèé, êîòîðîå íåëüçÿ ïðåâûøàòü.

Ïðè ïðîãðàììèðîâàíèè ïðîöåäóðû FORCE âû÷èñëåíèÿ ïðàâûõ
÷àñòåé óðàâíåíèé ìîãóò ïîòðåáîâàòüñÿ ïàðàìåòðû, êîòîðûå ââîäÿò-
ñÿ èëè çàäàþòñÿ â îñíîâíîé ïðîãðàììå. Ïåðåäà÷ó çíà÷åíèé ýòèõ ïà-
ðàìåòðîâ ìîæíî ñäåëàòü òîëüêî ÷åðåç ãëîáàëüíûå ïåðåìåííûå, îáú-
ÿâëåííûå â îäíîì èç ìîäóëåé ïðîãðàììû è ñâÿçàííûå ÷åðåç èíòåð-
ôåéñû ìîäóëåé.

4.6. Ïðîãðàììà Ì.Â. Áåëèêîâà ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Äðóãàÿ âåñüìà ýôôåêòèâíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîãðàììà ÷èñ-
ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé áûëà ðàçðàáîòàíà Ì.Â. Áåëèêîâûì (Belikov, 1993). Ìåòîä
èíòåãðèðîâàíèÿ îñíîâàí íà àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ íà êàæäîì
øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ îòðåçêàìè ðÿäîâ ïî ïîëèíîìàì ×åáûøåâà,
áëèçêèìè ê íàèëó÷øåé ðàâíîìåðíîé ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìà-
öèè. Èñïîëüçóåòñÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà Ðàäî-Ýðìèòà íàèâûñøå-
ãî êëàññà òî÷íîñòè ïðè âû÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòîâ ðÿäîâ ïî ñìå-
ùåííûì ïîëèíîìàì ×åáûøåâà.

Ðåàëèçàöèÿ ïðèìåíåííîãî ìåòîäà â âèäå âû÷èñëèòåëüíîé ïðî-
ãðàììû áûëà ïåðåäàíà â 90-å ãîäû Èíñòèòóòîì òåîðåòè÷åñêîé àñò-
ðîíîìèè (Ñ.-Ïåòåðáóðã) â ÃÀÈØ ÌÃÓ. Ïðîöåäóðà, ñîñòàâëåííàÿ
ïåðâîíà÷àëüíî Ì.Â. Áåëèêîâûì íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ôîð-
òðàí, áûëà âïîñëåäñòâèè àäàïòèðîâàíà Í.Â. Åìåëüÿíîâûì (ÃÀÈØ
ÌÃÓ) äëÿ ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ñè. Íà ÿçûêàõ ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ ïðîöåäóðà èìååò èìÿ DINCH.

Çíà÷èòåëüíûì äîñòîèíòñòâîì ïðîãðàììû Ì.Â. Áåëèêîâà ÿâëÿ-
åòñÿ òî, ÷òî îíà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðîöåäóðó àïïðîêñèìàöèè ðåçóëü-
òàòîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ îòðåçêàìè ðÿäîâ ïî ïîëèíîìàì
×åáûøåâà. Ïîñëå îäíîêðàòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ â ñïåöèàëüíîì ôàéëå íàêàïëèâàþòñÿ êîýôôèöèåíòû ðàçëîæå-
íèÿ êîîðäèíàò òåëà ïî ïîëèíîìàì ×åáûøåâà. Ñ èñïîëüçîâàíèåì
ýòîãî ôàéëà ñ ïîìîùüþ ïðîñòîé ïðîãðàììû ìîæíî ïîëó÷àòü êîîð-
äèíàòû è ñêîðîñòü íåáåñíîãî òåëà íà ëþáûå çàäàííûå ìîìåíòû âðå-
ìåíè. Ïîäðîáíåå ýòîò ïðèåì îïèñàí íèæå â ñïåöèàëüíîì ðàçäåëå.
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Íå âäàâàÿñü â ïîäðîáíîñòè ìåòîäà, ðàññìîòðèì íåêîòîðûå àñ-
ïåêòû èñïîëüçîâàíèÿ ýòîé âû÷èñëèòåëüíîé ïðîãðàììû. Èäåíòèôè-
êàòîðû ïàðàìåòðîâ çäåñü òå, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â òåêñòå ïåðå-
äàâàåìîé ïðîöåäóðû.

Ôîðìà âûçîâà ïðîöåäóðû ÷èñëåííjãî èíòåãðèðîâàíèÿ DINCH
ñõîæà ñ âûçîâîì ïðîöåäóðû Ýâåðõàðòà (ñì. âûøå). Èñïîëüçóåòñÿ
òàêàÿ æå òåðìèíîëîãèÿ êëàññà óðàâíåíèé. Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ êî-
îðäèíàò è êîìïîíåíò ñêîðîñòè, à òàêæå èõ ðåçóëüòèðóþùèå çíà÷å-
íèÿ, ðàçìåùàþòñÿ â èíäåêñèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ òàêæå, êàê è â
ïðîöåäóðå Ýâåðõàðòà. Çàäàåòñÿ ïàðàìåòð (NORD), îïðåäåëÿþùèé
ñòåïåíü ïîëèíîìîâ àïïðîêñèìàöèè íà øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ. Óïðàâ-
ëåíèå òî÷íîñòüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïðîèçâîäèòñÿ ñïåöèàëüíûì ïà-
ðàìåòðîì, àíàëîãè÷íî ïðîöåäóðå Ýâåðõàðòà. Èìååòñÿ âîçìîæíîñòü
èíòåãðèðîâàíèÿ ñ ïîñòîÿííûì çàäàííûì øàãîì (XL).

Äîïîëíèòåëüíî çàäàþòñÿ íåêîòîðûå ïàðàìåòðû, óïðàâëÿþùèå
ïðîöåññîì èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñìûñë ýòèõ ïàðàìåòðîâ ìîæíî âûÿñ-
íèòü â îïèñàíèè ìåòîäà (Belikov, 1993). Â ÷àñòíîñòè, çàäàåòñÿ íåêî-
òîðûé ïàðàìåòð NNN, óïðàâëÿþùèé âûáîðîì âåëè÷èíû øàãà èí-
òåãðèðîâàíèÿ. Ïðè NNN=0 îñóùåñòâëÿåòñÿ âûáîð ïåðåìåííîãî øà-
ãà ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ïîñëåäíåãî êîýôôèöèåíòà â ðàçëîæå-
íèè ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé. Ïðè NNN=1 èñïîëüçóåòñÿ îòíîñè-
òåëüíûé êðèòåðèé — ïîñëåäíèé ê íóëåâîìó è ïåðâîìó. Â îáùåì
ñëó÷àå, êîãäà íåò èíôîðìàöèè î òîì, êàê âûáðàòü ýòîò ïàðàìåêòð,
ìîæíî ïîëîæèòü NNN=1. Çàäàþòñÿ ïàðàìåòðû âûáîðà ÷èñëà èòå-
ðàöèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà ïî ñìåùåííûì ïîëè-
íîìàì ×åáûøåâà: ITS — íà ñòàðòîâîì øàãå, ITC — íà ïîñëåäóþ-
ùèõ. Ïðè îòñóòñòâèè äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè ðåêîìåíäóåòñÿ
âûáðàòü ITS = 6, ITC = 2.

Ôîðìà îáðàùåíèÿ ê ïðîöåäóðå FORCE âû÷èñëåíèÿ ïðàâûõ ÷à-
ñòåé óðàâíåíèé òî÷íî òàêàÿ æå, êàê è äëÿ ïðîöåäóðû Ýâåðõàðòà.

Âàæíî ó÷åñòü, ÷òî â òåêñòå ïðîãðàììû èìåþòñÿ îïèñàíèÿ ìàñ-
ñèâîâ (èíäåêñèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ), äëèíà êîòîðûõ çàâèñèò îò
÷èñëà èñêîìûõ ôóíêöèé. Ñëåäóåò ñîãëàñîâàòü ýòè îïèñàíèÿ ñ ïðî-
ãðàììîé ïîëüçîâàòåëÿ.

Íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå äåòàëè ïðîöåäóðû Ì. Â. Áåëèêîâà
ìîæíî âûÿñíèòü ïðè ïåðåäà÷å ïðîãðàììû ïîëüçîâàòåëþ.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïðîãðàììà ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâà-
íèÿ, ðàçðàáîòàííàÿ Ì. Â. Áåëèêîâûì, óñïåøíî ïðèìåíÿëàñü àâòî-
ðîì íàñòîÿùåé êíèãè è ïîêàçàëà âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü.
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4.7. Ïðîâåðêà è ñðàâíåíèå íåêîòîðûõ ïðîöåäóð
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë ìåòîäàìè ÷èñëåí-
íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ âîç-
íèêàåò àêòóàëüíûé âîïðîñ î âûáîðå òîé èëè èíîé ïðîöåäóðû èíòå-
ãðèðîâàíèÿ. Îáû÷íî äåëàåòñÿ ïîèñê íàèáîëåå ýôôåêòèâíîãî ìåòî-
äà. Ïîíÿòèå ýôôåêòèâíîñòè äîëæíî áûòü ñôîðìóëèðîâàíî ñòðîãî è
îäíîçíà÷íî. Ýôôåêòèâíîñòü õàðàêòåðèçóþò äâà ôàêòîðà: òî÷íîñòü
ðåøåíèÿ è âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû (âðåìÿ âû÷èñëåíèé). Ïðàâèëü-
íîå ñðàâíåíèå äâóõ ìåòîäîâ è âûÿñíåíèå ýôôåêòèâíîñòè äåëàåòñÿ
òàê: îïðåäåëÿþòñÿ âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû ïðè ðàâíîé òî÷íîñòè,
ëèáî îöåíèâàåòñÿ äîñòèãíóòàÿ òî÷íîñòü ïðè ðàâíûõ âû÷èñëèòåëü-
íûõ çàòðàòàõ. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ òðóäíî ïîäîáðàòü ïàðàìåòðû
èíòåãðèðîâàíèÿ òàê, ÷òîáû ïðèðàâíÿòü îäèí èç ïîêàçàòåëåé â äâóõ
ìåòîäàõ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ëèøü ïðèáëèæåííî.

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî âûøå â ñïåöèàëüíîì ðàçäåëå, òî÷íîñòü
ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà
ïðèíöèïèàëüíî çàâèñèò îò ñëåäóþùèõ îáñòîÿòåëüñòâ:
— ÷èñëà èñêîìûõ ïåðåìåííûõ,
— âèäà ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé,
— íà÷àëüíûõ óñëîâèé ðåøåíèÿ,
— èíòåðâàëà âðåìåíè ìåæäó íà÷àëüíûì è êîíå÷íûì ìîìåíòàìè.

Ðàçóìååòñÿ, ñðàâíåíèå ìåòîäîâ ñëåäóåò äåëàòü ïðè ðàâíûõ óñëî-
âèÿõ. Ïðè ýòîì íóæíî çàäàâàòü òàêèå óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû ïðî-
öåäóð, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ìàêñèìàëüíóþ òî÷íîñòü. Îäíàêî â
íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íåâîçìîæíî ðåàëèçîâàòü ìàêñèìàëüíî äîñòèæè-
ìóþ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ èç-çà íåäîïóñòèìî áîëüøîãî âðåìåíè âû-
÷èñëåíèé.

4.8. Àïïðîêñèìàöèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò
ïëàíåò è ñïóòíèêîâ îòðåçêàìè ðÿäîâ ïî
ïîëèíîìàì ×åáûøåâà

Â ïðîöåññå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà âû÷èñëÿþòñÿ ïðÿìîóãîëüíûå
êîîðäèíàòû íà ðÿä ìîìåíòîâ âðåìåíè, ðàçäåëåííûõ øàãîì ÷èñëåí-
íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Âîçíèêàåò ïðîáëåìà õðàíåíèÿ è ïîñëåäóþ-
ùåãî èñïîëüçîâàíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ïîñêîëüêó øàã ÷èñ-
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ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ áûâàåò âåñüìà ìàëûì, òî çàïîìèíàòü ïîëó-
÷àåìûå êîîðäèíàòû íà êàæäîì øàãå îêàçûâàåòñÿ ñëîæíûì äåëîì è
íåöåëåñîîáðàçíî. Â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ïðèìåíÿþò ïðèáëèæåí-
íîå ïðåäñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñ ïîìî-
ùüþ îòðåçêîâ ðÿäîâ ïî ïîëèíîìàì ×åáûøåâà Tj(τ). Â ïðèíöèïå,
äëÿ ýòîãî ïîäîøëè áû ëþáûå îðòîãîíàëüíûå ôóíêöèè, íàïðèìåð,
ñòåïåííûå ôóíêöèè. Îäíàêî, ïðåèìóùåñòâî ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè
ïî ïîëèíîìàì ×åáûøåâà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè òàêîì ðàçëîæå-
íèè àáñîëþòíàÿ îøèáêà âû÷èñëåíèé çíàêîïåðåìåííà è ðàñïðåäå-
ëåíà áîëåå èëè ìåíåå ðàâíîìåðíî ïî âñåìó èíòåðâàëó [-1,1] àðãó-
ìåíòà ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà.

Ëþáóþ ôóíêöèþ âðåìåíè íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü îòðåçêîì ðÿäà ïî ïîëèíîìàì ×åáûøåâà äëèíîé â N ñëà-
ãàåìûõ òàê, ÷òî â N ìîìåíòîâ âðåìåíè íà ýòîì èíòåðâàëå òàêîå
ïðèáëèæåííîå ïðåäñòàâëåíèå áóäåò òî÷íî ñîâïàäàòü ñî çíà÷åíèåì
ôóíêöèè. Ïðè ýòîì â ïðîìåæóòî÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè çíà÷åíèå
îòðåçêà ðÿäà áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ñàìîé ôóíêöèè. Îòëè÷èÿ çàâèñÿò
îò ñâîéñòâ ôóíêöèè è îò ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè ïîëèíîìîâ N − 1.

Âåñü èíòåðâàë âðåìåíè, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ÷èñëåííîå
èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, äåëèòñÿ íà ðàâíûå ïîäûíòåð-
âàëû íåêîòîðîé äëèíû ∆t = t2 − t1, ãäå t1 è t2 — ìîìåíòû íà÷àëà è
êîíöà îäíîãî òàêîãî ïîäûíòåðâàëà. Íà êàæäîì òàêîì ïîäûíòåðâàëå
îòäåëüíî ñòðîèòñÿ ïðåäñòàâëåíèå äëÿ êàæäîé èç êîîðäèíàò, íàïðè-
ìåð, äëÿ êîîðäèíàòû x. Çàäàåòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ τ ïî ôîðìóëå

τ =
2t− t2 − t1

t2 − t1
, (4.8)

êîòîðàÿ áóäåò àðãóìåíòîì ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà. ßñíî, ÷òî ïðè
t = t1 èìååì τ = −1, à ïðè t = t2 áóäåò τ = 1. Òàêèì îáðàçîì,
íà ïîäûíòåðâàëå âðåìåíè (t1, t2) àðãóìåíò τ èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ
[−1, 1].

Ôóíêöèþ x(t) ìîæíî ïðèáëèçèòü ôîðìóëîé

x(t) ≈
N−1∑
j=0

CjTj(τ)−
1

2
C0,
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â êîòîðîé çàâèñèìîñòü τ îò âðåìåíè çàäàíà ôîðìóëîé (4.8), à êî-
ýôôèöèåíòû Cj âû÷èñëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

Cj =
2

N

N−1∑
k=0

x(τk)Tj(τk) (j = 0, 1, 2, N − 1),

â êîòîðîì çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà τk îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

τk = cos
(
π(k + 1

2 )

N

)
(k = 0, 1, 2, N − 1).

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå áóäåò òî÷íî ñîâïàäàòü ñ ñàìîé ôóíêöèåé äëÿ
çíà÷åíèé àðãóìåíòà τ , ðàâíûõ êîðíÿì ïîëèíîìà TN (τ), êîòîðûìè
è ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà τk.

Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ñîîòíîøåíèé âèäíî, ÷òî íàì íóæíî çíàòü
çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò íà ðÿä îïðåäåëåííûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè

tk =
t2 + t1 + τk(t2 − t1)

2

âíóòðè èíòåðâàëà (t1, t2).
Íà ïðàêòèêå ïðîöåññ âû÷èñëåíèé ïðîãðàììèðóåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Â ïàìÿòè çàâîäèòñÿ ìàññèâ êîýôôèöèåíòîâ Cj (j = 0, 1, 2,
N−1). Ïåðåä âõîäîì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ â èíòåðâàë (t1, t2)

âñåì ýëåìåíòàì ýòîãî ìàññèâà ïðèñâàèâàþòñÿ íóëè. Ïðîèçâîäèòñÿ
÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíî äî êàæäîãî ìîìåíòà tk.
Ïðè äîñòèæåíèè ìîìåíòà tk ìû èìååì çíà÷åíèÿ τk è x(τk). Çäåñü
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîõîä öèêëà ïî íîìåðó êîýôôèöèåíòà Cj . Êàæäî-
ìó êîýôôèöèåíòó Cj äàåòñÿ ïðèðàùåíèå (2/N)x(τk)Tj(τk). Â ýòîì
öèêëå çíà÷åíèÿ Tj(τk) âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíîãî ñî-
îòíîøåíèÿ äëÿ ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà

Tj+1(τk) = 2τkTj(τk)− Tj−1(τk). (4.9)

Äëÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé èíäåêñà èìååì

T0(τ) = 1, T1(τ) = τ.

Îäíîâðåìåííî âû÷èñëåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ äëÿ òðåõ êîîðäèíàò x, y, z.
Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîé êîîðäèíàòû íåáåñíîãî òåëà âû÷èñëÿåòñÿ ñâîé
ìàññèâ êîýôôèöèåíòîâ Cj . Ïîñëå âûõîäà ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâà-
íèÿ èç èíòåðâàëà (t1, t2) ïîëó÷åííûå äëÿ êàæäîé êîîðäèíàòû êîýô-
ôèöèåíòû çàïîìèíàþòñÿ â ôàéëå. Íà êàæäîì ñëåäóþùåì ïîäûí-
òåðâàëå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Cj èñïîëüçóåòñÿ îäèí è òîò æå ìàññèâ
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ïàìÿòè. Â èòîãå, åñëè âåñü èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ áûë ðàçäåëåí
íà K ðàâíûõ ïîäûíòåðâàëîâ, òî ðåçóëüòèðóþùèé ôàéë áóäåò ñî-
äåðæàòü 3KN ÷èñåë.

Åñëè ðåçóëüòèðóþùèé ôàéë èìååòñÿ â ðàñïîðÿæåíèè ïîëüçîâà-
òåëÿ, òî âû÷èñëåíèå ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò ïëàíåòû èëè ñïóò-
íèêà íà çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè t ìîæíî ñäåëàòü ïî ñëåäóþùåé
ïðîöåäóðå. Íàõîäèì òîò ïîäûíòåðâàë âðåìåíè, êîòîðîìó ïðèíàä-
ëåæèò çàäàííûé ìîìåíò t. Ñ÷èòûâàåì èç ôàéëà äëÿ êàæäîé êîîð-
äèíàòû ìàññèâ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ Cj (j = 0, 1, 2, N − 1). Âû-
÷èñëÿåì êîîðäèíàòû ïî ôîðìóëå

x =

N−1∑
j=0

CjTj(τ)−
1

2
C0.

Çäåñü àðãóìåíò τ íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (4.8), à ïîëèíîìû ×å-
áûøåâà âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé (4.9).

4.9. Îáçîð çàäà÷ è ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ. Êíèãà Â.À.Àâäþøåâà

Îáøèðíàÿ èíôîðìàöèÿ î ìåòîäàõ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë ñîäåðæèò-
ñÿ â ìîíîãðàôèè (Àâäþøåâ, 2015). Â ýòîé êíèãå äàåòñÿ ìíîãî ñâå-
äåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë.
Ïðèâåäåì çäåñü êðàòêèé ðåôåðàò ýòîé ìîíîãðàôèè.

Ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòüþ çàíèìàåòñÿ ìíîæåñòâî èññëåäîâàòå-
ëåé â ìèðå. Äëÿ õîðîøåãî âçàèìîïîíèìàíèÿ ìåæäó íèìè íåîáõîäè-
ìà îáùàÿ òåðìèíîëîãèÿ. Ìîíîãðàôèÿ (Àâäþøåâ, 2015) íà÷èíàåòñÿ
èìåííî ñ óòî÷íåíèÿ òåðìèíîëîãè÷åñêèõ ìîìåíòîâ.

Âàæíûé íà÷àëüíûé ýòàï ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ — ýòî ñî-
ñòàâëåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë.
Òðóäíîñòè ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àÿõ òåñíûõ ñáëè-
æåíèé òåë, ïðèâåëè ê íåîáõîäèìîñòè ïðåîáðàçîâûâàòü óðàâíåíèÿ.
Â ìîíîãðàôèè (Àâäþøåâ, 2015) äàåòñÿ îáøèðíûé ðÿä âàðèàí-
òîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ïîçâîëÿþùèõ ïðå-
îäîëåòü âîçíèêàþùèå ïðîáëåìû. Ðàññìàòðèâàþòñÿ òàê íàçûâàåìûå
ìåòîäû ñòàáèëèçàöèè ñèñòåìû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Ïðèâîäèòñÿ
ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ýôôåêòèâíîñòè ðàçëè÷íûõ óðàâíåíèé.

Äàëåå â ìîíîãðàôèè (Àâäþøåâ, 2015) äàåòñÿ èçëîæåíèå ðàçëè÷-
íûõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Êðîìå îäíîøàãîâûõ ìå-
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òîäîâ ðàññìîòðåíû ýêñòðàïîëÿöèîííûå ìåòîäû, ìíîãîøàãîâûå ìå-
òîäû, ñèìïëåêòè÷åñêèå ìåòîäû. Â èòîãå äàåòñÿ ñðàâíèòåëüíûé àíà-
ëèç ýôôåêòèâíîñòè ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ.

Òðåòüÿ ÷àñòü ìîíîãðàôèè (Àâäþøåâ, 2015) ïîñâÿùåíà îáðàòíîé
çàäà÷å îðáèòàëüíîé äèíàìèêè — îïðåäåëåíèþ îðáèò èç íàáëþäå-
íèé. Êðîìå óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìå-
òîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ðàññìîòðåí ðÿä äðóãèõ ìåòîäîâ ðåøå-
íèÿ çàäà÷è. Âàæíûì äîñòîèíñòâîì ýòîãî ìàòåðèàëà ÿâëÿåòñÿ òî,
÷òî âñå ìåòîäû èçëîæåíû òàê, êàê ýòî íóæíî äëÿ èõ ïðàêòè÷åñêîãî
ïðèìåíåíèÿ. Â ìîíîãðàôèè (Àâäþøåâ, 2015) äàåòñÿ ñðàâíèòåëüíûé
àíàëèç è îöåíåíà ýôôåêòèâíîñòü ðàçíûõ ìåòîäîâ.

Ôàêòè÷åñêè ìîíîãðàôèÿ (Àâäþøåâ, 2015) âîñïîëíÿåò òå âàæ-
íûå àñïåêòû, êîòîðûå áûëè îïóùåíû â Ãëàâàõ 4 è 6 íàñòîÿùåé êíè-
ãè èç-çà îãðàíè÷åíèÿ îáúåìà.
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Глава 5

НАБЛЮДЕНИЯ СПУТНИКОВ ПЛАНЕТ

Ðåçþìå

Öåëü ýòîé ãëàâû — ïðåäñòàâèòü ìåòîäû äëÿ ïîñòðîåíèÿ óñëîâ-
íûõ óðàâíåíèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ äåëàåòñÿ óòî÷íåíèå ïàðàìåò-
ðîâ äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ íà îñíîâå íàáëþäåíèé, êàê îïèñàíî íè-
æå â Ãëàâå 6. Íóæíî âû÷èñëèòü òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå èçìåðÿå-
ìîé âåëè÷èíû è åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî óòî÷íÿåìûì ïàðàìåò-
ðàì. Ýòî äåëàåòñÿ ïî-ðàçíîìó äëÿ ðàçíûõ ìåòîäîâ íàáëþäåíèé. Ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè àáñîëþòíûõ èçìåðåíèé êîîðäèíàò ñïóòíèêîâ
íà íåáå, îòíîñèòåëüíûå èçìåðåíèÿ êîîðäèíàò ñïóòíèêà è ïëàíåòû
èëè äâóõ ñïóòíèêîâ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñïåöèàëüíûå ìåòîäû íàáëþ-
äåíèé ñïóòíèêîâ, îïèñàíà òåõíèêà íàçåìíûõ íàáëþäåíèé. Â êîíöå
ãëàâû óäåëÿåòñÿ âíèìàíèå øêàëàì âðåìåíè è ñèñòåìàì êîîðäèíàò,
ñîïóòñòâóþùèì äàííûì íàáëþäåíèé.

Îòìåòèì, ÷òî â íàñòîÿùåé ãëàâå îïèñàí ìåòîä óòî÷íåíèÿ ìàññû
ñïóòíèêà ïî àñòðîìåòðè÷åñêèì íàáëþäåíèÿì äðóãèõ ñïóòíèêîâ, à
â Ãëàâå 11 ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, âûïîëíåííîå àâòîðîì
äàííîé êíèãè.

5.1. Îáùèå ïðèíöèïû íàáëþäåíèé

Íà íåáåñíûå òåëà ìû ñìîòðèì «ãëàçàìè» ïðèáîðîâ, ñ ïîìîùüþ
êîòîðûõ íàáëþäàåì. Åñòåñòâåííî, ÷òî êîãäà ìû ãîâîðèì «íàáëþ-
äåíèÿ», ïîäðàçóìåâàåì «èçìåðåíèÿ». ×òî æå ìû èçìåðÿåì? Íàøè
ïðèáîðû ìîãóò èçìåðÿòü óãëû íàïðàâëåíèé íà íåáåñíûå òåëà, ðàñ-
ñòîÿíèÿ äî íèõ, à òàêæå ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ðàññòîÿíèÿ. Â ëþáîì
ñëó÷àå ìû èìååì äåëî ñ âåêòîðîì, íà÷àëî êîòîðîãî ðàñïîëîæåíî â

208 Глава 5. Наблюдения спутников планет



òî÷êå íàáëþäåíèÿ, à êîíåö — íà íåáåñíîì òåëå, êîòîðîå íàáëþäàåì.
Áóäåì íàçûâàòü ýòîò âåêòîð âåêòîðîì íàáëþäåíèÿ.

Èçâåñòíî, ÷òî ðàñïðîñòðàíåíèå ñâåòà â ïðåäåëàõ Ñîëíå÷íîé ñè-
ñòåìû îïèñûâàåòñÿ îáùåé òåîðèåé îòíîñèòåëüíîñòè. Ñîãëàñíî ýòîé
òåîðèè, â ÷àñòíîñòè, ïðîèñõîäèò èñêðèâëåíèå ëó÷åé ñâåòà èç-çà ìàñ-
ñû Ñîëíöà. Â íàøåì ðàññìîòðåíèè ïðîöåññîâ íàáëþäåíèé ìû áó-
äåì ïðåíåáðåãàòü ýôôåêòàìè îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.

Êàæäîìó íàáëþäåíèþ ïðèïèñûâàþò ìîìåíò íàáëþäåíèÿ. Ýòî
ìîìåíò ðåãèñòðàöèè â ôîòîïðèåìíèêå òåõ ôîòîíîâ, êîòîðûå áûëè
èçëó÷åíû íàáëþäàåìûì ñïóòíèêîì èëè ïëàíåòîé. Ñëåäóåò ó÷èòû-
âàòü òîò ôàêò, ÷òî èç-çà êîíå÷íîñòè ñêîðîñòè ñâåòà ìîìåíò ñòàðòà
ôîòîíîâ ñ íàáëþäàåìîãî íåáåñíîãî òåëà ïðåäøåñòâóåò ìîìåíòó íà-
áëþäåíèÿ.

Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ äåéñòâèé íåîáõîäèìî ñâÿçàòü âåêòîð íàáëþ-
äåíèÿ ñ îäíîé ñòîðîíû ñ ïðÿìîóãîëüíûìè êîîðäèíàòàìè íåáåñíûõ
òåë, ñ äðóãîé ñòîðîíû — ñ òåìè âåëè÷èíàìè, êîòîðûå ìû èçìåðÿåì
ñ ïîìîùüþ ïðèáîðîâ è êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü èçìåðÿåìûìè
âåëè÷èíàìè.

Ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâå íà-
áëþäåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí. Îäíàêî îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî âûâåñòè ïðÿìóþ çàâèñèìîñòü ýòèõ ïàðàìåòðîâ îò èç-
ìåðÿåìûõ âåëè÷èí íåâîçìîæíî. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ïðè-
ìåíÿåòñÿ ñïåöèàëüíûé ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ, êîòî-
ðûé ðàññìîòðåí â ñëåäóþùåé ãëàâå. Ñîãëàñíî ýòîìó ìåòîäó, íåîá-
õîäèìà îáðàòíàÿ îïåðàöèÿ — âû÷èñëåíèå èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû ïî
çàäàííûì ïàðàìåòðàì äâèæåíèÿ.

Ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû ìîãóò âû÷èñëÿòüñÿ ñ ïîìîùüþ ïðî-
öåäóð, ðàçðàáîòàííûõ ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèé äâèæåíèÿ. Ïðè çà-
äàííûõ ïàðàìåòðàõ äâèæåíèÿ ïðîöåäóðà äàåò êîîðäèíàòû íà ëþ-
áîé çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè, êîòîðûé íàçûâàþò âõîäíûì ìîìåí-
òîì òåîðèè. Ïîä âðåìåíåì çäåñü èìååòñÿ â âèäó àðãóìåíò âðåìåíè,
ôèãóðèðóþùèé â äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ íåáåñ-
íîãî òåëà.

Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ìû ñíà÷àëà âûâåäåì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
âåêòîðàìè íàáëþäåíèé è ïðÿìîóãîëüíûìè êîîðäèíàòàìè íåáåñíûõ
òåë. Çàòåì ïîëó÷èì ñâÿçü âåêòîðîâ íàáëþäåíèé ñ èçìåðÿåìûìè âå-
ëè÷èíàìè.

Â êîíöå íàñòîÿùåé ãëàâû ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå äåòàëè òåõ-
íèêè íàáëþäåíèé ñïóòíèêîâ ïëàíåò.
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Ïîëåçíóþ èíôîðìàöèþ ïî ðàññìàòðèâàåìûì çäåñü âîïðîñàì
ìîæíî íàéòè â ðàáîòå (Åìåëüÿíîâ, 2017).

Âàæíîå çàìå÷àíèå. Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà øèðîêî èñ-
ïîëüçóåìóþ òåðìèíîëîãèþ, ñâÿçàííóþ ñ íàáëþäåíèÿìè ñïóòíèêîâ
ïëàíåò. Êîãäà ìû ãîâîðèì «íàáëþäåíèÿ», òî ïîäðàçóìåâàåì óæå íå
ïðîöåññ, à ñàìè ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé. Î÷åíü ÷àñòî íàáëþäåíèÿ-
ìè íàçûâàþò äàííûå, êîòîðûå ïîðîæäàþòñÿ â ïðîöåññå íàáëþäå-
íèÿ íåáåñíûõ òåë. Òàêæå è â íàñòîÿùåé êíèãå âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ
ïîä íàáëþäåíèÿìè ïîäðàçóìåâàþòñÿ äàííûå: ÷èñëà, ñîïðîâîæäàå-
ìûå îáúÿñíåíèÿìè.

Çàìåòèì, ÷òî íàáëþäåíèÿ, ïðåäñòàâëÿÿ ñîáîé ðåàëüíî ñóùåñòâó-
þùèå çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ ðåàëüíî èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí, íåìèíó-
åìî ñâÿçàíû ñ ïîíÿòèåì âðåìåíè è ñ òàêèì àáñòðàêòíûì ïîíÿòè-
åì, êàê ñèñòåìà êîîðäèíàò. Âðåìÿ íà ñàìîì äåëå òàêæå èçìåðÿåò-
ñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèáîðîâ, à ñèñòåìû êîîðäèíàò ìîäåëèðóþòñÿ ïóòåì
ñâÿçûâàíèÿ êîîðäèíàò ñ íåêîòîðûìè ðåàëüíî ñóùåñòâóþùèìè îáú-
åêòàìè. Ïîäðîáíåå ýòè îáñòîÿòåëüñòâà ðàññìîòðåíû íèæå â êîíöå
äàííîé ãëàâû.

Î÷åâèäíî, ÷òî âðåìÿ íå èìååò íè íà÷àëà íè êîíöà. Îäíàêî
åãî íóæíî èçìåðÿòü. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî çàäàòü íåêîòîðûé ìî-
ìåíò, îò êîòðîãî áóäóò îòñ÷èòûâàòüñÿ âñå äðóãèå ìîìåíòû âðåìå-
íè. Òàêèì íà÷àëüíûì ìîìåíòîì ïðèíÿòî ñ÷èòàòü 12 ÷àñîâ 1 ÿíâàðÿ
2000 ãîäà â òîé æå øêàëå, â êîòîðîé îòñ÷èòûâàþòñÿ äðóãèå ìîìåí-
òû. Ýòîò íà÷àëüíûé ìîìåíò íàçûâàþò è îáîçíà÷àþò ýïîõîé J2000.
Þëèàíñêèé äåíü ýïîõè J2000 ðàâåí 2451545.0.

5.2. Îïðåäåëåíèå òîïîöåíòðè÷åñêèõ ïîëîæåíèé
ïëàíåò è ñïóòíèêîâ

Íàáëþäåíèÿ íåáåñíûõ òåë ïðîâîäÿòñÿ ñ ïîâåðõíîñòè Çåìëè èëè
ñ îðáèòû èñêóññòâåííîãî ñïóòíèêà Çåìëè. Îñîáûé ñëó÷àé íàáëþ-
äåíèé ñ áîðòà ìåæïëàíåòíîãî êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà ìû çäåñü íå
ðàññìàòðèâàåì.

Òî÷êó çåìíîé ïîâåðõíîñòè, â êîòîðîé ïðîâîäÿòñÿ íàáëþäåíèÿ,
îáû÷íî íàçûâàþò òîïîöåíòðîì. Ïîëîæåíèå òîïîöåíòðà îòíîñèòåëü-
íî ãåîöåíòðà îïðåäåëÿåòñÿ åãî ïîëîæåíèåì â çåìíîé ñèñòåìå êîîð-
äèíàò. Â ðàññìàòðèâàåìûõ çäåñü çàäà÷àõ ýòî ìîæíî äåëàòü ïðèáëè-
æåííî. Çäåñü æå ìû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî òîïîöåíòð ñîâïàäàåò ñ ãåî-
öåíòðîì.
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Ìîäåëè äâèæåíèÿ òåë â èõ îðáèòàëüíîì äâèæåíèè âîêðóã Ñîëí-
öà îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò â ãåëèîöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
èëè â áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì, ðàñïîëîæåí-
íîì â áàðèöåíòðå Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû.

Òåîðèè è ìîäåëè äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ïëàíåò ñòðîÿòñÿ â ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì, ðàñïîëîæåííîì ëèáî â öåíòðå ïëàíåòû,
ëèáî â áàðèöåíòðå ñèñòåìû ïëàíåòà-ñïóòíèêè. Â îáùåì ñëó÷àå áó-
äåì íàçûâàòü ýòó òî÷êó ïðîñòî ïëàíåòîé.

Òàêèì îáðàçîì, â íàñòîÿùåì ðàçäåëå áóäóò ôèãóðèðîâàòü ñëå-
äóþùèå òî÷êè: öåíòð Ñîëíöà, áàðèöåíòð Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû, òî-
ïîöåíòð, ïëàíåòà, ñïóòíèê.

Áàðèöåíòðè÷åñêèå âåêòîðû Ñîëíöà, òîïîöåíòðà è ïëàíåòû áó-
äåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç H(t), T(t), P(t), ñîîòâåòñòâåííî. Ãåëèîöåíòðè-
÷åñêèå êîîðäèíàòû òîïîöåíòðà è ïëàíåòû áóäóò îáîçíà÷åíû ÷åðåç
Th(t), Ph(t). Ââåäåííûå çäåñü âåêòîðû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ôóíê-
öèè âðåìåíè. Äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ ñëóæàò ñïåöèàëüíî ðàçðàáàòûâàå-
ìûå ìîäåëè äâèæåíèÿ. Çàäàííîé âõîäíîé âåëè÷èíîé òàêèõ âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ ïðîöåäóð ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà t — íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåí-
íàÿ, óñëîâíî íàçûâàåìàÿ àðãóìåíòîì âðåìåíè. Àðãóìåíòîì âðåìåíè
â ðàçíûõ òåîðèÿõ ìîæåò áûòü âðåìÿ, îòñ÷èòûâàåìîå â ðàçíûõ øêà-
ëàõ, íàïðèìåð, TT, TDB. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïåðåä ïîä-
ñòàíîâêîé â ïðîöåäóðó âû÷èñëåíèÿ âåêòîðà ïîëîæåíèÿ íåáåñíîãî
òåëà âðåìÿ âûðàæåíî â íåîáõîäèìîé øêàëå.

5.3. Íàáëþäåíèÿ ïëàíåòû
Ïðåäïîëîæèì äëÿ íà÷àëà, ÷òî ìû íàáëþäàåì ïëàíåòó. Ðàññìîò-

ðèì, êàê îïðåäåëÿåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå âåêòîð íàáëþäåíèÿ. Äîïóñòèì,
÷òî íàáëþäåíèå âûïîëíÿåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t0. Âåêòîð íàáëþ-
äåíèÿ èìååò íà÷àëî â òîïîöåíòðå, à êîíåö — â íàáëþäàåìîì íåáåñ-
íîì òåëå ïðè òîì åãî ïîëîæåíèè, êîòîðîå îíî èìåëî â ìîìåíò, êî-
ãäà ñ íåãî ñòàðòîâàëè òå ôîòîíû, êîòîðûå ïîïàëè â ôîòîïðèåìíèê
íàáëþäàòåëÿ â ìîìåíò t0. Îáîçíà÷èì âåêòîð íàáëþäåíèÿ ïëàíåòû
÷åðåç PT.

Ìîìåíòó ñòàðòà ôîòîíîâ áóäåì ïðèïèñûâàòü ðàçíûå èíäåêñû â
çàâèñèìîñòè îò îáúåêòà íàáëþäåíèÿ. Åñëè ìû íàáëþäàåì ïëàíåòó,
òî ìîìåíò ñòàðòà ôîòîíîâ ìîæíî îáîçíà÷èòü ÷åðåç t1.

Íà ðèñ. 5.1 ïîêàçàíà ñõåìà ðàñïîëîæåíèÿ ïëàíåòû è òîïîöåí-
òðà â ñîîòâåòñòâóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè. Áóêâîé B ïîìå÷åí áàðè-
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öåíòð, áóêâîé T — òîïîöåíòð, à áóêâîé P — ïëàíåòà. Íà ðèñóíêå
âèäíî, ÷òî âåêòîð íàáëþäåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

PT = P(t1)− T(t0). (5.1)

Ìîìåíòû âðåìåíè t0 è t1 íå ñîâïàäàþò. Èõ ðàçíîñòü, íàçûâàåìàÿ
ñâåòîâûì âðåìåíåì, çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

t0 − t1 =
|PT|
c

, (5.2)

ãäå c — ñêîðîñòü ñâåòà. Ïîñêîëüêó ìîìåíò íàáëþäåíèÿ t0 çàäàí, òî
óðàâíåíèÿ (5.1) è (5.2) ìîæíî ðåøèòü èòåðàöèÿìè, ïîëàãàÿ äëÿ íà-
÷àëà t1 = t0.

Íàèáîëåå òî÷íûå èç ñóùåñòâóþùèõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèé
äâèæåíèÿ ïëàíåò ïîçâîëÿþò îïðåäåëÿòü èõ ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäè-
íàòû â ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â áàðèöåíòðå Ñîëíå÷íîé ñè-
ñòåìû. Îáû÷íî òåîðèÿ äàåò òàêæå êîîðäèíàòû Ñîëíöà â ýòîé ñèñòå-
ìå. Âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå è îïðå-
äåëÿòü ãåëèîöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ïëàíåò.

Çàìå÷àíèå.
Çäåñü ñäåëàåì îäíî âàæíîå çàìå÷àíèå. Â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ

ìîæíî âñòðåòèòü óòâåðæäåíèå, ÷òî ñèñòåìà êîîðäèíàò áåðåòñÿ ãå-
ëèîöåíòðè÷åñêîé, òî åñòü íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò ïîìåùåíî â
öåíòð Ñîëíöà. Ïîëîæåíèå òîïîöåíòðà è ïîëîæåíèå ïëàíåòû ïðè
ýòîì çàäàåòñÿ ãåëèîöåíòðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè. Òðåáóåòñÿ îïðå-
äåëèòü âåêòîð íàáëþäåíèÿ PT. Ïðèìåíåíèå çäåñü ãåëèîöåíòðè÷å-
ñêèõ êîîðäèíàò ïðèâîäèò ê íåòî÷íîñòè, êîòîðàÿ îáíàðóæèâàåòñÿ
ïðè ñðàâíåíèè íàáëþäåíèé ñ òåîðèåé. Ïîÿñíèì, â ÷åì èñòî÷íèê
ýòîé íåòî÷íîñòè. Ïîêàæåì äàëåå, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåêòîðà íà-
áëþäåíèÿ íåîáõîäèìî áðàòü áàðèöåíòðè÷åêèå êîîðäèíàòû Ñîëíöà
è ïëàíåò.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ph(t1), Th(t0) ãåëèîöåíòðè÷åñêèå âåêòîðû ïëà-
íåòû è òîïîöåíòðà â ñîîòâåòñòâóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè. Ïî àíà-
ëîãèè ñ ïðåäûäóùèìè ðàññóæäåíèÿìè âåêòîð íàáëþäåíèÿ ìîæåò
áûòü ïîñòðîåí êàê ðàçíîñòü

P′
T = Ph(t1)− Th(t0),

ãäå äëÿ âåêòîðà íàáëþäåíèÿ çäåñü èñïîëüçîâàíî äðóãîå îáîçíà÷å-
íèå. Íà ñàìîì äåëå òàêîå ïîñòðîåíèå îêàçûâàåòñÿ íåïðàâèëüíûì.
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Ðèñ. 5.1. Ðàñïîëîæåíèå Çåìëè è ïëàíåòû ïðè íàáëþäåíèÿõ.

Äëÿ îáúÿñíåíèÿ ââåäåì â ðàññìîòðåíèå áàðèöåíòðè÷åñêèå âåêòî-
ðû Ñîëíöà â ñîîòâåòñòâóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè H(t0), H(t1). Ïðè
ýòîì î÷åâèäíû ðàâåíñòâà

Ph(t1) = P(t1)−H(t1), Th(t0) = T(t0)−H(t0).

Ïîäñòàíîâêà ýòèõ ðàâåíñòâ â ïðåäûäóùóþ ôîìóëó äàåò

P′
T = [P(t1)−H(t1)]− [T(t0)−H(t0)] =

= P(t1)− T(t0)− [H(t1)−H(t0)] =

= PT − [H(t1)−H(t0)].

Ðàñïîëîæåíèå ðàññìàòðèâàåìûõ âåêòîðîâ èëëþñòðèðóåò ðèñ. 5.2.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåêòîðà P′

T ìû äîëæíû ñîâìåñòèòü íà÷àëî âåêòî-
ðà Th(t0) ñ íà÷àëîì âåêòîðà Ph(t1). Òåïåðü âèäíî, ÷òî P′

T îòëè÷à-
åòñÿ îò PT íà ðàçíîñòü H(t1) − H(t0). Ýòî ìîæíî èíòåðïðåòèðî-
âàòü òàê, ÷òî çà âðåìÿ t1 − t0 Ñîëíöå óñïåâàåò ñìåñòèòüñÿ íà âå-
ëè÷èíó H(t1)−H(t0), ÷òî è ïðèâîäèò ê ðàçíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ
âåêòîðîâ. Åñëè áû ñêîðîñòü ñâåòà áûëà áû áåñêîíå÷íîé, òî îêàçà-
ëîñü áû, ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (5.2), ÷òî t1− t0 = 0, ñëåäîâàòåëüíî
H(t1)−H(t0) = 0 è P′

T = PT.
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Ðèñ. 5.2. Îøèáî÷íîå ïîñòðîåíèå âåêòîðà íàáëþäåíèÿ íà îñíîâå ãåëèîöåí-
òðè÷åñêèõ âåêòîðîâ ïëàíåòû è Çåìëè.

5.4. Íàáëþäåíèÿ ñïóòíèêà ïëàíåòû
Òåïåðü ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà ìû íàáëþäàåì îäíîâðåìåí-

íî ïëàíåòó è ñïóòíèê ïëàíåòû. Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü âåêòîðû
íàáëþäåíèé ýòèõ òåë.

Àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ èëè ÷èñëåííàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ ñïóòíè-
êà ïëàíåòû ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü åãî ïðÿìîóãîëüíûå ïëàíåòîöåí-
òðè÷åñêèå êîîðäèíàòû íà ëþáîé çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè t. Âåê-
òîð íàáëþäåíèÿ ñïóòíèêà â ýòîì ñëó÷àå èìååò íà÷àëî â òîïîöåíòðå,
à êîíåö — â öåíòðå ìàññ ñïóòíèêà íà òîò ìîìåíò t1, â êîòîðûé ñ íåãî
ñòàðòîâàëè ôîòîíû, ïîïàâøèå çàòåì â ôîòîïðèåìíèê â ìîìåíò âðå-
ìåíè t0. Îáîçíà÷èì âåêòîð íàáëþäåíèÿ ñïóòíèêà ÷åðåç S(1)

T , à ÷å-
ðåç S(1)

p (t1) — ïëàíåòîöåíòðè÷åñêèé âåêòîð ñïóòíèêà â ìîìåíò t1.
Òåïåðü äëÿ îïðåäåëåíèÿ S(1)

T ìîæíî çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå

S(1)
T = S(1)

p (t1) + P(t1)− T(t0).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìîìåíòà t1 òåïåðü ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü óðàâíå-
íèå

t0 − t1 =
|S(1)

T |
c

. (5.3)
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Ðèñ. 5.3. Ðàñïîëîæåíèå Çåìëè è ïëàíåòû ïðè íàáëþäåíèÿõ.

Ïîñêîëüêó ðàññòîÿíèå îò òîïîöåíòðà äî ïëàíåòû äðóãîå, ÷åì
ðàññòîÿíèå îò òîïîöåíòðà äî ñïóòíèêà, òî ìîìåíò ñòàðòà ôîòîíîâ
îò ïëàíåòû, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì çäåñü ÷åðåç t2, îòëè÷àåòñÿ îò t1.
Âåêòîð íàáëþäåíèÿ ïëàíåòû â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëèòñÿ èç ñîîòíî-
øåíèé

PT = P(t2)− T(t0), (5.4)

t0 − t2 =
|PT|
c

. (5.5)

5.5. Íàáëþäåíèÿ äâóõ ñïóòíèêîâ ïëàíåòû
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ìû íàáëþäàåì îäíîâðåìåííî ïëàíå-

òó è äâà åå ñïóòíèêà. Àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ èëè ÷èñëåííàÿ ìîäåëü
äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü èõ ïðÿìîóãîëüíûå ïëà-
íåòîöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû íà ëþáîé çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè
t. Âåêòîð íàáëþäåíèÿ êàæäîãî ñïóòíèêà èìååò íà÷àëî â òîïîöåí-
òðå, à êîíåö — â öåíòðå ìàññ ñïóòíèêà â òîò ìîìåíò, â êîòîðûé ñ
íåãî ñòàðòîâàëè ôîòîíû, ïîïàâøèå çàòåì â ôîòîïðèåìíèê â ìîìåíò
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Ðèñ. 5.4. Ðàñïîëîæåíèå Çåìëè, ïëàíåòû è ñïóòíèêîâ â ìîìåíòû âðåìåíè,
ñîîòâåòñòâóþùèå ìîìåíòó íàáëþäåíèÿ. Èíäåêñ 1 îòíîñèòñÿ ê ñïóòíèêó íî-

ìåð 1, èíäåêñ 2 — ê ñïóòíèêó íîìåð 2.

âðåìåíè t0. Îáîçíà÷èì ýòîò âåêòîð ïåðâîãî ñïóòíèêà ÷åðåç S(1)
T , à

âåêòîð íàáëþäåíèÿ âòîðîãî — ÷åðåç S(2)
T .

Ôîòîíû, ïîïàâøèå â ôîòîïðèåìíèê â ìîìåíò íàáëþäåíèÿ t0,
ñòàðòîâàëè ñ ïåðâîãî ñïóòíèêà â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t1, à
ñî âòîðîãî — â ìîìåíò âðåìåíè t2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(1)
p (t1) ïëàíåòîöåíòðè÷åñêèé âåêòîð ïåðâîãî

ñïóòíèêà â ìîìåíò t1. Áàðèöåíòðè÷åñêèé âåêòîð ïëàíåòû â ýòîò ìî-
ìåíò áûë P(t1). Ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðû äëÿ âòîðîãî ñïóòíèêà
áóäóò S(2)

p (t2) è P(t2).
Âñå ðàññìàòðèâàåìûå çäåñü âåêòîðû ïîêàçàíû íà ðèñ. 5.4.
Òåïåðü äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåêòîðîâ íàáëþäåíèÿ S(1)

T è S(2)
T ìîæíî

èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

S(1)
T = S(1)

p (t1) + P(t1)− T(t0),

S(2)
T = S(2)

p (t2) + P(t2)− T(t0),
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t0 − t1 =
|S(1)

T |
c

,

t0 − t2 =
|S(2)

T |
c

.

Ðåøàòü ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïðèáëèæåíèÿìè,
ïîëàãàÿ ñíà÷àëà t1 = t0, t2 = t0.

5.6. Îïðåäåëåíèå óãëîâûõ èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí ïðè
íàáëþäåíèÿõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò

Àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ èëè ÷èñëåííàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ ñïóòíè-
êà ïëàíåòû ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü åãî ïðÿìîóãîëüíûå ïëàíåòîöåí-
òðè÷åñêèå êîîðäèíàòû íà ëþáîé çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïðè
óòî÷íåíèè îðáèòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ íà îñíîâå íàáëþäåíèé íåîáõî-
äèìî âû÷èñëÿòü óãëîâûå èçìåðÿåìûå âåëè÷èíû íà ìîìåíòû íàáëþ-
äåíèé. Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ðàññìîòðåíû ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ
âåêòîðîâ íàáëþäåíèé ïî ïðÿìîóãîëüíûì ïëàíåòîöåíòðè÷åñêèì êî-
îðäèíàòàì ñïóòíèêîâ è áàðèöåíòðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì ïëàíåò. Òå-
ïåðü íåîáõîäèìî ñâÿçàòü èçìåðÿåìûå âåëè÷èíû ñ âåêòîðàìè íàáëþ-
äåíèé ïëàíåòû è ñïóòíèêîâ.

Ïðè óòî÷íåíèè ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ â êà÷åñòâå èç-
ìåðÿåìûõ âåëè÷èí èñïîëüçóþòñÿ óãëîâûå òîïîöåíòðè÷åñêèå êîîð-
äèíàòû. Óãëîâûå êîîðäèíàòû îòñ÷èòûâàþòñÿ â ãåîýêâàòîðèàëüíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ ýêâàòîðîì è ýêëèïòèêîé íåêîòîðîé
ýïîõè. Â ïóáëèêàöèÿõ ïðîøëûõ äåñÿòèëåòèé âñòðå÷àþòñÿ êîîðäè-
íàòû â ñèñòåìå ñðåäíåãî ýêâàòîðà è òî÷êè âåñíû ðàçëè÷íûõ ýïîõ.
Èñïîëüçîâàëèñü è ñèñòåìû èñòèííîãî ýêâàòîðà è ðàâíîäåíñòâèÿ.
Ïðè ýòîì ìîäåëèðîâàëèñü ïðåöåññèÿ è íóòàöèÿ çåìíîé îñè. Â ñî-
âðåìåííûõ ðàáîòàõ ýêâàòîðèàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò îòíîñèòñÿ ê
ýêâàòîðó è ýêëèïòèêå ýïîõè J2000. Îäíàêî ôèêñàöèÿ îñåé êîîðäè-
íàò óæå íå ñâÿçàíà ñ âðàùåíèåì Çåìëè. Ñèñòåìà îïèðàåòñÿ íà ïî-
ëîæåíèÿ âíåãàëàêòè÷åñêèõ èñòî÷íèêîâ ðàäèîèçëó÷åíèÿ è íàçûâà-
åòñÿ ìåæäóíàðîäíîé íåáåñíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò — International
Celestial Reference Frame (ICRF).

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îñè âñåõ ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ ñèñòåì ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò ñîîòâåòñòâåííî
ïàðàëëåëüíû îñÿì íåêîòîðîé íåâðàùàþùåéñÿ ãåîýêâàòîðèàëüíîé
ñèñòåìû, íàïðèìåð, ICRF. Óãëîâûå êîîðäèíàòû ïëàíåòû è ñïóò-
íèêîâ, îïðåäåëåííûå ïî âåêòîðàì íàáëþäåíèé, ðàññìîòðåííûì â

5.6. Определение угловых измеряемых величин 217



ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ, íàçûâàþò àñòðîìåòðè÷åñêèìè . Â îòëè÷èå îò
àñòðîìåòðè÷åñêèõ, èñïîëüçîâàëèñü òàêæå òàê íàçûâàåìûå âèäèìûå
êîîðäèíàòû. Äëÿ âèäèìûõ êîîðäèíàò âåêòîðû íàáëþäåíèé îïðåäå-
ëÿþòñÿ èíà÷å, ÷åì ðàññìîòðåíî âûøå. Ýòî îáúÿñíåíî, íàïðèìåð, â
êíèãå Introduction aux Ephémérides Astronomiques, 1997). Çäåñü æå ìû
ðàññìàòðèâàåì òîëüêî àñòðîìåòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû.

Â ãåîýêâàòîðèàëüíîé ñèñòåìå, íàðÿäó ñ ïðÿìîóãîëüíûìè, èñ-
ïîëüçóþò ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Øèðîòà â ãåîýêâàòîðèàëüíîé
ñèñòåìå íàçûâàåòñÿ ñêëîíåíèåì, à äîëãîòà — ïðÿìûì âîñõîæäåíè-
åì. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà íàáëþäåíèÿ ñ êîìïîíåíòàìè x, y, z ïðÿìîå
âîñõîæäåíèå α è ñêëîíåíèå δ îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé

tgα =
y

x
, tg δ =

z√
x2 + y2

.

Ïðÿìîå âîñõîæäåíèå è ñêëîíåíèå íåáåñíîãî òåëà, êîòîðûå íàçûâà-
þò åùå àáñîëþòíûìè êîîðäèíàòàìè, ìîãóò áûòü èçìåðÿåìûìè âå-
ëè÷èíàìè.

Íàðÿäó ñ àáñîëþòíûìè èñïîëüçóþòñÿ òàêæå îòíîñèòåëüíûå êî-
îðäèíàòû. Ýòî ðàçíîñòè íåáåñíûõ êîîðäèíàò êàêèõ-ëèáî äâóõ òåë:
ñïóòíèêà è ïëàíåòû, äâóõ ñïóòíèêîâ. Åñëè ïðÿìûå âîñõîæäåíèÿ
ïåðâîãî è âòîðîãî òåë îáîçíà÷èòü ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç α1, α2, à
ñêëîíåíèÿ ÷åðåç δ1, δ2, òî ðàçíîñòè

∆α = α2 − α1, ∆δ = δ2 − δ1

íàçûâàþò äèôôåðåíöèàëüíûìè êîîðäèíàòàìè è èñïîëüçóþò â êà-
÷åñòâå èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí. ×àùå ïðèìåíÿþòñÿ èçìåðÿåìûå âåëè-
÷èíû

Xd = (α2 − α1) cos δ1, Yd = δ2 − δ1.

Íàðÿäó ñ äèôôåðåíöèàëüíûìè óãëîâûìè êîîðäèíàòàìè Xd, Yd

ðàññìàòðèâàþò òàêæå òàê íàçûâàåìûå òàíãåíöèàëüíûå êîîðäèíà-
òû Xt, Yt, îïðåäåëÿåìûå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ýòî âñåãäà êîîðäèíà-
òû îäíîãî òåëà îòíîñèòåëüíî äðóãîãî. Åñëè íåáåñíîå òåëî íîìåð 1
îòîáðàæàåòñÿ â ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè òåëåñêîïà íà îïòè÷åñêîé îñè,
òî Xt è Yt åñòü ëèíåéíûå êîîðäèíàòû òåëà íîìåð 2 íà ôîêàëüíîé
ïëîñêîñòè, âûðàæåííûå â äîëÿõ ôîêóñíîãî ðàññòîÿíèÿ. Ïðè ýòîì
ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îñü Yt ïàðàëëåëüíà ïðîåêöèè îñè âðàùåíèÿ Çåìëè â
ýïîõó J2000 è íàïðàâëåíà â ñåâåðíûé ïîëþñ ìèðà. Êàê âû÷èñëÿòü
òàíãåíöèàëüíûå êîîðäèíàòû, ðàññìîòðåíî íèæå.
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Äëÿ çàïóñêà ïðîöåññà óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ íåáåñ-
íûõ òåë èç íàáëþäåíèé íåîáõîäèìî âûðàçèòü èçìåðÿåìûå óãëîâûå
êîîðäèíàòû ÷åðåç êîìïîíåíòû âåêòîðîâ íàáëþäåíèé. Âûðàæåíèå
àáñîëþòíûõ êîîðäèíàò ÷åðåç êîìïîíåíòû âåêòîðà íàáëþäåíèÿ äà-
íî âûøå. Ðàññìîòðèì çäåñü, êàê âû÷èñëÿòü îòíîñèòåëüíûå äèôôå-
ðåíöèàëüíûå óãëîâûå êîîðäèíàòû äâóõ íåáåñíûõ òåë.

Äèôôåðåíöèàëüíûå êîîðäèíàòû ìîæíî áûëî áû íàéòè êàê ðàç-
íîñòè àáñîëþòíûõ êîîðäèíàò äâóõ òåë. Îäíàêî òàêîé ñïîñîá íå ÿâ-
ëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Äåëî â òîì, ÷òî íàáëþäàåìûå ïàðû òåë ÷àùå
âñåãî ðàñïîëàãàþòñÿ íà íåáå î÷åíü áëèçêî îäíî ê äðóãîìó. Òîãäà âû-
÷èòàíèå òîïîöåíòðè÷åñêèõ óãëîâûõ êîîðäèíàò òåë ñîñòîèò â âû÷è-
òàíèè äâóõ áëèçêèõ ÷èñåë, ÷òî ïðèâîäèò ê íåêîòîðîé ïîòåðå òî÷íî-
ñòè. Ðàçíîñòè ïëàíåòîöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò äâóõ ñïóòíèêîâ íå
ñâÿçàíû ñ âû÷èòàíèåì äâóõ áëèçêèõ ÷èñåë. Èìåííî ýòè ðàçíîñòè
ñëåäîâàëî áû èñïîëüçîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèé.

Ïî ýòèì ïðè÷èíàì ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáîçíà÷èì
÷åðåç X,Y, Z êîìïîíåíòû âåêòîðà íàáëþäåíèÿ ïåðâîãî ñïóòíèêà.
Òîãäà èìååì

{X,Y, Z} = S(1)
T .

Êîìïîíåíòû ðàçíîñòè âåêòîðîâ íàáëþäåíèÿ âòîðîãî è ïåðâîãî
ñïóòíèêà îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆x, ∆y , ∆z . Òîãäà èìååì

{∆x,∆y,∆z} = S(2)
T − S(1)

T = S(2)
p (t2)− S(1)

p (t1) + P(t2)− P(t1).

Çäåñü âåêòîðû S(2)
p (t2), S

(1)
p (t1) ñàìè ïî ñåáå ìàëû, à âåêòîðû P(t2) è

P(t1) âû÷èñëÿþòñÿ äëÿ âåñüìà áëèçêèõ ìîìåíòîâ âðåìåíè. Ïîýòî-
ìó âû÷èòàíèå äâóõ áëèçêèõ ÷èñåë íå ïðèâîäèò ê ïîòåðå òî÷íîñòè
ïðè âû÷èñëåíèè ∆x, ∆y , ∆z .

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïåðâûì òåëîì ÿâëÿåòñÿ íå ñïóòíèê, à ñà-
ìà ïëàíåòà, òî â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè íóæíî ïðîñòî ïîëîæèòü
S(1)
p (t1) = 0.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ êîîðäèíàò ∆α, ∆δ â ðàç-
íûõ ïóáëèêàöèÿõ ïðåäëàãàþòñÿ ïðîñòûå ïðèáëèæåííûå ôîðìóëû,
îñíîâàííûå íà ìàëîñòè îòíîøåíèÿ

|S(2)
T − S(1)

T |
|S(1)

T |
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ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé. Îäíàêî äëÿ âû÷èñëåíèé ëåãêî çàïðî-
ãðàììèðîâàòü òî÷íûå ôîðìóëû, âûâåäåííûå â ðàáîòå (Åìåëüÿíîâ,
1999). Âû÷èñëåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ïî ñëåäóþùåé öåïî÷êå ôîðìóë:

R2 = X2 + Y 2,

tg ∆α =
−Y∆x+X∆y

R2+X∆x+Y∆y
,

A = 2R2Z∆z − 2Z2(X∆x + Y∆y) +R2∆2
z − Z2(∆2

x +∆2
y),

B = R
√

(X +∆x)2 + (Y +∆y)2 + Z(Z +∆z),

C = R(Z +∆z) + Z
√
(X +∆x)2 + (Y +∆y)2,

tg ∆δ = A
BC .

(5.6)

5.7. Âû÷èñëåíèå óãëîâîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
ñïóòíèêàìè è ïîçèöèîííîãî óãëà

Ïðè óòî÷íåíèè îðáèò åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò ïîìèìî
ðàçíîñòåé óãëîâûõ êîîðäèíàò íåáåñíûõ òåë â êà÷åñòâå èçìåðÿåìîé
âåëè÷èíû èñïîëüçóåòñÿ òàêæå óãëîâîå ðàññòîÿíèå s ìåæäó ñïóò-
íèêàìè. Ïðåèìóùåñòâà èñïîëüçîâàíèÿ òàêîé èçìåðÿåìîé âåëè÷è-
íû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíà íå çàâèñèò îò îøèáêè îïðåäåëåíèÿ
îðèåíòàöèè èçîáðàæåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê íàïðàâëåíèþ íà ñåâåð-
íûé ïîëþñ ìèðà.

Ìû ïðåäëàãàåì äëÿ âû÷èñëåíèÿ óãëîâîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
ñïóòíèêàìè s ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

tg s =

√
(Y∆z − Z∆y)2 + (Z∆x −X∆z)2 + (X∆y − Y∆x)2

X2 + Y 2 + Z2 +X∆x + Y∆y + Z∆z
.

Çäåñü âû÷èñëåíèå ðàçíîñòåé íå ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ îøèáêè
ïðè âû÷èòàíèè äâóõ áëèçêèõ ÷èñåë.

Â êà÷åñòâå èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ òàêæå
ïîçèöèîííûé óãîë P . Ýòî óãîë íà íåáåñíîé ñôåðå ñ âåðøèíîé â
òî÷êå, ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðâîìó ñïóòíèêó, ìåæäó áîëüøèì êðó-
ãîì, ñîåäèíÿþùèì íàïðàâëåíèÿ íà ñïóòíèêè, è ëèíèåé ñêëîíåíèé
(áîëüøîé êðóã íà íåáåñíîé ñôåðå, ñîåäèíÿþùèé ïåðâûé ñïóòíèê
è ïîëþñ ìèðà). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîçèöèîííîãî óãëà íóæíî ñíà÷àëà
âû÷èñëèòü àáñîëþòíûå êîîðäèíàòû ïåðâîãî ñïóòíèêà, êîòîðûå ìû
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çäåñü äëÿ êðàòêîñòè çàïèøåì áåç èíäåêñîâ êàê α, δ, çàòåì âû÷èñ-
ëèòü äèôôåðåíöèàëüíûå êîîðäèíàòû ∆α, ∆δ ïî ôîðìóëàì, êîòî-
ðûå ïðèâåäåíû âûøå. Òîãäà ïîçèöèîííûé óãîë P íàéäåòñÿ èç òî÷-
íîãî ñîîòíîøåíèÿ

tgP =
cos(δ +∆δ) sin∆α

sin∆δ + 2 cos(δ +∆δ) sin δ sin2 ∆α
2

. (5.7)

Ïðèáëèæåííî ïîçèöèîííûé óãîë ìîæíî îïðåäåëèòü, ïîëüçóÿñü
ôîðìóëîé

tgP =
Xd

Yd
.

5.8. Îïðåäåëåíèå òàíãåíöèàëüíûõ êîîðäèíàò
ñïóòíèêîâ

Çàìåòèì, ÷òî â ïðàêòèêå îáðàáîòêè àñòðîìåòðè÷åñêèõ íàáëþ-
äåíèé åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò, êðîìå äèôôåðåíöèàëüíûõ
óãëîâûõ êîîðäèíàò, èñïîëüçóþò òàêæå òàê íàçûâàåìûå òàíãåíöè-
àëüíûå êîîðäèíàòû íåáåñíûõ òåë. Êàê áûëî óêàçàíî âûøå, ýòî ëè-
íåéíûå êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè èçîáðàæåíèÿ. Íà÷àëî êîîðäèíàò
ñîâïàäàåò ñ îïòè÷åñêèì öåíòðîì ïîëÿ çðåíèÿ, îäíà èç îñåé, Xt,
íàïðàâëåíà ïî èçîáðàæåíèþ íåáåñíîé ïàðàëëåëè â ñòîðîíó âîñòî-
êà, à äðóãàÿ, Yt , — ïåðïåíäèêóëÿðíî ïåðâîé îñè ê ñåâåðó. Ëèíåé-
íîé åäèíèöåé èçìåðåíèé ÿâëÿåòñÿ ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå òåëåñêîïà.
Ïðèáëèæåííî ðàçíîñòè òàíãåíöèàëüíûõ êîîðäèíàò äâóõ ñïóòíèêîâ
ñîâïàäàþò ñ èõ äèôôåðåíöèàëüíûìè óãëîâûìè êîîðäèíàòàìè, îä-
íàêî òî÷íûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàçíîñòåé òàíãåíöèàëüíûõ
êîîðäèíàò îòëè÷àþòñÿ îò ôîðìóë äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óãëîâûõ
êîîðäèíàò.

Îáû÷íî çàäàþòñÿ òàíãåíöèàëüíûå êîîðäèíàòû îäíîãî íåáåñíî-
ãî òåëà îòíîñèòåëüíî äðóãîãî. Òîãäà ñ÷èòàþò, ÷òî èçîáðàæåíèå ýòîãî
äðóãîãî òåëà íàõîäèòñÿ òî÷íî íà îïòè÷åñêîé îñè, à ïëîñêîñòü èçîá-
ðàæåíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ýòîé îñè. Äîïóñòèì, ÷òî íóæíî âû÷èñ-
ëèòü òàíãåíöèàëüíûå êîîðäèíàòû ñïóòíèêà 1 îòíîñèòåëüíî ñïóòíè-
êà 2. Ïóñòü, êàê è âûøå, òîïîöåíòðè÷åñêèé ðàäèóñ-âåêòîð âòîðîãî
ñïóòíèêà åñòü

S(2)
T = {X,Y, Z},
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à ðàçíîñòü âåêòîðîâ ïîëîæåíèÿ ñïóòíèêîâ îáîçíà÷åíà ÷åðåç ∆x, ∆y ,
∆z . Òîãäà òàíãåöèàëüíûå êîîðäèíàòû ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ñëåäó-
þùèì ôîðìóëàì:

Xt =

√
X2 + Y 2 + Z2(−∆xY +∆yX)√

X2 + Y 2(X2 + Y 2 + Z2 +∆xX +∆yY +∆zZ)
,

Yt =
−∆xXZ −∆yY Z +∆z(X

2 + Y 2)√
X2 + Y 2(X2 + Y 2 + Z2 +∆xX +∆yY +∆zZ)

.

Òàíãåíöèàëüíûé ïîçèöèîííûé óãîë Pt íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøå-
íèÿ

tgPt =
Xt

Yt
, (5.8)

à òàíãåíöèàëüíîå ðàññòîÿíèå st ïî ôîðìóëå

st =
√
X2

t + Y 2
t .

5.9. Îïðåäåëåíèå ðàçíîñòè êîîðäèíàò äâóõ ñïóòíèêîâ
ïëàíåòû â ñëó÷àå ôîòîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé
âçàèìíûõ çàòìåíèé ñïóòíèêîâ

Ðàññìîòðèì çäåñü ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé îïðåäåëåíèÿ âåêòîðîâ
íàáëþäåíèé ñïóòíèêîâ ïðè îïðåäåëåíèè àñòðîìåòðè÷åñêèõ êîîð-
äèíàò ñïóòíèêîâ ïëàíåòû íà îñíîâå ôîòîìåòðèè ñïóòíèêîâ âî âðå-
ìÿ èõ âçàèìíûõ çàòìåíèé. Ôîòîìåòðè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ âçàèìíûõ
çàòìåíèé äâóõ ñïóòíèêîâ ïëàíåòû ïîçâîëÿþò ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ
îïðåäåëÿòü âçàèìíûå ðàñïîëîæåíèÿ ñïóòíèêîâ. Ðàññìàòðèâàåìîå
ÿâëåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî îäèí èç ñïóòíèêîâ ÷àñòè÷íî èëè ïîëíî-
ñòüþ ïîïàäàåò â òåíü, îòáðàñûâàåìóþ äðóãèì ñïóòíèêîì. Ïðè ýòîì
åãî ÿðêîñòü âî âðåìÿ íàáëþäåíèé ñ Çåìëè óìåíüøàåòñÿ. Óìåíüøå-
íèå ÿðêîñòè çàòìåâàåìîãî ñïóòíèêà ìîæíî èçìåðèòü ñ ïîìîùüþ
ôîòîìåòðà èëè ÏÇÑ-ìàòðèöû. ßðêîñòü çàòìåâàåìîãî ñïóòíèêà â
ïåðâóþ î÷åðåäü çàâèñèò îò ãåëèîöåíòðè÷åñêîãî óãëîâîãî ðàññòîÿ-
íèÿ äâóõ ñïóòíèêîâ. Îíà çàâèñèò òàêæå îò óãëà ìåæäó íàïðàâëåíè-
ÿìè ñ çàòìåâàåìîãî ñïóòíèêà íà Ñîëíöå è íà Çåìëþ, òî åñòü îò óãëà
ñîëíå÷íîé ôàçû ñïóòíèêà. ×òî êàñàåòñÿ ãåëèîöåíòðè÷åñêîãî óãëî-
âîãî ðàññòîÿíèÿ äâóõ ñïóòíèêîâ, òî èìåííî ýòà âåëè÷èíà îïðåäå-
ëÿåò èçìåíåíèÿ ÿðêîñòè çàòìåâàåìîãî ñïóòíèêà âî âðåìåíè, òî åñòü
êðèâóþ ÿðêîñòè ñïóòíèêà. Ïðè îáðàáîòêå ðàññìàòðèâàåìûõ ôîòî-
ìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé íåîáõîäèìî òî÷íî ìîäåëèðîâàòü ïðîöåññ
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Ðèñ. 5.5. Ðàñïðîñòðàíåíèå ñâåòà ïðè íàáëþäåíèÿõ âçàèìíûõ çàòìåíèé ñïóò-
íèêîâ ïëàíåò. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ: t3 < t2 < t1 < t0.

ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà, ó÷èòûâàÿ êîíå÷íîñòü ñêîðîñòè åãî ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ.

Ìîäåëü ðàññìàòðèâàåìîãî ÿâëåíèÿ ïîÿñíÿåò ðèñ. 5.5. Ôîòîíû,
èçëó÷åííûå Ñîëíöåì â ìîìåíò t3, äâèãàÿñü ïðÿìîëèíåéíî, â ìî-
ìåíò t2 äîñòèãëè ñïóòíèêà 2. Áàðèöåíòðè÷åñêèé âåêòîð Ñîëíöà â
ìîìåíò t3 îáîçíà÷èì ÷åðåç H(t3). ×àñòü èçëó÷åííûõ ôîòîíîâ ïîïà-
ëà íà ïîâåðõíîñòü ñïóòíèêà 2. Äðóãèå ïðîñëåäîâàëè äàëåå. Áàðè-
öåíòðè÷åñêèé ðàäèóñ-âåêòîð ñïóòíèêà 2 â ìîìåíò âðåìåíè t2 îáî-
çíà÷èì ÷åðåç S(2)(t2). Èñïîëüçóÿ ïëàíåòíóþ è ñïóòíèêîâóþ òåîðèè,
åãî ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

S(2)(t2) = P(t2) + S(2)
p (t2). (5.9)

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ãðóïïà ôîòîíîâ äîñòèãëà ñïóòíèêà 1 â íåêî-
òîðûé ìîìåíò t1, áûëà ðàññåÿíà åãî ïîâåðõíîñòüþ è ïðîñëåäîâàëà
äàëåå â ñòîðîíó íàçåìíîãî íàáëþäàòåëÿ. Â ìîìåíò âðåìåíè t0 îíè
äîñòèãëè Çåìëè è ñôîðìèðîâàëè èçîáðàæåíèå çàòìåâàåìîãî ñïóò-
íèêà â ôîòîïðèåìíèêå òåëåñêîïà.

Áàðèöåíòðè÷åñêèé ðàäèóñ-âåêòîð ñïóòíèêà 1 â ìîìåíò âðåìåíè
t1 ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç S(1)(t1). Åãî ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

S(1)(t1) = P(t1) + S(1)
p (t1). (5.10)

Ðàçíîñòè ìîìåíòîâ t0, t1, t2 è t3 çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

t2 − t3 =
|S(2)(t2)−H(t3)|

c
,
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t1 − t2 =
|S(1)(t1)− S(2)(t2)|

c
, (5.11)

t0 − t1 =
|T(t0)− S(1)(t1)|

c
.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåêòîðîâ H(t3), S(2)(t2) è S(1)(t1) íåîáõîäèìî
çíàòü ìîìåíòû âðåìåíè t3, t2 è t1. Èñêîìûå âåêòîðû è ñîîòâåòñòâó-
þùèå ìîìåíòû âðåìåíè ìîæíî íàéòè, ðåøàÿ èòåðàöèÿìè ñèñòåìó
óðàâíåíèé (5.9), (5.10) è (5.11). Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïîëàãàåì
t3 = t2 = t1 = t0.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñòåïåíü çàòåíåííîñòè ñïóòíèêà 1 çàâèñèò îò óãëà
ìåæäó âåêòîðàìè S(2)

H (t2) è S(1)
H (t1), îïðåäåëÿåìûìè ñîîòíîøåíèÿ-

ìè

S(2)
H (t2) = S(2)(t2)−H(t3) , S(1)

H (t1) = S(1)(t1)−H(t3) .

Ýòîò óãîë ìû íàçîâåì ýôôåêòèâíûì ãåëèîöåíòðè÷åñêèì óãëîâûì
ðàññòîÿíèåì äâóõ ñïóòíèêîâ è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç s∗.

Êîìïîíåíòû âåêòîðîâ S(2)
H (t2) è S(1)

H (t1) îáîçíà÷èì ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

S(1)
H (t1) = {ξ, η, ζ}, S(2)

H (t2) = {ξ +∆ξ, η +∆η, ζ +∆ζ}.

Òîãäà s∗ îïðåäåëèòñÿ ôîðìóëîé

tg s∗ =

√
(η∆ζ − ζ∆η)2 + (ζ∆ξ − ξ∆ζ)2 + (ξ∆η − η∆ξ)2

ξ2 + η2 + ζ2 + ξ∆ξ + η∆η + ζ∆ζ
,

ãäå ìàëûå ïðèðàùåíèÿ ∆ξ,∆η,∆ζ ñëåäóåò îïðåäåëÿòü ïî ôîðìóëå

{∆ξ,∆η,∆ζ} = S(2)
H (t2)−S(1)

H (t1) = P(t2)−P(t1)+S(2)
p (t2)−S(1)

p (t1).

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèÿõ s∗ ïî ïðèâåäåííûì âûøå ôîðìó-
ëàì íå ïðîèñõîäèò ïîòåðè òî÷íîñòè èç-çà âû÷èòàíèÿ äâóõ áëèçêèõ
÷èñåë.

Åñëè, êðîìå óãëîâîãî ãåëèîöåíòðè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ, íåîáõî-
äèìî âû÷èñëÿòü ðàçíîñòè óãëîâûõ ãåëèîöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò
äâóõ ñïóòíèêîâ, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè, àíàëîãè÷íû-
ìè ôîðìóëàì (5.6).
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5.10. Çàêëþ÷åíèå îòíîñèòåëüíî èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí
ïðè íàáëþäåíèÿõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ èç íàáëþäå-
íèé íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ,
êîòîðûé îïèñàí â ñëåäóþùåé ãëàâå. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà
òðåáóåòñÿ âû÷èñëÿòü èçìåðÿåìûå ïðè íàáëþäåíèÿõ âåëè÷èíû ïî
çàäàííûì ïàðàìåòðàì äâèæåíèÿ. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ïî ñëåäó-
þùåé öåïî÷êå îïåðàöèé: ïàðàìåòðû ⇒ ïëàíåòîöåíòðè÷åñêèå ïðÿ-
ìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû ⇒ âåêòîðû íàáëþäåíèé ⇒ èçìåðÿåìûå âå-
ëè÷èíû. Ïåðâûé ýòàï âûïîëíÿåòñÿ íà îñíîâå ìîäåëåé äâèæåíèÿ
ñïóòíèêîâ. Ýòîìó ïîñâÿùåí âûøåèçëîæåííûé ìàòåðèàë. Âòîðîé è
òðåòèé ýòàïû îïåðàöèé îïèñàíû âûøå â íàñòîÿùåé ãëàâå. Òåïåðü
ìû èìååì âñå íåîáõîäèìîå äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà îïðåäåëåíèÿ
ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ èç íàáëþäåíèé.

Ïîëåçíóþ èíôîðìàöèþ ïî ðàññìàòðèâàåìûì çäåñü âîïðîñàì
ìîæíî íàéòè â ðàáîòå (Åìåëüÿíîâ, 2017).

5.11. Ìîìåíò âèäèìîãî ñáëèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ïëàíåò
êàê èçìåðÿåìàÿ âåëè÷èíà ïðè íàáëþäåíèÿõ

Îäíèì èç òèïîâ èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí ïðè íàáëþäåíèÿõ ñïóò-
íèêîâ ïëàíåò ÿâëÿåòñÿ èçìåðåíèå âçàèìíûõ óãëîâûõ ðàññòîÿíèé d

äâóõ ñïóòíèêîâ. Ïîñêîëüêó ýòî ðàññòîÿíèå çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ
äâèæåíèÿ îáîèõ ñïóòíèêîâ, ìîæíî óòî÷íÿòü îðáèòû ïî áàçå äàí-
íûõ íàáëþäåíèé ñ âêëþ÷åíèåì òàêèõ èçìåðåíèé. Ïðåèìóùåñòâîì
îêàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìîñòü òàêèõ èçìåðåíèé îò îðèåíòàöèè ïîëó-
÷åííîãî ïðè íàáëþäåíèÿõ èçîáðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïîëþñà ìèðà.
Òàê èñêëþ÷àåòñÿ îáû÷íàÿ â òàêèõ ñëó÷àÿõ îøèáêà îðèåíòàöèè.

Ïðåîáðàçîâàíèå ðåçóëüòàòà èçìåðåíèÿ íà èçîáðàæåíèÿõ ñïóòíè-
êîâ â óãëîâîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñïóòíèêàìè òðåáóåò çíàíèÿ ìàñ-
øòàáà èçîáðàæåíèÿ, òî åñòü ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ëèíåéíûìè ðàñ-
ñòîÿíèÿìè íà èçîáðàæåíèè, ïîëó÷àåìîì â ôîòîêàìåðå, è óãëîâûìè
ðàññòîÿíèÿìè íà íåáåñíîé ñôåðå. Ýòîò ìàñøòàá îïðåäåëÿåòñÿ ðàç-
ëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Îäíàêî â ëþáîì ñëó÷àå ìàñøòàá ñîïðîâîæ-
äàåòñÿ îøèáêîé, êîòîðàÿ áûâàåò íåèçâåñòíîé è ðàçíîé äëÿ ðàçíûõ
êàäðîâ èçîáðàæåíèé, ïîëó÷åííûõ â îäíó íî÷ü íà îäíîì è òîì æå
òåëåñêîïå. Ýòà îøèáêà äàñò îøèáêó ïîëó÷åííîãî óãëîâîãî ðàññòî-
ÿíèÿ ìåæäó ñïóòíèêàìè, êîòîðîå è ó÷àñòâóåò â îïðåäåëåíèè ïàðà-
ìåòðîâ, à â êîíå÷íîì ñ÷åòå îøèáêó ýôåìåðèä ñïóòíèêà.
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×òîáû èçáåæàòü ýòîé îøèáêè, à èìåííî, èñêëþ÷èòü åå ñîâñåì,
â ðàáîòå (Morgado et al. 2016) áûë ïðåäëîæåí ñïåöèàëüíûé ìåòîä
èçìåðåíèé. Â ýòîì ìåòîäå ñíà÷àëà îïðåäåëÿþòñÿ óãëîâûå ðàññòîÿ-
íèÿ ìåæäó äâóìÿ ñïóòíèêàìè íà ðÿä ìîìåíòîâ âðåìåíè íà òàêîì
èíòåðâàëå, â òå÷åíèå êîòîðîãî ïðîèñõîäèò êàêîå-íèáóäü âèäèìîå
ñáëèæåíèå â ïàðå ñïóòíèêîâ. Íà ýòîì èíòåðâàëå ñóùåñòâóåò ìèíè-
ìóì âèäèìîãî ðàññòîÿíèÿ. Ìîìåíò ìèíèìóìà t0 íå çàâèñèò îò ñà-
ìîãî ðàññòîÿíèÿ. Îäíàêî ýòîò ìîìåíò çàâèñèò îò äâèæåíèÿ ñïóò-
íèêîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ. Èäåÿ ìå-
òîäà, ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòå (Morgado et al. 2016), ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû èñïîëüçîâàòü ýòîò ìîìåíò ìèíèìóìà âèäèìîãî ðàññòîÿíèÿ t0
ìåæäó ñïóòíèêàìè â êà÷åñòâå èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû ïðè óòî÷íåíèè
ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ. Ìîìåíò ìèíèìóìà îïðåäåëÿåòñÿ
ïóòåì àïïðîêñèìàöèè çàâèñèìîñòè âèäèìîãî ðàññòîÿíèÿ îò âðåìå-
íè êàêèìè-íèáóäü ïîäõîäÿùèìè ôóíêöèÿìè. Ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ïîëèíîìû äîñòàòî÷íî âûñîêîé ñòåïåíè.

Ïîñêîëüêó ìîìåíò ìèíèìóìà íå çàâèñèò îò ñàìîãî ðàññòîÿíèÿ,
òî ïîëíîñòüþ èñêëþ÷àåòñÿ îøèáêà ìàñøòàáà èçîáðàæåíèÿ. Îäíàêî
èçìåðåííûå ðàññòîÿíèÿ ñîäåðæàò ñëó÷àéíûå îøèáêè èçìåðåíèé íà
èçîáðàæåíèÿõ. Ïîýòîìó íàéäåííûé ìîìåíò ìèíèìóìà òàêæå áóäåò
çàêëþ÷àòü â ñåáå íåêîòîðóþ îøèáêó.

Â ðàáîòå (Morgado et al. 2016) îïóáëèêîâàí ðÿä òàêèõ èçìåðå-
íèé, à èìåííî, ðÿä ìîìåíòîâ âèäèìûõ ñáëèæåíèé â ïàðàõ Ãàëèëåå-
âûõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà.

Òàêîé ïîäõîä òðåáîâàë òùàòåëüíîãî àíàëèçà. Äåëî â òîì, ÷òî
òî÷íîñòü ýôåìåðèä çàâèñèò íå òîëüêî îò òî÷íîñòè íàáëþäåíèé, íî
òàêæå îò ñîñòàâà è òèïà èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí. Íåîáõîäèìî áûëî
âûÿñíèòü, êàê èñïîëüçîâàíèå ìîìåíòîâ âèäèìûõ ñáëèæåíèé ñïóò-
íèêîâ â êà÷åñòâå èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí ïîâëèÿåò íà òî÷íîñòü ýôåìå-
ðèä. Èìåííî ýôåìåðèäû ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûì ðåçóëüòàòîì ñîçäàíèÿ
ìîäåëè äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ.

Äëÿ òàêîãî àíàëèçà àâòîðîì íàñòîÿùåé êíèãè åùå ðàíåå áûë
ïðèãîòîâëåí íåîáõîäèìûé èíñòðóìåíòàðèé. Îí îïèñàí â Ãëàâå 8.
Íåîáõîäèìûé àíàëèç èäåè àâòîðîâ ðàáîòû (Morgado et al. 2016)
áûë âûïîëíåí â ðàáîòå (Emelyanov, 2017). Ñ ýòîé öåëüþ áûëè ñôîð-
ìèðîâàíû ìàññèâû ýôåìåðèä Ãàëèëååâûõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà. Ýòè
ýôåìåðèäû èñïîëüçîâàëèñü â êà÷åñòâå íàáëþäåíèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ
íà êîíå÷íîì ýòàïå ýôåìåðèä ñïóòíèêîâ íà ìîìåíòû âðåìåíè, ñëå-
äóþùèå ïîñëå èíòåðâàëà âðåìåíè íàáëþäåíèé. Ìîìåíòû òàêèõ èñ-
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êóññòâåííûõ íàáëþäåíèé âûáèðàëèñü íåáîëüøèìè èíòåðâàëàìè, íà
êîòîðûõ âçàèìíûå ðàññòîÿíèÿ â ïàðàõ ñïóòíèêîâ èìåëè ìèíèìóì.
Íàáëþäåíèÿ ìîäåëèðîâàëèñü íà áîëüøîì ìíîæåñòâå òàêèõ èíòåð-
âàëîâ. Äëÿ àíàëèçà îøèáîê ýôåìåðèä ê èñêóññòâåííûì èçìåðåíè-
ÿì ïðèáàâëÿëèñü ñëó÷àéíûå îøèáêè ñ çàäàííûìè äèñïåðñèÿìè è
íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè îøèáîê. Â âû-
÷èñëèòåëüíîé ïðîãðàììå èñïîëüçîâàëñÿ äàò÷èê ñëó÷àéíûõ ÷èñåë.
Ñðàâíèâàëèñü äâà âàðèàíòà ñîñòàâà èçìåðåíèé ïî òèïàì. Â ïåðâîì
âàðèàíòå (d) â êà÷åñòâå èçìåðåíèé ìîäåëèðîâàëèñü âèäèìûå âçàèì-
íûå ðàññòîÿíèÿ. Âî âòîðîì âàðèàíòå (t0) èñïîëüçîâàëèñü ìîìåíòû
âèäèìûõ ñáëèæåíèé ñïóòíèêîâ, âû÷èñëåííûå ïî âçàèìíûì ðàññòî-
ÿíèÿì.

Ñëó÷àéíûå îøèáêè â ýòîì ýêñïåðèìåíòå çàäàâàëèñü ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Âñåì ìîäåëèðóåìûì âçàèìíûì ðàññòîÿíèÿì ïðèäàâàëèñü
ñëó÷àéíûå îøèáêè ñ äèñïåðñèåé, ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷íîñòè ñî-
âðåìåííûõ ðåàëüíûõ íàáëþäåíèé. Êðîìå òîãî, íà êàæäîì èíòåðâà-
ëå âðåìåíè ñáëèæåíèÿ ïàðû ñïóòíèêîâ ê ìîäåëüíûì ðàññòîÿíèÿì
ïðèáàâëÿëàñü îäíà è òà æå îøèáêà, ìîäåëèðóþùàÿ îøèáêó ìàñøòà-
áà, ïðèñóòñòâóþùóþ â ðåàëüíûõ íàáëþäåíèÿõ. Äëÿ ðàçíûõ èíòåð-
âàëîâ ñáëèæåíèé âûáèðàëèñü ðàçíûå çíà÷åíèÿ îøèáêè ìàñøòàáà.
Äëÿ âñåé ñîâîêóïíîñòè èíòåðâàëîâ îøèáêè âûáèðàëèñü ñëó÷àéíûì
îáðàçîì ñ çàäàííîé äèñïåðñèåé îøèáêè ìàñøòàáà (scale) σds. Òàê
ìîäåëèðîâàëàñü ñèòóàöèÿ, ñóùåñòâóþùàÿ ïðè ðåàëüíûõ íàáëþäå-
íèÿõ.

Ïî òàê ñìîäåëèðîâàííûì íàáëþäåíèÿì ñíà÷àëà îïðåäåëÿëèñü
ïàðàìåòðû îðáèò, à ïîòîì âû÷èñëÿëèñü ýôåìåðèäû íà ðÿä ìîìåíòîâ
âðåìåíè, ñëåäóþùèõ ïîñëå èíòåðâàëà âðåìåíè íàáëþäåíèé. Ïðî-
öåññ ïîâòîðÿëñÿ ìíîãî ðàç, êàæäûé ðàç ñ íîâûì íàáîðîì ñëó÷àé-
íûõ îøèáîê íàáëþäåíèé. Çíà÷åíèÿ ýôåìåðèäíûõ êîîðäèíàò îêà-
çûâàëèñü ðàçíûìè â ðàçíûõ íàáîðàõ ñëó÷àéíûõ îøèáîê íàáëþäå-
íèé. Òî÷íîñòü ýôåìåðèä îöåíèâàëàñü ïî ñðåäíåêâàäðàòè÷íûì çíà-
÷åíèÿì îòêëîíåíèé ýôåìåðèä îò íåêîòîðîé îïîðíîé ýôåìåðèäû,
ïîëó÷åííîé ïðè íóëåâûõ îøèáêàõ íàáëþäåíèé.

Ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèëñÿ íåñêîëüêî ðàç ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ
îøèáêè ìàñøòàáà σds. Êàæäûé ðàç îöåíèâàëàñü òî÷íîñòü ýôåìå-
ðèä. Ñðàâíèâàëèñü ìåæäó ñîáîé äâà íàáîðà ñîñòàâà íàáëþäåíèé,
ðàçëè÷àþùèõñÿ ïî òèïàì èçìåðåíèé. Â ïåðâîì íàáîðå (âàðèàíòå)
èñïîëüçîâàëèñü âçàèìíûå ðàññòîÿíèÿ d, âî âòîðîì âàðèàíòå — ìî-
ìåíòû âèäèìûõ ñáëèæåíèé t0. Ïîëó÷èëèñü ñëåäóþùèå ðåçóëüòà-
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òû. Ïðè íóëåâîé îøèáêå ìàñøòàáà (σds = 0) îøèáêà ýôåìåðèä âî
âòîðîì íàáîðå (t0) îêàçàëàñü ñóùåñòâåííî áîëüøåé, ÷åì â ïåðâîì
(d). Ïðè óâåëè÷åíèè îøèáêè ìàñøòàáà σds îøèáêà ýôåìåðèä â ïåð-
âîì âàðèàíòå (d) óâåëè÷èâàëàñü, à âî âòîðîì âàðèàíòå (t0) îñòà-
âàëàñü íåèçìåííîé. Ýòî åñòåñòâåííî, ïîñêîëüêó âî âòîðîì âàðèàí-
òå ìîìåíòû âçàèìíûõ ñáëèæåíèé ñïóòíèêîâ âîîáùå íå çàâèñÿò îò
îøèáêè ìàñøòàáà. Ïîñëå óâåëè÷åíèÿ σds ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè
σds = σd

(eg)
s îøèáêè ýôåìåðèä â äâóõ âàðèàíòàõ ñðàâíÿëèñü. Ïîñëå

äàëüíåéøåãî óâåëè÷åíèÿ σds îøèáêà ýôåìåðèä â ïåðâîì âàðèàíòå
(d) ïðîäîëæàëà óâåëè÷èâàòüñÿ.

Èç ðåçóëüòàòîâ ïðîâåäåííîãî ýêñïåðèìåíòà ñëåäóåò âûâîä, ÷òî
íîâàÿ èäåÿ àâòîðîâ ðàáîòû (Morgado et al. 2016) äàåò ïðåèìóùå-
ñòâî òîëüêî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ îøèáêàõ ìàñøòàáà. Ê ñîæà-
ëåíèþ, êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå σd

(eg)
s , îïðåäåëÿþùåå âûáîð òèïà íà-

áëþäåíèé, íàéòè âåñüìà çàòðóäíèòåëüíî â çàäà÷àõ, îñíîâàííûõ íà
ðåàëüíûõ íàáëþäåíèÿõ. Â ðàáîòå (Emelyanov, 2017) òîëüêî ëèøü
óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ σd

(eg)
s .

Ïðîâåäåííûé â ðàáîòå (Emelyanov, 2017) ýêñïåðèìåíò ïîêàçû-
âàåò, ÷òî ïðèìåíåíèå íîâûõ òèïîâ íàáëþäåíèé âñåãäà òðåáóåò òùà-
òåëüíîãî àíàëèçà òî÷íîñòè ïîëó÷àåìûõ ïðè ýòîì ýôåìåðèä.

5.12. Ñðåäñòâà è òåõíèêà íàçåìíûõ íàáëþäåíèé
ñïóòíèêîâ ïëàíåò

Òåõíèêà àñòðîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé ñïóòíèêîâ ïëàíåò ñî-
âåðøåíñòâîâàëàñü â òå÷åíèå âåêîâ. Äî XX âåêà íàáëþäàòåëè ñìîò-
ðåëè â îêóëÿð òåëåñêîïà è âèäåëè òàì, êðîìå èçîáðàæåíèé çâåçä,
êðåñò ïàóòèííûõ íèòåé è åùå îäíó íèòü, ïîëîæåíèå êîòîðîé ìîæ-
íî áûëî èçìåíÿòü, âðàùàÿ ìèêðîìåòðè÷åñêèé âèíò. Êðåñò â îêóëÿ-
ðå ïîâîðà÷èâàëñÿ íàáëþäàòåëåì òàê, ÷òîáû îäíî íåáåñíîå òåëî ïî-
ïàäàëî íà öåíòðàëüíîå ïåðåêðåñòèå íèòåé, à äðóãîå — íà ïåðåêðå-
ñòèå ñ äîïîëíèòåëüíîé íèòüþ. Ïðè òàêèõ íàáëþäåíèÿõ èçìåðÿëîñü
óãëîâîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ íåáåñíûìè òåëàìè s è ïîçèöèîí-
íûé óãîë P ñ âåðøèíîé â îäíîì ñâåòèëå è ëó÷àìè, íàïðàâëåííûìè
íà äðóãîå ñâåòèëî è íà ñåâåðíûé ïîëþñ ìèðà. Ïðè ýòîì ÷àùå âñå-
ãî ýòè äâå âåëè÷èíû èçìåðÿëèñü â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Òàêèå
íàáëþäåíèÿ íàçûâàþòñÿ â ëèòåðàòóðå ìèêðîìåòðè÷åñêèìè.

Â XX âåêå íàáëþäàòåëè áîëüøå ñìîòðåëè â ìèêðîñêîï, ðàññìàò-
ðèâàÿ èçîáðàæåíèÿ íåáåñíûõ òåë, çàïå÷àòëåííûõ íà ôîòîïëàñòèí-
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êàõ. Òàêèå íàáëþäåíèÿ íàçûâàþòñÿ ôîòîãðàôè÷åñêèìè. Îòíîñè-
òåëüíûå êîîðäèíàòû èçìåðÿëèñü ïîä ìèêðîñêîïîì ñíà÷àëà â ìèë-
ëèìåòðàõ, çàòåì èõ çíà÷åíèÿ ïåðåâîäèëèñü â óãëîâûå âåëè÷èíû.
Êîîðäèíàòû ïëàíåò è ñïóòíèêîâ ïîä ìèêðîñêîïîì îòñ÷èòûâàþòñÿ
îòíîñèòåëüíî çâåçä. Èç çâåçäíûõ êàòàëîãîâ áðàëèñü íåîáõîäèìûå
íåáåñíûå ýêâàòîðèàëüíûå êîîðäèíàòû çâåçä ñðàâíåíèÿ. Ïî ýòèì
äàííûì âûâîäèëèñü ýêâàòîðèàëüíûå êîîðäèíàòû ïëàíåò è ñïóòíè-
êîâ, íàçûâàåìûå â ýòîì ñëó÷àå àáñîëþòíûìè. Îøèáêè êîîðäèíàò
çâåçä èç çâåçäíûõ êàòàëîãîâ íàïðÿìóþ ïîïàäàëè â àáñîëþòíûå êî-
îðäèíàòû íàáëþäàåìûõ íåáåñíûõ òåë. Äëÿ óòî÷íåíèÿ ìîäåëåé äâè-
æåíèÿ ñïóòíèêîâ ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ îòíîñèòåëüíûå óãëîâûå êî-
îðäèíàòû, òî åñòü ðàçíîñòè êîîðäèíàò äâóõ ñïóòíèêîâ. Ïî òàêèì
äàííûì îäíîâðåìåííî â îäíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé óòî÷íÿþòñÿ ïà-
ðàìåòðû îðáèò îáîèõ òåë. Îòíîñèòåëüíûå èçìåðåíèÿ èçáàâëåíû îò
îøèáîê çâåçäíûõ êàòàëîãîâ, îäíàêî ïðîáëåìà òî÷íîñòè ýòèõ äàí-
íûõ ñâÿçàíà ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ íà ïðàêòèêå â çíàíèè ìàñøòàáà
è îðèåíòàöèè èçîáðàæåíèÿ.

Â êîíöå XX âåêà âìåñòî ôîòîïëàñòèíîê ñòàëè ïðèìåíÿòüñÿ ñâå-
òî÷óâñòâèòåëüíûå ìàòðèöû ïðèáîðîâ ñ çàðÿäîâîé ñâÿçüþ (ÏÇÑ).
Â àíãëîÿçû÷íîì íàïèñàíèè ýòî Charged Coupled Device (CCD).
Ýòè ôîòîïðèåìíèêè îêàçàëèñü íàìíîãî áîëåå ÷óâñòâèòåëüíûìè è
äàþùèìè ëó÷øåå ðàçðåøåíèå èçîáðàæåíèÿ. Ïðîáëåìû îãðàíè÷å-
íèÿ òî÷íîñòè íàáëþäåíèé îñòàëèñü òå æå, ÷òî è äëÿ ôîòîïëàñòè-
íîê. Îäíàêî îáðàáîòêà ðåçóëüòàòîâ óïðîñòèëàñü ñ ïðèìåíåíèåì
ìîùíûõ êîìïüþòåðîâ. Òàêèå íàáëþäåíèÿ íàçûâàþòñÿ ïðîñòî ÏÇÑ-
íàáëþäåíèÿìè.

Ïðîáëåìà âíåñåíèÿ îøèáîê çâåçäíûõ êàòàëîãîâ â èçìåðåííûå
êîîðäèíàòû ïëàíåò è ñïóòíèêîâ ðåøàåòñÿ ïóòåì ñîçäàíèÿ íîâûõ
áîëåå òî÷íûõ çâåçäíûõ êàòàëîãîâ. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ çíà÷èòåëü-
íûé ïðîãðåññ â ýòîì äåëå áûë äîñòèãíóò ñîçäàíèåì ìîùíîãî àñòðî-
ìåòðè÷åñêîãî èíñòðóìåíòà, çàïóùåííîãî íà îðáèòó âîêðóã Çåìëè.
Ýòî ïðîåêò GAIA.

Ïðîãðåññ â òî÷íîñòè çâåçäíûõ êàòàëîãîâ ïðèâåë ê íîâîé íåîáû÷-
íîé çàäà÷å. Äåëî â òîì, ÷òî ôîòîãðàôè÷åñêèå àñòðîìåòðè÷åñêèå íà-
áëþäåíèÿ ïëàíåò è ñïóòíèêîâ ïðîèçâîäèëèñü ñ íà÷àëà XX âåêà. Íà
îñíîâå èìåâøèõñÿ òîãäà â ðàñïîðÿæåíèè çâåçäíûõ êàòàëîãîâ áûëè
îïðåäåëåíû è îïóáëèêîâàíû êîîðäèíàòû íàáëþäàâøèõñÿ íåáåñíûõ
òåë. Ôîòîïëàñòèíêè ýòèõ ýïîõ äî ñèõ ïîð õðàíÿòñÿ â òàê íàçûâà-
åìûõ «ñòåêëÿííûõ áèáëèîòåêàõ». Òåïåðü ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü
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ïðîèçâåñòè çàíîâî èçìåðåíèÿ êîîðäèíàò ïëàíåò è ñïóòíèêîâ íà ñî-
õðàíèâøèõñÿ ôîòîïëàñòèíêàõ è ïîëó÷èòü íîâûå àñòðîìåòðè÷åñêèå
êîîðäèíàòû ýòèõ íåáåñíûõ òåë ñ ïîìîùüþ ñîâðåìåííûõ çâåçäíûõ
êàòàëîãîâ. Ýòà äåÿòåëüíîñòü ðàçâèâàåòñÿ â ïîñëåäíåå âðåìÿ â ðàç-
íûõ èíñòèòóòàõ ìèðà. Ðóêîâîäÿò ðàáîòàìè ñîòðóäíèêè ïàðèæñêîãî
Èíñòèòóòà íåáåñíîé ìåõàíèêè è âû÷èñëåíèÿ ýôåìåðèä (IMCCE),
Ôðàíöèÿ (Robert et al., 2016).

Ñïåêë-èíòåðôåðîìåòðè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ.

Ñëåäóåò îñîáî ðàññìîòðåòü îäèí îñîáûé ìåòîä àñòðîìåòðè÷å-
ñêèõ íàáëþäåíèé. Ïðîãðåññ â àñòðîíîìè÷åñêîé òåõíèêå ïðèâåë
ê ïîÿâëåíèþ ñïåêë-èíòåðôåðîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé. Ìåòîäè-
êà òàêèõ èçìåðåíèé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Äèôðàêöèîííàÿ êàðòè-
íà, ñîçäàâàåìàÿ â ôîêóñå òåëåñêîïà ñâåòîì îò ïëàíåòû è ñïóòíèêà,
ðåãèñòðèðóåòñÿ ïðèåìíèêîì ñâåòà (ÏÇÑ-ìàòðèöà) ñ î÷åíü êîðîò-
êîé ýêñïîçèöèåé ïîðÿäêà 10 ìñ (âðåìÿ «çàìîðîæåííîñòè» òóðáó-
ëåíöèè àòìîñôåðû). Ïðè òàêîì ñïîñîáå ðåãèñòðàöèè èçîáðàæåíèå
ïëàíåòû ïîëó÷àåòñÿ â ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè òåëåñêîïà â âèäå ãðóï-
ïû ïÿòíûøåê – ñïåêóë, ñëó÷àéíî ðàçáðîñàííûõ âíóòðè íåáîëüøîé
îáëàñòè, îïðåäåëÿåìîé àòìîñôåðíûì êðóæêîì ðàçìûòîñòè èçîáðà-
æåíèÿ. Êàæäàÿ ñïåêóëà ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîé ôëóêòóàöèè ñâåòà
â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå Çåìëè. Ñâåò îò ñïóòíèêà, ïîïàäàþùèé
â òåëåñêîï ïîä íåáîëüøèì óãëîì ê íàïðàâëåíèþ íà ïëàíåòó, ïðè
óñëîâèè, ÷òî îí ïðîõîäèò ÷åðåç òå æå ôëóêòóàöèè àòìîñôåðû (èçî-
ïëàíàòèçì), ñîçäàåò â ôîêàëüíîé ïîâåðõíîñòè ãðóïïó ñïåêóë, ïî-
äîáíóþ ãðóïïå ñïåêóë îò ïëàíåòû, íî ñìåùåííóþ â ñîîòâåòñòâèè ñ
óãëîâûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó ïëàíåòîé è ñïóòíèêîì è èõ ïîçèöè-
îííûì óãëîì. Òî÷íîñòü ðåãèñòðàöèè ðàñïîëîæåíèÿ ñïåêóë îïðåäå-
ëÿåòñÿ ðàçìåðîì äèôôðàêöèîííîãî ïÿòíà äëÿ äàííîãî òåëåñêîïà.
Îáû÷íî ðåãèñòðèðóþò äëèííûé ðÿä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïî âðåìå-
íè êàäðîâ. Èçìåðåííûå ëèíåéíûå êîîðäèíàòû ñïåêóë ñî âñåõ êàä-
ðîâ ââîäÿòñÿ â êîìïüþòåð è ïîäâåðãàþòñÿ êîððåëÿöèîííîìó àíàëè-
çó. Êàæäîé ñïåêóëå, ñîîòâåòñòâóþùåé ïëàíåòå, íàõîäèòñÿ ñïåêóëà,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñïóòíèêó. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ îáðàáîòêà ðåçóëüòàòîâ
òàêèõ èçìåðåíèé äàåò ñðåäíèå çíà÷åíèÿ óãëîâîãî ðàññòîÿíèÿ è èõ
ïîçèöèîííîãî óãëà. Â èòîãå òî÷íîñòü ñïåêë-èíòåðôåðîìåòðè÷åñêèõ
íàáëþäåíèé â ñîòíè ðàç ïðåâîñõîäèò òî÷íîñòü, êîòîðóþ äàþò îáû÷-
íûå ôîòîãðàôè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ.
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5.13. Èñòî÷íèêè äàííûõ íàáëþäåíèé ñïóòíèêîâ
ïëàíåò

Ïóòè ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé îò íàáëþäàòåëÿ äî èññëåäîâàòå-
ëÿ, êîòîðûé èñïîëüçóåò ýòè äàííûå äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâîé èíôîð-
ìàöèè èëè äëÿ ñîçäàíèÿ ýôåìåðèä, áûâàþò âåñüìà ðàçëè÷íûå. Â
ïðîøëûå âåêà î÷åíü ÷àñòî èññëåäîâàòåëè íàáëþäàëè, è ñàìè æå
îïðåäåëÿëè îðáèòû ñïóòíèêîâ. Îäíàêî äîâîëüíî áûñòðî âûðàáî-
òàëñÿ îáû÷íûé ïðèåì — ïóáëèêîâàòü íàáëþäåíèÿ â íàó÷íûõ æóð-
íàëàõ. Ïðè ýòîì, âî-ïåðâûõ, âîçíèêàëà âîçìîæíîñòü ñîõðàíèòü äàí-
íûå íà ìíîãèå ãîäû, è, âî-âòîðûõ, ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé ñòàíî-
âèëèñü äîñòóïíûìè ëþáîìó æåëàþùåìó. Ýòîò ïðèåì ïðèìåíÿåòñÿ
äî ñèõ ïîð. Íàïðèìåð, âñå íàáëþäåíèÿ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ áîëüøèõ
ïëàíåò ïîñòóïàþò â íàó÷íîå èçäàíèå Minor Planet Circular (MPC),
ê òåêñòàì êîòîðîãî â íàøå âðåìÿ èìååòñÿ äîñòóï ÷åðåç Èíòåðíåò íà
ñàéòå MPC ïî àäðåñó https://minorplanetcenter.net/iau/mpc.html.

Äî êàêîãî-òî âðåìåíè ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé ïîìåùàëèñü ïðÿ-
ìî íà ñòðàíèöû íàó÷íîãî æóðíàëà. Áîëüøå âñåãî íàáëþäåíèé â
òå÷åíèå âåêîâ ïóáëèêóåòñÿ â æóðíàëàõ Monthly Notices of the
Royal Astronomical Society (MNRAS), Astronomische Nachrichten
(AN), Astronomy and Astrophysics (AA), Astronomy and Astrophy-
sics Supplement Series (AAS), Astronomical Journal (AJ). Â ïîñëåäíåå
âðåìÿ íåêîòîðûå æóðíàëû ñîçäàëè ñâîè ýëåêòðîííûå áàçû äàííûõ,
äîñòóïíûå ÷åðåç Èíòåðíåò. Ïðè ýòîì â òåêñòå ñòàòüè äàåòñÿ ïîäðîá-
íîå îïèñàíèå íàáëþäåíèé, à ñàìè äàííûå ðàçìåùåíû â ýëåêòðîí-
íîì âèäå â áàçå äàííûõ. ×àñòî àâòîðû ïðèâîäÿò â ñòàòüå íåáîëüøîé
ôðàãìåíò òàáëèöû ñ íàáëþäåíèÿìè, ðàçìåùåííûìè â ýëåêòðîííîé
áàçå äàííûõ.

Ñëó÷àëîñü â ðàçíûå âðåìåíà, ÷òî íàáëþäàòåëè ïóáëèêîâàëè
ñâîè íàáëþäåíèÿ â âåñüìà ìàëîäîñòóïíûõ èçäàíèÿõ. Ïðèìåðàìè
ìîãóò ñëóæèòü Òðóäû Êàçàíñêîé ãîðîäñêîé àñòðîíîìè÷åñêîé îá-
ñåðâàòîðèè è «Ðóêîïèñè, äåïîíèðîâàííûå â ÂÈÍÈÒÈ». Â òàêèõ
ñëó÷àÿõ òðóäû íàáëþäàòåëåé ìîãëè áûòü çàáûòû, à öåííûå íàó÷íûå
äàííûå ïîòåðÿíû. Ê ñ÷àñòüþ, ñîçäàòåëè íåêîòîðûõ îáùèõ áàç äàí-
íûõ íàáëþäåíèé ñïóòíèêîâ ïëàíåò çàíèìàþòñÿ «ñïàñåíèåì íàáëþ-
äåíèé», ðàçûñêèâàÿ äàííûå â ìàëîäîñòóïíûõ íàó÷íûõ èçäàíèÿõ è
ïîìåùàÿ èõ â áàçó äàííûõ. Â ÷àñòíîñòè, òàê ïîñòóïàëè ñîçäàòåëè
áàçû äàííûõ íàáëþäåíèé åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò Natural
satellites Database (NSDB), î êîòîðîé ïîäðîáíåå íàïèñàíî â Ãëàâå
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12 äàííîé êíèãè. Ïðèâåäåì çäåñü àäðåñà NSDB â Èíòåðíåòå:
http://www.sai.msu.ru/neb/nss/html/obspos/
http://nsdb.imcce.fr/obspos/

Ëþáîå íàáëþäåíèå ñîñòîèò, êàê ìèìíèìóì, èç äâóõ çíà÷åíèé:
ìîìåíò íàáëþäåíèÿ è çíà÷åíèå èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû. Îäíàêî ýòèõ
äâóõ ÷èñåë íà ñàìîì äåëå íå äîñòàòî÷íî. Äåëî â òîì, ÷òî âðåìÿ âñå-
ãäà îòñ÷èòûâàåòñÿ â òîé èëè èíîé øêàëå âðåìåíè, à èçìåðÿåìàÿ âå-
ëè÷èíà îïðåäåëÿåòñÿ â òîé èëè èíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Áåç óêà-
çàíèÿ íà øêàëó âðåìåíè è íà ñèñòåìó êîîðäèíàò äàííûå ìîãëè áû
îêàçàòüñÿ áåñïîëåçíûìè. Åùå îäíèì íåîáõîäèìûì àòðèáóòîì íà-
áëþäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óêàçàíèå òîãî, â êàêîì ìåñòå âûïîëíåíî íàáëþ-
äåíèå. Íà äåëå íóæíû êîîðäèíàòû îáñåðâàòîðèè. Â íåêîòîðûå ýïî-
õè âñå íàáëþäàòåëè èñïîëüçîâàëè îäíó è òó æå øêàëó âðåìåíè è
îäíó è òó æå ñèñòåìó êîîðäèíàò. Ïðè ýòîì â ïóáëèêàöèÿõ ýòè äå-
òàëè íå óêàçûâàëèñü. Ïîäîáíûå îáñòîÿòåëüñòâà èíîãäà çàòðóäíÿëè
èëè èñêëþ÷àëè ñîâñåì èñïîëüçîâàíèå òàêèõ íàáëþäåíèé. Èññëåäî-
âàòåëÿì ïðèõîäèëîñü ïðèâëåêàòü êîñâåííóþ èíôîðìàöèþ, ÷òîáû
âîññòàíîâèòü íåäîñòàþùèå äàííûå.

Èíîãäà â ïóáëèêàöèÿõ ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé ñíàáæàþòñÿ óêà-
çàíèÿìè íà èñïîëüçóìûå ñðåäñâà íàáëþäåíèé: äèàìåòð òåëåñêîïà,
òèï ôîòîïðèåìíèêà, ìåòåîðîëîãè÷åñêèå óñëîâèÿ. Ýòà èíôîðìàöèÿ
áûâàåò ïîëåçíà äëÿ ïðåäâàðèòåëüíîé îöåíêè òî÷íîñòè íàáëþäåíèé
èëè äëÿ îòáðàêîâêè íàáëþäàòåëüíûõ äàííûõ.

Îòìåòèì îäèí èç îñîáûõ èñòî÷íèêîâ äàííûõ íàáëþäåíèé ñïóò-
íèêîâ ïëàíåò. Äàííûå, ïóáëèêóåìûå â æóðíàëå Astronomy and
Astrophysics (AA), î÷åíü ÷àñòî ðàçìåùàþòñÿ â ñïåöèàëüíîé ýëåê-
òðîííîé áàçå äàííûõ VizieR On-line Data Catalog. Ýòî ÷àñòü áîëü-
øîé áàçû àñòðîíîìè÷åñêèõ äàííûõ Centre de Donnees astronomiques
de Strasbourg – Strasbourg astronomical Data Center. Íàéòè ðåçóëü-
òàòû íàáëþäåíèé â ýòîé áàçå äàííûõ ìîæíî, åñëè çíàòü íîìåðà òî-
ìà è ïåðâîé ñòðàíèöû ñîîòâåòñòâóþùåé ñòàòüè, îïóáëèêîâààíîé â
æóðíàëå. Àäðåñ äàííûõ â Èíòåðíåòå áóäåò
http://vizier.cfa.harvard.edu/viz-bin/VizieR?-source=J/A+A/NV/NP
ãäå NV — ýòî íîìåð òîìà, à NP — íîìåð ñòðàíèöû. Â ïîñëåäíåå âðå-
ìÿ âìåñòî íîìåðà ñòðàíèöû èñïîëüçóåòñÿ íîìåð ñòàòüè. Ïðèìåðîì
àäðåñà ìîæåò ñëóæèòü ñëåäóþùàÿ ñòðîêà:
http://vizier.cfa.harvard.edu/viz-bin/VizieR?-source=J/A+A/582/A36

Êðîìå íàáëþäåíèé, âûïîëíÿåìûõ â íàçåìíûõ îáñåðâàòîðèÿõ,
àñòðîìåòðè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ ñïóòíèêîâ ïëàíåò âåëèñü è âåäóò-
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ñÿ òàêæå ñ ïîìîùüþ òåëåñêîïîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà èñêóññòâåí-
íûõ ñïóòíèêàõ Çåìëè. Ìíîãî íàáëþäåíèé, âûïîëíåííûõ ñ ïîìî-
ùüþ êîñìè÷åñêîãî òåëåñêîïà «Õàááë» (Habble Space Telescope —
HST) ïðèâåäåíû â óïîìÿíóòîé âûøå áàçå äàííûõ NSDB. Â áàçû
äàííûõ ïîñòóïàþò òàêæå íàáëþäåíèÿ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò,
âûïîëíÿåìûå ñ ïîìîùüþ òåëåñêîïà íà ÈÑÇ WISE.

Â èòîãå, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ ïîèñêà
íàáëþäåíèé åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò ñëåäóåò ïðåæäå âñåãî
îáðàùàòüñÿ ê êàêîé-íèáóäü ýëåêòðîííîé áàçå äàííûõ. Ïîäðîáíåå î
òàêèõ áàçàõ äàííûõ íàïèñàíî â Ãëàâå 12 íàñòîÿùåé êíèãè.

5.14. Øêàëû âðåìåíè è ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðè
íàáëþäåíèÿõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò

Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî ðàçðàáîòêîé øêàë âðåìåíè è ñèñòåì êîîð-
äèíàò çàíèìàåòñÿ ñëóæàùàÿ äëÿ ýòîãî íàóêà àñòðîìåòðèÿ. Âîñïðî-
èçâåñòè âñå íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ â ðàìêàõ äàííîé êíèãè íåâîç-
ìîæíî. Äëÿ ðåøåíèÿ âñåõ àñòðîìåòðè÷åñêèõ ïðîáëåì, âîçíèêàþ-
ùèõ ïðè èçó÷åíèè äèíàìèêè åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò, ñëå-
äóåò îáðàùàòüñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì ñòàòüÿì è êíèãàì ïî àñòðîìåò-
ðèè. Îäíàêî ñàìûå íåîáõîäèìå ñâåäåíèÿ ìû çäåñü ðàññìîòðèì.

Øêàëû âðåìåíè.
Øêàëû âðåìåíè îïðåäåëÿþòñÿ äâóìÿ îáñòîÿòåëüñòâàìè. Ïåðâîå

— ýòî òèï ôèçè÷åñêîãî äàò÷èêà âðåìåíè. Ïðèìåðû: àòîìíûå ÷àñû,
ïóëüñàðû. Âòîðîå — ýòî ýôôåêòû îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè,
èç-çà êîòîðûõ ÷àñû, ðàñïîëîæåííûå â ðàçíûõ ìåñòàõ Ñîëíå÷íîé ñè-
ñòåìû, èäóò íå îäèíàêîâî.

Îñíîâíîé è ñàìîé óíèâåðñàëüíîé øêàëîé âðåìåíè, èñïîëüçóå-
ìîé ïðè èçó÷åíèè äâèæåíèÿ òåë Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû, ÿâëÿåòñÿ øêà-
ëà TDB (Barycentric Dynamical Time). Ýòî âðåìÿ ðàâíîìåðíî èäó-
ùèõ ÷àñîâ, ðàñïîëîæåííûõ â áàðèöåíòðå Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Ïî-
ñêîëüêó íà ñàìîì äåëå òàì íèêàêèõ ÷àñîâ íåò, òî øêàëà TDB —
ýòî ìîäåëü. Äðóãîé óíèâåðñàëüíîé øêàëîé ÿâëÿåòñÿ TT (Terrestrial
Time). Ýòî âðåìÿ ðàâíîìåðíî èäóùèõ ÷àñîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà ãåî-
èäå (ñîâñåì âáëèçè ïîâåðõíîñòè Çåìëè). Ê ñîæàëåíèþ, â æèçíè ëþ-
äåé íà Çåìëå øêàëû âðåìåíè TDB è TT áûëè áû íåóäîáíû. Íà-
øà æèçíü ñâÿçàíà ñ âîñõîäîì è çàõîäîì Ñîëíöà, ÷òî îïðåäåëÿåò-
ñÿ âðàùåíèåì Çåìëè. Äëÿ íàñ ìîãëà áû áûòü óäîáíîé øêàëà âðå-
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ìåíè UT1, ñâÿçàííàÿ ñ âðàùåíèåì Çåìëè. Âñå ìîãëî áûòü õîðî-
øî ñî øêàëîé UT1, íî ê ñîæàëåíèþ, Çåìëÿ âðàùàåòñÿ íå òîëüêî
íåðàâíîìåðíî, íî è íåïðåäñêàçóåìî íåðàâíîìåðíî. Çåìëÿ íå ìî-
æåò áûòü ïîäõîäÿùèì äàò÷èêîì âðåìåíè. Îêàçûâàåòñÿ, îòëè÷íûì
äàò÷èêîì ðàâíîìåðíîãî âðåìåíè ÿâëÿþòñÿ àòîìíûå ÷àñû. Ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ øêàëó âðåìåíè íàçâàëè TAI (Time Atomic International).
Øêàëó âðåìíè TT ñâÿçàëè ñî øêàëîé TAI ïðîñòûì ñîîòíîøåíèåì

TT = TAI + 32.184 c.

Äëÿ óäîáíîé æèçíè íà Çåìëå ïðèäóìàëè øêàëó âðåìåíè UTC
(Universal Time Coordinated), êîòîðîå íèêîãäà íå îòëè÷àåòñÿ îò
UT1 áîëåå, ÷åì íà îäíó ñåêóíäó, íî â êàêèå-òî ïåðèîäû ïîñòîÿí-
íî èäåò ïî øêàëå àòîìíîãî âðåìåíè TAI, îòëè÷àÿñü îò íåãî íà èç-
âåñòíóþ ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó. Îäíàêî, èç-çà íåðàâíîìåðíîãî õîäà
UT1 èíîãäà ïðèõîäèòñÿ ïðèáàâëÿòü öåëóþ ñåêóíäó ê øêàëå UTC
òàê, ÷òîáû ðàçíîñòü UTC-UT1 íå ïðåâûñèëà 0.9 ñåêóíäû. Òàêèå ïî-
ïðàâêè ïðèõîäèòñÿ âíîñèòü ïðèìåðíî îäèí ðàç â ãîä, ÷àùå èëè ðå-
æå, â çàâèñèìîñòè îò ïðè÷óä âðàùåíèÿ Çåìëè. Â èòîãå, íàïðèìåð,
ñ 1 èþëÿ 2015 ãîäà äî 1 ÿíâàðÿ 2017 ðàçíîñòü TT-UTC ïîñòîÿííî
ñîñòàâëÿëà 68.184 ñåêóíä. Ïðè ýòîì ðàçíîñòü UTC-UT1 íè ðàçó íå
ïðåâûñèëà 0.9 ñåêóíäû.

Ðåøåíèå î âíåñåíèè îäíîñåêóíäíîé ïîïðàâêè â UTC ïðèíè-
ìàåò Ìåæäóíàðîäíàÿ ñëóæáà âðàùåíèÿ Çåìëè (International Earth
Rotation Service – IERS). Ñîîáùåíèå îá ýòîì ðåøåíèè çà íåñêîëü-
êî ìåñÿöåâ çàðàíåå ïîÿâëÿåòñÿ íà ñòðàíèöå IERS â Èíòåðíåòå ïî
àäðåñó https://hpiers.obspm.fr/iers/bul/bulc/bulletinc.dat

Òàáëèöà ðàçíîñòåé TT-UTC è ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàôèê ðàçìå-
ùåíû â Ïðèëîæåíèè 4 íàñòîÿùåé êíèãè.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïî÷òè âñå íàáëþäåíèÿ åñòåñòâåííûõ ñïóò-
íèêîâ ïëàíåò ïðîâîäÿòñÿ è ïóáëèêóþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì øêàëû
âðåìåíè UTC. Îäíàêî òàê áûëî íå âñåãäà. Â ïðîøëîì ïðèìåíÿëîñü
ìíîãî ðàçëè÷íûõ øêàë âðåìåíè. Åñëè ïîïûòàòüñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ
äàííûìè íàáëþäåíèé, âûïîëíåíûõ è îïóáëèêîâàííûõ â ïðîøëûå
âåêà, òî íóæíî çíàòü ñâÿçü ïðèìåíÿâøèõñÿ òîãäà øêàë âðåìåíè ñî
øêàëîé UTC. Ñâÿçè ðàçëè÷íûõ øêàë âðåìíè, êîòîðûå èñïîëüçîâà-
ëèñü â ïðîøëîì, ïðèâîäÿòñÿ â Ïðèëîæåíèè 4 íàñòîÿùåé êíèãè.

Òåïåðü âûÿñíèì, êàê áûòü ñî øêàëîé âðåìåíè, â êîòîðîé ñòðî-
ÿòñÿ ìîäåëè äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ. Ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âðåìÿ òå÷åò ðàâíî-
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ìåðíî. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå øêàëû âðåìåíè òåîðèè äâèæåíèÿ ñïóò-
íèêà ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî TDB èëè TT. Âûÿñíèì, â ÷åì ðàç-
íèöà. Ìåæäó ýòèìè øêàëàìè ñóùåñòâóåò ñîîòíîøåíèå

TDB = TT + P,

ãäå P ïðåäñòàâëåíî ñóììîé ïåðèîäè÷åñêèõ ïî âðåìåíè ñëàãàåìûõ.
Ìàêñèìàëüíóþ àìïëèòóäó 0.001656 ñåêóíäû èìååò ÷ëåí ñ ïåðèî-
äîì 1 ãîä. Îñòàëüíûå ñëàãàåìûå çíà÷èòåëüíî ìåíüøå. Äëÿ î÷åíü
òî÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ P ìîæíî âçÿòü ðÿä, îïóáëèêîâàííûé â ðà-
áîòå (Fairhead, Bretagnon, 1990). Òàê ÷òî, åñëè íàñ óñòðàèâàåò òî÷-
íîñòü âðåìåíè â 0.001656 ñåêóíäû, òî áåçðàçëè÷íî, êàêóþ èç óêà-
çàííûõ äâóõ øêàë âûáðàòü.

Òàêèì îáðàçîì, èç ïðåäûäóùåãî èçëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ìîìåí-
òû íàáëþäåíèé, îïóáëèêîâàííûå â øêàëå UTC, íóæíî ñíà÷àëà ïå-
ðåâåñòè â øêàëó TT ñ ïîìîùüþ òàáëèöû, äàííîé â Ïðèëîæåíèè 4,
à çàòåì, åñëè íóæíî, ïåðåâåñòè èõ â øêàëó TDB ñ ïîìîùüþ ðÿäà,
îïóáëèêîâàííîãî â ðàáîòå (Fairhead, Bretagnon, 1990).

Ïðè èíòåðïðåòàöèè è èñïîëüçîâàíèè ðåçóëüòàòîâ àñòðîìåòðè-
÷åñêèõ íàáëþäåíèé, îïóáëèêîâàííûõ â ïðîøëûõ ñòîëåòèÿõ, íóæíî
ó÷èòûâàòü ñëåäóþùóþ îñîáåííîñòü. Ïðè äàòèðîâàíèè íàáëþäåíèé
äî 1925 ãîäà íà÷àëîì ñóòîê ñ÷èòàëñÿ ïîëäåíü, òî åñòü 12 ÷àñîâ. Â
ïîëäåíü íà÷èíàåòñÿ êàæäûé þëèàíñêèé äåíü.

Äàòà íàáëþäåíèé ìîæåò çàäàâàòüñÿ â ôîðìå êàëåíäàðíîé äàòû
ïî ãðèãîðèàíñêîìó êàëåíäàðþ èëè þëèàíñêèì äíåì JD. Èñïîëüçó-
åòñÿ òàêæå Ìîäèôèöèðîâàííûé þëèàíñêèé äåíü MJD, ñâÿçàííûé
ñ JD ñîîòíîøåíèåì

JD = MJD + 2400000.5.

Êîììåíòàðèè î øêàëàõ âðåìåíè äàíû òàêæå â Ïðèëîæåíèè 4.

Ñèñòåìû êîîðäèíàò.
Ðåçóëüòàòû àñòðîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé ñïóòíèêîâ — ýòî ëè-

áî óãëîâûå ãåîýêâàòîðèàëüíûå êîîðäèíàòû ïðÿìîå âîñõîæäåíèå α

è ñêëîíåíèå δ, ëèáî ðàçíîñòè ýòèõ êîîðäèíàò äëÿ äâóõ îáúåêòîâ:
ñïóòíèêà è ïëàíåòû èëè äâóõ ñïóòíèêîâ. Åñëè ïîëó÷àþòñÿ íåïî-
ñðåäñòâåííî α, δ, òî íàáëþäåíèÿ íàçûâàþòñÿ àáñîëþòíûìè, åñëè
ðàçíîñòè êîîðäèíàò, òî íàáëþäåíèÿ ñ÷èòàþòñÿ îòíîñèòåëüíûìè.

Àáñîëþòíûå êîîðäèíàòû ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì èçìåðåíèÿ ëèíåé-
íûõ êîîðäèíàò îáúåêòà íà ôîòîïëàñòèíêå èëè íà ãðàôè÷åñêîì
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èçîáðàæåíèè, ïîëó÷åííûì ñ ïîìîùüþ ÏÇÑ-êàìåðû. Çàòåì èçìå-
ðÿþòñÿ ëèíåéíûå êîîðäèíàòû îïîðíûõ çâåçä. Áåðóòñÿ êîîðäèíàòû
îïîðíûõ çâåçä èç òîãî èëè èíîãî êàòàëîãà. Äàëåå ïóòåì ìîäåëèðî-
âàíèÿ ñâÿçè ëèíåéíûõ êîîðäèíàò íà èçîáðàæåíèè è óãëîâûõ êîîð-
äèíàò íà íåáå ïîëó÷àþòñÿ ïðÿìîå âîñõîæäåíèå è ñêëîíåíèå îáú-
åêòà. Ïðè òàêèõ íàáëþäåíèÿõ ïîëó÷àåìûå êîîðäèíàòû ñïóòíèêîâ
íåïîñðåäñòâåííî çàâèñÿò îò èñïîëüçîâàííîãî çâåçäíîãî êàòàëîãà.

Îòíîñèòåëüíûå êîîðäèíàòû ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì èçìåðåíèÿ ðàç-
íîñòåé ëèíåéíûõ êîîðäèíàò äâóõ îáúåêòîâ íà èçîáðàæåíèè. Äëÿ ïå-
ðåâîäà ýòèõ èçìåðåííûõ ðàçíîñòåé êîîðäèíàò â ðàçíîñòè íåáåñíûõ
êîîðäèíàò íåîáõîäèìî çíàòü îðèåíòàöèþ è ìàñøòàá èçîáðàæåíèÿ.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ ïðèìåíÿþòñÿ ðàçíûå ñïîñîáû.
Ìàñøòàá íàõîäÿò êàëèáðîâêîé êàìåðû ïî èçîáðàæåíèÿì çâåçäíûõ
ñêîïëåíèé ñ èçâåñòíûìè îòíîñèòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè, ëèáî ïî
èçìåðåíèþ ôîêóñíîãî ðàññòîÿíèÿ òåëåñêîïà ðàçëè÷íûìè òåõíè÷å-
ñêèìè ìåòîäàìè. Îðèåíòàöèþ îïðåäåëÿþò èíîãäà ïî ÷àñîâîìó õî-
äó îáúåêòîâ íà êàäðå èçîáðàæåíèÿ, ïîëó÷åííîìó ïðè îñòàíîâëåí-
íîì ìåõàíèçìå âåäåíèÿ òåëåñêîïà. Ïðèìåíÿþòñÿ è äðóãèå ìåòîäû.
Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè íàøåãî èçëîæåíèÿ ìû çäåñü äðóãèå ìåòîäû
íå ðàññìàòðèâàåì.

Îáû÷íî êîîðäèíàòû îòñ÷èòûâàþòñÿ â íåêîòîðîé íåâðàùàþùåé-
ñÿ ãåîýêâàòîðèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò êàêîé-òî ôèêñèðîâàííîé
ýïîõè ýêâàòîðà è ðàâíîäåíñòâèÿ. Â ïóáëèêàöèÿõ íàáëþäåíèé åñòå-
ñòâåííûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò âñòðå÷àþòñÿ òðè òàêèå ñèñòåìû. Îäíà
èç íèõ — ýòî ICRF (International Celestial Reference Frame), îñíî-
âàííàÿ íà âíåãàëàêòè÷åñêèõ ðàäèîèñòî÷íèêàõ. Âòîðàÿ — äèíàìè÷å-
ñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, ñâÿçàííàÿ ñ äâèæåíèåì ïëàíåò. Äèíàìè÷å-
ñêàÿ ñèñòåìà ðåàëèçîâàíà ïëàíåòíûìè ýôåìåðèäàìè DE200/LE200,
ðàçðàáîòàííûìè ðàíåå â JPL (ÑØÀ). Òðåòüÿ — ñèñòåìà êîîðäèíàò
çâåçäíîãî êàòàëîãà FK5. Î÷åíü ÷àñòî ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé ñíàá-
æàþòñÿ ïðîñòûì óêàçàíèåì íà òî, ÷òî èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà êîîð-
äèíàò ýïîõè J2000. Ïðè ýòîì äàåòñÿ íàçâàíèå çâåçäíîãî êàòàëîãà,
êîòîðûé èñïîëüçîâàëñÿ ïðè ðåäóêöèè íàáëþäåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå
ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ýòîãî çâåçäíîãî êàòàëîãà.

Ïðè ñîâìåñòíîì èñïîëüçîâàíèè íàáëþäåíèé, ðåäóöèðîâàííûõ ñ
ïîìîùüþ ðàçíûõ çâåçäíûõ êàòàëîãîâ, íåîáõîäèìî ïðåîáðàçîâûâàòü
êîîðäèíàòû ñïóòíèêîâ èç îäíîé ñèñòåìû â äðóãóþ. Äëÿ ýòîãî íåîá-
õîäèìî çíàòü ñâÿçü ñèñòåì êîîðäèíàò. Èçâåñòíà ìàòðèöà ïåðåõî-
äà ìåæäó ñèñòåìîé çâåçäíîãî êàòàëîãà FK5 è äèíàìè÷åñêîé ñèñòå-
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ìîé êîîðäèíàò. Îíà îïóáëèêîâàíà â ñòàòüå (Standish, 1982). Ñâÿçü
ñèñòåìû êîîðäèíàò êàòàëîãà FK5 è ICRF äàíà â ðàáîòå (Feissel,
Mignard, 1998).

Â ïðîøëîì íàáëþäåíèÿ îáðàáàòûâàëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì êî-
îðäèíàò çâåçä èç îñîáåííîãî çâåçäíîãî êàòàëîãà FK4. Åãî îñîáåí-
íîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â ñïåöèàëüíîé óïðîùåííîé ìîäåëè ãîäè÷íîé
àáåððàöèè. Â ñèëó ýòîé îñîáåííîñòè ïåðåõîä îò êîîðäèíàò â ñè-
ñòåìå FK4 ê êîîðäèíàòàì â ñèñòåìå FK5 íå ìîæåò áûòü ñäåëàí ñ
ïîìîùüþ ïðîñòîé ìàòðèöû ïîâîðîòà. Ïðåîáðàçîâàíèå çàâèñèò êàê
îò âðåìåíè îòñ÷åòà êîîðäèíàò, òàê è îò ñàìèõ êîîðäèíàò îáúåêòà.
Êàê ñäåëàòü òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå, îïèñàíî â ðàáîòå (Aoki et al.,
1983).

Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà êîîðäèíàò çâåçäíîãî êàòàëîãà FK4 ñâÿçàíà
ñ ãåîýêëèïòèêîé è ýêâàòîðîì ýïîõè B1950. Ïîýòîìó â ïóáëèêàöèÿõ
íàáëþäåíèé ÷àñòî óêàçûâàåòñÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ýïîõè B1950. Íà
ñàìîì äåëå èìååòñÿ â âèäó ñèñòåìà êîîðäèíàò çâåçäíîãî êàòàëîãà
FK4. Âîîáùå-òî, â àñòðîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèÿõ XX âåêà âñòðå-
÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè ñèñòåì êîîðäèíàò. Ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè íàáëþäåíèé íåîáõîäèìî äåòàëüíî ðàññìàòðèâàòü èñ-
ïîëüçóåìûå ñèñòåìû êîîðäèíàò, ÷òîáû íå äîïóñòèòü îøèáêè.

Âñå ðàññìîòðåííûå âûøå ñèñòåìû èìåþò îïðåäåëåíèå êàê àñò-
ðîãðàôè÷åñêèå ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ñ 1984 ãîäà ñ àñòðîãðàôè÷åñêîé
ñèñòåìîé ñòàíîâèòñÿ èäåíòè÷íîé àñòðîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîð-
äèíàò. Ýòî èìåííî òà ñèñòåìà, êîòîðàÿ ïðèíÿòà â ðàçäåëàõ 5.2–5.9
íàñòîÿùåé ãëàâû.

Êðîìå ýòîé ñèñòåìû, ïðè íàáëþäåíèÿõ ïðîøëûõ ëåò èñïîëüçî-
âàëèñü òàêæå è äðóãèå ñèñòåìû. Ïðåæäå âñåãî, ñëåäóåò ðàññìîòðåòü
ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêæå àñòðîìåòðè÷åñêóþ, íî îòíîñÿùóþñÿ ê ïî-
äâèæíûì ãåîýêâàòîðó è òî÷êå âåñíû. Ðàññìàòðèâàþò èñòèííûå ýê-
âàòîð è ðàâíîäåíñòâèå íà òîò æå ìîìåíò, ÷òî è ìîìåíò íàáëþäå-
íèÿ. Òîãäà ãîâîðÿò îá èñòèííûõ ýêâàòîðå è ðàâíîäåíñòâèè «ýïîõè
äàòû». Îñðåäíåíèå êîîðäèíàò ïîëþñà è òî÷êè âåñíû â ïðîöåññå íó-
òàöèè ïðèâîäèò ê ñðåäíèì ýêâàòîðó è ðàâíîäåíñòâèþ «ýïîõè äà-
òû». Ãåîýêâàòîðèàëüíûå êîîðäèíàòû ìîãóò áûòü èçìåðåíû â ñèñòå-
ìå èñòèííûõ èëè ñðåäíèõ ýêâàòîðà è ðàâíîäåíñòâèÿ, ñîîòâåòñòâåí-
íî. Ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ îò ýòèõ ñèñòåì ê ñèñòåìàì ñ íåïîäâèæíû-
ìè ýêâàòîðîì è òî÷êîé âåñíû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëè÷íûå ìî-
äåëè ïðåöåññèè è íóòàöèè. Îäíà èç ïîñëåäíèõ âåðñèé — ýòî ìîäåëü
ïðåöåññèè, ïðèíÿòàÿ ðåøåíèåì Ìåæäóíàðîäíîãî Àñòðîíîìè÷åñêî-
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ãî Ñîþçà (ÌÀÑ) â 1976 ãîäó, è ìîäåëü íóòàöèè, ïðèíÿòàÿ Ìåæ-
äóíàðîäíîé ñëóæáîé âðàùåíèÿ Çåìëè (IERS) (Seidelmann, 1982).
Ññûëêó íà ïóáëèêàöèþ ìîäåëè ïðåöåññèè ÌÀÑ 1976 ìîæíî íàéòè
â ðàáîòå (Seidelmann, 1982).

Íåñìîòðÿ íà ïðîãðåññ â àñòðîìåòðèè, ìîäåëü ïðåöåññèè ÌÀÑ
1976 ïðèìåíÿåòñÿ è ñåé÷àñ. Îäíàêî ìîäåëü íóòàöèè ïîñòîÿííî
óòî÷íÿåòñÿ. Ôàêòè÷åñêè â Ìåæäóíàðîäíîé ñëóæáå âðàùåíèÿ Çåì-
ëè (IERS) îòêàçàëèñü îò òàêîé óïðîùåííîé ìîäåëè. Âìåñòî íåå èñ-
ïîëüçóþòñÿ ïàðàìåòðû, çàäàþùèå îðèåíòàöèþ îñè âðàùåíèÿ Çåì-
ëè. Íà ñàéòå IERS ïóáëèêóåòñÿ ïîñòîÿííî îáíîâëÿåìàÿ òàáëèöà, â
êîòîðîé ñ øàãîì â 1 ñóòêè íà ïðîøëûå ýïîõè ïðèâîäÿòñÿ ïàðàìåò-
ðû îðèåíòàöèè Çåìëè (Earth Orientation Parameters — EOP). Äà-
þòñÿ ïàðàìåòðû, êîòîðûå íóæíû äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîïðàâîê ê êîîð-
äèíàòàì îñè âðàùåíèÿ, îïðåäåëÿåìûõ ìîäåëüþ íóòàöè ÌÀÑ 1980 è
ïàðàìåòðû, ïðÿìî îïðåäåëÿþùèå îðèåíòàöèþ îñè. Àäðåñ â Èíòåð-
íåòå ýòîé òàáëèöû ñëåäóþùèé:
https://datacenter.iers.org/data/latestVersion/223_EOP_C04_
14.62-NOW.IAU1980223.txt

Êðîìå àñòðîìåòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò, â ïðàêòèêå íàáëþäåíèé â
ïðîøëûå ãîäû âñòðå÷àëèñü è äðóãèå îïðåäåëåíèÿ ñèñòåì êîîðäè-
íàò. Â ÷àñòíîñòè, ââîäèëîñü ïîíÿòèå âèäèìûå êîîðäèíàòû. Ýòî êî-
îðäèíàòû, îïðåäåëÿþùèå íàïðàâëåíèå âåêòîðà îò òî÷êè ïîëîæåíèÿ
íàáëþäàòåëÿ â ìîìåíò ñòàðòà ôîòîíîâ äî òî÷êè ïîëîæåíèÿ îáúåêòà
òàêæå â ìîìåíò ñòàðòà ôîòîíîâ ñ íàáëþäàåìîãî îáúåêòà, òåõ ôîòî-
íîâ, êîòîðûå äîñòèãëè ôîòîïðèåìíèêà â ìîìåíò íàáëþäåíèÿ. Ðàç-
íîñòü ìîìåíòîâ — ýòî ñâåòîâîå âðåìÿ îò íàáëþäàòåëÿ äî îáúåêòà.
Ïðè èñïîëüçîâàíèè âèäèìûõ êîîðäèíàò äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïî-
ëîæåíèÿ ïðèíèìàëèñü «ïî óìîë÷àíèþ». Â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçîâà-
ëîñü èñòèííîå ïîëîæåíèå ýêâàòîðà è èñòèííîå ïîëîæåíèå òî÷êè
âåñíû. Â êàæäîì ñëó÷àå íóæíî òùàòåëüíî èçó÷àòü, êàêèå ïðèìåíÿ-
ëèñü ïðåäïîëîæåíèÿ ïðè îáðàáîòêå íàáëþäåíèé ïðåæäå, ÷åì îíè
áûëè îïóáëèêîâàíû.

Â ïîíÿòèå âèäèìûõ êîîðäèíàò ìîæåò âõîäèòü ó÷åò èñêðèâëå-
íèÿ ëó÷à çðåíèÿ, âûçâàííîãî ãðàâèòàöèîííûì äåéñòâèåì Ñîëíöà.
Ýòî ýôôåêò îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, ýôôåêò
èñêðèâëåíèÿ ëó÷à ó÷èòûâàåòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè âèäèìûõ êîîðäè-
íàò â ýôåìåðèäíîì ñåðâåðå HORIZONS (JPL), äîñòóïíîì â Èíòåð-
íåòå ïî àäðåñó https://ssd.jpl.nasa.gov/horizons.cgi
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Глава 6

ПОСТРОЕНИЕ МОДЕЛЕЙ ДВИЖЕНИЯ
НА ОСНОВЕ НАБЛЮДЕНИЙ

Ðåçþìå

Ýòà ãëàâà ïðåäñòàâëÿåò ãëàâíóþ ïðîöåäóðó èçó÷åíèÿ äèíàìèêè
åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ — ïîñòðîåíèå ìîäåëè äâèæåíèÿ íà îñíîâå
íàáëþäåíèé. Èñõîäíûìè äàííûìè ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ èçìåðÿåìîé
âåëè÷èíû, ïîëó÷àåìûå èç íàáëþäåíèé. Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ïà-
ðàìåòðû äâèæåíèÿ: ïîñòîÿííûå ýëåìåíòû îðáèòû èëè íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñïóòíèêà.

Â óñëîâèÿõ íàëè÷èÿ îøèáîê íàáëþäåíèé è îøèáîê òåîðèè ìå-
òîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è îñíîâàíû íà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Âñÿ ñî-
âîêóïíîñòü ýòèõ ìåòîäîâ íàçûâàåòñÿ àëãîðèòìàìè ôèëüòðàöèè. Â
äàííîé ãëàâå ïîäðîáíî îïèñàí îäèí èç íèõ — ìåòîä íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ (ÌÍÊ). Çà îáîñíîâàíèåì ÌÍÊ ÷èòàòåëÿ îòïðàâëÿåì ê
ñîîòâåòñòâóþùåé ëèòåðàòóðå. Çäåñü æå äàåì àëãîðèòì åãî ïðèìåíå-
íèÿ ê ïîñòàâëåííîé çàäà÷å. Â ñèëó ïðèáëèæåííîñòè îöåíîê, ïîëó-
÷àåìûõ ïî ÌÍÊ, îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ çàêëþ÷àåòñÿ â èõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîì äèôôåðåíöèàëüíîì óòî÷íåíèè.

Îäèí èç ýòàïîâ ðåøåíèÿ — âû÷èñëåíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
îò èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí ïî óòî÷íÿåìûì ïàðàìåòðàì. Â äàííîé ãëà-
âå ýòîìó óäåëåíî ìíîãî âíèìàíèÿ, îñîáåííî äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà ìî-
äåëü äâèæåíèÿ ñòðîèòñÿ ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñïóòíèêà. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ èñêîìûå
ïðîèçâîäíûå íàçûâàþòñÿ èçîõðîííûìè, ïîñêîëüêó âû÷èñëÿþòñÿ íà
ìîìåíòû íàáëþäåíèé.

Â êîíöå ãëàâû ðàññìîòðåíû äâå î÷åíü òðóäíûå ïðîáëåìû: íà-
çíà÷åíèå âåñîâ íàáëþäåíèÿì è îòáðàêîâêà ãðóáûõ íàáëþäåíèé.
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6.1. Ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ
ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë íà îñíîâå
íàáëþäåíèé. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ

Â íåáåñíîé ìåõàíèêå ñóùåñòâóåò ðÿä çàäà÷, ðàçëè÷íûõ ïî èçó-
÷àåìûì îáúåêòàì, íî ñõîäíûõ ïî ñïîñîáó èõ ðåøåíèÿ. Ýòè çàäà-
÷è ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê «Óòî÷íåíèå ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ
íåáåñíûõ òåë èç íàáëþäåíèé». Äåòàëüíîå îáúÿñíåíèå òîãî, ÷òî ìû
ïîíèìàåì ïîä ïàðàìåòðàìè è íàáëþäåíèÿìè äàíî â ïðåäûäóùèõ
ðàçäåëàõ. Çäåñü îïèøåì ýòè ïîíÿòèÿ êðàòêî.

Ïàðàìåòðàìè äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë íàçûâàþòñÿ âåëè÷èíû, îò
êîòîðûõ çàâèñèò äâèæåíèå òåë, è êîòîðûå ïî êðàéíåé ìåðå íà íåêî-
òîðîì ýòàïå èçó÷åíèÿ èëè íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå âðåìåíè ñ÷èòà-
þòñÿ ïîñòîÿííûìè. Ìû ðàññìàòðèâàåì òðè òèïà ïàðàìåòðîâ. Ïåð-
âûé òèï — ïàðàìåòðû, êîòîðûå âõîäÿò â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Îíè
ñóùåñòâóþò åùå äî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé. Âòîðîé òèï ïàðàìåòðîâ ïî-
ÿâëÿåòñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ. Ýòî ëèáî ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå â îáùåì àíàëèòè÷åñêîì
ðåøåíèè óðàâíåíèé, ëèáî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðè-
ðîâàíèÿ, òî åñòü êîîðäèíàòû è êîìïîíåíòû ñêîðîñòè òåë â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïàðàìåòðû òðåòüåãî òèïà âõîäÿò â ñîîòíîøå-
íèÿ, ñâÿçûâàþùèå ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé è êîîðäèíàòû íåáåñíî-
ãî òåëà. Îíè íå ñâÿçàíû ñ äâèæåíèåì èçó÷àåìîãî îáúåêòà, íî çàâè-
ñÿò îò òîãî, êàê ìû íàáëþäàåì, è íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðàìè óñëîâèé
íàáëþäåíèé.

Ïðèìåðàìè ïàðàìåòðîâ ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî òèïîâ ìî-
ãóò ñëóæèòü ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð íåáåñíîãî òåëà, ýëåìåíòû
åãî îðáèòû è ãåîöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû îáñåðâàòîðèè, ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Â ïðîöåññå íàáëþäåíèé èçìåðÿþòñÿ êàêèå-ëèáî âåëè÷èíû, çà-
âèñÿùèå îò ïîëîæåíèÿ èëè ñêîðîñòè íåáåñíîãî òåëà. Îíè òàê è íà-
çûâàþòñÿ — èçìåðÿåìûå âåëè÷èíû. Íàáëþäåíèÿ äàþò íàì çíà÷å-
íèÿ èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí íà ìîìåíòû èçìåðåíèé. Îäíîâðåìåííî
ìîãóò èçìåðÿòüñÿ íåñêîëüêî âåëè÷èí. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ áåç
íàðóøåíèÿ îáùíîñòè èçëîæåíèÿ áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âñå âåëè÷èíû
èçìåðÿþòñÿ íåçàâèñèìî, êàæäàÿ â îäèí ìîìåíò âðåìåíè. Ìîìåíòû
èçìåðåíèé ðàçíûõ âåëè÷èí ìîãóò ñîâïàäàòü. Ïðèìåðàìè èçìåðÿå-
ìûõ âåëè÷èí ÿâëÿþòñÿ óãëîâûå òîïîöåíòðè÷åñêèå ýêâàòîðèàëüíûå

242 Глава 6. Построение моделей движения небесных тел на
основе наблюдений



êîîðäèíàòû íåáåñíîãî òåëà, òîïîöåíòðè÷åñêàÿ äàëüíîñòü íåáåñíîãî
òåëà, ðàçíîñòü óãëîâûõ êîîðäèíàò äâóõ íåáåñíûõ òåë. Èçìåðÿåìàÿ
âåëè÷èíà âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ðåàëüíîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíîé, ïîëó÷à-
åìîé ñ ïîìîùüþ èçìåðèòåëüíûõ ïðèáîðîâ â îïðåäåëåííûé ìîìåíò
âðåìåíè â îïðåäåëåííîì ìåñòå. Ìîìåíòû èçìåðåíèé îòñ÷èòûâàþò-
ñÿ ïî ÷àñàì, ðàñïîëîæåííûì â ïóíêòå íàáëþäåíèé. Ïðè ýòîì äîëæ-
íà áûòü èçâåñòíà ñâÿçü øêàëû âðåìåíè íàáëþäåíèé ñî øêàëîé âðå-
ìåíè, êîòîðîå ôèãóðèðóåò â ìîäåëè äâèæåíèÿ, òî åñòü â äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ.

Çàäà÷ó óòî÷íåíèÿ ìîäåëè äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà ñôîðìóëè-
ðóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì: äàíû ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé, òðåáóåòñÿ
íàéòè ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ.

Ïóñòü ξ — îäíà èç èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí, à p1, p2, ..., pn — èñòèí-
íûå, íî íåèçâåñòíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òå-
ëà. Èçìåðåíèå äåëàåòñÿ â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t. Èçìåðåíèé
îáû÷íî äåëàåòñÿ ìíîãî, êàæäîìó ïðèïèñûâàåòñÿ íîìåð i. Â èòîãå
ìû èìååì ðÿä çíà÷åíèé èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí ξi íà ðÿä ìîìåíòîâ
âðåìåíè ti, i = 1, 2, ...,m, ãäå m — ÷èñëî èçìåðåíèé.

Ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè èëè òåîðèè äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà
íåèçáåæíî èñïîëüçóþòñÿ òå èëè èíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò. Îáû÷íî
ýòî êîîðäèíàòû, êîòîðûå ôèãóðèðóþò â äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèÿõ äâèæåíèÿ. Â îòëè÷èå îò èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí, êîòîðûå âñå-
ãäà ðåàëüíû, èáî îíè ïîëó÷àþòñÿ èç ðåàëüíûõ èçìåðèòåëüíûõ ïðè-
áîðîâ, êîîðäèíàòû — ýòî íåêîòîðûå àáñòðàêòíûå ïîíÿòèÿ. Â áîëü-
øèíñòâå ñëó÷àåâ èõ íè÷åì íåâîçìîæíî èçìåðèòü. Íàïðèìåð, ìû íå
ìîæåì íåïîñðåäñòâåííî èçìåðèòü ïðÿìîóãîëüíûå ãåîöåíòðè÷åñêèå
êîîðäèíàòû ñïóòíèêà Çåìëè. Îñè ëþáîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñâÿ-
çûâàþò ñ êàêèì-ëèáî ðåàëüíûì îáúåêòîì. Íàïðèìåð, îñè çåìíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò ñâÿçûâàþò ñ ïîëîæåíèÿìè ðÿäà îïîðíûõ îá-
ñåðâàòîðèé íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè. Îñè íåáåñíîé ñèñòåìû êîîðäè-
íàò ñâÿçûâàþò ñ ïîëîæåíèÿìè çâåçä èëè âíåãàëàêòè÷åñêèõ ðàäèî-
èñòî÷íèêîâ. Â ëþáîì ñëó÷àå ñòðîèòñÿ íåêîòîðàÿ ìîäåëü ñèñòåìû
êîîðäèíàò. Ýòà ìîäåëü ìîæåò ñî âðåìåíåì èçìåíÿòüñÿ, óñîâåðøåí-
ñòâîâàòüñÿ.

Òåîðèÿ äâèæåíèÿ íåáåñíîãî îáúåêòà äàåò íàì ìîäåëüíûå çíà-
÷åíèÿ íåêîòîðûõ êîîðäèíàò íà çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè. ×àùå
âñåãî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îñè ñèñòåìû êîîðäèíàò íåâðàùàþùèåñÿ,
òî åñòü âñåãäà âçàèìíî ïàðàëëåëüíû îñÿì íåêîòîðîé èíåðöèàëüíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò. Îòíîñèòåëüíî âðåìåíè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíî
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ðàâíîìåðíîå. Îäíàêî ýòè ñâîéñòâà êîîðäèíàò è âðåìåíè îáåñïå÷è-
âàþòñÿ òîëüêî ìîäåëüþ ñâÿçè ñ íåêîòîðûìè ðåàëüíûìè íåáåñíûìè
òåëàìè èëè ðåàëüíûìè ïåðèîäè÷åñêèìè ïðîöåññàìè.

Òåîðèÿ è ìîäåëü äâèæåíèÿ äàþò íàì íà ëþáîé çàäàííûé ìîìåíò
âðåìåíè t çíà÷åíèÿ êîðäèíàò, êîòîðûå çäåñü äëÿ îïðåäåëåííîñòè
áóäåì ñ÷èòàòü äåêàðòîâûìè ïðÿìîóãîëüíûìè è îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç
x, y, z. Êîîðäèíàòû çàâèñÿò åùå îò ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ, êîòîðûå
îáîçíà÷èì çäåñü ÷åðåç p1, p2, ..., pj . Çäåñü ÷èñëî ïàðàìåòðîâ j äëÿ
îäíîãî íåáåñíîãî òåëà ìîæåò áûòü ðàâíî 6 èëè áîëüøå, â çàâèñèìî-
ñòè îò èñïîëüçóåìîé òåîðèè. Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðèè ìû èìååì
ïàðàìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè âðåìåíè

x = x(t, p1, p2, ..., pj),

y = y(t, p1, p2, ..., pj), (6.1)

z = z(t, p1, p2, ..., pj),

íàçûâàåìûå çàêîíîì äâèæåíèÿ.
Ïðè ïðîâåäåíèè íàáëþäåíèé ìû îáÿçàòåëüíî äîëæíû çíàòü, êàê

ñâÿçàíà èçìåðÿåìàÿ âåëè÷èíà ξi ñ êîîðäèíàòàìè íåáåñíîãî òåëà. Ýòà
ñâÿçü çàäàåòñÿ íåêîòîðîé ìîäåëüþ èçìåðåíèé. Ìîäåëü ìîæåò âêëþ-
÷àòü â ñåáÿ íåêîòîðûå ïàðàìåòðû. Îáîçíà÷èì òàêèå ïàðàìåòðû ÷å-
ðåç pj+1, pj+2, ..., pn. Ìîäåëü íàáëþäåíèé äàåò íàì ôóíêöèþ

ξ = ξ(t, x, y, z, pj+1, pj+2, ..., pn). (6.2)

Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü ôóíêöèè (6.1) äëÿ êîîðäèíàò â ïðàâóþ ÷àñòü
ñîîòíîøåíèÿ (6.2), ïîëó÷èì ìîäåëüíîå çíà÷åíèå èçìåðÿåìîé âåëè-
÷èíû ξc, êàê èçâåñòíóþ ôóíêöèþ âðåìåíè t è ïàðàìåòðîâ äâèæå-
íèÿ:

ξc = ξ(t, p1, p2, ..., pn). (6.3)

Ëþáàÿ ìîäåëü ñîäåðæèò îøèáêè. Îáîçíà÷èì îøèáêó ìîäåëè ÷å-
ðåç δth. Òîãäà èñòèííîå çíà÷åíèå èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû ξ îïðåäå-
ëèòñÿ ïóòåì èñêëþ÷åíèÿ îøèáêè δth :

ξ = ξ(t, p1, p2, ..., pn)− δth.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè èçìåðÿåìûå âåëè÷èíû ïîëó÷àþòñÿ èç íà-
áëþäåíèé è ïîýòîìó ñîäåðæàò îøèáêè íàáëþäåíèé. Ïóñòü ξo — íà-
áëþäåííîå çíà÷åíèå èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû, à δobs — åå îøèáêà. Âû-
÷èòàÿ îøèáêó íàáëþäåíèÿ, ñíîâà ïîëó÷èì èñòèííîå çíà÷åíèå èçìå-
ðÿåìîé âåëè÷èíû

ξ = ξo − δobs.
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Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ, ïîëó÷èì

ξo = ξ(t, p1, p2, ..., pn) + δobs − δth.

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ èçìåðåíèé â ìîìåíòû âðåìåíè t1, t2, ..., tm
ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

ξoi = ξ(ti, p1, p2, ..., pn) + δ
(i)
obs − δ

(i)
th (i = 1, 2, 3, ...,m) (6.4)

îòíîñèòåëüíî èñòèííûõ çíà÷åíèé èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ pk (k =

1, 2, ..., n). Âåëè÷èíû
δ(i)sum = δ

(i)
obs − δ

(i)
th

íàçûâàþò ñóììàðíûìè îøèáêàìè íàáëþäåíèé è òåîðèè.
Ïðè ðåøåíèè òàêîé çàäà÷è òî÷íûå çíà÷åíèÿ îøèáîê δ

(i)
obs è

δ
(i)
th (i = 1, 2, 3, ...,m) îñòàþòñÿ íåèçâåñòíûìè. Èõ îáû÷íî ðàññìàò-

ðèâàþò êàê ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ çàäàííûìè âåðîÿòíîñòíûìè õà-
ðàêòåðèñòèêàìè (çàêîíàìè ðàñïðåäåëåíèÿ, ìîìåíòàìè è ò.ï.).

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì ñèñòåìó m óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî
m+ n íåèçâåñòíûõ

δ(i)sum (i = 1, 2, ...,m), p1, p2, ..., pn,

â êîòîðîé ÷èñëî íåèçâåñòíûõ áîëüøå ÷èñëà óðàâíåíèé.
Â òàêîé ñèòóàöèè óðàâíåíèÿ (6.4) çàìåíÿþò òàê íàçûâàåìîé ñè-

ñòåìîé óñëîâíûõ óðàâíåíèé

ξoi = ξ(ti, p1, p2, ..., pn) (i = 1, 2, 3, ...,m), (6.5)

ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ñèñòåìó èç m óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñò-
íûìè p1, p2, ..., pn. Ñèñòåìà óñëîâíûõ óðàâíåíèé (6.5) íåñîâìåñò-
íà, îíà íå èìååò ðåøåíèÿ, ïîñêîëüêó ïîëó÷åíà ïóòåì âû÷èòàíèÿ
èç ïðàâûõ ÷àñòåé òî÷íûõ óðàâíåíèé (6.4) ñëó÷àéíûõ íåçàâèñèìûõ
ñóììàðíûõ îøèáîê δ

(i)
sum.

Ìîæíî ïûòàòüñÿ íàéòè íåêîòîðóþ ïðèáëèæåííóþ îöåíêó èñ-
êîìûõ ïàðàìåòðîâ. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåìûå çíà÷åíèÿ äîëæíû ïî
âîçìîæíîñòè ìàëî îòëè÷àòüñÿ îò èñòèííûõ. Àëãîðèòì íàõîæäå-
íèÿ ïðèáëèæåííîé îöåíêè íàçûâàþò àëãîðèòìîì ôèëüòðàöèè. Îñ-
íîâíîé çàäà÷åé ýòîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîå óìåíüøåíèå
(ôèëüòðàöèÿ) âëèÿíèÿ îøèáîê òåîðèè è îøèáîê íàáëþäåíèé. Âû-
áîð àëãîðèòìà ôèëüòðàöèè íåîäíîçíà÷åí, åãî ñòðóêòóðà çàâèñèò îò
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èìåþùèõñÿ ñâåäåíèé î ñóììàðíîé îøèáêå δ(i)sum . Íà ïðàêòèêå òàêèõ
ñâåäåíèé î÷åíü ìàëî èëè îíè âîîáùå îòñóòñòâóþò. Ïîýòîìó ïðèõî-
äèòñÿ äîâîëüñòâîâàòüñÿ òåìè èëè èíûìè ïðåäïîëîæåíèÿìè î ñâîé-
ñòâàõ ñóììàðíîé îøèáêè è àëãîðèòìîì ôèëüòðàöèè, îñíîâàííûì
íà ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.

Ñîîòíîøåíèÿ (6.5) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèÿ îòíîñè-
òåëüíî èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ p1, p2, ..., pn . Ðåøèòü ýòè óðàâíåíèÿ
íåïîñðåäñòâåííî íà ïðàêòèêå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì åùå è
ïî äðóãîé ïðè÷èíå. Äåëî â òîì, ÷òî ξ(ti, p1, p2, ..., pn) — ñóãó-
áî íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ. ×àùå âñåãî åå áûâàåò
íåâîçìîæíî äàæå çàïèñàòü â ÿâíîì âèäå. Òåì áîëåå íåëüçÿ ïîëó-
÷èòü â ÿâíîì âèäå ðåøåíèå óðàâíåíèé (6.5).

Ðåøåíèå çàäà÷è áóäåì âûïîëíÿòü ïî ñõåìå, êîòîðàÿ óæå ïðåä-
ñòàâëåíà â Ãëàâå 1.

Ïðàêòè÷åñêè íà ëþáîì ýòàïå èññëåäîâàíèé áûâàþò èçâåñòíû
íåêîòîðûå ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ. Íàçîâåì
ýòè çíà÷åíèÿ ïðåäâàðèòåëüíûìè è îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç p

(0)
1 , p

(0)
2 , ...,

p
(0)
n .

Ïóñòü òî÷íûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ p1, p2, ..., pn îòëè÷àþòñÿ îò
ïðåäâàðèòåëüíûõ ïðèáëèæåííûõ íà âåëè÷èíû ïîïðàâîê

∆p1 = p1 − p
(0)
1 , ∆p2 = p2 − p

(0)
2 , ... , ∆pn = pn − p(0)n .

Òîãäà (6.5) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ξoi = ξ(ti, p
(0)
1 +∆p1, p

(0)
2 +∆p2, ... , p

(0)
n +∆pn). (6.6)

Äëÿ áîëüøèíñòâà íåáåñíûõ òåë ìîäåëè äâèæåíèÿ ïîñòîÿííî
ðàçâèâàþòñÿ. Ïîýòîìó íà î÷åðåäíîì ýòàïå óòî÷íåíèÿ ïðåäâàðèòåëü-
íûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ óæå äîñòàòî÷íî áëèçêè ê èñòèííûì. Ýòî
ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü ïîïðàâêè ∆p1,∆p2, ... , ∆pn ìàëûìè è ðàçëî-
æèòü ïðàâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (6.6) â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì
ïîïðàâîê:

ξoi = ξ(ti, p
(0)
1 , p

(0)
2 , ... , p(0)n ) +

n∑
k=1

(
∂ξ

∂pk

)
i

∆pk + ... . (6.7)

Ïðîèçâîäíûå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ âû÷èñëÿþòñÿ ïðè çíà÷åíèÿõ

t = ti, p1 = p
(0)
1 , ... , pn = p(0)n .
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Îãðàíè÷èìñÿ âåëè÷èíàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè îòíîñèòåëü-
íî ïîïðàâîê ∆pk è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

ξ
c(0)
i = ξ(ti, p

(0)
1 , p

(0)
2 , ... , p(0)n ) , (6.8)

a
(i)
k =

(
∂ξ

∂pk

)
i

, (6.9)

∆ξi = ξoi − ξ
c(0)
i . (6.10)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

∆ξi =

n∑
k=1

a
(i)
k ∆pk, (i = 1, 2, ... , m). (6.11)

Ïðèáëèæåííûå ñîîòíîøåíèÿ (6.11) íàçûâàþòñÿ óñëîâíûìè óðàâ-
íåíèÿìè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîïðàâîê ê óòî÷íÿåìûì ïàðàìåòðàì. Îíè
ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè íåîäíîðîäíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè óðàâíåíè-
ÿìè îòíîñèòåëüíî èñêîìûõ ïîïðàâîê ∆pk, (k = 1, 2, ... , n).

Óñëîâíûå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûìè ïî äâóì ïðè÷è-
íàì. Âî-ïåðâûõ, â ëåâûõ ÷àñòÿõ îòáðîøåíû îøèáêè íàáëþäåíèé è
îøèáêè òåîðèè. Âî-âòîðûõ, â ïðàâûõ ÷àñòÿõ îòáðîøåíû âñå ÷ëåíû
ïîðÿäêà êâàäðàòîâ ïîïðàâîê è âûøå. Óðàâíåíèÿ (6.11) èíîãäà íà-
çûâàþò ëèíåàðèçîâàííûìè ïî îòíîøåíèþ ê óñëîâíûì óðàâíåíèÿì
(6.5).

Ïðèíèìàÿ òå èëè èíûå äîïóùåíèÿ îòíîñèòåëüíî îøèáîê òåî-
ðèè è îøèáîê íàáëþäåíèé, ìîæíî âûáðàòü îäèí èç ðàçðàáîòàííûõ
àëãîðèòìîâ ôèëüòðàöèè è íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óñëîâíûõ
óðàâíåíèé (6.11). Ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû ïîçâîëÿþò òàêæå îöåíèòü
ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ.

Ïîñëå òîãî, êàê ïîïðàâêè íàéäåíû, ïðèáàâëÿåì èõ ê ïðåäâàðè-
òåëüíûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ è ïîëó÷àåì íîâûå è, êàê ìû íàäå-
åìñÿ, áîëåå òî÷íûå èõ çíà÷åíèÿ. Òàêîé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óòî÷-
íåíèåì ïàðàìåòðîâ.

Â ñèëó ïðèáëèæåííîñòè óñëîâíûõ óðàâíåíèé è ïðèáëèæåííî-
ñòè èõ ðåøåíèÿ íîâûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ áóäóò íåäîñòàòî÷íî
òî÷íûìè. Îäíàêî óòî÷íåíèå ìîæíî ïðîâåñòè ïîâòîðíî íåñêîëüêî
ðàç. Åñëè ïðîöåññ óòî÷íåíèÿ ñõîäèòñÿ, òî åñòü ïîïðàâêè îò øàãà
ê øàãó óáûâàþò, òî âû÷èñëåíèÿ ìîæíî ïðåêðàòèòü, êîãäà ïîïðàâêè
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ñòàíóò ñóùåñòâåííî ìåíüøå èõ ïîãðåøíîñòåé. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïî-
ëó÷èì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà p1, p2, ..., pn ,
ñîîòâåòñòâóþùèå âñåì èñïîëüçóåìûì ïðè ýòîì íàáëþäåíèÿì. Ýòî
ñîîòâåòñòâèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çàäàííîé ìîäåëüþ äâèæå-
íèÿ (6.3) è âûáðàííûì àëãîðèòìîì ôèëüòðàöèè.

Òåîðåòè÷åñêè ñõîäèìîñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ ïî÷òè
íå èññëåäîâàíà. Ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåðû, â êîòîðûõ ïðîöåññ íå
ñõîäèòñÿ èëè ñõîäèòñÿ ê ëîæíûì çíà÷åíèÿì èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ.
Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà äèôôåðåíöèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî ñ íåêîòîðîãî øàãà óòî÷íåíèÿ ïî-
ïðàâêè íà÷èíàþò êîëåáàòüñÿ èç-çà íåèçáåæíûõ îøèáîê âû÷èñëå-
íèé. Ïîñëå ïîÿâëåíèÿ òàêèõ êîëåáàíèé äàëüíåéøèå ïîïûòêè óòî÷-
íåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñòàíîâÿòñÿ áåñïîëåçíûìè.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîãäà îïèñàííûé ïðîöåññ õîðîøî ñõîäèòñÿ,
íå âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòè â òî÷íîì âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíûõ(

∂ξ
∂pk

)
i
, òàê êàê â ïðîöåññå óòî÷íåíèÿ îíè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ âñå óìåíüøàþùèõñÿ ïîïðàâîê ∆p1,∆p2, ... , ∆pn . Â ýòèõ
óñëîâèÿõ ëåæàùèå â ðàçóìíûõ ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ
óêàçàííûõ ïðîèçâîäíûõ ìîãóò ëèøü íåñêîëüêî óâåëè÷èòü ÷èñëî
øàãîâ óòî÷íåíèÿ, ïðàêòè÷åñêè íå îòðàæàÿñü íà òî÷íîñòè îêîí÷à-
òåëüíîãî ðåçóëüòàòà.

Íà ïåðâîì è ïîñëåäóþùèõ øàãàõ óòî÷íåíèÿ ïîñëå âû÷èñëåíèÿ
ïîïðàâîê ∆p1,∆p2, ... , ∆pn ìîæíî íàéòè òàê íàçûâàåìûå íåâÿçêè
óñëîâíûõ óðàâíåíèé

δi = ∆ξi −
n∑

k=1

a
(i)
k ∆pk, (i = 1, 2, ... , m). (6.12)

Ïîñëå òîãî, êàê ïðîöåññ óòî÷íåíèÿ çàâåðøåí, è ïîïðàâêè ê ïàðàìåò-
ðàì ñòàëè ïðåíåáðåæèìî ìàëûìè, íåâÿçêè óñëîâíûõ óðàâíåíèé ñòà-
íóò îêîí÷àòåëüíûìè ðàññîãëàñîâàíèÿìè èëè íåâÿçêàìè óòî÷íåí-
íîé òåîðèè ñ íàáëþäåíèÿìè

δi = ξoi − ξ(ti, p1, p2, ..., pn) (i = 1, 2, ... , m). (6.13)

Â ëèòåðàòóðå è íà ïðàêòèêå ýòè ðàññîãëàñîâàíèÿ ñèìâîëè÷åñêè îáî-
çíà÷àþò êàê O–C (observatum minus calculatum, ëàò.).

Ñîâîêóïíîñòü íåâÿçîê ÷àñòî èñïîëüçóþò äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà
ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ. Îäíàêî äëÿ óñòàíîâëåíèÿ áëèçîñòè ðåøåíèÿ
ê èñòèííîìó ýòîãî îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íî.
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Èç âñåõ èìåþùèõñÿ àëãîðèòìîâ ôèëüòðàöèè â ïðàêòè÷åñêîé
íåáåñíîé ìåõàíèêå ÷àùå âñåãî ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ (ÌÍÊ). Ýòîò ìåòîä îáëàäàåò ðÿäîì ïðåèìóùåñòâ ïî
ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè àëãîðèòìàìè ôèëüòðàöèè. Îñíîâíîå ïðåèìó-
ùåñòâî çàêëþ÷àåòñÿ â åãî ïðîñòîòå.

Äëÿ êðàòêîñòè îïèñàíèÿ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ââåäåì
ìàòðè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ

∆∆∆p =



∆p1

∆p2

.

.

.

∆pn


, ∆∆∆ξ =



∆ξ1

∆ξ2

.

.

.

∆ξm


, δ =



δ1

δ2

.

.

.

δm


,

Ap =


a
(1)
1 a

(1)
2 ... a

(1)
n

a
(2)
1 a

(2)
2 ... a

(2)
n

... ... ... ...

a
(m)
1 a

(m)
2 ... a

(m)
n

 , δsum =



δ
(1)
sum

δ
(2)
sum

.

.

.

δ
(m)
sum


.

Òîãäà ñèñòåìó óñëîâíûõ óðàâíåíèé (6.11) è èõ íåâÿçêè (6.12) ìîæ-
íî çàïèñàòü â âèäå

∆∆∆ξ = Ap ∆∆∆p , (6.14)

δ =∆∆∆ξ −Ap ∆∆∆p . (6.15)

Çäåñü ýëåìåíû ìàòðèöû Ap âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (6.9).
Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ îñíîâàí íà âûâîäàõ òåîðèè âåðî-

ÿòíîñòåé. Îí îïðàâäàí ïðè ñîáëþäåíèè ñëåäóþùèõ óñëîâèé (Ýëüÿ-
ñáåðã, 1976).
1. Çàäàíà ìîäåëü äâèæåíèÿ (6.3).
2. Âåêòîð îøèáîê δsum ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì.
3. Êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà îøèáîê ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé, ò.å.
îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû íå ðàâåí íóëþ.
4. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E(δsum) ñóììàðíîé îøèáêè ðàâíî íó-
ëþ, ò.å.

E(δsum) = 0 .
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5. Êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà D(δsum) çàäàíà ñ òî÷íîñòüþ äî íåêîòî-
ðîãî ïðîèçâîëüíîãî ìíîæèòåëÿ, ò.å.

D(δsum) = σ2 K .

Ïðîèçâîëüíûé ìíîæèòåëü σ2 óòî÷íÿåòñÿ â ïðîöåññå ïðèìåíåíèÿ
ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Ïðè ñäåëàííûõ äîïóùåíèÿõ àëãîðèòì ôèëüòðàöèè ïî ìåòîäó
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ âåêòîðà ∆∆∆p èç óñëî-
âèÿ àáñîëþòíîãî ìèíèìóìà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

S(∆∆∆p) = δT K−1δ = [∆∆∆ξ −Ap ∆∆∆p]TK−1[∆∆∆ξ −Ap ∆∆∆p]. (6.16)

Çàìåòèì, ÷òî íà ïðàêòèêå ïðîâåðêà ñîáëþäåíèÿ äàííûõ óñëîâèé
îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíîé. Â ÷àñòíîñòè, êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöàK
ïî÷òè âñåãäà íåèçâåñòíà.

Ñâîéñòâî ñëó÷àéíîñòè âåêòîðà îøèáîê è ïîíÿòèå åãî êîâàðè-
àöèîííîé ìàòðèöû ñëåäóåò ïîÿñíèòü äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ ïî-
ñëåäóþùåãî èçëîæåíèÿ. Â òåîðèè âåðîÿòíîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïî-
íÿòèå «èñïûòàíèÿ». Ýòî îäíà èç ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
Åñëè, íàïðèìåð, ïîä ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ðàññìàòðèâàòü ðåçóëü-
òàò áðîñàíèÿ ìîíåòêè, òî êàæäîå òàêîå áðîñàíèå ÿâëÿåòñÿ èñïûòà-
íèåì, à ðåçóëüòàò — «îðåë» èëè «ðåøêà» — ðåàëèçàöèåé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû. Â ìåòîäå íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ íàáîð ïðîèçâåäåííûõ
íàáëþäåíèé ÿâëÿåòcÿ îäíèì åäèíñòâåííûì «èñïûòàíèåì» ñëó÷àé-
íûõ îøèáîê íàáëþäåíèé. È äðóãèõ èñïûòàíèé ýòîé ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû ó íàñ íåò è áûòü íå ìîæåò. Ïîýòîìó êîâàðèàöèîííàÿ ìàò-
ðèöà îøèáîê D(δsum) íàì íåäîñòóïíà. Îäíàêî, ðàññìàòðèâàÿ íàáîð
îøèáîê êàê ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ìû ïîäðàçóìåâàåì ñóùåñòâîâà-
íèå êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû è ïðèíèìàåì ïî îòíîøåíèÿ ê íåé òó
èëè èíóþ ãèïîòåçó. ×àùå âñåãî ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî êîâàðèàöèîííàÿ
ìàòðèöà îøèáîê äèàãîíàëüíà, çíà÷èò îøèáêè ìåæäó ñîáîé íå êîð-
ðåëèðîâàíû, ò.å. âçàèìíî íåçàâèñèìû.

Øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå è èçâåñòíîñòü ìåòîäà íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ ÷àñòî ïðèâîäÿò ê íåêðèòè÷åñêîìó îòíîøåíèþ ê ïîëó÷à-
åìûì ïî ýòîìó ìåòîäó ðåçóëüòàòàì. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ èç ðåçóëü-
òàòîâ äåëàþòñÿ íåâåðíûå âûâîäû. Ïðè÷èíîé ýòîãî ÿâëÿåòñÿ îáû÷-
íî íåñîîòâåòñòâèå ðåàëüíûõ óñëîâèé, â êîòîðûõ ðåøàåòñÿ äàííàÿ
ïðàêòè÷åñêàÿ çàäà÷à, óñëîâèÿì, ïðèíÿòûì ïðè îáîñíîâàíèè ìåòî-
äà. Îäíàêî íåðåäêî ÌÍÊ ïðèâîäèò ê óäîâëåòâîðèòåëüíûì ðåçóëü-
òàòàì äàæå ïðè íåâûïîëíåíèè óêàçàííûõ óñëîâèé.
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Íà ïðàêòèêå êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà îøèáîê íåèçâåñòíà. Â
áîëüøèíñòâå çàäà÷ è ìåõàíè÷åñêèõ ìîäåëåé ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî
îøèáêè íàáëþäåíèé íåêîððåëèðîâàíû. Òîãäà ìàòðèöà K îêàçûâà-
åòñÿ äèàãîíàëüíîé. Åñëè èìååòñÿ êàêàÿ-òî èíôîðìàöèÿ î òî÷íîñòè
îäíèõ íàáëþäåíèé ïî îòíîøåíèþ ê òî÷íîñòè äðóãèõ, òî ìàòðèöó K
ìîæíî ñäåëàòü åäèíè÷íîé. Äëÿ ýòîãî êàæäîìó íàáëþäåíèþ ïðèñâà-
èâàåòñÿ íåêîòîðûé âåñ wi (i = 1, 2, ...,m). Êàæäîå óñëîâíîå óðàâ-
íåíèå óìíîæàþò ïî÷ëåííî íà óñòàíîâëåííûé âåñ. Ïðè ýòîì îøèá-
êè òàêæå îêàçûâàþòñÿ óìíîæåííûìè íà ýòîò âåñ. Ïîäáèðàÿ ñîîò-
âåòñòâóþùèì îáðàçîì âåñà íàáëþäåíèé, ìîæíî ïðèâåñòè íàáëþäå-
íèÿ ê ðàâíîòî÷íûì. Òîãäà ìàòðèöà K ñòàíîâèòñÿ åäèíè÷íîé. Êàê íà
ïðàêòèêå ïîäáèðàòü âåñà íàáëþäåíèé ðàññìîòðåíî íèæå. Â ñëó÷àå
åäèíè÷íîé ìàòðèöû K ñîîòíîøåíèå (6.16) ïðèíèìàåò âèä

S(∆∆∆p) =

m∑
i=1

δ2i =

m∑
i=1

(
∆ξi −

n∑
k=1

a
(i)
k ∆pk

)2

. (6.17)

Îòûñêàíèå ìèíèìóìà ôóíêöèè S(∆∆∆p) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé

∂S(∆∆∆p)

∂∆pk
= 0 (k = 1, 2, ..., n). (6.18)

Êàê âèäíî èç (6.17), óðàâíåíèÿ (6.18) ñîäåðæàò òîëüêî íóëåâûå è
ïåðâûå ñòåïåíè èñêîìûõ ïîïðàâîê ∆pk (k = 1, 2, ..., n). Ïîýòî-
ìó ñèñòåìà (6.18) îêàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ
óðàâíåíèé. Ýòó ñèñòåìó ïðèíÿòî íàçûâàòü ñèñòåìîé íîðìàëüíûõ
óðàâíåíèé.

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â (6.18) ñèñòåìó íîð-
ìàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

L∆∆∆p = d ,

ãäå L è d ñóòü êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà è ìàòðèöà-ñòîëáåö

L =


l11 l12 ... l1n

l21 l22 ... l2n

... ... ... ...

ln1 ln2 ... lnn

 , d =



d1

d2

.

.

.

dn


, (6.19)
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ýëåìåíòû êîòîðûõ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

lkj =

m∑
i=1

a
(i)
k a

(i)
j (k, j = 1, 2, ... , n), (6.20)

dk =

m∑
i=1

a
(i)
k ∆ξi (k = 1, 2, ... , n). (6.21)

Äëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå âåëè÷èíà:

d0 =

m∑
i=1

(∆ξi)
2. (6.22)

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé L.
Êàê âèäíî èç (6.20), ìàòðèöà L — ñèììåòðè÷íàÿ, ñ ïîëîæèòåëüíû-
ìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè. Íàéäåì îäíèì èç èçâåñòíûõ ñïî-
ñîáîâ ìàòðèöó L−1, îáðàòíóþ ìàòðèöå L. Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû
íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé ïîëó÷èì èç ìàòðè÷íîãî ñîîòíîøåíèÿ

∆∆∆p = L−1 d . (6.23)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî ðåøåíèå ñèñòåìû íîðìàëüíûõ
óðàâíåíèé è åãî ìîæíî áûëî íàéòè, ìàòðèöà L äîëæíà óäîâëåòâî-
ðÿòü îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì. Â ÷àñòíîñòè, åå ðàíã äîëæåí áûòü ðà-
âåí n . Íà ïðàêòèêå ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû
íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé áëèçîê ê íóëþ, è âû÷èñëèòü îáðàòíóþ ìàò-
ðèöó L−1 ìîæíî ñ âåñüìà îãðàíè÷åííîé òî÷íîñòüþ.

Åñëè ïîïðàâêè âñå æå íàéäåíû, ìîæíî îïðåäåëèòü ñðåäíåêâàä-
ðàòè÷íûå îøèáêè èñêîìûõ ïîïðàâîê ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà
âû÷èñëèì òàê íàçûâàåìóþ ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ îøèáêó íà åäèíè-
öó âåñà σ0 ïî ôîðìóëå

σ2
0 =

1

m− n
[d0 − (d∆∆∆p)] , (6.24)

ãäå ∆∆∆p íàéäåííûé âåêòîð ïîïðàâîê. Óìíîæèì òåïåðü âñå ýëåìåíòû
ìàòðèöû L−1 íà σ2

0 . Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ìàòðèöà

D = σ2
0L

−1 (6.25)
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íàçûâàåòñÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé îøèáîê ïîïðàâîê, êîòîðóþ
÷àñòî íàçûâàþò ïðîñòî êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé ïàðàìåòðîâ. Çà-
ïèøåì åå â âèäå

D =


D11 D12 ... D1n

D21 D22 ... D2n

... ... ... ...

Dn1 Dn2 ... Dnn

 .

Ñîãëàñíî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ëþáîé äèàãîíàëüíûé
ýëåìåíò ìàòðèöû D ñ íîìåðîì k ðàâåí êâàäðàòó ñðåäíåêâàäðàòè÷-
íîé îøèáêè σk ïîïðàâêè ∆pk, òî åñòü

σk =
√
Dkk. (6.26)

Èç (6.24), (6.25), (6.26) âèäíî, ÷òî îøèáêè ïîïðàâîê óòî÷íÿåìûõ
ïàðàìåòðîâ óáûâàþò ñ ðîñòîì ÷èñëà íàáëþäåíèé m. Ïðèáëèæåííî
îíè ïðîïîðöèîíàëüíû 1√

m
, òàê êàê íà ïðàêòèêå ÷èñëî íàáëþäåíèé

íàìíîãî áîëüøå ÷èñëà óòî÷íÿåìûõ ïàðàìåòðîâ.
Cëåäñòâèåì ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ÿâëÿåòñÿ ñòðåìëåíèå

ê íóëþ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé îøèáêè ðåøåíèÿ ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà
íàáëþäåíèé.

Ñäåëàííûå çäåñü âûâîäû ñïðàâåäëèâû ïðè îïðåäåëåííûõ óñëî-
âèÿõ, íàëàãàåìûõ íå òîëüêî íà îøèáêè òåîðèè è íàáëþäåíèé, íî
òàêæå íà ïðèíÿòóþ ìîäåëü äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà. Ïîäðîáíåå
ýòè óñëîâèÿ ðàññìîòðåíû â êíèãå (Ýëüÿñáåðã, 1976).

Âåëè÷èíû rkj , îïðåäåëåííûå ñîîòíîøåíèåì

rkj =
Dkj

σkσj
,

íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè êîððåëÿöèè ìåæäó îøèáêàìè ïîïðà-
âîê, à ìàòðèöà

R =


1 r12 r13 ... r1n

r21 1 r23 ... r2n

... ... ... ... ...

rn1 rn2 rn3 ... 1


íàçûâàåòñÿ êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöåé.
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Ïîñëå íåñêîëüêèõ øàãîâ óòî÷íåíèÿ, êîãäà ïîïðàâêè ñòàíîâÿò-
ñÿ äîñòàòî÷íî ìàëûìè, îøèáêè ïîïðàâîê õàðàêòåðèçóþò îøèáêè
óëó÷øåííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, îáóñëîâëåííûå êàê îøèáêàìè
òåîðèè, òàê è îøèáêàìè íàáëþäåíèé.

Êà÷åñòâî ñîãëàñîâàíèÿ òåîðèè ñ íàáëþäåíèÿìè ïîñëå óòî÷íå-
íèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà áóäåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ
âåëè÷èíîé

σ =

√
d0
m

, (6.27)

êîòîðàÿ ïîñëå óñïåøíîãî óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ ñðåäíå-
êâàäðàòè÷íîé âåëè÷èíîé íåâÿçîê δi (6.13).

Áîëåå ïîäðîáíî è âìåñòå ñ îáîñíîâàíèåì ÌÍÊ èçëîæåí â ìî-
íîãðàôèè (Ýëüÿñáåðã, 1976), Â íåé òàêæå ïîäðîáíî èññëåäîâàíà çà-
âèñèìîñòü îáóñëîâëåííîñòè â ÌÍÊ îò ñîñòàâà íàáëþäåíèé. Ìå-
òîä äèôôåðåíöèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ íåáåñíûõ
òåë èç íàáëþäåíèé ñ âîïðîñàìè åãî ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ðàñ-
ñìîòðåí â êíèãå (Åìåëüÿíîâ, 1983). Óïðîùåííîå îïèñàíèå ÌÍÊ äà-
íî â ó÷åáíîì ïîñîáèè (Ùèãîëåâ, 1969).

Ñóùåñòâåííîé ÷àñòüþ àëãîðèòìà óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæå-
íèÿ íåáåñíûõ òåë èç íàáëþäåíèé ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé
èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû íà çàäàííûå ìîìåíòû âðåìåíè, à òàêæå åå
ïðîèçâîäíûõ ïî óëó÷øàåìûì ïàðàìåòðàì. Äëÿ ýòîé öåëè ìîæíî
ïðèìåíÿòü êàê ôîðìóëû àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äâèæåíèÿ íåáåñíî-
ãî òåëà, òàê è ìåòîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé åãî
äâèæåíèÿ. Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé ìîæåò
ñèëüíî ðàçëè÷àòüñÿ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè âðå-
ìÿ âû÷èñëåíèé áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíî êîëè÷åñòâó èñïîëüçóåìûõ
íàáëþäåíèé. Îíî â ýòîì ñëó÷àå íå çàâèñèò îò èíòåðâàëà âðåìåíè,
íà êîòîðîì âåëèñü íàáëþäåíèÿ. Ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè íà-
îáîðîò: çàòðàòû âðåìåíè íà âû÷èñëåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíû èíòåð-
âàëó âðåìåíè íàáëþäåíèé è íå çàâèñÿò îò ÷èñëà íàáëþäåíèé. Ïî-
ðÿäîê âñåõ òàêèõ âû÷èñëåíèé îáúÿñíåí â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ.

6.2. Ïëîõàÿ îáóñëîâëåííîñòü è íåîäíîçíà÷íîñòü
ðåøåíèÿ

Îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ íà îñíîâå íàáëþäåíèé ïî-
ëó÷àåòñÿ ïðîñòî è òî÷íî òîëüêî â ïðîñòûõ ïîêàçàòåëüíûõ ïðèìå-
ðàõ. Â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåàëüíûõ íàáëþäå-
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íèé, êàê ïðàâèëî, âîçíèêàþò òðóäíîñòè, à îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ
îêàçûâàåòñÿ íåòî÷íûì. Ðàññìîòðèì çäåñü íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷à-
þùèåñÿ ïðîáëåìû.

Ïðèìåíåíèå ÌÍÊ íà ïðàêòèêå ÷àñòî ïðèâîäèò ê íåîæèäàííûì
ïðîáëåìàì. Äåëî â òîì, ÷òî â óñëîâèÿõ èññëåäîâàíèé íà îñíîâå ðå-
àëüíûõ íàáëþäåíèé íåáåñíûõ òåë ñ èñïîëüçîâàíèåì îãðàíè÷åííûõ
ïî òî÷íîñòè òåîðèé íå âñåãäà ñòðîãî âûïîëíÿþòñÿ òå äîïóùåíèÿ,
ïðè êîòîðûõ ïðàâîìåðíî ïðèìåíåíèå ÌÍÊ.

Åñëè îøèáêè òåîðèè ïðåâàëèðóþò íàä îøèáêàìè íàáëþäåíèé,
òî ñóììàðíàÿ îøèáêà íå áóäåò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Ýòî ïðèâåäåò
ê òîìó, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà íàáëþäåíèé òî÷íîñòü ðåçóëüòàòà
íå áóäåò óëó÷øàòüñÿ, à ðåøåíèå â ñâîþ î÷åðåäü ïðèîáðåòåò çàâèñè-
ìîñòü îò ñîñòàâà èçìåðåíèé, òî åñòü îò òîãî, â êàêèå ìîìåíòû äå-
ëàëèñü èçìåðåíèÿ. Íàëè÷èå òàêîé çàâèñèìîñòè äåëàåò ðåçóëüòàò íå
âïîëíå äîñòîâåðíûì.

Â êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ ïî óòî÷íåíèþ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ íåáåñ-
íûõ òåë ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû L áëèçîê
ê íóëþ. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ìû èìååì äåëî ñ òàê íàçûâàåìûìè ïëî-
õî îáóñëîâëåííûìè ñèñòåìàìè íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ðåøå-
íèè òàêèõ ñèñòåì ïîïðàâêè ê ïàðàìåòðàì ìîãóò ïîëó÷àòüñÿ ñòîëü
ãðóáûìè, ÷òî ïðîöåññ óòî÷íåíèÿ íå áóäåò ñõîäèòüñÿ. Ïðè÷èíà ïëî-
õîé îáóñëîâëåííîñòè çàêëþ÷àåòñÿ íå â ñàìîì ìåòîäå íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ, à â ñâîéñòâàõ ïðèìåíÿåìîé ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè.

Ïðèìåðîì ñëó÷àÿ ñ ïëîõîé îáóñëîâëåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññ
óòî÷íåíèÿ äîëãîòû âîñõîäÿùåãî óçëà êåïëåðîâñêîé îðáèòû íåáåñ-
íîãî òåëà ïðè î÷åíü ìàëîì åå íàêëîíå. Äðóãîé ïðèìåð — ñîâìåñòíîå
óòî÷íåíèå äîëãîòû ïåðèöåíòðà îðáèòû è ñðåäíåé àíîìàëèè â ýïîõó
ïðè ìàëûõ ýêñöåíòðèñèòåòàõ îðáèòû. Ïîêàçàòåëåì ïëîõîé îáóñëîâ-
ëåííîñòè ìîæåò ñëóæèòü áëèçîñòü ê åäèíèöå ìîäóëÿ îäíîãî èëè
íåñêîëüêèõ êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè. Îò ïëîõîé îáóñëîâëåííî-
ñòè èçáàâèòüñÿ íåëüçÿ, ïîñêîëüêó åå ïðè÷èíà ëåæèò â óñëîâèÿõ çà-
äà÷è. Ìîæíî òîëüêî çàìåíèòü çàäà÷ó íà äðóãóþ. ×òîáû óìåíüøèòü
ïëîõóþ îáóñëîâëåííîñòü, ìîæíî èñêëþ÷èòü èç ñïèñêà óòî÷íÿåìûõ
ïàðàìåòðîâ òîò èç íèõ, êîòîðûé äàåò ñèëüíóþ êîððåëÿöèþ, ôèê-
ñèðóÿ åãî ïðåäâàðèòåëüíîå çíà÷åíèå. Ýòî ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå
ìîæíî âûáðàòü ïðèáëèæåííî. Êàê ïðàâèëî, èçìåðÿåìàÿ âåëè÷èíà
ñëàáî çàâèñèò îò ïàðàìåòðà, äàþùåãî ñèëüíóþ êîððåëÿöèþ. Ïîýòî-
ìó ïðèáëèæåííîñòü çàôèêñèðîâàííîãî ïàðàìåòðà ìîæåò íå ñêàçû-
âàòüñÿ íà èçìåðÿåìîé âåëè÷èíå.
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Óñïåõ óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ èç íàáëþäåíèé ñóùå-
ñòâåííî çàâèñèò îò ñîñòàâà íàáëþäåíèé. Â ÷àñòíîñòè, åñëè íàáëþäå-
íèÿ ïîêðûâàþò ëèøü íåçíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü îðáèòû íåáåñíîãî òåëà,
òî âîçíèêàåò ïëîõàÿ îáóñëîâëåííîñòü ñèñòåìû íîðìàëüíûõ óðàâíå-
íèé, à îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ ìîæåò ñòàòü íåâîçìîæíûì.

Ïëîõàÿ îáóñëîâëåííîñòü èç-çà ñîñòàâà íàáëþäåíèé ìîæåò âîç-
íèêàòü, íàïðèìåð, ïðè îïðåäåëåíèè óãëîâîãî ðàññòîÿíèÿ ïåðèöåí-
òðà îò óçëà ω äëÿ êåïëåðîâñêîé îðáèòû íåáåñíîãî òåëà. Åñëè âñå
íàáëþäåíèÿ ñîñðåäîòî÷åíû â ïåðèöåíòðå è àïîöåíòðå îðáèòû, òî
âîçíèêàåò íåîïðåäåëåííîñòü â îïðåäåëåíèè ω. Ìîæíî èçìåíÿòü ω,
òî åñòü ïîâîðà÷èâàòü îðáèòó âîêðóã ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà, ïðè
ïîñòîÿííîì çíà÷åíèè äîëãîòû íåáåñíîãî òåëà, ïðè ýòîì ñìåùåíèÿ
ïîëîæåíèé òî÷åê íà îðáèòå âáëèçè ïåðèöåíòðà è âáëèçè àïîöåí-
òðà áóäóò íåçíà÷èòåëüíûìè. Ýòî è äàñò ñëàáóþ çàâèñèìîñòü èçìå-
ðÿåìûõ âåëè÷èí îò óãëà ω ïðè ïîñòîÿííîé äîëãîòå. Ïðè ôèêñàöèè
ω íà íåêîòîðîì ïðèáëèæåííîì çíà÷åíèè, ýòà ïðèáëèæåííîñòü ìà-
ëî ïîâëèÿåò íà ðàçëè÷èÿ âû÷èñëåííûõ è íàáëþäåííûõ ïîëîæåíèé
íåáåñíîãî òåëà âáëèçè ïåðèöåíòðà è âáëèçè àïîöåíòðà îðáèòû.

Ïîäðîáíåå çàâèñèìîñòü òî÷íîñòè íàéäåííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåò-
ðîâ îò ñîñòàâà íàáëþäåíèé îïèñàíà â êíèãå (Ýëüÿñáåðã, 1976).

Ðàññìîòðèì äðóãóþ ïðîáëåìó, âîçíèêàþùóþ ïðè íåêîòîðûõ ñî-
ñòàâàõ íàáëþäåíèé.

Ôóíêöèþ S(∆∆∆p) (6.17) èíîãäà íàçûâàþò öåëåâîé ôóíêöèåé. Äëÿ
ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ èùóò åå ìèíèìóì. Âûøå öåëåâàÿ
ôóíêöèÿ áûëà ïîñòðîåíà äëÿ ëèíåàðèçîâàííûõ óñëîâíûõ óðàâíå-
íèé (6.11). Îäíàêî åå ìîæíî ïîñòðîèòü è äëÿ óðàâíåíèé (6.5). Â
ýòîì, áîëåå îáùåì ñëó÷àå, öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàïèøåòñÿ â âèäå

S(p1, p2, ..., pn) =

m∑
i=1

[ξoi − ξ(ti, p1, p2, ..., pn)]
2
, (6.28)

è çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ìèíèìóìà ýòîé ôóíêöèè íà ìíîæå-
ñòâå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ p1, p2, ..., pn. Â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ ôóíêöèÿ
ξ(ti, p1, p2, ..., pn) íåëèíåéíà ïî îòíîøåíèþ ê ñâîèì àðãóìåíòàì. Òî-
ãäà öåëåâàÿ ôóíêöèÿ S(p1, p2, ..., pn) ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî ìèíè-
ìóìîâ. Åñëè ìû íàéäåì âñå ìèíèìóìû, òî âûáåðåì íàèìåíüøèé èç
íèõ è áóäåì íàäåÿòüñÿ, ÷òî ïîëó÷èëè ñàìóþ òî÷íóþ îöåíêó. Îäíà-
êî òàêîé ôîðìàëüíûé âûáîð ìîæåò âûçâàòü ñîìíåíèÿ. Ìîæåò îêà-
çàòüñÿ, ÷òî îøèáêè íàáëþäåíèé ðàñïðåäåëèëèñü òàêèì îáðàçîì, ÷òî
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òî÷íàÿ îöåíêà ñîîòâåòñòâóåò íå íàèìåíüøåìó èç óïîìÿíóòûõ ìèíè-
ìóìîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåøàÿ ëèíåàðèçîâàííûå óñëîâíûå óðàâ-
íåíèÿ (6.11), ìîæíî ïîïàñòü íà òàêîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ïà-
ðàìåòðîâ p

(0)
1 , p

(0)
2 , ..., p

(0)
n , êîòîðîå ïðèâåäåò ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðè-

áëèæåíèÿ ê íåâåðíîìó ðåçóëüòàòó.
Â ðàáîòå (Àâäþøåâ, Áàíüùèêîâà, 2008) ïîêàçàíî, ÷òî ïðîáëåìà

íåîäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ îðáèò ìîæåò èìåòü ìåñòî â çàäà÷àõ
äèíàìèêè áëèçêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò ïðè ìàëî÷èñëåííîì ñîñòàâå
íàáëþäåíèé, ðàññðåäîòî÷åííûõ â íåñêîëüêèõ ãðóïïàõ íà äîñòàòî÷-
íî áîëüøîì èíòåðâàëå âðåìåíè. Ïðîáëåìà ìíîæåñòâà ðåøåíèé ïî-
äðîáíî ðàññìîòðåíà â êíèãå (Àâäþøåâ, 2015). Ïîêàçàíî, ÷òî ãðàôèê
ôóíêöèè (6.28) ìîæåò èìåòü «îâðàæíóþ» ñòðóêòóðó, òàê ÷òî öåëîå
ñåìåéñòâî çíà÷åíèé èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ ìîæåò äàâàòü îäèíàêîâî
ìàëûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè. Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ôóíêöèÿ (6.28) ìîæåò
èìåòü íåñêîëüêî èçîëèðîâàííûõ ìèíèìóìîâ. Òîãäà çàäà÷à îïðåäå-
ëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîæåò îêàçàòüñÿ íåîäíîçíà÷íîé.

Ïðîáëåìà íåîäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ îðáèò ìîæåò òàêæå âîç-
íèêàòü è â èíûõ ñëó÷àÿõ, à èìåííî, êîãäà íàáëþäåíèÿ ñãðóïïèðî-
âàíû íà ìàëîì âðåìåííîì èíòåðâàëå è ïîêðûâàþò êîðîòêóþ îð-
áèòàëüíóþ äóãó. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîé ñîñòàâ íàáëþäåíèé èìåþò
ïî÷òè âñå íîâûå îòêðûâàåìûå ñïóòíèêè. Âïðî÷åì, âîçíèêíîâåíèå
ýòîé ïðîáëåìû âîçìîæíî ëèøü ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íàáëþ-
äåíèÿ, ÷òî õîòÿ è ñóæàåò êëàññ ïðîáëåìíûõ îáúåêòîâ, èõ, òåì íå ìå-
íåå, îñòàåòñÿ åùå äîñòàòî÷íî ìíîãî è áîëüøàÿ ÷àñòü èç íèõ — ýòî
íîâûå äàëåêèå ñïóòíèêè áîëüøèõ ïëàíåò. Èìåííî ýòè ñëó÷àè ðàñ-
ñìîòðåíû â ðàáîòå (Àâäþøåâ, Áàíüùèêîâà, 2009). Äëÿ ðàçðåøåíèÿ
ýòîé ïðîáëåìû, î÷åâèäíî, íóæíû äîïîëíèòåëüíûå íàáëþäåíèÿ.

6.3. Îáçîð ñâåäåíèé îá àëãîðèòìàõ ôèëüòðàöèè
Ïðåæäå, ÷åì ãîâîðèòü î äðóãèõ àëãîðèòìàõ ôèëüòðàöèè, óòî÷-

íèì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ.
Ïðåæäå âñåãî íàïîìíèì, ÷òî ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â ïî-

èñêàõ çíà÷åíèé èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ íà îñíîâå èìåþùèõñÿ èçìå-
ðåíèé. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåìûå çíà÷åíèÿ äîëæíû ïî âîçìîæíîñòè
ìàëî îòëè÷àòüñÿ îò èñòèííûõ. Íà ïðàêòèêå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òî÷-
íîå çíà÷åíèå èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ íàéòè íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó ìû
ãîâîðèì î ïðèáëèæåííîé îöåíêå ïàðàìåòðîâ. Àëãîðèòì íàõîæäå-
íèÿ ïðèáëèæåííîé îöåíêè íàçûâàþò àëãîðèòìîì ôèëüòðàöèè. Îñ-
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íîâíîé çàäà÷åé ýòîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîå óìåíüøåíèå
(ôèëüòðàöèÿ) âëèÿíèÿ îøèáîê òåîðèè è îøèáîê íàáëþäåíèé.

Îäíîé èç õàðàêòåðèñòèê îöåíêè, ïîëó÷àåìîé àëãîðèòìîì ôèëü-
òðàöèè, ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíêè, ïîä êîòîðîé ïîíèìàåòñÿ
ñõîäèìîñòü îöåíêè ê èñòèííûì çíà÷åíèÿì ïðè ñòðåìëåíèè ÷èñëà
èçìåðåíèé ê áåñêîíå÷íîñòè.

Îáøèðíàÿ è äåòàëüíàÿ èíôîðìàöèþ îá àëãîðèòìàõ ôèëüòðàöèè
â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñîäåðæèòñÿ â êíèãàõ (Ýëüÿñáåðã, 1976) è (Àâ-
äþøåâ, 2015).

Ïîä íàáëþäåíèÿìè â ïðàêòè÷åñêîé íåáåñíîé ìåõàíèêå ïîäðà-
çóìåâàþò èçìåðåíèÿ. Êíèãà Ýëüÿñáåðãà (1976) òàê è íàçûâàåòñÿ
«Îïðåäåëåíèå äâèæåíèÿ ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèé», Â êíèãå ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå òðàäèöèîííûå è íåòðàäèöèîííûå ïîäõî-
äû ê îöåíèâàíèþ ïàðàìåòðîâ, â ÷àñòíîñòè, ãàðàíòèðîâàííûé ïîä-
õîä, êîãäà íàõîäÿòñÿ ïðåäåëû âîçìîæíûõ çíà÷åíèé èñêîìûõ ïàðà-
ìåòðîâ ïðè çàäàííûõ íàáîðàõ èçìåðåíèé. Öåííîñòü êíèãè Ýëüÿñ-
áåðãà (1976) çàêëþ÷àåòñÿ â ñî÷åòàíèè åå íàïðàâëåííîñòè íà ïðàê-
òè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷ ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè îáîñíîâàíèÿìè èñïîëü-
çóåìûõ ìåòîäîâ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷. Óäîá-
íî òî, ÷òî ïåðâàÿ ãëàâà ñîäåðæèò íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ ïî òåîðèè
âåðîÿòíîñòè. Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè îøèáîê èçìå-
ðåíèé. Áîëüøàÿ ÷àñòü êíèãè ïîñâÿùåíà ìàòåìàòè÷åñêîìó îáîñíî-
âàíèþ ïðèìåíåíèÿ ÌÍÊ. Äàþòñÿ è óñëîâèÿ åãî ïðèìåíèìîñòè.

Â êíèãå Ýëüÿñáåðãà (1976) ðàññìàòðèâàåòñÿ ðÿä èçâåñòíûõ àë-
ãîðèòìîâ ôèëüòðàöèè: ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, ìåòîä
íàèìåíüøèõ ìîäóëåé, ìåòîä ìàêñèìóìà àïîñòåðèðîðíîé âåðîÿòíî-
ñòè, ôèëüòðû Êàëìàíà (äèñêðåòíûé è íåïðåðûâíûé).

Â íåêîòîðûõ ïðàêòè÷åñêèõ ñèòóàöèÿõ áûâàåò âîçìîæíîñòü âû-
áèðàòü ñîñòàâ ïðîâîäèìûõ èçìåðåíèé èëè âûáðàòü êàêîé-òî èõ íà-
áîð èç èìåþùèõñÿ äàííûõ. Çäåñü âîçíèêàåò çàäà÷à ïîèñêà îïòè-
ìàëüíîãî ñîñòàâà èçìåðåíèé. Ýòîé çàäà÷å óäåëåíî ìíîãî âíèìàíèÿ
â êíèãå Ýëüÿñáåðãà (1976). Â ÷àñòíîñòè, óêàçàíî, ÷òî â ðåàëüíûõ
óñëîâèÿõ óâåëè÷åíèå ÷èñëà èçìåðåíèé ìîæåò îêàçàòüñÿ áåñïîëåç-
íûì, à â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äàæå âåäåò ê óõóäøåíèþ òî÷íîñòè ïî-
ëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ.

Äðóãàÿ êíèãà, ìîíîãðàôèÿ Àâäþøåâà (2015) — õîðîøèé èñòî÷-
íèê ñâåäåíèé îá àëãîðèòìàõ ôèëüòðàöèè. Äâå ãëàâû ýòîé êíèãè
ïîñâÿùåíû îïðåäåëåíèþ îðáèò èç íàáëþäåíèé è îöåíêå òî÷íîñòè
îïðåäåëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ.
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Êðîìå ÌÍÊ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ìåòîäû: ìåòîä Íüþ-
òîíà, ìåòîä Ãàóññà – Íüþòîíà, ìåòîä Ëåâåíáåðãà – Ìàðêâàðäòà,
îâðàæíûå ìåòîäû. Òàêæå äàåòñÿ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ýôôåêòèâ-
íîñòè ìåòîäîâ.

Ñòîèò îòìåòèòü îðèãèíàëüíûé ïîäõîä ê àëãîðèòìàì ôèëüòðà-
öèè, ïðèíÿòûé â ðàáîòå (Áàõøèÿí, Íàçèðîâ è äð., 1980). Â íåé ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ îïðåäåëåíèå äâèæåíèÿ è óïðàâëåíèå èì ïðè äèñêðåò-
íîì õàðàêòåðå èçìåðèòåëüíîé èíôîðìàöèè è êîððåêòèðóþùèõ âîç-
äåéñòâèé. Îñîáîå âíèìàíèå îáðàùàåòñÿ íà îöåíêó òî÷íîñòè ïîëó-
÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ è îïòèìèçàöèþ ñòðàòåãèè ðåøåíèÿ ðàññìàòðè-
âàåìûõ çàäà÷. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, ãàðàíòèðóþùèé äî-
ñòèæåíèå òðåáóåìîé òî÷íîñòè è íàäåæíîñòè ïîëó÷àåìûõ ðåøåíèé
ïðè óñëîâèè, ÷òî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îøèáîê èñõîäíûõ äàííûõ
òî÷íî íå èçâåñòíû, à çàäàíû ëèøü íåêîòîðûå ìíîæåñòâà, êîòîðûì
ìîãóò ïðèíàäëåæàòü ýòè ôóíêöèè. Ýòèì îáåñïå÷èâàåòñÿ óñòîé÷è-
âîñòü ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ. Îïèñûâàåòñÿ àïïàðàò ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, èñïîëüçóåìûé ïðè ðåøåíèè ðàññìàòðè-
âàåìûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè.

Äëÿ çíàêîìñòâà ñ íåêîòîðûìè îáîáùåíèÿìè ÌÍÊ ìîæíî îá-
ðàòèòüñÿ ê êíèãå (Ãóáàíîâ, 1997). Îíà ñîäåðæèò ñèñòåìàòè÷åñêîå
èçëîæåíèå îñíîâ òåîðèè ÌÍÊ è åãî îáîáùåíèé — ñðåäíåé êâàä-
ðàòè÷íîé êîëëîêàöèè è ôèëüòðàöèè Êàëìàíà. Ðàññìîòðåíû îñíîâ-
íûå òèïû ïàðàìåòðè÷åñêèõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé äàííûõ èç-
ìåðåíèé. Äàíû ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ îáîáùåííîé òåîðèè ÌÍÊ ê
îáðàáîòêå ðàäèîèíòåðôåðîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé ñî ñâåðõäëèí-
íûìè áàçàìè, ê àíàëèçó âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ Çåìëè è äð.

6.4. Âû÷èñëåíèå èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí è ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ îò èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí ïî
óòî÷íÿåìûì ïàðàìåòðàì

6.4.1. Îáùèé ïîðÿäîê âû÷èñëåíèé

Â ïðîöåññå äèôôåðåíöèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæå-
íèÿ íåáåñíûõ òåë èç íàáëþäåíèé òðåáóåòñÿ âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ èç-
ìåðÿåìûõ âåëè÷èí è ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí
ïî óòî÷íÿåìûì ïàðàìåòðàì íà ìîìåíòû íàáëþäåíèé. Ýòè âû÷èñëå-
íèÿ äåëàþòñÿ íà îñíîâå ïðèíÿòîãî çàêîíà äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë.
Çàêîí äâèæåíèÿ îïèñûâàåòñÿ â êàêîé-ëèáî ñèñòåìå êîîðäèíàò. ×à-
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ùå âñåãî ýòî äåêàðòîâû ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû x, y, z. Çàêîí
äâèæåíèÿ çàäàåòñÿ ôóíêöèÿìè

x = x(t, p1, p2, ..., pj), y = y(t, p1, p2, ..., pj), z = z(t, p1, p2, ..., pj).

(6.29)
Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ââåäåíî ïîíÿòèå èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû.

Íàáëþäåíèÿ äàþò íàì çíà÷åíèÿ èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí íà ìîìåíòû
èçìåðåíèé. Ïóñòü ξ — îäíà èç èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí.

Èçìåðÿåìàÿ âåëè÷èíà ñâÿçàíà ñ êîîðäèíàòàìè íåáåñíîãî òåëà.
Ýòà ñâÿçü çàäàåòñÿ íåêîòîðîé ìîäåëüþ èçìåðåíèé. Ìîäåëü ìîæåò
âêëþ÷àòü â ñåáÿ è íåêîòîðûå äðóãèå ïàðàìåòðû, îáîçíà÷àåìûå ÷å-
ðåç pj+1, pj+2, ..., pn. Ìîäåëü íàáëþäåíèé äàåò íàì ôóíêöèþ

ξ = ξ(t, x, y, z, pj+1, pj+2, ..., pn). (6.30)

Òàêèì îáðàçîì, â ìåòîäå äèôôåðåíöèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ äâèæåíèÿ èçìåðÿåìàÿ âåëè÷èíà ξ, êàê ôóíêöèÿ óòî÷íÿåìûõ
ïàðàìåòðîâ p1, p2, ..., pn, ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé ôóíêöèåé. Ïåðâîíà÷àëü-
íî îíà çàäàåòñÿ êàê ôóíêöèÿ îò ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò íåáåñ-
íîãî òåëà, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü â ñèëó çàêîíà äâèæåíèÿ ÿâëÿ-
þòñÿ ôóíêöèÿìè âðåìåíè t è ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ. Çàâèñèìîñòü
ξ(t, x, y, z, ...) íå ñâÿçàíà ñ çàêîíîì äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà, îäíàêî
îíà âêëþ÷àåò â ñåáÿ âðåìÿ t è ïàðàìåòðû, êîòîðûå òàêæå ìîãóò ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ êàê óòî÷íÿåìûå. Â îòëè÷èå îò ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ
íåáåñíîãî èõ íàçûâàþò ïàðàìåòðàìè óñëîâèé íàáëþäåíèé. Ôóíê-
öèÿ ξ(t, x, y, z, ...) îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî âûáîðîì èçìåðÿåìîé âåëè-
÷èíû. Â àñòðîíîìè÷åñêîé ïðàêòèêå èñïîëüçóåòñÿ áîëüøîå ìíîæå-
ñòâî âåëè÷èí, èçìåðÿåìûõ â ïðîöåññå íàáëþäåíèé. Â íàñòîÿùåì
ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå èç íèõ, è äàþòñÿ ÿâíûå âûðà-
æåíèÿ äëÿ ôóíêöèè ξ(t, x, y, z, pj+1, pj+2, ..., pn).

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàâèñèìîñòè èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí êàê
îò ïàðàìåòðîâ óñëîâèé íàáëþäåíèé, òàê è îò ïàðàìåòðîâ äâèæå-
íèÿ. Â èòîãå ýòè çàâèñèìîñòè îòîáðàæàþòñÿ ôóíêöèåé âðåìåíè t è
âñåõ óòî÷íÿåìûõ ïàðàìåòðîâ

ξ = ξ(t, p1, p2, ..., pn). (6.31)

Èìåííî ýòà ôóíêöèÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîñòàâëåíèÿ óñëîâíûõ óðàâ-
íåíèé ïðè óòî÷íåíèè ïàðàìåòðîâ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà äèôôåðåíöèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë èç íàáëþäåíèé íåîáõîäèìî, êðîìå
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ñàìèõ èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí, âû÷èñëÿòü òàêæå ÷àñòíûå ïðîèçâîä-
íûå îò èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí ïî óòî÷íÿåìûì ïàðàìåòðàì. Ïîðÿäîê
ýòèõ âû÷èñëåíèé ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òîãî, êàê ïîëó÷àåòñÿ çà-
êîí äâèæåíèÿ.

Âû÷èñëåíèå êîîðäèíàò íåáåñíîãî òåëà x, y, z äåëàåòñÿ ëèáî ïî
ôîðìóëàì ïîñòðîåííîé çàðàíåå àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äâèæåíèÿ,
ëèáî íà îñíîâå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí ïî óòî÷íÿåìûì
ïàðàìåòðàì íà ìîìåíòû íàáëþäåíèé âû÷èñëÿþòñÿ íà îñíîâå ðàñ-
ñìîòðåííûõ âûøå çàâèñèìîñòåé. Òàê êàê ïðîìåæóòî÷íûìè âåëè÷è-
íàìè ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòû íåáåñíîãî òåëà x, y, z, òî äëÿ èñêîìûõ
ïðîèçâîäíûõ ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

∂ξ
∂p1

∂ξ
∂p2

...

∂ξ
∂pn


= A · B, A =



∂x
∂p1

∂y
∂p1

∂z
∂p1

∂x
∂p2

∂y
∂p2

∂z
∂p2

... ... ...

∂x
∂pn

∂y
∂pn

∂z
∂pn


, B =


∂ξ
∂x

∂ξ
∂y

∂ξ
∂z

 .

(6.32)
Êàê âèäíî èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé, âû÷èñëèòåëüíàÿ çàäà÷à ðàçäå-

ëÿåòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå ÷àñòè. Â ïåðâîé èç íèõ íàõîäÿòñÿ çíà÷å-
íèÿ ÷àñòíûõ ïðîçâîäíûõ îò ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò ïî ïàðàìåò-
ðàì äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà, ò.å. ìàòðèöà A. Âî âòîðîé — ïðîèç-
âîäíûå îò èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû ïî ïðÿìîóãîëüíûì êîîðäèíàòàì
íåáåñíîãî òåëà, ìàòðèöà-ñòîëáåö B.

Âåêòîð B âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì, ïîëó÷àåìûì äèôôåðåíöè-
ðîâàíèåì ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ξ(x, y, z). Âû÷èñëåíèå ìàòðèöû ïà-
ðàìåòðîâ A ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà íàáëþäåíèé
êàê ïî ôîðìóëàì, ñëåäóþùèì èç àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äâèæåíèÿ,
òàê è â ïðîöåññå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, ñïåöèàëüíî ïîñòðîåííûõ äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò
êîîðäèíàò ïî ïàðàìåòðàì äâèæåíèÿ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ýëåìåíòû
ìàòðèöû A íàçûâàþò èçîõðîííûìè ïðîèçâîäíûìè, ïîñêîëüêó èõ
çíà÷åíèÿ íàì íóæíû íà òå æå ìîìåíòû âðåìåíè, ÷òî è ñàìè êîîð-
äèíàòû. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ èçîõðîííûõ ïðîèçâîä-
íûõ (îíè èíîãäà íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè â âàðèàöèÿõ) èíòåãðè-
ðóþòñÿ ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ.
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Çàìåòèì, ÷òî â âûøåèçëîæåííûõ âûêëàäêàõ ìîë÷àëèâî ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî èçìåðÿåìàÿ âåëè÷èíà çàâèñèò òîëüêî îò êîîðäèíàò
íåáåñíîãî òåëà. Îäíàêî â ïðàêòèêå óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ èç íàáëþ-
äåíèé èñïîëüçóþòñÿ òàêæå èçìåðÿåìûå âåëè÷èíû, çàâèñÿùèå îò
êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè ẋ, ẏ, ż. Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü óòî÷-
íåíèå ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ èñêóññòâåííîãî ñïóòíèêà Çåìëè íà îñ-
íîâå íàçåìíûõ ðàäèîòåõíè÷åñêèõ äîïëåðîâñêèõ èçìåðåíèé. Â ýòîì
ñëó÷àå èçìåðÿåòñÿ ëó÷åâàÿ ñêîðîñòü, ò.å. ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ òîïî-
öåíòðè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ ñïóòíèêà. Â ýòîì ñëó÷àå âåêòîð-ñòîëáåö
B ïðèîáðåòåò åùå òðè ýëåìåíòà

∂ξ

∂ẋ
,

∂ξ

∂ẏ
,

∂ξ

∂ż
,

à ìàòðèöà A åùå òðè ñîîòâåòñòâóþùèõ äîïîëíèòåëüíûõ ñòîëáöà.
Âñå äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ è âûêëàäêè áóäóò àíàëîãè÷íû òîìó,
÷òî ïîëó÷àåòñÿ â ñëó÷àå çàâèñèìîñòè èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû òîëüêî
îò êîîðäèíàò. Ïîñêîëüêó â ïðàêòèêå íàçåìíûõ íàáëþäåíèé ñïóòíè-
êîâ ïëàíåò äîïëåðîâñêèå íàáëþäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ òîëüêî â èñêëþ-
÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ, ìû îãðàíè÷èìñÿ äàëåå ðàññìîòðåíèåì çàâèñè-
ìîñòè èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû ξ ëèøü îò äåêàðòîâûõ ïðÿìîóãîëüíûõ
êîîðäèíàò ñïóòíèêà.

Ïðè èçó÷åíèè äèíàìèêè åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò â íåêî-
òîðûõ ðàáîòàõ ñòðîÿòñÿ è ïðèìåíÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèå òåîðèè äâè-
æåíèÿ. Çàêîí äâèæåíèÿ íàõîäèòñÿ êàê îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Òîãäà êîîðäèíàòû íåáåñíîãî òåëà
ïðåäñòàâëåíû àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè è ïàðàìåòðîâ
äâèæåíèÿ. Â àíàëèòè÷åñêèõ òåîðèÿõ ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ ÷àñòî
íàçûâàþò ýëåìåíòàìè îðáèòû, ïîñêîëüêó îíè ñâÿçàíû ñ ìîäåëüþ
êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ è êåïëåðîâñêèìè ýëåìåíòàìè. Ýëåìåíòû
ìàòðèöû A â òàêèõ çàäà÷àõ ïîëó÷àþòñÿ àíàëèòè÷åñêèì äèôôåðåí-
öèðîâàíèåì ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò ïî ýëåìåíòàì îðáèòû. Ôîð-
ìóëû äëÿ ýòèõ ïðîèçâîäíûõ îáû÷íî ïðèâîäÿòñÿ âìåñòå ñ ôîðìó-
ëàìè äëÿ êîîðäèíàò è êîìïîíåíò ñêîðîñòè íåáåñíîãî òåëà. Èìåííî
òàê ñäåëàíî â íàñòîÿøåé êíèãå. Âûðàæåíèÿ äëÿ óêàçàííûõ ïðîèç-
âîäíûõ â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîãî êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ äàíû â
ðàçäåëå 3.2.4 Ãëàâû 3.

Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàþòñÿ ôîðìóëû äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A â ðàçëè÷íûõ êîíêðåòíûõ çàäà-
÷àõ. Çàòåì ïðèâîäÿòñÿ ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ èçìåðÿåìûõ âå-
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ëè÷èí ξ è ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò íèõ ïî ïðÿìîóãîëüíûì êîîðäè-
íàòàì è ïàðàìåòðàì óñëîâèé íàáëþäåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ íà-
áëþäåíèé. Äàþòñÿ íåêîòîðûå ðåêîìåíäàöèè îòíîñèòåëüíî ñîñòàâ-
ëåíèÿ óñëîâíûõ óðàâíåíèé.

6.4.2. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ èçîõðîííûõ
ïðîèçâîäíûõ â çàäà÷å òðåõ òåë. Óòî÷íåíèå íà÷àëüíûõ
óñëîâèé óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

Ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó äèôôåðåíöèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ äâèæåíèÿ â ñëó÷àå çàäà÷è òðåõ òåë. Ïîñêîëüêó òî÷íîãî àíàëè-
òè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è òðåõ òåë äî ñèõ ïîð íå íàéäåíî, óðàâíå-
íèÿ äâèæåíèÿ â ýòîé çàäà÷å ðåøàþòñÿ ìåòîäàìè ÷èñëåííîãî èíòå-
ãðèðîâàíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå ÷àùå âñåãî ðàñ-
ñìàòðèâàþò íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, òî åñòü çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò íà
íåêîòîðûé íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0. Óòî÷íÿåìûìè ïàðàìåò-
ðàìè ìîãóò áûòü òàêæå ïîñòîÿííûå, êîòîðûå âõîäÿò â äèôôåðåí-
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.

Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ
âòîðîãî òåëà îòíîñèòåëüíî ïåðâîãî, êîòîðîå ñ÷èòàåòñÿ ãëàâíûì, áó-
äó÷è íàèáîëåå ìàññèâíûì. Äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïîä âîçìóùàþ-
ùèì äåéñòâèåì òðåòüåãî òåëà, äâèæåíèå êîòîðîãî çàäàíî êîîðäèíà-
òàìè, êàê èçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè.

Â îáùåì ñëó÷àå ìîãóò îïðåäåëÿòüñÿ èç íàáëþäåíèé ïàðàìåòðû
äâèæåíèÿ âòîðîãî è òðåòüåãî òåëà â åäèíîì ïðîöåññå äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óòî÷íåíèÿ. Òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, à òàêæå óðàâíåíèÿ
äëÿ èçìåíåíèÿ èçîõðîííûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî è òðåòüåãî òåë èí-
òåãðèðóþòñÿ ñîâìåñòíî.

Òåëà áóäåì ñ÷èòàòü ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè. Íà÷àëî ñèñòå-
ìû íåâðàùàþùèõñÿ ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò ïîìåñòèì â ïåð-
âîå èç òåë. Êîîðäèíàòû âòîðîãî òåëà, äâèæåíèå êîòîðîãî èçó÷à-
åòñÿ, â îòëè÷èå îò îáû÷íûõ îáîçíà÷åíèé, îáîçíà÷èì òåïåðü ÷åðåç
x1, x2, x3. Êîîðäèíàòû òðåòüåãî, âîçìóùàþùåãî òåëà îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç x′

1, x
′
2, x

′
3 .

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âòîðîãî òåëà â ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ çà-
ïèøóòñÿ â âèäå

d2xi

dt2
= −Gm

xi

r3
−Gm′

(
xi − x′

i

∆3
+

x′
i

r′3

)
= Fi (i = 1, 2, 3) , (6.33)
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ãäå G — óíèâåðñàëüíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, m — ìàññà ïåð-
âîãî òåëà, m′ — ìàññà âîçìóùàþùåãî òåëà. Êðîìå òîãî, ìû èñïîëü-
çóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

r =
√
x2
1 + x2

2 + x2
3, r′ =

√
x′
1
2 + x′

2
2 + x′

3
2,

∆ =
√
(x1 − x′

1)
2 + (x2 − x′

2)
2 + (x3 − x′

3).

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òðåòüåãî íåáåñíîãî òåëà ìîãóò áûòü çàïèñàíû
àíàëîãè÷íî.

Íà ïðàêòèêå âìåñòî ìàññ íåáåñíûõ òåë ðàññìàòðèâàþò èõ ãðàâè-
òàöèîííûå ïàðàìåòðû µ = Gm, µ′ = Gm′.

Çàìåòèì, ÷òî ïðèâîäèìûå íèæå ôîðìóëû áóäóò ïðèãîäíû è äëÿ
áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ, êîãäà êîîðäèíàòû âîçìóùàþùåãî òåëà âû÷èñ-
ëÿþòñÿ íà îñíîâå áîëåå ñëîæíîé ìîäåëè, ó÷èòûâàþùåé âëèÿíèå
äðóãèõ òåë.

Ïàðàìåòðàìè èçó÷àåìîãî äâèæåíèÿ âòîðîãî òåëà áóäóò íà÷àëü-
íûå óñëîâèÿ, òî åñòü êîîðäèíàòû è êîìïîíåíòû ñêîðîñòè

x
(0)
1 , x

(0)
2 , x

(0)
3 , ẋ

(0)
1 , ẋ

(0)
2 , ẋ

(0)
3 ,

çàäàííûå íà íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0.
Èñêîìûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, íåîáõîäèìûå äëÿ äèôôåðåíöè-

àëüíîãî óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ, îáðàçóþò ìàòðèöó

A =



∂x1

∂x
(0)
1

∂x2

∂x
(0)
1

∂x3

∂x
(0)
1

∂x1

∂x
(0)
2

∂x2

∂x
(0)
2

∂x3

∂x
(0)
2

∂x1

∂x
(0)
3

∂x2

∂x
(0)
3

∂x3

∂x
(0)
3

∂x1

∂ẋ
(0)
1

∂x2

∂ẋ
(0)
1

∂x3

∂ẋ
(0)
1

∂x1

∂ẋ
(0)
2

∂x2

∂ẋ
(0)
2

∂x3

∂ẋ
(0)
2

∂x1

∂ẋ
(0)
3

∂x2

∂ẋ
(0)
3

∂x3

∂ẋ
(0)
3



. (6.34)

Äëÿ ýëåìåíòîâ ýòîé ìàòðèöû ìîæíî ñîñòàâèòü äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ ïóòåì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòåé
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óðàâíåíèé (6.33) ïî ïàðàìåòðó. Âûïîëíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ýòó îïå-
ðàöèþ äëÿ êàæäîãî èç ïàðàìåòðîâ, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó
óðàâíåíèé:

d2

dt2

(
∂xi

∂x
(0)
j

)
=

3∑
n=1

∂Fi

∂xn

∂xn

∂x
(0)
j

, (6.35)

d2

dt2

(
∂xi

∂ẋ
(0)
j

)
=

3∑
n=1

∂Fi

∂xn

∂xn

∂ẋ
(0)
j

, (6.36)

(i, j = 1, 2, 3),

ãäå

∂Fi

∂xn
= Gm

1

r3

(
3

r2
xixn − δin

)
+Gm′ 1

∆3

[
3

∆2
(xi − x′

i)(xn − x′
n)− δin

]
,

δin =

{
1 ïðè i = n

0 ïðè i ̸= n
.

Óðàâíåíèÿ (6.35) è (6.36) ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîé ôîðìå. Äëÿ
ýòîãî ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìàòðèöó

F =


∂F1

∂x1

∂F2

∂x1

∂F3

∂x1

∂F1

∂x2

∂F2

∂x2

∂F3

∂x2

∂F1

∂x3

∂F2

∂x3

∂F3

∂x3

 . (6.37)

Òîãäà óðàâíåíèÿ (6.35) è (6.36) çàïèøóòñÿ â âèäå

d2

dt2
A = AF. (6.38)

×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé (6.35) è (6.36) ñëåäóåò
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âûïîëíÿòü ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ (6.33). Íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèé (6.35) è (6.36) îïðåäåëÿþòñÿ ìàòðèöàìè

A0 = A|t=t0 =



1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

0 0 0

0 0 0


, (6.39)

Ȧ0 = Ȧ|t=t0 =



0 0 0

0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1


. (6.40)

Çäåñü òî÷êà íàä áóêâàìè îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè.

6.4.3. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ èçîõðîííûõ
ïðîèçâîäíûõ â çàäà÷å òðåõ òåë. Óòî÷íåíèå ìàññû
âîçìóùàþùåãî òåëà

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå âòîðîãî èç òðåõ òåë ïîä äåéñòâèåì ïðè-
òÿæåíèÿ ïåðâîãî òåëà è âîçìóùàþùåãî âëèÿíèÿ òðåòüåãî ãðàâèòè-
ðóþùåãî òåëà. Èç íàáëþäåíèé äâèæåíèÿ âòîðîãî òåëà ìîæíî îïðå-
äåëÿòü ïàðàìåòðû åãî äâèæåíèÿ. Êðîìå òîãî, ñîâìåñòíî ñ íà÷àëü-
íûìè óñëîâèÿìè âòîðîãî òåëà ìîæíî îïðåäåëÿòü ìàññó âîçìóùàþ-
ùåãî òåëà. Òàêîå îïðåäåëåíèå ñëåäóåò äåëàòü îáÿçàòåëüíî ñîâìåñò-
íî, ïîñêîëüêó ïðè êîððåêöèè ìàññû âîçìóùàþùåãî òåëà ïàðàìåòðû
äâèæåíèÿ âòîðîãî òåëà áóäóò óæå äðóãèìè.

Â òàêîé çàäà÷å óòî÷íÿåìûìè ïàðàìåòðàìè áóäóò íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ, òî åñòü êîîðäèíàòû è êîìïîíåíòû ñêîðîñòè

x
(0)
1 , x

(0)
2 , x

(0)
3 , ẋ

(0)
1 , ẋ

(0)
2 , ẋ

(0)
3 ,

266 Глава 6. Построение моделей движения небесных тел на
основе наблюдений



çàäàííûå íà íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 äëÿ âòîðîãî òåëà è ãðà-
âèòàöèîííûé ïàðàìåòð µ′ âîçìóùàþùåãî òåëà. Â ýòîì ñëó÷àå ê ìàò-
ðèöå (6.34) íóæíî äîáàâèòü åùå îäíó ñòðîêó(

∂x1

∂µ′
∂x2

∂µ′
∂x3

∂µ′

)
. (6.41)

Äëÿ ýëåìåíòîâ ýòîé ñòðîêè ìîæíî ñîñòàâèòü ñëåäóþùèå äèôôåðåí-
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ:

d2

dt2

(
∂xi

∂µ′

)
= −

(
xi − x′

i

∆3
+

x′
i

r′3

)
+

3∑
n=1

∂Fi

∂xn

∂xn

∂µ′ . (6.42)

Òîãäà íóæíî èíòåãðèðîâàòü ñîâìåñòíî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (6.33),
óðàâíåíèÿ (6.35), (6.36) è (6.42). Íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ ïåðå-
ìåííûõ (6.41) áóäóò

∂x1

∂µ′ |t=t0 = 0, ∂x2

∂µ′ |t=t0 = 0, ∂x3

∂µ′ |t=t0 = 0,

d
dt

(
∂x1

∂µ′

)
|t=t0 = 0, d

dt

(
∂x2

∂µ′

)
|t=t0 = 0, d

dt

(
∂x3

∂µ′

)
|t=t0 = 0.

(6.43)

6.4.4. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ èçîõðîííûõ
ïðîèçâîäíûõ â çàäà÷å î äâèæåíèè ñïóòíèêà ñæàòîé
ïëàíåòû

Ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó äèôôåðåíöèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà â ñëó÷àå ó÷åòà âîçìóùåíèé îò íåñôåðè÷íî-
ñòè ïëàíåòû. Â ýòîé çàäà÷å âîçìóùåíèÿ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé
îðáèòû ñïóòíèêà ìîãóò îïðåäåëÿòüñÿ ìåòîäàìè òåîðèè âîçìóùåíèé
â àíàëèòè÷åñêîì âèäå. Îäíàêî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ìî-
ãóò òàêæå ðåøàòüñÿ ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì. Â òàêîì ñëó÷àå â
êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàþò íà÷àëüíûå óñëîâèÿ,
òî åñòü çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò íà íåêîòîðûé íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè t0.

Ñèëîâóþ ôóíêöèþ ïðèòÿæåíèÿ íåñôåðè÷íîé ïëàíåòû èñïîëü-
çóþò â ôîðìå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì. Ýòî
ðàçëîæåíèå ïîäðîáíî ðàññìîòðåíî â Ãëàâå 3 (ðàçäåë 3.3) íàñòîÿ-
ùåé êíèãè. Ïîñêîëüêó ðàçëîæåíèå ñèëîâîé ôóíêöèè â ýòîì ñëó-
÷àå çàïèñûâàåòñÿ â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ îñüþ ñèììåò-
ðèè ñæàòîãî òåëà, òî â ðàçëîæåíèè ôèãóðèðóþò ïðÿìîóãîëüíûå êî-
îðäèíàòû â ñèñòåìå ñ îñíîâíîé ïëîñêîñòüþ, ñîâïàäàþùåé ñ ïëîñ-
êîñòüþ ýêâàòîðà ïëàíåòû. Îáîçíà÷èì ýòè êîîðäèíàòû ÷åðåç x1, x2,
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x3. Îäíàêî â ðÿäå çàäà÷ îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåîáõîäèìî ðåøàòü óðàâ-
íåíèÿ äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò x1, x2, x3, íå ñâÿçàííûõ ñ
ýêâàòîðîì ïëàíåòû.

Ñâÿçü êîîðäèíàò â äâóõ ñèñòåìàõ çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

{x1, x2, x3}T = R0{x1, x2, x3}T ,

ãäå ìàòðèöà R0 îïèñàíà â Ãëàâå 3 (ðàçäåë 3.3).
Âîçüìåì ñíà÷àëà äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðåíèÿ â ðàçëîæåíèè ñè-

ëîâîé ôóíêöèè òîëüêî ãëàâíûé ÷ëåí, îïèñûâàþùèé äèíàìè÷åñêîå
ñæàòèå ïëàíåòû, à èìåííî, âòîðóþ çîíàëüíóþ ãàðìîíèêó. Äëÿ äðó-
ãèõ ÷ëåíîâ ýòîãî ðàçëîæåíèÿ óðàâíåíèÿ äëÿ èçîõðîííûõ ïðîèçâîä-
íûõ ìîãóò áûòü âûâåäåíû àíàëîãè÷íî.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñ ó÷åòîì âòîðîé çîíàëüíîé ãàðìîíèêè ðàç-
ëîæåíèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû çàïèøåì â ñëåäó-
þùåé ôîðìå:

d2xi

dt2
= Fi (i = 1, 2, 3) , (6.44)

ãäå
{F1, F2, F3}T = R0{F 1, F 2, F 3}T ,

ïðè÷åì â ýêâàòîðèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò {F 1, F 2, F 3} ñîãëàñíî
ôîðìóëàì â ðàçäåëå 3.3 íàñòîÿùåé êíèãè èìåþò âèä

F i = −µ
xi

r3
+

3

2
µJ2

r20
r5

xi

(
5
x2
3

r2
− ei

)
(i = 1, 2, 3) , (6.45)

ãäå µ — ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð ïëàíåòû, J2 — êîýôôèöèåíò ïðè
âòîðîé çîíàëüíîé ãàðìîíèêå ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè ïðè-
òÿæåíèÿ ïëàíåòû, r0 — ñðåäíèé ýêâàòîðèàëüíûé ðàäèóñ ïëàíåòû.
Êðîìå òîãî, ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

r =
√
x2
1 + x2

2 + x2
3,

e1 = 1, e2 = 1, e3 = 3.

Ïàðàìåòðàìè èçó÷àåìîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêà áóäóò íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ, òî åñòü êîîðäèíàòû è êîìïîíåíòû ñêîðîñòè

x
(0)
1 , x

(0)
2 , x

(0)
3 , ẋ

(0)
1 , ẋ

(0)
2 , ẋ

(0)
3 ,

çàäàííûå íà íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0.
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Èñêîìûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, íåîáõîäèìûå äëÿ äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ, îáðàçóþò ìàòðèöó âèäà (6.34).
Äëÿ ýëåìåíòîâ ýòîé ìàòðèöû ìîæíî ñîñòàâèòü äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ ïóòåì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâ-
íåíèé (6.45) ïî ïàðàìåòðó. Âûïîëíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ýòó îïåðà-
öèþ äëÿ êàæäîãî èç ïàðàìåòðîâ, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé, êî-
òîðóþ çàïèøåì çäåñü â ìàòðè÷íîé ôîðìå:

d2

dt2
A = AR0F ·

(
R0

T
)
, (6.46)

ãäå ìàòðèöà F, àíàëîãè÷íàÿ ìàòðèöå (6.37), èìååò îáùèé âèä

F =


∂F 1

∂x1

∂F 2

∂x1

∂F 3

∂x1

∂F 1

∂x2

∂F 2

∂x2

∂F 3

∂x2

∂F 1

∂x3

∂F 2

∂x3

∂F 3

∂x3

 (6.47)

ñ ýëåìåíòàìè, îïðåäåëÿåìûìè ïî ôîðìóëàì

∂F i

∂xn
= µ

1

r3

(
3

r2
xixn − δin

)
+

+
3

2
µJ2

r20
r5

[(
5
x2
3

r2
− ei

)
δin − 35

x2
3

r4
xixn + 10

x3xi

r2
fn + 5

xixn

r2
ei

]
,

(6.48)
ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

f1 = 0, f2 = 0, f3 = 1 ,

à δin — ñèìâîë Êðîíåêåðà: δin = 1 ïðè i = n è δin = 0 ïðè i ̸= n.
Íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ïðè èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé (6.46)

ñëåäóåò âçÿòü (6.39), (6.40).
Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àÿõ, êîãäà ãëàâíûì ôàêòîðîì, âëèÿþùèì

íà äâèæåíèå ñïóòíèêà, ÿâëÿåòñÿ ñæàòèå ïëàíåòû, îñíîâíóþ ñèñòå-
ìó êîîðäèíàò x, y, z ìîæíî ñâÿçàòü ñ ýêâàòîðîì ïëàíåòû. Òîãäà êî-
îðäèíàòû x1, x2, x3 ñîâïàäàþò ñ êîîðäèíàòàìè x, y, z, êîìïîíåíòû
óñêîðåíèÿ F 1, F 2, F 3 ñîâïàäàþò ñ êîìïîíåíòàìè F1, F2, F3, ìàòðèöà
R0 îêàçûâàåòñÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé, è ìàòðèöà (6.47) ñîâïàäàåò ñ
ìàòðèöåé (6.37).

6.4. Вычисление измеряемых величин и частных производных 269



Åñëè ïðè ðåøåíèè îêàæåòñÿ, ÷òî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü òàê-
æå ÷åòâåðòóþ çîíàëüíóþ ãàðìîíèêó ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè
ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû, òî â ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (6.45) è (6.48)
íóæíî äîáàâèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ÷ëåíû. Â îáîçíà÷åíèÿõ, ïðèíÿ-
òûõ âûøå, ýòè äîáàâî÷íûå ÷ëåíû èìåþò âèä

F i = ... +A

(
ai
xi

r7
+ bi

x2
3xi

r9
+ c

x4
3xi

r11

)
,

ãäå

A =
5

8
µr40J4 ,

a1 = 3, , a2 = 3, , a3 = 15, ,

b1 = −42, , b2 = −42, , b3 = −70, ,

c = 63

è äëÿ óðàâíåíèé (6.48)

∂F i

∂xn
= ... +A

(
aiF

(1)
in + biF

(2)
in + cF

(3)
in

)
,

ãäå

F
(1)
in =

δin
r7

− 7xixn

r9

F
(2)
in =

x2
3δin
r9

− 9x2
3xixn

r11
+ fn

2x3xi

r9

F
(3)
in =

x4
3δin
r11

− 11x4
3xixn

r13
+ fn

4x3
3xi

r11
.

Ïðè÷åì δin — ñèìâîë Êðîíåêåðà.

6.4.5. Ïîñòðîåíèå óñëîâíûõ óðàâíåíèé ïðè óãëîâûõ
èçìåðåíèÿõ òîïîöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò

Ïîñòðîåíèå óñëîâíûõ óðàâíåíèé äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óòî÷-
íåíèÿ ïàðàìåòðîâ îðáèò íåáåñíûõ òåë èç íàáëþäåíèé ñâÿçàíî ñ âû-
÷èñëåíèåì ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû ïî êî-
îðäèíàòàì íåáåñíîãî òåëà. Â ðàçäåëå 6.4.1 ýòè ïðîèçâîäíûå ñîñòàâ-
ëÿþò êîìïîíåíòû âåêòîðà-ñòîëáöà B. Ðàçóìååòñÿ, ýòè ïðîèçâîäíûå
çàâèñÿò îò òèïà íàáëþäåíèé è òèïà èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû. Â äàí-
íîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì âû÷èñëåíèÿ äëÿ ñëó÷àåâ óãëîâûõ òîïîöåí-
òðè÷åñêèõ èçìåðåíèé.
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Â Ãëàâå 5 ââåäåíî ïîíÿòèå âåêòîðà íàáëþäåíèÿ. Íà÷àëî ýòîãî
âåêòîðà ðàñïîëîæåíî â òî÷êå íàáëþäåíèÿ — òîïîöåíòðå, à êîíåö —
â öåíòðå íàáëþäàåìîãî òåëà. Îáîçíà÷èì êîìïîíåíòû âåêòîðà íà-
áëþäåíèÿ ÷åðåç X,Y, Z . Â ñîîòâåòñòâèå âåêòîðó íàáëþäåíèÿ ñòàâÿò
ãåîýêâàòîðèàëüíûå óãëîâûå êîîðäèíàòû: ïðÿìîå âîñõîæäåíèå α è
ñêëîíåíèå δ. Ñâÿçü óãëîâûõ è ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò îïèñûâà-
åòñÿ ôîðìóëàìè

tgα =
Y

X
, tg δ =

Z√
X2 + Y 2

.

Åñëè èçìåðÿåìûìè âåëè÷èíàìè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîå âîñõîæäåíèå
è ñêëîíåíèå, òî ôîðìóëû äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò èçìåðÿåìûõ
âåëè÷èí ïî ïðÿìîóãîëüíûì òîïîöåíòðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì èìåþò
âèä

∂α

∂X
=

− sinα

R cos δ
,

∂α

∂Y
=

cosα
R cos δ

,
∂α

∂Z
= 0,

∂δ

∂X
=

− cosα sin δ

R
,

∂δ

∂Y
=

− sinα sin δ

R
,

∂δ

∂Z
=

cos δ
R

,

ãäå R =
√
X2 + Y 2 + Z2.

Ìîäåëü äâèæåíèÿ ïëàíåòû äàåò íàì ïðÿìîóãîëüíûå áàðèöåí-
òðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ïëàíåòû íà çàäàííûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ìî-
äåëü äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ïëàíåòû ïðåäñòàâëÿåò ïëàíåòîöåíòðè÷å-
ñêèå ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû. Åñëè îñè âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ
ñèñòåì âçàèìíî ïàðàëëåëüíû, òî äàâàÿ èì îáùåå îáîçíà÷åíèå x, y, z,
ìîæíî ïðåäñòàâèòü âûðàæåíèÿ äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò èçìå-
ðÿåìûõ ïðÿìîãî âîñõîæäåíèÿ è ñêëîíåíèÿ ïî êîîðäèíàòàì ïëàíå-
òû èëè ñïóòíèêà â ñëåäóþùåì âèäå:

∂α

∂x
=

− sinα

R cos δ
,

∂α

∂y
=

cosα
R cos δ

,
∂α

∂z
= 0,

∂δ

∂x
=

− cosα sin δ

R
,

∂δ

∂y
=

− sinα sin δ

R
,

∂δ

∂z
=

cos δ
R

.

Â ýòèõ ôîðìóëàõ äëÿ ñëó÷àÿ íàáëþäåíèÿ ïëàíåòû x, y, z ñóòü ïðÿ-
ìîóãîëüíûå áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ïëàíåòû, à ïðè íàáëþ-
äåíèÿõ ñïóòíèêà x, y, z — ýòî ïðÿìîóãîëüíûå ïëàíåòîöåíòðè÷åñêèå
êîîðäèíàòû ñïóòíèêà. Â ëþáîì ñëó÷àå R åñòü òîïîöåòðè÷åñêîå ðàñ-
ñòîÿíèå íàáëþäàåìîãî îáúåêòà.

Åñëè èçìåðÿþòñÿ ðàçíîñòè ïðÿìûõ âîñõîæäåíèé è ñêëîíåíèé
ñïóòíèêà è ïëàíåòû, èëè äâóõ ñïóòíèêîâ ∆α = α1−α2, ∆δ = δ1−δ2,
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òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí ïî êîîðäèíàòàì
òåë âûðàæàþòñÿ ôîðìóëàìè

∂∆α

∂x1
=

− sinα2

R cos δ2
,

∂∆α

∂y1
=

cosα2

R cos δ2
,

∂∆α

∂z1
= 0,

∂∆δ

∂x1
=

− cosα2 sin δ2
R

,
∂∆δ

∂y1
=

− sinα2 sin δ2
R

,
∂∆δ

∂z1
=

cos δ2
R

,

∂∆α

∂x2
=

sinα2

R cos δ2
,

∂∆α

∂y2
=

− cosα2

R cos δ2
,

∂∆α

∂z2
= 0,

∂∆δ

∂x2
=

cosα2 sin δ2
R

,
∂∆δ

∂y2
=

sinα2 sin δ2
R

,
∂∆δ

∂z2
= −cos δ2

R
,

ãäå íèæíèé èíäåêñ îçíà÷àåò íîìåð îáúåêòà, à R åñòü òîïîöåíòðè÷å-
ñêîå ðàññòîÿíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îáúåêòà. Åñëè âòîðûì îáúåêòîì
ÿâëÿåòñÿ ïëàíåòà, òî êîîðäèíàòû x2, y2, z2 â çàäà÷å íå ôèãóðèðóþò.

Ðàññìîòðèì çäåñü îäíó ìîäèôèêàöèþ ôîðìóë äëÿ ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ îò èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí, êîòîðàÿ ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ íà
ïðàêòèêå. Çàïèøåì çäåñü ñíîâà óñëîâíûå óðàâíåíèÿ â òîì âèäå, êàê
îíè âûâåäåíû â ðàçäåëå 6.1 :

∆ξi =

n∑
k=1

(
∂ξ

∂pk

)
i

∆pk, (i = 1, 2, ... , m). (6.49)

Çäåñü ξ — îáùåå îáîçíà÷åíèå äëÿ èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû, p1, p2, ...pn
— äëÿ óòî÷íÿåìûõ ïàðàìåòðîâ, à m — ÷èñëî íàáëþäåíèé.

Ïðèìåì âî âíèìàíèå òîò ôàêò, ÷òî ïîãðåøíîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ
äâèæåíèÿ ïëàíåò è ñïóòíèêîâ â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ íå çà-
âèñèò îò òîãî, êàê ìû èõ íàáëþäàåì. Îäíàêî íà ðàçëè÷íûõ òîïî-
öåíòðè÷åñêèõ ðàññòîÿíèÿõ ýòà ïîãðåøíîñòü áóäåò ïî-ðàçíîìó ïðî-
ÿâëÿòüñÿ â èçìåðÿåìûõ óãëîâûõ êîîðäèíàòàõ: ïðÿìîì âîñõîæäåíèè
è ñêëîíåíèè. ×òîáû âêëàä ïîãðåøíîñòè â ëåâûå ÷àñòè óñëîâíûõ
óðàâíåíèé ñòàë íåçàâèñèìûì îò òîïîöåíòðè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ R,
íóæíî óìíîæèòü êàæäîå óñëîâíîå óðàâíåíèå íà R. Àíàëîãè÷íûå
ðàññóæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî íàáëþäåíèé íà ðàçëè÷íûõ ñêëîíåíèÿõ
íåáåñíîãî òåëà ïðèâîäÿò ê âûâîäó, ÷òî óñëîâíûå óðàâíåíèÿ ïðè èç-
ìåðåíèÿõ ïðÿìîãî âîñõîæäåíèÿ α íóæíî óìíîæàòü íà cos δ. Òåïåðü,
ó÷èòûâàÿ âûøåóêàçàííûå îáñòîÿòåëüñòâà è ïðèäàâàÿ èçìåðÿåìîé
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âåëè÷èíå ξ ïîî÷åðåäíî êîíêðåòíûé ñìûñë ξ = α, ξ = δ, çàïèøåì
óñëîâíûå óðàâíåíèÿ â âèäå

R cos δ∆α′
i =

n∑
k=1

(
∂α

∂pk

)′

i

∆pk, (i = 1, 2, ... , m), (6.50)

R∆δ′i =

n∑
k=1

(
∂δ

∂pk

)′

i

∆pk, (i = 1, 2, ... , m), (6.51)

ãäå 

(
∂α
∂p1

)′
(

∂α
∂p2

)′
...(
∂α
∂pn

)′


= A · B′

α, B′
α =


− sinα

cosα

0

 , (6.52)



(
∂δ
∂p1

)′
(

∂δ
∂p2

)′
...(
∂δ
∂pn

)′


= A · B′

δ, B′
δ =


− cosα sin δ

− sinα sin δ

cos δ

 . (6.53)

Çäåñü ìàòðèöà A îïèñàíà âûøå. Â ëåâûõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ (6.50) è
(6.51) ∆α′

i è ∆δ′i ñóòü ðàçíîñòè èçìåðåííûõ è âû÷èñëåííûõ çíà÷å-
íèé èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí, êîòîðûìè ìîãóò áûòü êàê ñàìè ïðÿìûå
âîñõîæäåíèÿ è ñêëîíåíèÿ îäíîãî íåáåñíîãî òåëà α, δ, òàê è èõ ðàç-
íîñòè äëÿ äâóõ òåë, íàïðèìåð, ñïóòíèêà è ïëàíåòû èëè äâóõ ñïóò-
íèêîâ ∆α = α1−α2, ∆δ = δ1−δ2. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, åñëè óñëîâíîå
óðàâíåíèå ñòðîèòñÿ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ âòîðîãî íåáåñíîãî òå-
ëà, òî ýëåìåíòû âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ B′

α, B′
δ , íóæíî âçÿòü ñ îáðàòíûì

çíàêîì.
Â ïðàêòèêå óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ èç íàáëþäåíèé

âìåñòî èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû ∆α = α1 − α2 ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ
âåëè÷èíà Xd = ∆α cos δ2. Äëÿ åäèíîîáðàçíîãî îáîçíà÷åíèÿ ê íåé
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äîáàâëÿåòñÿ Yd = ∆δ. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâíûå óðàâíåíèÿ (6.50) è
(6.51) çàïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

R ∆X
(i)
d =

n∑
k=1

(
∂α

∂pk

)′

i

∆pk, (i = 1, 2, ... , m), (6.54)

R ∆Y
(i)
d =

n∑
k=1

(
∂δ

∂pk

)′

i

∆pk, (i = 1, 2, ... , m), (6.55)

ãäå ∆X
(i)
d è ∆Y

(i)
d ñóòü ðàçíîñòè èçìåðåííûõ è âû÷èñëåííûõ çíà-

÷åíèé Xd è Yd, ñîîòâåòñòâåííî, íà ìîìåíò íàáëþäåíèÿ ti.
Ðàññìîòðèì òåïåðü, êàê ïîñòðîèòü óñëîâíûå óðàâíåíèÿ, åñëè èç-

ìåðÿþòñÿ âçàèìíîå óãëîâîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òåëàìè s è ñî-
îòâåòñòâóþùèé ïîçèöèîííûé óãîë P . Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâíûå óðàâ-
íåíèÿ èìåþò âèä

R ∆si =

n∑
k=1

[
X

(i)
d

si

(
∂α

∂pk

)′

i

+
Y

(i)
d

si

(
∂δ

∂pk

)′

i

]
∆pk, (i = 1, 2, ... , m),

(6.56)

R si∆Pi =

n∑
k=1

[
Y

(i)
d

si

(
∂α

∂pk

)′

i

−
X

(i)
d

si

(
∂δ

∂pk

)′

i

]
∆pk, (i = 1, 2, ... , m),

(6.57)
ãäå ∆si è ∆Pi ñóòü ðàçíîñòè èçìåðåííûõ è âû÷èñëåííûõ çíà÷åíèé
s è P , ñîîòâåòñòâåííî, à èíäåêñ i îçíà÷àåò, ÷òî âåëè÷èíû áåðóòñÿ íà
ìîìåíò íàáëþäåíèÿ ti.

Â ôîðìóëàõ (6.54), (6.55), (6.56), (6.57) ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (6.52), (6.53).

Äëÿ òàíãåíöèàëüíûõ êîîðäèíàò Xt, Yt, st, Pt óñëîâíûå óðàâíå-
íèÿ ñòðîÿòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïðè ïîñòðîåíèè óñëîâíûõ óðàâíåíèé â ðàññìàòðèâàåìûõ çà-
äà÷àõ ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû ïðè ïîïðàâêàõ ∆pk,
(i = 1, 2, ..., m) ìîãóò âû÷èñëÿòüñÿ â íåêîòîðîé ñòåïåíè ïðèáëè-
æåííî, ïîñêîëüêó óòî÷íåíèå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ïîñëåäîâàòåëüíû-
ìè ïðèáëèæåíèÿìè íåñêîëüêî ðàç. Îäíàêî çíà÷åíèÿ èçìåðÿåìûõ
âåëè÷èí äîëæíû âû÷èñëÿòüñÿ ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé òî÷íî-
ñòüþ, ò.ê. â ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèÿõ ðàçíîñòè èçìåðåííûõ
è âû÷èñëåííûõ çíà÷åíèé èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû äîëæíû ñòðåìèòü-
ñÿ ê íóëþ.
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6.5. Íàçíà÷åíèå âåñîâ íàáëþäåíèÿì è óñëîâíûì
óðàâíåíèÿì

Äëÿ îáîñíîâàííîãî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ
íåîáõîäèìî, ÷òîáû ãèïîòåçà, ïðèíèìàåìàÿ ïî îòíîøåíèþ ê êîâàðè-
àöèîííîé ìàòðèöå îøèáîê íàáëþäåíèé, áûëà ìàêñèìàëüíî áëèç-
êîé ê äåéñòâèòåëüíîñòè. Íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû êîâàðèàöèîí-
íîé ìàòðèöû íà ïðàêòèêå ÷àùå âñåãî áûâàþò íåèçâåñòíûìè. Ïî-
ýòîìó èõ ïðîñòî ïðèðàâíèâàþò íóëþ. ×òî êàñàåòñÿ äèàãîíàëüíûõ
ýëåìåíòîâ, òî îíè õàðàêòåðèçóþò òî÷íîñòü íàáëþäåíèé, êîòîðàÿ
ìîæåò ðàçëè÷àòüñÿ äëÿ ðàçíûõ íàáëþäåíèé. Îäíàêî äèàãîíàëüíûå
ýëåìåíòû ìîæíî ñäåëàòü ðàâíûìè, åñëè ïîäõîäÿùèì îáðàçîì íà-
çíà÷èòü âåñà íàáëþäåíèÿì.

Âîçüìåì óñëîâíûå óðàâíåíèÿ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ,
êîòîðûå áûëè ðàññìîòðåíû â ðàçäåëå 6.1 äëÿ ñëó÷àÿ ðàâíîòî÷íûõ
íàáëþäåíèé :

∆ξi =

n∑
k=1

a
(i)
k ∆pk, (i = 1, 2, ... , m). (6.58)

Çäåñü ∆ξi — ðàçíîñòü èçìåðåííîãî è âû÷èñëåííîãî çíà÷åíèé èçìå-
ðÿåìîé âåëè÷èíû ïðè íàáëþäåíèè íîìåð i, ∆p1, ∆p2, ..., ∆pn ñóòü
óòî÷íÿåìûå ïàðàìåòðû, à a

(i)
k — ÷èñëåííûå êîýôôèöèåíòû óñëîâ-

íûõ óðàâíåíèé. Íàáîð óòî÷íÿåìûõ ïàðàìåòðîâ ìîæíî ïðåäñòàï-
âèòü âåêòîðîì ∆∆∆p = {∆p1, ∆p2, ..., ∆pn}T .

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîãëàñíî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ
íóæíî ñîñòàâèòü ñèñòåìó íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðóþ çàïèøåì
â âèäå

L∆∆∆p = d ,

ãäå L è d ñóòü ìàòðèöà è âåêòîð

L =


l11 l12 ... l1n

l21 l22 ... l2n

... ... ... ...

ln1 ln2 ... lnn

 , d =



d1

d2

.

.

.

dn


, (6.59)
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ýëåìåíòû êîòîðûõ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

lkj =

m∑
i=1

a
(i)
k a

(i)
j (k, j = 1, 2, ... , n), (6.60)

dk =

m∑
i=1

a
(i)
k ∆ξi (k = 1, 2, ... , n). (6.61)

Âåñà íàáëþäåíèé wi (i = 1, 2, ...,m) ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Óìíîæàÿ óñëîâíûå óðàâíåíèÿ (6.58) ïî÷ëåííî íà

√
wi, ïîëó-

÷èì

∆ξi
√
wi =

n∑
k=1

√
wi a

(i)
k ∆pk, (i = 1, 2, ... , m). (6.62)

Âìåñòî (6.60), (6.61) áåðåì ôîðìóëû

lkj =

m∑
i=1

wi a
(i)
k a

(i)
j (k, j = 1, 2, ... , n), (6.63)

dk =

m∑
i=1

wi a
(i)
k ∆ξi (k = 1, 2, ... , n). (6.64)

Äàëåå ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ ðàâíîòî÷íûõ íàáëþ-
äåíèé.

Êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà îøèáîê íàáëþäåíèé áóäåò èìåòü ðàâ-
íûå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû, åñëè îøèáêè ëåâûõ ÷àñòåé óñëîâíûõ
óðàâíåíèé (6.62) áóäóò ïðèìåðíî îäèíàêîâûìè äëÿ âñåõ i. Ñäåëàòü
òàê ìîæíî áûëî áû, åñëè ïîãðåøíîñòè âåëè÷èí ∆ξi áûëè áû èç-
âåñòíûìè. Äîñòè÷ü óêàçàííîãî ñâîéñòâà êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû
ìîæíî, åñëè ïîëîæèòü

√
wi =

1

σi
,

ãäå σi åñòü îøèáêà èçìåðåíèÿ ñ íîìåðîì i.
Ïðîáëåìà â òîì, ÷òî îáû÷íî ìû íå çíàåì îøèáîê σi. Ïðèäåòñÿ

ïðèíèìàòü êàêóþ-íèáóäü ïîäõîäÿùóþ ãèïîòåçó îòíîñèòåëüíî îøè-
áîê èçìåðåíèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå íàáëþäåíèÿ ìîæíî ðàñïðå-
äåëèòü íà ãðóïïû òàê, ÷òîáû âíóòðè êàæäîé ãðóïïû íàáëþäåíèÿ
ìîæíî áûëî áû ñ÷èòàòü ðàâíîòî÷íûìè. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
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ãðóïïà íàáëþäåíèé íà îäíîé îáñåðâàòîðèè âûïîëíÿþòñÿ îäíèì íà-
áëþäàòåëåì ñ ïîìîùüþ îäíîãî è òîãî æå èíñòðóìåíòà â òå÷åíèå
íåêîòîðîãî âðåìåíè, êîãäà óñëîâèÿ íàáëþäåíèé íå èçìåíÿþòñÿ.

Ñíà÷àëà âûïîëíÿåì óòî÷íåíèå ïàðàìåòðîâ, ïîëàãàÿ âñå wi = 1.
Ïîñëå óòî÷íåíèÿ äëÿ êàæäîãî íàáëþäåíèÿ âåëè÷èíà ∆ξi áóäåò õà-
ðàêòåðèçîâàòü ñîãëàñîâàíèå òåîðèè ñ íàáëþäåíèÿìè. Ïðåäïîëàãàÿ,
÷òî îøèáêè íàáëþäåíèé äîìèíèðóþò íàä îøèáêàìè òåîðèè, áóäåì
ñ÷èòàòü ∆ξi îøèáêàìè íàáëþäåíèé.

Òåïåðü äëÿ êàæäîé ãðóïïû ïî ïðåäïîëîæåíèþ ðàâíîòî÷íûõ íà-
áëþäåíèé âû÷èñëèì ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ âåëè÷èíó îò âñåõ ∆ξi,
ïðèíàäëåæàùèõ ãðóïïå. Îáîçíà÷èì åå ÷åðåç σk, ãäå k — íîìåð ãðóï-
ïû. Òåïåðü äëÿ êàæäîãî íàáëþäåíèÿ ìîæíî çàäàòü âåñ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

√
wi =

1

σk
,

ãäå k — íîìåð ãðóïïû, ê êîòîðîé ïðèíàäëåæèò íàáëþäåíèå íîìåð i.
Âûïîëíèâ óòî÷íåíèå ïàðàìåòðîâ ñ íàçíà÷åííûìè âåñàìè, ìîæ-

íî çàíîâî âû÷èñëèòü âñå îøèáêè íàáëþäåíèé è çàíîâî íàçíà÷èòü
âåñà. Òàêóþ èòåðàöèþ ìîæíî ñäåëàòü 2–3 ðàçà. Â èòîãå ïîëó÷èì íà-
çíà÷åíèå âåñîâ â ñîãëàñèè ñ òî÷íîñòüþ íàáëþäåíèé, è êîâàðèàöè-
îííóþ ìàòðèöó îøèáîê íàáëþäåíèé, áëèçêóþ ê äåéñòâèòåëüíîé.

Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äàåò âîçìîæíîñòü îöåíèòü òî÷-
íîñòü ïîëó÷àåìûõ çíà÷åíèé óòî÷íÿåìûõ ïàðàìåòðîâ. Â ðàçäåëå 6.1
îáúÿñíåíî, êàê ýòî ñäåëàòü. Â ñëó÷àå âçâåøåííûõ óñëîâíûõ óðàâ-
íåíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé òàêàÿ æå, êàê è áåç íàçíà÷åíèÿ
âåñîâ. Ìàòðèöà íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé è âåêòîð ïðàâûõ ÷àñòåé íà-
õîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì (6.63), (6.64). Äîïîëíèòåëüíî âû÷èñëÿåòñÿ
âåëè÷èíà

d0 =

m∑
i=1

wi∆ξ2i . (6.65)

Âû÷èñëÿåì

σ2
0 =

1

m− n
[d0 − (d∆∆∆p)] , (6.66)

ãäå ∆∆∆p íàéäåííûé âåêòîð ïîïðàâîê, à êîìïîíåíòû âåêòîðà d îïðå-
äåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (6.64). Óìíîæèì òåïåðü âñå ýëåìåíòû ìàòðè-
öû L−1 íà σ2

0 . Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ìàòðèöà

D = σ2
0L

−1 (6.67)
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ñâîèìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè áóäåò èìåòü êâàäðàòû îøèáîê
σk ïîïðàâîê ∆pk (k = 1, 2, ..., n) ñîîòâåòñòâåííî.

6.6. Âû÷èñëåíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê
íåâÿçîê

Â îïèñàíèè ìåòîäà äèôôåðåíöèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ
äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë èç íàáëþäåíèé ôèãóðèðóþò âåëè÷èíû δi
(i = 1, 2, ...m), íàçûâàåìûå íåâÿçêàìè. Îíè îïðåäåëåíû ñîîòíîøå-
íèÿìè (6.12). Çäåñü m — ýòî ÷èñëî èçìåðåíèé. Ïîñëå óñïåøíîãî
óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ, êîãäà ïîïðàâêè ê íèì ñòàíîâÿòñÿ ïðåíåáðå-
æèìî ìàëûìè, íåâÿçêè îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè îòêëîíåíèÿì ∆ξi, õà-
ðàêòåðèçóþùèì ñîãëàñîâàíèå òåîðèè ñ íàáëþäåíèÿìè. Ôàêòè÷åñêè
ýòè âåëè÷èíû ñîäåðæàò îøèáêè íàáëþäåíèé è îøèáêè ìîäåëè äâè-
æåíèÿ íåáåñíîãî òåëà.

Íà ïðàêòèêå âñåãäà èíòåðåñóþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèìè õàðàêòåðè-
ñòèêàìè íåâÿçîê ∆ξi. Îíè íåñóò ïîëåçíóþ èíôîðìàöèþ äëÿ äàëü-
íåéøåãî ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ êàê ìîäåëè äâèæåíèÿ, òàê è ìåòîäîâ
íàáëþäåíèé. Ñíà÷àëà àíàëèçèðóåòñÿ ñðåäíÿÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ âå-
ëè÷èíà íåâÿçîê

∆ξ =
1

m

m∑
i=1

∆ξi.

Ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ýòîé âåëè÷èíû îò íóëÿ ïîêàçûâàåò íàëè-
÷èå â ðåçóëüòàòàõ íàáëþäåíèé ñèñòåìàòè÷åñêîé îøèáêè, êîòîðàÿ
ìîæåò áûòü âûçâàíà íåñîâåðøåíñòâîì íàáëþäàòåëüíûõ ïðèáîðîâ
èëè íåïðàâèëüíîé ïðîöåäóðîé ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè íàáëþ-
äåíèé. Áëèçîñòü âåëè÷èíû ∆ξ ê íóëþ åùå íå ãîâîðèò îá îáùåì êà-
÷åñòâå íàáëþäåíèé.

Äàëåå àíàëèçó ïîäâåðãàåòñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ âåëè÷èíà îòëî-
íåíèé ∆ξi. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ ïî óæå ïðèâåäåííîé âûøå ôîðìóëå
(6.27)

σ =

√
d0
m

, (6.68)

â êîòîðîé âåëè÷èíà d0 äîëæíà âû÷èñëÿòüñÿ ñîãëàñíî åå âûðàæå-
íèþ (6.22). Ýòà õàðàêòåðèñòèêà âêëþ÷àåò â ñåáÿ êàê ñèñòåìàòè÷å-
ñêèå, òàê è ñëó÷àéíûå îøèáêè íàáëþäåíèé.

Â íàáîðå èñïîëüçóåìûõ íàáëþäåíèé ìîãóò áûòü êàê òî÷íûå, òàê
è ãðóáûå íàáëþäåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå â âåëè÷èíó ñóììû (6.22) îñ-
íîâíîé âêëàä âíåñóò ãðóáûå íàáëþäåíèÿ ñ áîëüøèìè íåâÿçêàìè.
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Åñëè æå ìû ïðèìåíÿåì âåñà íàáëþäåíèé, òî õàðàêòåðèñòèêà σ íå
áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñïîñîáó èñïîëüçîâàíèÿ äàííûõ. Òîãäà ìîæíî
àíàëèçèðîâàòü òàê íàçûâàåìóþ ñðåäíåâçâåøåííóþ âåëè÷èíó íåâÿ-
çîê σw , êîòîðàÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî òîé æå ôîðìóëå (6.68), íî â êîòî-
ðóþ ïîäñòàâëåíà âåëè÷èíà d0, îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì (6.65).

×òîáû îòäåëèòü ñèñòåìàòè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ íåâÿçîê îò
ñëó÷àéíîé, âû÷èñëÿþò òàê íàçûâàåìóþ íåñìåùåííóþ äèñïåðñèþ
ñëó÷àéíûõ íåâÿçîê D(∆ξ), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

D(∆ξ) =
1

m− 1

m∑
i=1

(∆ξi −∆ξ)2.

Êâàäðàòíûé êîðåíü èç äèñïåðñèè

σ =
√

D(∆ξ) (6.69)

íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì. Ýòà âåëè÷èíà õàðàêòåðèçóåò
ñëó÷àéíóþ ñîñòàâëÿþùóþ îøèáîê íàáëþäåíèé.

Â àëãîðèòìàõ, ðåàëèçóåìûõ íà ïðàêòèêå, îêàçûâàåòñÿ íåðàöèî-
íàëüíûì çàïàñàòü â ïàìÿòè âñå íåâÿçêè ∆ξi (i = 1, 2, ...m), ÷òîáû
çàòåì âû÷èñëèòü ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ∆ξ, σ, σ. Îñîáåí-
íî çàòðóäíèòåëüíî ýòî äåëàòü ïðè î÷åíü áîëüøîì ÷èñëå íàáëþäå-
íèé. Â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé íàáëþäåíèÿ ïðîñìàòðèâàþòñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíî îäíî çà äðóãèì. Ïàìÿòü, îòâîäèìàÿ äëÿ îáðàáîòêè îä-
íîãî íàáëþäåíèÿ, çàòåì èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáðàáîòêè ñëåäóþùåãî.
Â ýòîì ïðîöåññå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ
äëÿ èñêîìûõ õàðàêòåðèñòèê. Äîïóñòèì, ÷òî ìû âû÷èñëèëè ∆ξ, σ,

σ äëÿ k íàáëþäåíèé. Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ÷åðåç ∆ξ
(k)

,
σ(k), σ(k), ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè äîáàâëåíèè åùå îäíîãî íàáëþäåíèÿ
ñ íîìåðîì k+1, òî åñòü íåâÿçêè ∆ξk+1, íîâûå, ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ

õàðàêòåòèñòèê ∆ξ
(k+1)

, σ(k+1), σ(k+1) ìîæíî íàéòè èç ðåêóððåíòíûõ
ñîîòíîøåíèé

∆ξ
(k+1)

=
1

k + 1
(k ∆ξ

(k)
+∆ξk+1),

σ(k+1) =

√
1

k + 1
(k σ(k)2 +∆ξk+1

2),

σ(k+1) =

√
1

k

[
k σ(k)2 − 1

k + 1

(
k ∆ξ

(k)
+∆ξk+1

)2
+∆ξk+1

2

]
.
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6.7. Ïðîáëåìà îòáðàêîâêè ãðóáûõ íàáëþäåíèé
Íàëè÷èå îøèáîê íàáëþäåíèé ñîçäàåò òðóäíîñòè ïðè îïðåäåëå-

íèè ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ íà îñíîâå íàáëþäåíèé. Ïðè-
÷åì ïðîáëåìà ñîñòîèò íå ñòîëüêî â íàëè÷èè îøèáîê, ñêîëüêî â
íåîïðåäåëåííîñòè èõ ñâîéñòâ. ×àùå âñåãî ó íàñ îá ýòîì íåò íèêàêîé
èíôîðìàöèè. Îñòàåòñÿ òîëüêî ïðèíèìàòü òå èëè èíûå ãèïîòåçû.

Ñðåäè êîíêðåòíûõ îøèáîê íàáëþäåíèé ìîãóò îêàçàòüñÿ òàêèå
çíà÷èòåëüíûå, êîòîðûå âûçâàíû íå ðåàëüíîé ïîãðåøíîñòüþ èçìå-
ðåíèé, à âûäàþùèìñÿ ðåäêèì ñîáûòèåì, íåñâîéñòâåííûì äëÿ âñåãî
ðÿäà íàáëþäåíèé. Ðàñïîçíàòü íàáëþäåíèÿ ñ òàêèìè îøèáêàìè áû-
âàåò ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî.

Ìíîãèå èññëåäîâàòåëè ïîñòóïàþò òàê. Çàäàþò óðîâåíü âåðîÿò-
íîñòè òîãî, ÷òî âåëè÷èíà îøèáêè íàáëþäåíèÿ çàêëþ÷åíà â íåêîòî-
ðûõ ïðåäåëàõ. Ïðåäåëû íàõîäÿò ïî ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé âåëè÷èíå
íåâÿçîê íàáëþäåíèé σ. Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ σ ïî âñåì íàáëþäåíè-
ÿì çàäàþò íåêîòîðûé ìíîæèòåëü κ. Äàëåå âñå íàáëþäåíèÿ, äëÿ
êîòîðûõ íåâÿçêè ïðåâûøàþò κσ, îòáðàñûâàþò. ×àùå âñåãî áåðóò
κ = 3. Ïðè ýòîì îáåñïå÷èâàåòñÿ íåêîòîðûé óðîâåíü âåðîÿòíîñòè,
÷òî îøèáêè çàêëþ÷åíû â ïðåäåëàõ (−κσ,κσ). Ýòà âåðîÿòíîñòü çà-
âèñèò åùå îò êîëè÷åñòâà óòî÷íÿåìûõ ïàðàìåòðîâ, âîâëå÷åííûõ â
ïðîöåññ. Ïîñëå òàêîé îòáðàêîâêè íàáëþäåíèé ìîæíî ñíîâà âû÷èñ-
ëèòü σ è ïîâòîðèòü ïðîöåññ îòáðàêîâêè. Ïðè ýòîì ìîãóò áûòü îò-
áðîøåíû íîâûå íàáëþäåíèÿ. Ïðè ïîâòîðåíèè ïðîöåññà íåñêîëüêî
ðàç íåò ãàðàíòèè òîãî, ÷òî íà êàêîì-òî ýòàïå íîâûõ îòáðîøåííûõ
íàáëþäåíèé íå áóäåò. Åñëè òàêîé ïðîöåññ îñòàíîâèëñÿ (íîâûå íà-
áëþäåíèÿ íå áûëè îòáðîøåíû), òî íåò óâåðåííîñòè, ÷òî áûëè îòáðî-
øåíû èìåííî òå ãðóáûå íàáëþäåíèÿ, îøèáêè êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿ-
þò ñîáîé èñêëþ÷èòåëüíûå íåòèïè÷íûå ñîáûòèÿ. Íà ïðàêòèêå ìíî-
æèòåëü κ âûáèðàþò â ïðåäåëàõ îò 3 äî 6.

Äàâíî ðàçðàáîòàíà «Òåîðèÿ îøèáîê». Ýòî íàó÷íàÿ äèñöèïëèíà,
êîòîðàÿ èìååò öåëüþ îïðåäåëåíèå íàèáîëåå íàäåæíûõ ðåçóëüòàòîâ
èçìåðåíèé â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ íàóêàõ. Åå ìîæíî ñ÷èòàòü ñîîòâåò-
ñòâóþùèì ïðèëîæåíèåì ñòàòèñòè÷åñêîãî ìåòîäà. Îá èñòîðèè ýòîé
íàóêè ìîæíî óçíàòü èç êíèãè (Øåéíèí, 2007). Îäíàêî è ýòà òåî-
ðèÿ íå äàåò îäíîçíà÷íîãî àëãîðèòìà îòáðàêîâêè ãðóáûõ íàáëþäå-
íèé ïðè îòñóòñòâèè äàííûõ î ñâîéñòâàõ îøèáîê. Ïðîöåññ îòáðàêîâ-
êè íàáëþäåíèé îñòàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì.

Â êíèãå (Øåéíèí, 2007) ïîäðîáíî ðàññêàçûâàåòñÿ, êàê ðàññóæ-
äàëè è ïîñòóïàëè ñ îòáðàêîâêîé ãðóáûõ íàáëþäåíèé ìàòåìàòèêè-
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êëàññèêè. Íàïðèìåð, ïðèâîäèòñÿ öèòàòà Ãàóññà: «... åñëè ñëèøêîì
ïðîâîðíî îòáðàñûâàòü íàáëþäåíèÿ, âîçíèêíåò îïàñíîñòü ïðåóâåëè-
÷èòü èõ òî÷íîñòü. Ìíå ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî ýòî çàíÿòèå áîëåå ïîõî-
æå íà ïîñòóïêè â æèçíè, ãäå ðåäêî èëè íèêîãäà íå èìååòñÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ñòðîãîñòè è ãäå ïðèõîäèòñÿ ïîñòóïàòü ïî íàèëó÷øåìó
ïðîäóìàííîìó óñìîòðåíèþ».

Òàê ÷òî åäèíñòâåííàÿ ñóùåñòâóþùàÿ ðåêîìåíäàöèÿ — ýòî «ïî-
ñòóïàòü ïî íàèëó÷øåìó ïðîäóìàííîìó óñìîòðåíèþ». Íà ïðàêòèêå
îïûòíûå èññëåäîâàòåëè òàê è äåëàþò. Èìåÿ íåêîòîðóþ íåôîðìà-
ëèçîâàííóþ èíôîðìàöèþ î íàáëþäåíèÿõ, âûáèðàþò ëèáî ïîäõîäÿ-
ùèé ìíîæèòåëü κ â âûøåîïèñàííîì ìåòîäå, ëèáî óñòàíàâëèâàþò
íåêîòîðûé ïðåäåë σlim è îòáðàñûâàþò âñå íàáëþäåíèÿ, äëÿ êîòî-
ðûõ íåâÿçêà ïðåâûøàåò σlim.

Áîëüøå íàì ïîðåêîìåíäîâàòü íå÷åãî.

Ëèòåðàòóðà ê Ãëàâå 6

Àâäþøåâ Â. À., Áàíüùèêîâà Ì. À. Îïðåäåëåíèå îðáèò áëèçêèõ ñïóò-
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¹ 4. Ñ. 317–340.

Àâäþøåâ Â. À., Áàíüùèêîâà Ì. À. Àëüòåðíàòèâíûå îðáèòû íîâûõ
ñïóòíèêîâ Þïèòåðà. Èçâåñòèÿ âóçîâ. Ôèçèêà. 2010. ¹ 10.
C. 27–30.
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Глава 7

ПОЛУЧЕНИЕ АСТРОМЕТРИЧЕСКИХ
ДАННЫХ ИЗ НАБЛЮДЕНИЙ ВЗАИМНЫХ
ПОКРЫТИЙ И ЗАТМЕНИЙ СПУТНИКОВ

ПЛАНЕТ

Ðåçþìå

Óñïåõ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ â ïåðâóþ
î÷åðåäü çàâèñèò îò ñîñòàâà è òî÷íîñòè èìåþùèõñÿ íàáëþäåíèé.
Òî÷íîñòü íàáëþäåíèé çàâèñèò îò ñîâåðøåíñòâà íàáëþäàòåëüíûõ
ñðåäñòâ: òåëåñêîïîâ è ôîòîïðèåìíèêîâ. Â ýòîì äåëå ìû íå òîëü-
êî æäåì íîâîé àïïàðàòóðû îò ðàçðàáîò÷èêîâ íàáëþäàòåëüíîé òåõ-
íèêè, íî ñàìè èùåì íîâûå ìåòîäû íàáëþäåíèé. Â äàííîé ãëàâå äà-
åòñÿ ÿðêèé ïðèìåð íîâîãî ìåòîäà íàáëþäåíèé, ïðè êîòîðîì ïðè-
ìåíÿåòñÿ ïðîñòàÿ àïïàðàòóðà, äîñòóïíàÿ äàæå ëþáèòåëÿì àñòðîíî-
ìèè. Õèòðîñòü â òîì, ÷òî èçìåðåíèÿ äåëàþòñÿ ôîòîìåòðè÷åñêèå, à
ðåçóëüòàòû ïîëó÷àþòñÿ ïîçèöèîííûå — àñòðîìåòðè÷åñêèå.

Íîâûé ìåòîä îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ðåäêèõ ÿâëåíèé — âè-
äèìûõ âçàèìíûõ ïîêðûòèé è çàòìåíèé ñïóòíèêîâ. Ýòè ÿâëåíèÿ
ïðîèñõîäèëè âñåãäà. Îäíàêî èõ ìàññîâîå èñïîëüçîâàíèå íà÷àëîñü
ëèøü â ñåìèäåñÿòûå ãîäû äâàäöàòîãî âåêà. Ãëàâíàÿ ïðîáëåìà çà-
êëþ÷åíà â ìåòîäå ïîëó÷åíèÿ àñòðîìåòðè÷åñêèõ äàííûõ íà îñíîâå
ðåçóëüòàòîâ ôîòîìåòðèè ñïóòíèêîâ âî âðåìÿ ÿâëåíèé. Ìåòîä îêà-
çûâàåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíûì. Ïðèõîäèòñÿ óñòðàèâàòü ñëîæíûé
ó÷åò ðàññåÿíèÿ ñâåòà íà ñïóòíèêàõ. Â ìèðå âñåãî íåñêîëüêî ñïåöè-
àëèñòîâ ñìîãëè íåçàâèñèìî ñïðàâèòüñÿ ñ ýòîé çàäà÷åé. Àâòîð äàí-
íîé êíèãè ðàçðàáîòàë îðèãèíàëüíûé ìåòîä ïîëó÷åíèÿ àñòðîìåòðè-
÷åñêèõ äàííûõ íà îñíîâå ôîòîìåòðèè ñïóòíèêîâ ïëàíåò âî âðåìÿ
èõ âçàèìíûõ ïîêðûòèé è çàòìåíèé. Â ýòîé ãëàâå äàåòñÿ îïèñàíèå
ñàìèõ íàáëþäàåìûõ ÿâëåíèé è ïîäðîáíî îïèñûâàåòñÿ ýòîò ìåòîä.
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Ïðè åäèíîì îáùåì ïîäõîäå ó÷åò ðàññåÿíèÿ ñâåòà äåëàåòñÿ ðàç-
ëè÷íûìè ïóòÿìè äëÿ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà, Ñàòóðíà è Óðàíà. Âñå
ýòè äåòàëè îïèñàíû â äàííîé ãëàâå.

Âåñüìà èíòåðåñíîå îáñòîÿòåëüñòâî, ñâÿçàííîå ñ ðàññìàòðèâàå-
ìûìè ÿâëåíèÿìè, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíè ïðîèñõîäÿò îòäåëüíû-
ìè ïåðèîäàìè. Äëèòåëüíîñòü îäíîãî ÿâëåíèÿ ñîñòàâëÿåò íåñêîëü-
êî ìèíóò. Ýòî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè îðãàíèçîâûâàòü êðóïíûå
ìåæäóíàðîäíûå êàìïàíèè íàáëþäåíèé. Êàê ýòî äåëàåòñÿ, îïèñàíî
â äàííîé ãëàâå.

Â êîíöå ãëàâû ðàññìàòðèâàþòñÿ òðóäíîñòè è ïðåïÿòñòâèÿ ïðè
ïîïûòêàõ îáåñïå÷èòü ïîòåíöèàëüíî âîçìîæíóþ âûñîêóþ òî÷íîñòü
òàêîãî ìåòîäà íàáëþäåíèé.

7.1. Îïèñàíèå ÿâëåíèé
Òåõíèêà íàáëþäåíèé íåáåñíûõ òåë ïîñòîÿííî ñîâåðøåíñòâóåò-

ñÿ. Ñîâåðøåíñòâî ñðåäñòâ çàâèñèò îò ðàçâèòèÿ òåõíîëîãèè â ìèðå.
Â òî æå âðåìÿ àñòðîíîìû, ïðèìåíÿÿ ñïåöèàëüíûå çíàíèÿ, èùóò ñî
ñâîåé ñòîðîíû íîâûå, áîëåå ñîâåðøåííûå ìåòîäû íàáëþäåíèé. Íà
êàêîì-òî ýòàïå îòêðûòèé è èçó÷åíèÿ åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ ïëà-
íåò áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî ãëàâíûå ñïóòíèêè Þïèòåðà, Ñàòóðíà è
Óðàíà äâèæóòñÿ ïî îðáèòàì, ðàñïîëîæåííûì ïî÷òè â îäíîé ïëîñêî-
ñòè, ñîâïàäàþùåé ñ ïëîñêîñòüþ ýêâàòîðà ïëàíåòû, íî íàêëîíåííîé
ê ïëîñêîñòè åå îðáèòû. Ïðè ýòîì äâà ðàçà çà ïåðèîä îáðàùåíèÿ ïëà-
íåòû âîêðóã Ñîëíöà â ýòó ïëîñêîñòü ïîïàäàåò ëèíèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ
ïëàíåòó ñ Çåìëåé. Ïðèìåðíî â ýòè æå ýïîõè ÷åðåç ïëîñêîñòü îðáèò
ñïóòíèêîâ ïðîõîäèò ëèíèÿ ïëàíåòà-Ñîëíöå. Â íåêîòîðûå ìîìåíòû
âðåìåíè èçîáðàæåíèÿ äèñêîâ êàêèõ-òî ïàð ñïóòíèêîâ, âèäèìûõ ñ
Çåìëè, ïåðåñåêàþòñÿ. Â ýòè æå ýïîõè òåíü îò îäíîãî ñïóòíèêà èíî-
ãäà ïîïàäàåò íà äðóãîé, è ýòà òåíü âèäíà ñ Çåìëè. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ
ñóììàðíûé áëåñê ñïóòíèêîâ âðåìåííî óìåíüøàåòñÿ. Ýòîò ñïàä ñâå-
òîâîãî ïîòîêà ìîæåò èçìåðÿòüñÿ, äàæå åñëè ìû íå ðàçëè÷àåì èçîá-
ðàæåíèÿ äèñêîâ ñïóòíèêîâ. Ïðîèñõîäÿò òàê íàçûâàåìûå âçàèìíûå
ïîêðûòèÿ è çàòìåíèÿ ñïóòíèêîâ ïëàíåòû. Êîíôèãóðàöèÿ Ñîëíöå —
ïëàíåòà — ñïóòíèêè â ñëó÷àÿõ òàêèõ âçàèìíûõ ÿâëåíèé ïîêàçàíà
íà ðèñ. 7.1. Äëèòåëüíîñòü ñïàäà ÿðêîñòè ñïóòíèêîâ â áîëüøèíñòâå
ñëó÷àåâ ñîñòàâëÿåò îò 4 äî 15 ìèíóò. Ïåðèîäû ÿâëåíèé äëèòåëüíî-
ñòüþ â 6-9 ìåñÿöåâ ïîâòîðÿþòñÿ ÷åðåç ïîë-îáîðîòà ïëàíåòû âîêðóã
Ñîëíöà. Ãîäû, â êîòîðûå ïðîèñõîäÿò âçàèìíûå ïîêðûòèÿ è çàòìå-

7.1. Описание явлений 283



Ðèñ. 7.1. Ñõåìà êîíôèãóðàöèè ãåëèîöåíòðè÷åñêèõ îðáèò Çåìëè, ïëàíåòû è
îðáèò åå ñïóòíèêîâ, ïðè êîòîðîé âîçíèêàþò âçàèìíûå ïîêðûòèÿ è çàòìå-

íèÿ ñïóòíèêîâ.

íèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ, ñëåäóþùèå. Ñïóòíèêè Þïèòåðà: …, 1997,
2003, 2009, 2015, 2021, … . Ñïóòíèêè Ñàòóðíà: …, 1995, 2009, 2023, …
Ñïóòíèêè Óðàíà: …, 1965, 2007, 2049, … . Ïðîèñõîäÿò îò 1 äî 10 ÿâ-
ëåíèé â íåäåëþ. Êàæäîå ÿâëåíèå ìîæíî íàáëþäàòü îäíîâðåìåííî
òîëüêî íà 30% íàçåìíûõ îáñåðâàòîðèé.

Äëÿ îïèñàíèÿ ÿâëåíèé ââîäÿò ïîíÿòèå ïëîñêîñòè ÿâëåíèÿ. Ýòî
ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ïîêðûâàåìûé èëè çàòìåâàåìûé ñïóò-
íèê ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ëó÷ó, íàïðàâëåííîìó ê ýòîìó ñïóòíèêó îò
íàáëþäàòåëÿ â ñëó÷àå âçàèìíîãî ïîêðûòèÿ, èëè îò öåíòðà Ñîëíöà
â ñëó÷àå âçàèìíîãî çàòìåíèÿ. Íà ýòó ïëîñêîñòü ïðîåêòèðóþò ïî-
ëîæåíèå ïîêðûâàþùåãî èëè çàòìåâàþùåãî ñïóòíèêà. Îïðåäåëÿþò
êîîðäèíàòû ýòîé ïðîåêöèè â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò X,Y íà
ïëîñêîñòè ÿâëåíèÿ. Íà÷àëî êîîðäèíàò ïîìåùàþò â ïîêðûâàåìûé
èëè çàòìåâàåìûé ñïóòíèê. Íàïðàâëåíèå îñè Y âûáèðàþò íà ñåâåð-
íûé ïîëþñ ìèðà, à îñü X — ê âîñòîêó.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñâåòîâîé ïîòîê, ïðèõîäÿùèé îò ñïóòíèêîâ âî âðå-
ìÿ ÿâëåíèÿ, çàâèñèò îò èõ âèäèìîãî îòíîñèòåëüíîãî ïîëîæåíèÿ, èç-
ìåðÿåìîãî îòíîñèòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè X,Y â ïëîñêîñòè ÿâëå-
íèÿ. Íà ðèñ. 7.2, 7.3 ïîêàçàí ñïàä íîðìèðîâàííîé âåëè÷èíû ñâå-
òîâîãî ïîòîêà îò ñïóòíèêîâ ïðè èçìåíåíèè êîîðäèíàò â ïëîñêîñòè
ÿâëåíèÿ âî âðåìÿ âçàèìíîãî ïîêðûòèÿ èëè çàòìåíèÿ.

Â ïðîöåññå ôîòîìåòðè÷åñêîãî íàáëþäåíèÿ ñïóòíèêîâ â ðÿä ìî-
ìåíòîâ âðåìåíè èçìåðÿåòñÿ ñâåòîâîé ïîòîê îò ñïóòíèêîâ. Ïîëó÷à-
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Ðèñ. 7.2. Òðè êîíôèãóðàöèè âçàèìíîãî âèäèìîãî ðàñïîëîæåíèÿ äèñêîâ
ñïóòíèêîâ âî âðåìÿ âçàèìíîãî ïîêðûòèÿ è ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðèâàÿ ñóì-

ìàðíîãî áëåñêà.

Ðèñ. 7.3. Çàâèñèìîñòü íîðìèðîâàííîãî ñâåòîâîãî ïîòîêà, ïðèõîäÿùåãî îò
ïàðû ñïóòíèêîâ âî âðåìÿ âçàèìíîãî ïîêðûòèÿ, îò âðåìåíè.

åòñÿ êðèâàÿ èçìåðåííîãî áëåñêà. Ïðèìåð ðåçóëüòàòà òàêîãî íàáëþ-
äåíèÿ ïîêàçàí íà ðèñ. 7.4.

Ïîñêîëüêó ñïàä ñâåòîâîãî ïîòîêà âî âðåìÿ ÿâëåíèÿ çàâèñèò
îò êîîðäèíàò ñïóòíèêîâ, ìîæíî ðåøàòü îáðàòíóþ çàäà÷ó — ïî-
ëó÷àòü àñòðîìåòðè÷åñêèå äàííûå ïî èçìåðåííûì êðèâûì áëåñêà
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ñïóòíèêîâ âî âðåìÿ èõ âçàèìíûõ ïîêðûòèé è çàòìåíèé. Òàêîé
ìåòîä íàáëþäåíèé èìååò íåñêîëüêî ñóùåñòâåííûõ ïðåèìóùåñòâ.
Âî-ïåðâûõ, ñîîòíîøåíèå ñêîðîñòè âèäèìîãî äâèæåíèÿ è òî÷íîñòè
ôîòîìåòðèè òàêîâî, ÷òî òî÷íîñòü ïîëó÷àåìûõ àñòðîìåòðè÷åñêèõ
ðåçóëüòàòîâ â íåñêîëüêî ðàç ëó÷øå òî÷íîñòè îáû÷íûõ àñòðîìåò-
ðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé. Âî-âòîðûõ, íåîáõîäèìûå ôîòîìåòðè÷åñêèå
íàáëþäåíèÿ ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ ñêðîìíûìè ñðåäñòâàìè. Ãëàâíûå
ñïóòíèêè ïëàíåò äîñòàòî÷íî ÿðêèå, òàê ÷òî î÷åíü ñâåòîñèëüíûå òå-
ëåñêîïû íå íóæíû. Íå íóæíû è íèêàêèå çâåçäíûå êàòàëîãè. Îá-
ðàáîòêà èçîáðàæåíèé ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ôîòîìåòðè÷åñêèõ äàííûõ
âûïîëíÿåòñÿ èçâåñòíûìè ïðîöåäóðàìè. Ïî ýòèì ïðè÷èíàì ôîòî-
ìåòðè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ âçàèìíûõ ïîêðûòèé è çàòìåíèé ãëàâíûõ
ñïóòíèêîâ ïëàíåò ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ êàê ïðîôåññèîíàëüíûìè íà-
áëþäàòåëÿìè, òàê è àñòðîíîìàìè-ëþáèòåëÿìè.

Êàæäîå ÿâëåíèå ïðîèñõîäèò êîðîòêîå âðåìÿ è íàáëþäàåìî îä-
íîâðåìåííî òîëüêî èç ÷àñòè íàçåìíûõ ïóíêòîâ. Ó÷àñòèå íàáëþäàòå-
ëåé-ëþáèòåëåé â êàìïàíèÿõ íàáëþäåíèé îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ïîëåç-
íûì äåëîì. Òðåòüå ïðåèìóùåñòâî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðåãóëÿð-
íûå íàáëþäåíèÿ ðàçíûõ òèïîâ ðàñøèðÿþò èíòåðâàë âðåìåíè íà-
áëþäåíèé ñïóòíèêîâ è óëó÷øàþò òåì ñàìûì èõ ýôåìåðèäû íà áó-
äóùåå.

7.2. Ìåòîä ïîëó÷åíèÿ àñòðîìåòðè÷åñêèõ äàííûõ
Ìåòîä âûâîäà àñòðîìåòðè÷åñêèõ äàííûõ èç ôîòîìåòðèè âçàèì-

íûõ ïîêðûòèé è çàòìåíèé ñïóòíèêîâ ïëàíåò áûë ïðåäëîæåí åùå
â 70-å ãîäû XX âåêà â ðàáîòàõ (Aksnes, Franklin, 1976; Aksnes
et al., 1984) è âïîñëåäñòâèè áûë ðàçâèò â ðàáîòàõ (Vasundhara,
1994; Noyelles, Vienne, Descamps, 2003). Â ýòîì ìåòîäå áûëè ïðè-
íÿòû íåêîòîðûå óïðîùåíèÿ ìîäåëè ÿâëåíèé. Äðóãîé, îðèãèíàëü-
íûé ìåòîä îáðàáîòêè ôîòîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé è ïîëó÷åíèÿ
àñòðîìåòðè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ðàçâèò â ðàáîòàõ (Åìåëüÿíîâ, 2003;
Emelyanov, Gilbert, 2006).

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ïðèíöèïû ìåòîäîâ ïîëó÷åíèÿ àñòðîìåò-
ðè÷åñêèõ äàííûõ èç ðåçóëüòàòîâ ôîòîìåòðèè ñïóòíèêîâ âî âðåìÿ
èõ âçàèìíûõ ïîêðûòèé è çàòìåíèé. Îïèðàòüñÿ áóäåì íà ïîäõîä,
ïðèíÿòûé â ðàáîòå (Åìåëüÿíîâ, 2003).

Çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âî âðåìÿ ðàññìàò-
ðèâàåìîãî ÿâëåíèÿ â ðÿä ìîìåíòîâ âðåìåíè èçìåðÿåòñÿ ñâåòîâîé
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Ðèñ. 7.4. Ïðèìåð íîðìèðîâàííîãî ñâåòîâîãî ïîòîêà îò ñïóòíèêà Èî âî âðå-
ìÿ åãî çàòìåíèÿ äðóãèì ñïóòíèêîì è ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäåëüíîé êðèâîé

ïîñëå óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.

ïîòîê îò ñïóòíèêîâ. Èñïîëüçóÿ ýòè äàííûå, òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü
ðàçíîñòè êîîðäèíàò äâóõ ñïóòíèêîâ íà êàêîé-íèáóäü îäèí ìîìåíò
âðåìåíè â èíòåðâàëå âðåìåíè ÿâëåíèÿ.

Â ïðîöåññå ôîòîìåòðèè ñïóòíèêîâ ïîëó÷àåòñÿ èçìåðåííîå çíà-
÷åíèå ñâåòîâîãî ïîòîêà E â íåêîòîðîé øêàëå çíà÷åíèé, ôèêñèðî-
âàííîé äëÿ êàæäîãî äàííîãî ÿâëåíèÿ. Ìû íå çíàåì çàðàíåå ýòó øêà-
ëó, íî íàì è íå íóæíî çíàòü àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó ïîòîêà. Îí ìî-
æåò áûòü èçìåðåí ñ òî÷íîñòüþ äî ëþáîãî íåîïðåäåëåííîãî ìíîæè-
òåëÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S òàêóþ íîðìèðîâàííóþ âåëè÷èíó ñâåòîâî-
ãî ïîòîêà îò ñïóòíèêîâ, ÷òî ïåðåä åãî íà÷àëîì è ñðàçó ïîñëå îêîí-
÷àíèÿ ýòà âåëè÷èíà ðàâíà åäèíèöå. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ýòè äâà
çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò. Â ïðîöåññå âçàèìíîãî ïîêðûòèÿ èëè çàòìåíèÿ
ñâåòîâîé ïîòîê óìåíüøàåòñÿ è ñòàíîâèòñÿ S < 1. Òîãäà ìîæíî óñòà-
íîâèòü ñîîòíîøåíèå

E = K S, (7.1)

ãäå K — íåêîòîðûé íåîïðåäåëåííûé êîýôôèöèåíò, ïî ïðåäïîëî-
æåíèþ ïîñòîÿííûé âî âðåìÿ ÿâëåíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî S çàâèñèò îò
îòíîñèòåëüíûõ êîîðäèíàò X,Y â ñèñòåìå, îïèñàííîé âûøå, è ìû
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îïðåäåëÿåì ôóíêöèþ S(X,Y ). Êîîðäèíàòû X,Y ìîãóò áûòü âû-
÷èñëåíû íà ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t ñ ïîìîùüþ ýôåìåðèä ïëàíåòû
è ñïóòíèêîâ. Îáîçíà÷èì ýòè ýôåìåðèäíûå çíà÷åíèÿ ÷åðåç Xth(t),
Yth(t). Åñëè ìû ïîäñòàâèì èõ â ôóíêöèþ S(X,Y ), à çàòåì ïîäñòà-
âèì ôóíêöèþ â ñîîòíîøåíèå (7.1), òî ìû íå ïîëó÷èì ðåàëüíîå çíà-
÷åíèå ñâåòîâîãî ïîòîêà E èç-çà òîãî, ÷òî ýôåìåðèäû èìåþò ïîãðåø-
íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òå÷åíèå ÿâëåíèÿ èñòèííûå çíà÷åíèÿ êî-
îðäèíàò îòëè÷àþòñÿ îò ýôåìåðèäíûõ íà íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå Dx,
Dy òàê, ÷òî ðåàëüíûé ñâåòîâîé ïîòîê îïðåäåëèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

E = K S(Xth(t) +Dx, Yth(t) +Dy).

Äîïóñòèì, ÷òî ïðîâåäåíû ôîòîìåòðè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ, ò.å. â
ìîìåíòû ti (i = 1, 2, ...,m) ïîëó÷åíû èçìåðåííûå çíà÷åíèÿ Ei. Òî-
ãäà ìîæíî çàïèñàòü ñèñòåìó óñëîâíûõ óðàâíåíèé

Ei = K S(Xth(ti) +Dx, Yth(ti) +Dy), i = 1, 2, ...,m

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ K , Dx, Dy . Ìû ëèíåàðèçè-
ðóåì ôóíêöèþ S îòíîñèòåëüíî ñâîèõ àðãóìåíòîâ è ðåøàåì ñèñòå-
ìó ëèíåéíûõ óñëîâíûõ óðàâíåíèÿ ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðà-
òîâ. Ïîñëå òîãî, êàê ðåøåíèå íàéäåíî, àñòðîìåòðè÷åñêèé ðåçóëüòàò
âûðàæàåòñÿ çíà÷åíèÿìè êîîðäèíàò X(t∗) = Xth(t

∗) + Dx, Y (t∗) =

Yth(t
∗)+Dy , ãäå t∗ — ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè âíóòðè èíòåðâàëà âðå-

ìåíè ÿâëåíèÿ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìû âûáèðàåì â êà÷åñòâå t∗ ìî-
ìåíò, êîãäà âåëè÷èíà X2+Y 2 äîñòèãàåò ìèíèìóìà, ò.å. âèäèìîå ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó ñïóòíèêàìè ìèíèìàëüíî. Êîîðäèíàòû X(t∗), Y (t∗)

íà ìîìåíò âðåìåíè t∗ óæå íå çàâèñÿò îò èñïîëüçóåìûõ ýôåìåðèä è
íàèëó÷øèì îáðàçîì ñîîòâåòñòâóþò ðåçóëüòàòàì âñåõ ôîòîìåòðè÷å-
ñêèõ èçìåðåíèé, âûïîëíåííûõ âî âðåìÿ ÿâëåíèÿ.

Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî êîãäà ñâåò îò ñïóòíèêîâ îòñóò-
ñòâóåò, èçìåðåííîå çíà÷åíèå E äîëæíî áûòü ðàâíî íóëþ. Äëÿ ýòî-
ãî ïðè ôîòîìåòðè÷åñêîé îáðàáîòêå íàáëþäåíèé ñòàðàþòñÿ ïî âîç-
ìîæíîñòè èñêëþ÷èòü óðîâåíü ôîíà íåáà èëè êàêèå-ëèáî èíñòðó-
ìåíòàëüíûå ïîòîêè ñâåòà. Îäíàêî íà ïðàêòèêå ýòî óäàåòñÿ íå ñî-
âñåì ÷èñòî, è íåêîòîðûé óðîâåíü ôîíà P â èçìåðåíèÿõ îñòàåòñÿ.
Òîãäà ìû äîëæíû ðåøàòü óñëîâíûå óðàâíåíèÿ, ñîñòàâëåííûå â ñëå-
äóþùåì âèäå:

Ei = K S(Xth(ti) +Dx, Yth(ti) +Dy) + P (i = 1, 2, ...,m),
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è âêëþ÷àòü óðîâåíü ôîíà P â ÷èñëî îïðåäåëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ. Îä-
íàêî ðåøåíèå òàêèõ ðàñøèðåííûõ óðàâíåíèé óäàåòñÿ òîëüêî â ðåä-
êèõ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ âçàèìíûõ âèäèìûõ äâèæåíèé ñïóòíèêîâ.

Äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäà íóæíî óìåòü âû÷èñëÿòü S(X,Y ) êàê
ôóíêöèþ îò ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Ñâåòîâîé ïîòîê ïðèõîäèò îò êàæäîé
òî÷êè ñïóòíèêà è ñóììèðóåòñÿ â ôîòîïðèåìíèêå. Êàæäàÿ òî÷êà ïî-
âåðõíîñòè ñïóòíèêà îòëè÷àåòñÿ ñâîèìè ñâîéñòâàìè ðàññåèâàòü ñâåò.
Âî âñåõ òî÷êàõ íàïðàâëåíèå ïàäåíèÿ ñâåòà îò Ñîëíöà è íàïðàâëå-
íèå îòðàæåííîãî ñâåòà ê íàáëþäàòåëþ îêàçûâàþòñÿ ðàçíûìè ïî îò-
íîøåíèþ ê ñïóòíèêîâîé ïîâåðõíîñòè. Ðàçóìååòñÿ, îò òî÷êè, çàñëî-
íåííîé ïîêðûâàåìûì ñïóòíèêîì, ñâåò íå ïðèõîäèò. Ïîêðûòà òî÷êà
èëè íåò — ýòî çàâèñèò îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ñïóòíèêîâ è íà-
áëþäàòåëÿ.

Ïðè âçàèìíîì çàòìåíèè ñïóòíèêîâ ñâåò, ïîïàäàþùèé â êàæäóþ
òî÷êó çàòìåâàåìîãî ñïóòíèêà, îáðàçóåòñÿ ñóììîé ïîòîêîâ îò âñåõ
òî÷åê òîé ÷àñòè äèñêà Ñîëíöà, êîòîðàÿ íå çàñëîíåíà çàòìåâàþùèì
ñïóòíèêîì. Ïðè ýòîì íóæíî ó÷èòûâàòü, ÷òî èìååòñÿ ïîòåìíåíèå
äèñêà Ñîëíöà ê êðàþ. Åñëè áû òåëåñêîï ïîçâîëèë ðàçëè÷àòü äèñêè
ñïóòíèêîâ, òî ìû óâèäåëè áû ÷àñòè÷íî ïîêðûòûé èëè çàòåìíåííûé
äèñê ñïóòíèêà ñ íåðàâíîìåðíîé ÿðêîñòüþ è ñ òåìíûì êðàåì èç-çà
òîãî, ÷òî Ñîëíöå îñâåùàåò ñïóòíèê íåìíîãî ñáîêó. Ïðè ðåàëüíûõ
íàáëþäåíèÿõ ïîêðûâàåìûé è ïîêðûâàþùèé ñïóòíèêè äàþò â ôî-
òîïðèåìíèêå îäíî îáùåå ïÿòíî. Èìåííî èõ îáùèé ñâåòîâîé ïîòîê
è èçìåðÿåòñÿ. Ëþáîé ïðèìåíÿåìûé ôîòîïðèåìíèê èìååò ðàçíóþ
÷óâñòâèòåëüíîñòü ê ñâåòó ðàçíûõ äëèí âîëí. Ïîýòîìó íóæíî ó÷è-
òûâàòü çàâèñèìîñòü ðàññåÿíèÿ ñâåòà îò äëèíû âîëíû è õàðàêòåðè-
ñòèêè ïðèìåíÿåìîãî ñâåòîôèëüòðà.

Ïðè ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèÿõ ìû ðàçáèâàåì ïîëóñôåðó ñïóò-
íèêà, îáðàùåííóþ ê Çåìëå, íà êîíå÷íûå ýëåìåíòû, âû÷èñëÿåì ïðè-
õîäÿùèé ïîòîê îò êàæäîãî ýëåìåíòà îòäåëüíî è ñóììèðóåì âñå ýòè
ïîòîêè. Íà ýòîì ýòàïå ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ òîò èëè èíîé çàêîí
ðàññåÿíèÿ ñâåòà òî÷êîé ïîâåðõíîñòè ñïóòíèêà. Íåîáõîäèìî çíàòü
ðÿä ïàðàìåòðîâ, çàäàþùèõ ñâåòîòðàæàòåëüíûå ñâîéñòâà ïîâåðõíî-
ñòè êîíêðåòíîãî ñïóòíèêà. Îäèí èç íèõ — ýòî ðàñïðåäåëåííîå ïî
ïîâåðõíîñòè àëüáåäî ñïóòíèêà, ó÷èòûâàþùåå äåòàëè ïîâåðõíîñòè.
Çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ íåñêîëüêî ïàðàìåòðîâ. Â ñóììå âñå ýòè îá-
ñòîÿòåëüñòâà ñîñòàâëÿþò ôîòîìåòðè÷åñêóþ ìîäåëü ÿâëåíèÿ.

Îäíà èç íàèáîëåå òî÷íûõ ôîòîìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé âçàèìíûõ
ïîêðûòèé è çàòìåíèé Ãàëèëååâûõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà îïèñàíà â
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Ðèñ. 7.5. Âçàèìíîå ïîêðûòèå ñïóòíèêîâ. Íåïîêðûòàÿ ÷àñòü ïîêðûâàåìîãî
ñïóòíèêà ðàñïîëîæåíà âíèçó ñïðàâà. Äîëÿ ýòîé ÷àñòè îò âñåãî äèñêà õàðàê-

òåðèçóåòñÿ âåëè÷èíîé k2.

ðàáîòàõ (Åìåëüÿíîâ, 2003; Emelyanov, Gilbert, 2006). Àíàëîãè÷íûå
ìîäåëè äëÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà è Óðàíà äàþòñÿ â ðàáîòàõ
(Arlot et al., 2012; Arlot et al., 2013). Íåêîòîðûé óïðîùåííûé âàðè-
àíò ìîäåëè âçàèìíûõ ïîêðûòèé è çàòìåíèé ñïóòíèêîâ ðàññìàòðè-
âàåòñÿ íèæå.

7.3. Óïðîùåííûé âàðèàíò ìîäåëè âçàèìíûõ ïîêðûòèé
è çàòìåíèé ñïóòíèêîâ ïëàíåò

Ðàññìîòðèì ìîäåëü âçàèìíîãî ïîêðûòèÿ äâóõ ñïóòíèêîâ. Â
óïðîùåííîì âàðèàíòå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî íàáëþäàþòñÿ îäíîðîä-
íûå äèñêè äâóõ ñïóòíèêîâ. Ïðè ýòîì èíòåãðàëüíûå àëüáåäî ïî äèñ-
êàì ðàçíûå. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç p1 äëÿ ïîêðûâàþùåãî ñïóòíèêà è
p2 — äëÿ ïîêðûâàåìîãî. Âèäèìûå ðàäèóñû ñïóòíèêîâ îáîçíà÷èì ñî-
îòâåòñòâåííî ÷åðåç r1 è r2. Ðàäèóñû ìîãóò èçìåðÿòüñÿ â ñåêóäíäàõ
äóãè òàê, êàê äèñêè âèäíû íà íåáå, èëè â êèëîìåòðàõ â ïëîñêîñòè
ÿâëåíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç d ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè äèñêîâ,
èçìåðÿåìîå â òåõ æå åäèíèöàõ, ÷òî è ðàäèóñû ñïóòíèêîâ.

Åñëè d ≥ r1 + r2, òî íèêàêîãî ÿâëåíèÿ íå íàáëþäàåòñÿ, è ìû
ïîëó÷àåì ñâåò îò ïîëíûõ äèñêîâ îáîèõ ñïóòíèêîâ. Åñëè ïðîñõîäèò
ïîêðûòèå äèñêîâ, òî ìû âèäèì òîëüêî ÷àñòü äèñêà ïîêðûâàåìîãî
ñïóòíèêà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç k2 äîëþ âèäèìîãî äèñêà ïîêðûâàåìîãî
ñïóòíèêà. Åñòåñòâåííî, ÷òî k2 çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó öåíòðà-
ìè äèñêîâ d. Ýòî âèäíî íà ðèñ. 7.5.
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Òàêèì îáðàçîì, âíå ÿâëåíèÿ k2 = 1. Åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó öåí-
òðàìè äèñêîâ d ≤ |r1 − r2|, òî ïðîèñõîäèò ïîëíîå ïåðåêðûòèå äèñ-
êîâ. Ïðè ýòîì, åñëè r1 ≥ r2, òî ïîêðûâàåìûé ñïóòíèê íå âèäåí ñî-
âñåì, è ìû èìååì k2 = 0. Â ñëó÷àå r1 < r2 âèäèìàÿ äîëÿ äèñêà
ïîêðûâàåìîãî ñïóòíèêà ðàâíà k2 = (r22 − r21)/r

2
2 .

Â ñëó÷àå ÷àñòè÷íîãî âçàèìíîãî ïîêðûòèÿ, êîãäà r1 + r2 > d >

|r1 − r2|, âåëè÷èíó k2 ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ôîðìóë

h =
√
2d2(r21 + r22)− d4 − (r21 − r22)

2,

a1 = d2 − r22 + r21, a2 = d2 − r21 + r22,

tgφ1 =
h

a1
, tgφ2 =

h

a2
,

k2 = 1− 1

π

[
r21
r22

φ1 + φ2 −
h

2r22

]
.

Çäåñü ïðè âû÷èñëåíèè óãëîâ φ1, φ2 ïî çíà÷åíèÿì èõ òàíãåíñîâ ñëå-
äóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî çíàê cosφ1 ñîâïàäàåò ñî çíàêîì a1, à çíàê cosφ2

ñîâïàäàåò ñî çíàêîì a2. Ýòè ôîðìóëû ïëó÷åíû â ðàáîòå (Åìåëüÿ-
íîâ, 1995).

Äðóãîé âèä ôîðìóë äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòà k2 áûë ïðåä-
ëîæåí â ðàáîòå (Asafin et al., 2009), à èìåííî

cosα1 =
r21 − r22 + d2

2r1d
, cosα2 =

r22 − r21 + d2

2r2d
,

k2 = 1− 1

π

[
r21
r22

(α1 − sinα1 cosα1) + α2 − sinα2 cosα2

]
.

Âû÷èñëÿòü óãëû α1 è α2 çäåñü ñëåäóåò ïî çíà÷åíèÿì èõ òàíãåíñîâ,
ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñèíóñû ýòèõ óãëîâ ïîëîæèòåëüíû.

Â çàäà÷àõ îáðàáîòêè ôîòîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé âçàèìíûõ
ïîêðûòèé è çàòìåíèé ñïóòíèêîâ ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ àñòðîìåòðè-
÷åñêèõ äàííûõ ïðèõîäèòñÿ âû÷èñëÿòü ïðîèçâîäíóþ îò k2 ïî d, ò.å.
dk2

d(d) . Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé öåïî÷êè ôîðìóë:

h′ =
2d

h
(r21 + r22 − d2),

φ′
1 =

a1h
′ − 2hd

a21 + h2
, φ′

2 =
a2h

′ − 2hd

a22 + h2
,

7.3. Упрощенный вариант модели 291



dk2
d(d)

= − 1

π

(
r21
r22

φ′
1 + φ′

2 −
h′

2r22

)
.

Òåïåðü ðàññìîòðèì, êàê âû÷èñëÿòü íîðìèðîâàííûé ñâåòîâîé ïî-
òîê. Ôóíêöèÿ S ïðè òàêîé óïðîùåííîé ìîäåëè ÿâëåíèé çàâèñèò îò
k2, êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü çàâèñèò îò d.

Îò ïîêðûâàþùåãî ñïóòíèêà ïðèõîäèò ñâåòîâîé ïîòîê âåëè÷è-
íîé Rr21p1, à îò ïîêðûâàåìîãî Rr22p2k2, ãäå r1, r2 — ðàäèóñû äèñ-
êîâ, p1 è p2 — àëüáåäî ñïóòíèêîâ, R — íåîïðåäåëåííûé êîýôôèöè-
åíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Ïðè âçàèìíîì ïîêðûòèè âñåãäà èçìåðÿ-
åòñÿ ñâåòîâîé ïîòîê îò îáîèõ ñïóòíèêîâ âìåñòå. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ
íîðìèðîâàííûé ïîòîê S ìîæíî âûðàçèòü ôîðìóëîé

S(d) =
p1r

2
1 + p2r

2
2k2(d)

p1r21 + p2r22
=

1 +
p2r

2
2k2(d)

p1r21

1 +
p2r22
p1r21

.

Âíå ÿâëåíèÿ, êîãäà íåò ïîêðûòèÿ, âèäåí âåñü ïîêðûâàåìûé ñïóò-
íèê, è ìû èìååì k2 = 1, S = 1, E = K . Ñëó÷àþòñÿ ïîëíûå ïîêðû-
òèÿ. Íà ðèñ. 7.6 èçîáðàæåíà êîíôèãóðàöèÿ ñïóòíèêîâ â ýòîì ñëó-
÷àå. ßñíî, ÷òî â èíòåðâàëå âðåìåíè (t1, t2) ïîêðûâàåìîãî ñïóòíèêà
ñîâñåì íå âèäíî, è k2 = 0. Â ýòîò ïåðèîä ìû èìååì

S(d) =
1

1 +
p2r22
p1r21

,

ò.å. ñâåòîâîé ïîòîê íå çàâèñèò îò âçàèìíîãî ðàññòîÿíèÿ ñïóòíèêîâ d.
Êàê âèäíî èç óïðîùåííîãî ðàññìîòðåíèÿ ôîòîìåòðè÷åñêîé ìî-

äåëè, íîðìèðîâàííûé ñâåòîâîé ïîòîê îò ñïóòíèêîâ çàâèñèò îò îò-
íîøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ àëüáåäî ïî ïîâåðõíîñòè. Ýòà çàâèñèìîñòü
îñòàåòñÿ è â áîëåå òî÷íûõ ôîòîìåòðè÷åñêèõ ìîäåëÿõ. Ïðè îáðàáîò-
êå íàáëþäåíèé Ãàëèëååâûõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà (Emelyanov, 2009;
Arlot et al., 2012) ìû óñðåäíÿåì ïî âèäèìîìó äèñêó ôîòîìåòðè÷å-
ñêèå ñâîéñòâà ñïóòíèêà. Íà ýòîì ýòàïå ìîæíî ó÷åñòü âàðèàöèè èí-
òåãðàëüíîãî çíà÷åíèÿ àëüáåäî, çàâèñÿùèå îò óãëà âðàùåíèÿ ñïóòíè-
êà. Ïðîùå ãîâîðÿ, ïîòîê ñâåòà îò ñïóòíèêà çàâèñèò îò òîãî, êàêèì
áîêîì îí ê íàì îáðàùåí. Äàííûå î âàðèàöèÿõ èíòåãðàëüíîãî àëüáå-
äî ìû áåðåì èç ïóáëèêàöèé (Morrison, Morrison, 1977; Prokof’eva-
Mikhailovskaya et al., 2010; Abramenko et al., 2011). Ýòè äàííûå
èìåþò íåäîñòàòî÷íî âûñîêóþ òî÷íîñòü. Îíè ìîãóò áûòü èñòî÷íè-
êîì ïîãðåøíîñòè â ôîòîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè âçàèìíûõ ïîêðûòèé

292 Глава 7. Получение астрометрических данных из наблюдений взаимных покрытий и
затмений спутников планет



Ðèñ. 7.6. Ïîëíîå ïîêðûòèå îäíîãî ñïóòíèêà äðóãèì â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà
âðåìåíè (t1, t2) è ñîîòâåòñòâóþùèé ó÷àñòîê íà êðèâîé ñóììàðíîãî íîðìè-

ðîâàííîãî ïîòîêà îò ïàðû ñïóòíèêîâ.

è çàòìåíèé Ãàëèëååâûõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà. Î÷åâèäíà íåîáõîäè-
ìîñòü ïðîâåäåíèÿ øèðîêèõ ôîòîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé Ãàëèëå-
åâûõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé óãëîâ âðàùåíèÿ
ñïóòíèêîâ îò 0 äî 360 ãðàäóñîâ â ðàçíûõ ñïåêòðàëüíûõ ïîëîñàõ.

7.4. Ôîòîìåòðè÷åñêèå ìîäåëè âçàèìíûõ ïîêðûòèé è
çàìåíèé ñïóòíèêîâ ïëàíåò

7.4.1. Îáùèå ôîòîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè

Ðàññìîòðåííàÿ âûøå óïðîùåííàÿ ìîäåëü âçàèìíûõ ïîêðûòèé
è çàòìåíèé ñïóòíèêîâ ïëàíåò íå îáåñïå÷èâàåò òàêóþ òî÷íîñòü àñò-
ðîìåòðè÷åñêèõ äàííûõ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà ïðè èìåþ-
ùèõñÿ ôîòîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèÿõ. Ïîñòðîèòü íàèáîëåå òî÷íóþ
ìîäåëü ìîæíî ñëåäóþùèì ïóòåì.

Ñîëíöå è ñïóòíèêè — ïðîòÿæåííûå îáúåêòû. Êàæäàÿ òî÷êà ïî-
âåðõíîñòè èìååò ñâîè ñâîéñòâà. Èçëó÷åíèå è ðàññåÿíèå ñâåòà çàâè-
ñèò îò ýòèõ ñâîéñòâ. Ñèãíàë, êîòîðûé èçìåðÿåòñÿ â ôîòîïðèåìíèêå,
ôîðìèðóåòñÿ ñâåòîì, â íåãî ïîïàâøèì, íî çàâèñèò åùå îò ñâîéñòâ
ñàìîãî ôîòîïðèåìíèêà. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ýòè ïðîöåññû.

Íàì áóäóò íóæíû îáùèå ïîíÿòèÿ è âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþ-
ùèå ñâîéñòâà ðàññåÿíèÿ ñâåòà â äàííîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè, è äðó-
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ãèå âåëè÷èíû, íåîáõîäèìûå äëÿ îïèñàíèÿ èíòåãðàëüíîé ôîòîìåò-
ðèè âèäèìîãî äèñêà ñïóòíèêà.

Çàêîíîì ðàññåÿíèÿ ñâåòà íàçûâàþò çàâèñèìîñòü èíòåíñèâíîñòè
ñâåòà, ðàññåÿííîãî â äàííîé òî÷êå â íàïðàâëåíèè íàáëþäàòåëÿ, îò
ïàðàìåòðîâ, îïèñûâàþùèõ îáñòîÿòåëüñòâà ÿâëåíèÿ è ñâîéñòâà ðàñ-
ñåèâàþùåé ïîâåðõíîñòè. Âåëè÷èíà ðàññìàòðèâàåìîé èíòåíñèâíî-
ñòè îáû÷íî íîðìèðóåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èíòåãðàë îò íåå ïî
âñåìó âèäèìîìó äèñêó ñïóòíèêà äåëåííûé íà ïëîùàäü äèñêà áûë
ðàâåí ãåîìåòðè÷åñêîìó àëüáåäî ñïóòíèêà ïðè óñëîâèè, ÷òî íàáëþ-
äàòåëü íàõîäèòñÿ â íàïðàâëåíèè èñòî÷íèêà ñâåòà. Âåëè÷èíó èíòåí-
ñèâíîñòè ñâåòà, ðàññåÿííîãî â äàííîé òî÷êå â íàïðàâëåíèè íàáëþ-
äàòåëÿ, íàçûâàþò ôóíêöèåé ðàññåÿíèÿ. Îáîçíà÷èì ýòó ôóíêöèþ ÷å-
ðåç f .

Îáñòîÿòåëüñòâà ðàññåÿíèÿ ñâåòà îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèìè ïà-
ðàìåòðàìè: óãîë ïàäåíèÿ ñâåòà i — óãîë ìåæäó íîðìàëüþ ê ïîâåðõ-
íîñòè è íàïðàâëåíèåì ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà îò èñòî÷íèêà ê òî÷êå
ïîâåðõíîñòè, óãîë îòðàæåíèÿ e — óãîë ìåæäó íîðìàëüþ ê ïîâåðõíî-
ñòè è íàïðàâëåíèåì îò íàáëþäàòåëÿ ê òî÷êå ðàññåÿíèÿ, óãîë ôàçû α

— óãîë ñ âåðøèíîé â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå ìåæäó ëó÷àìè íàïðàâ-
ëåííûìè íà èñòî÷íèê ñâåòà è íà íàáëþäàòåëÿ, à òàêæå àçèìóòàëü-
íûé óãîë Ψ ìåæäó ïðîåêöèÿìè ýòèõ ëó÷åé íà ïëîñêîñòü, êàñàòåëü-
íóþ ê ïîâåðõíîñòè â äàííîé òî÷êå. Åñòåñòâåííî, ÷òî èíòåíñèâíîñòü
ðàññåÿííîãî ñâåòà çàâèñèò îò äëèíû âîëíû ñâåòà Λ, ïîñêîëüêó ðàç-
íûå îáëàñòè ïîâåðõíîñòè ñïóòíèêà èìåþò ðàçíûå öâåòà.

Ôóíêöèÿ ðàññåÿíèÿ ñâåòà èìååò îáùèé âèä f(φ, λ, i, e,Ψ, α,Λ),
ãäå ââåäåíû åùå àðãóìåíòû φ, λ — êàðòîãðàôè÷åñêèå êîîðäèíàòû
òî÷êè íà ïîâåðõíîñòè ñïóòíèêà. Äëÿ ó÷åòà çàâèñèìîñòè îò φ, λ ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü ôîòîñíèìêè ñ êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ ïðè óñëî-
âèè, ÷òî ñíèìêè ñäåëàíû ïðè òåõ æå óãëàõ ñîëíå÷íîé ôàçû, êîòî-
ðûå áóäóò ïðè íàáëþäåíèÿõ ñ Çåìëè.

Â êà÷åñòâå èíòåãðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ñâåòîîòðàæàòåëüíûõ
ñâîéñòâ ñïóòíèêà ðàññìàòðèâàþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå àëüáåäî p è
ôóíêöèÿ ôàçû Φ(α) — îòíîøåíèå êîëè÷åñòâà ñâåòà, ïðèõîäÿùåãî
îò ñïóòíèêà ïðè äàííîì óãëå ôàçû, ê êîëè÷åñòâó ïðèõîäÿùåãî ñâå-
òà ïðè óãëå ôàçû, ðàâíîì íóëþ. Ôóíêöèÿ ôàçû ó÷èòûâàåò èíòå-
ãðàëüíûé ýôôåêò íåðàâíîìåðíîñòè ÿðêîñòè âèäèìîãî äèñêà ñïóò-
íèêà è óìåíüøåíèå ïëîùàäè îñâåùåííîé ÷àñòè äèñêà. Èíòåãðàëü-
íûå õàðàêòåðèñòèêè òàêæå çàâèñÿò îò äëèíû âîëíû ñâåòà Λ. Îíè
ðàçíûå äëÿ ðàçíûõ ïîëîñ ñïåêòðà.
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7.4.2. Ôîòîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü âçàèìíîãî ïîêðûòèÿ ñïóòíèêîâ

Çäåñü íàì ïîìîæåò ðèñ. 7.7. Íà íåì èçîáðàæåíà ñõåìà ôîòîìåò-
ðèè âçàèìíîãî ïîêðûòèÿ äâóõ ñïóòíèêîâ. Ñâåò îò âñåãî äèñêà Ñîëí-
öà èçëó÷àåòñÿ â ñòîðîíó ñïóòíèêîâ. Èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà çàâè-
ñèò îò äëèíû âîëíû Λ. Çàâèñèìîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé F (Λ),
èçâåñòíîé èç ôèçèêè Ñîëíöà (Makarova et al., 1998). Ñâåò â êàæ-
äîé áåñêîíå÷íî ìàëîé ñïåêòðàëüíîé ïîëîñå (Λ,Λ + dΛ) ñëåäóåò ê
ñïóòíèêàì è ïîïàäàåò â êàêóþ-íèáóäü òî÷êó ïîêðûâàåìîãî ñïóò-
íèêà. Â ýòîé òî÷êå ïðîèñõîäèò ðàññåÿíèå ñâåòà âî âñå ñòîðîíû, â
òîì ÷èñëå è â ñòîðîíó íàáëþäàòåëÿ. Èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà çàâèñèò
îò ñâîéñòâ òî÷êè ïîâåðõíîñòè è îáñòîÿòåëüñòâ ïàäåíèÿ è îòðàæå-
íèÿ ëó÷à. Ôàêòè÷åñêè, ïðèõîäÿùèé â òî÷êó ïîòîê îò Ñîëíöà íóæíî
óìíîæèòü íà íåêîòîðóþ ôóíêöèþ f(φ, λ, i, e,Ψ, α,Λ), ÷òîáû ïîëó-
÷èòü âåëè÷èíó ïîòîêà, ñëåäóþùåãî ê íàáëþäàòåëþ. Êîíå÷íî, ñâå-
òîâîé ïîòîê ïðîïîðöèîíàëåí ïëîùàäè áåñêîíå÷íî ìàëîãî ýëåìåíòà
äèñêà ïîêðûâàåìîãî ñïóòíèêà dS2. ×àñòü àðãóìåíòîâ ôóíêöèè îáú-
ÿñíåíû âûøå. Çäåñü ïîÿâëÿþòñÿ åùå êàðòîãðàôè÷åñêèå êîîðäèíà-
òû òî÷êè φ, λ íà ñïóòíèêå. Ôóíêöèÿ f(φ, λ, i, e,Ψ, α,Λ), ââåäåííàÿ
âûøå, íàçûâàåòñÿ åùå çàêîíîì ðàññåÿíèÿ. Åå ïîèñê — ÷ðåçâû÷àéíî
ñëîæíàÿ çàäà÷à. Ïîâåðõíîñòü ìîæåò áûòü ãëÿíöåâîé èëè ïîðèñòîé,
ñ ìåëü÷àéøìè ÿìêàìè è ãîðêàìè. Ðàçíûå çàêîíû ðàññåÿíèÿ ìû ðàñ-
ñìîòðèì íèæå. Òåïåðü æå ïðîñëåäèì äàëåå ïóòü ñâåòà. Ïîïàäàíèå
ñâåòà â ôîòîïðèåìíèê âûçûâàåò åãî ðåàêöèþ — îí ïîñûëàåò ñèã-
íàë â êîìïüþòåð. Âåëè÷èíà ýòîãî ñèãíàëà çàâèñèò îò ôîòî÷óâñòâè-
òåëüíîñòè ïðèåìíèêà, â ïåðâóþ î÷åðåäü — îò äëèíû âîëíû. Çäåñü
íå íàäî çàáûâàòü, ÷òî ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ ðàçëè÷íûå ñâåòîôèëüòðû.
Ôóíêöèþ ñïåêòðàëüíîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ôîòîïðèåìíèêà îáîçíà-
÷èì ÷åðåç Φ(Λ). Òîãäà âåëè÷èíà ñèãíàëà îò ôîòîïðèåìíèêà ïîëó-
÷èòñÿ èç âåëè÷èíû ïðèõîäÿùåãî ïîòîêà óìíîæåíèåì íà Φ(Λ).

Ìû íå ìîæåì èçìåðèòü ñâåòîâîé ïîòîê îò êàæäîé òî÷êè ïîâåðõ-
íîñòè ñïóòíèêà îòäåëüíî. Äëÿ ýòîãî îáû÷íî íå õâàòàåò ðàçðåøåíèÿ
èçîáðàæåíèÿ. Íàì äîñòóïíî òîëüêî èçìåðåíèå ñóììàðíîãî ïîòîêà
îò ïàðû ñïóòíèêîâ: ïîêðûâàåìîãî è ïîêðûâàþùåãî. Ñóììàðíûé ïî-
òîê îò ïîêðûâàåìîãî ñïóòíèêà îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëîì

G2(X,Y ) =

∫
S2

Λ2∫
Λ1

Φ(Λ) f(φ, λ, i, e,Ψ, α,Λ) F (Λ) dS2 dΛ,

ãäå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåé íåïîêðûòîé è îñâåùåííîé
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Ðèñ. 7.7. Ôîòîìåòðèÿ âçàèìíîãî ïîêðûòèÿ ñïóòíèêîâ.

Ñîëíöåì ÷àñòè ñïóòíèêà S2, êîòîðàÿ çàâèñèò îò âçàèìíûõ êîîðäè-
íàò ñïóòíèêîâ (X,Y ), è ïî ñïåêòðàëüíîé ïîëîñå (Λ1, Λ2). Ñóììàð-
íûé ïîòîê îò ïîêðûâàþùåãî ñïóòíèêà îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì
èíòåãðàëîì

G
(0)
1 =

∫
S1

Λ2∫
Λ1

Φ(Λ) f(φ, λ, i, e,Ψ, α,Λ) F (Λ) dS1 dΛ, (7.2)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåé îñâåùåííîé Ñîëíöåì è âèäè-
ìîé ñ Çåìëè ÷àñòè ñïóòíèêà S1. Âåðõíèé èíäåêñ 0 çäåñü óêàçûâà-
åò íà òî, ÷òî ýòîò ñïóòíèê íè÷åì íå ïîêðûò. Ïðåäåëû èíòåãðèðî-
âàíèÿ Λ1, Λ2 áåðóòñÿ êàê ïðåäåëû ñïåêòðàëüíîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè
ôîòîïðèåìíèêà. Ðàçóìååòñÿ, íà ïðàêòèêå äåòàëüíûå õàðàêòåðèñòè-
êè ñïóòíèêîâ çàäàþòñÿ â âèäå òàáëèö, à âìåñòî èíòåãðàëîâ âû÷èñ-
ëÿþòñÿ êîíå÷íûå ñóììû ïî ìàëûì ó÷àñòêàì, íà êîòîðûå ðàçáèâà-
þòñÿ äèñêè ñïóòíèêîâ.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàííîãî ñâåòîâîãî ïîòîêà S çäåñü íå
õâàòàåò âåëè÷èíû ñóììàðíîãî ñâåòîâîãî ïîòîêà îò ïîêðûâàåìîãî
ñïóòíèêà G

(0)
2 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îí íè÷åì íå ïîêðûò. Ýòîò ïî-

òîê îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî, êàê è äëÿ G2, íî èíòåãðèðîâàíèå âå-
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äåòñÿ ïî âñåé îñâåùåííîé Ñîëíöåì è âèäèìîé ñ Çåìëè ïîâåðõíî-
ñòè ïîêðûâàåìîãî ñïóòíèêà.

Â èòîãå, âåëè÷èíà íîðìèðîâàííîãî ñâåòîâîãî ïîòîêà S îïðåäå-
ëèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

S(X,Y ) =
G

(0)
1 +G2(X,Y )

G
(0)
1 +G

(0)
2

.

7.4.3. Ôîòîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü âçàèìíîãî çàòìåíèÿ ñïóòíèêîâ

Âî âðåìÿ ýòîãî ÿâëåíèÿ íàáëþäàåìûé ñïóòíèê îñâåùàåòñÿ íå
ïîëíûì äèñêîì Ñîëíöà. ×àñòü äèñêà çàñëîíåíà çàòìåâàþùèì ñïóò-
íèêîì. Ñõåìó ÿâëåíèÿ ìîæíî âèäåòü íà ðèñ. 7.8. Íåêîòîðàÿ íåçà-
ñëîíåííàÿ òî÷êà äèñêà Ñîëíöà èçëó÷àåò ñâåò â ñòîðîíó ñïóòíèêà.
Èíòåíñèâíîñòü ýòîãî ñâåòà çàâèñèò êàê îò äëèíû âîëíû, òàê è îò
ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè íà äèñêå, ïîñêîëüêó äèñê Ñîëíöà èìååò ïîòåì-
íåíèå ê êðàþ. Ýòî ïîòåìíåíèå ðàçëè÷íî â ðàçíûõ ó÷àñòêàõ ñïåêòðà.
Ïîýòîìó ñâåòîâîé ïîòîê îò òî÷êè äèñêà Ñîëíöà áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ
âåëè÷èíîé

I(r,Λ)dS0dΛ,

ãäå r — âèäèìîå ðàññòîÿíèå òî÷êè îò öåíòðà äèñêà, dS0 — áåñêîíå÷-
íî ìàëûé ýëåìåíò äèñêà Ñîëíöà, à dΛ — áåñêîíå÷íî ìàëàÿ øèðè-
íà ñïåêòðàëüíîé ïîëîñû. Ôóíêöèþ I(r,Λ) â ôîðìå òàáëèö ìîæíî
íàéòè â ïóáëèêàöèÿõ ïî ôèçèêå Ñîëíöà. Ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð,
ðàáîòó (Makarova et al., 1998).

Ñâåò îò òî÷êè äèñêà Ñîëíöà, ñëåäóÿ ê çàòìåâàåìîìó ñïóòíèêó,
ïîïàäàåò íà åãî ïîâåðõíîñòü, â ÷àñòíîñòè, â íåêîòîðóþ òî÷êó, èìå-
þùóþ ñâåòîîòðàæàòåëüíûå ñâîéñòâà, îïèñûâàåìûå çàêîíîì ðàññå-
ÿíèÿ f(φ, λ, i, e, α,Λ). Ðàññåÿííûé ñâåòîâîé ïîòîê áóäåò ïðîïîðöè-
îíàëåí ïëîùàäè ýëåìåíòà äèñêà ñïóòíèêà dS2. Â ðåçóëüòàòå, ê îá-
ñåðâàòîðèè áóäåò ñëåäîâàòü ñâåòîâîé ïîòîê

f(φ, λ, i, e,Ψ, α,Λ) dS2 I(r,Λ) dS0 dΛ.

Ïîïàäàÿ â ôîòîïðèåìíèê, ýòîò ñâåò âûçîâåò ñèãíàë âåëè÷èíîé

Φ(Λ) f(φ, λ, i, e,Ψ, α,Λ) dS2 I(r,Λ) dS0 dΛ.

Ìû èçìåðÿåì ñâåòîâîé ïîòîê îò çàòìåâàåìîãî ñïóòíèêà, êîòî-
ðûé îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëîì

G2(X,Y ) =

Λ2∫
Λ1

∫
S2

∫
S0

Φ(Λ) f(φ, λ, i, e,Ψ, α,Λ) I(r,Λ) dS0 dS2 dΛ,
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ãäå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî íåçàñëîíåííîé ÷àñòè äèñêà Ñîëí-
öà S0, ÷àñòè äèñêà ñïóòíèêà S2, îñâåùåííîé Ñîëíöåì è âèäèìîé ñ
Çåìëè, è ïî ñïåêòðàëüíîé ïîëîñå ÷óâñòâèòåëüíîñòè ôîòîïðèåìíè-
êà (Λ1, Λ2).

Ñîëíöå è îáà ñïóòíèêà âî âðåìÿ âçàèìíîãî çàòìåíèÿ ðàñïîëî-
æåíû ïî÷òè íà îäíîé ëèíèè. Íàçåìíûé íàáëþäàòåëü âèäèò çàòìå-
âàåìûé ñïóòíèê íåìíîãî ñáîêó. Òî, êàêàÿ ÷àñòü äèñêà Ñîëíöà íå çà-
ñëîíåíà çàòìåâàþùèì ñïóòíèêîì, íåïîñðåäñòâåííî çàâèñèò îò âçà-
èìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ñïóòíèêîâ òàê, êàê îíè áûëè áû âèäíû ñ
Ñîëíöà. Ýòî âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå çàäàåòñÿ îòíîñèòåëüíûìè ãå-
ëèîöåíòðè÷åñêìè êîîðäèíàòàìè X,Y . Ïîýòîìó ñóììàðíûé ñâåòî-
âîé ïîòîê îò çàòìåâàåìîãî ñïóòíèêà çàâèñèò îò X,Y .

Ïðè íàáëþäåíèÿõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò âî âðåìÿ èõ âçàèìíûõ çà-
òìåíèé â ïîëå çðåíèÿ ìîæåò ïîïàäàòü âìåñòå ñ çàòìåâàåìûì òàê-
æå è çàòìåâàþùèé ñïóòíèê. Óãëîâîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñïóòíèêàìè
ìîæåò îêàçàòüñÿ ñòîëü ìàëûì, ÷òî èçìåðèòü îòäåëüíî ñâåòîâîé ïî-
òîê îò çàòìåâàåìîãî ñïóòíèêà ìîæåò áûòü íåâîçìîæíî. Ïðè ýòîì
â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ñâåòîâîé ïîòîê îò çàòìåâàåìîãî ñïóòíèêà ìîæåò
èçìåðÿòüñÿ îòäåëüíî.

Ñóììàðíûé ïîòîê îò çàìåâàþùåãî ñïóòíèêà G
(0)
1 îïðåäåëÿåòñÿ

èíòåãðàëîì, àíàëîãè÷íûì (7.2). Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå âåðõíèé èí-
äåêñ 0 çäåñü óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ñâåò íà ýòîò ñïóòíèê ïîñòóïàåò îò
ïîëíîãî äèñêà Ñîëíöà.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàííîãî ñâåòîâîãî ïîòîêà S íåîáõîäè-
ìà åùå âåëè÷èíà ñâåòîâîãî ïîòîêà îò çàòìåâàåìîãî ñïóòíèêà G

(0)
2

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äëÿ íåãî Ñîëíöå íè÷åì íå çàñëîíåíî. Ýòîò
ïîòîê îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî, êàê è äëÿ G2, íî èíòåãðèðîâàíèå
âåäåòñÿ ïî âñåìó äèñêó Ñîëíöà.

Òåïåðü âåëè÷èíà íîðìèðîâàííîãî ñâåòîâîãî ïîòîêà S îïðåäå-
ëèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

S(X,Y ) =
G

(0)
1 +G2(X,Y )

G
(0)
1 +G

(0)
2

,

åñëè èçìåðÿåòñÿ ñâåòîâîé ïîòîê îò îáîèõ ñïóòíèêîâ âìåñòå, èëè èç
ñîîòíîøåíèÿ

S(X,Y ) =
G2(X,Y )

G
(0)
2

,

åñëè â ôîòîïðèåìíèê ïîïàäàåò ñâåò òîëüêî îò çàòìåâàåìîãî ñïóò-
íèêà.
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Ðèñ. 7.8. Ôîòîìåòðèÿ âçàèìíîãî çàòìåíèÿ ñïóòíèêîâ.

7.5. Çàêîíû ðàññåÿíèÿ ñâåòà äëÿ ñïóòíèêîâ ïëàíåò
7.5.1. Çàêîí ðàññåÿíèÿ ñâåòà Ëîììåëÿ–Çååëèãåðà

Âî ìíîãèõ èññëåäîâàíèÿõ õàðàêòåðèñòèê è ãåîìåòðè÷åñêîãî ñòðî-
åíèÿ ïîâåðõíîñòåé ïëàíåò è ñïóòíèêîâ ïðèìåíÿåòñÿ çàêîí ðàññå-
ÿíèÿ ñâåòà Ëîììåëÿ–Çååëèãåðà. ×àùå âñåãî îí ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ
øå ðîõîâàòûõ ïîâåðõíîñòåé ñ íèçêèì èëè ñðåäíèì àëüáåäî.

Çàêîí Ëîììåëÿ–Çååëèãåðà îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðàññåÿíèÿ

f(i, e) = p
2 cos i

cos i+ cos e
.

Îíà çàâèñèò òîëüêî îò óãëîâ ïàäåíèÿ è îòðàæåíèÿ ñâåòà.
Ïðè íóëåâîì óãëå ôàçû î÷åâèäíî, ÷òî i = e, òîãäà f(i, e) = p, è

ìû âèäèì îäíîðîäíûé äèñê ñïóòíèêà. Ïðè äðóãèõ óãëàõ ôàçû íàè-
áîëüøàÿ ÿðêîñòü äèñêà äîëæíà íàáëþäàòüñÿ âáëèçè ëèìáà, è áóäåò
âèäíî ïîòåìíåíèå äèñêà ê òåðìèíàòîðó.

Ôóíêöèÿ ôàçû â ñëó÷àå çàêîíà Ëîììåëÿ–Çååëèãåðà îïðåäåëÿ-
åòñÿ âûðàæåíèåì

Φ(α) = 1− sin
α

2
tg

α

2
ln ctg

α

2
. (7.3)

Çàêîí Ëîììåëÿ–Çååëèãåðà ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ òîëüêî â âåñüìà
ïðèáëèæåííûõ ìîäåëÿõ ÿâëåíèé. Â áîëåå òî÷íûõ ìîäåëÿõ ïðèìå-
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íÿåòñÿ òîëüêî îáùèé âèä çàâèñìîñòè ðàññåÿíèÿ îò óãëîâ ïàäåíèÿ è
îòðàæåíèÿ. Ôîðìóëû îêàçûâàþòñÿ áîëåå ñëîæíûìè.

7.5.2. Çàêîí Õàïêå ðàññåÿíèÿ ñâåòà äëÿ ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè

Çàêîíû Õàïêå ïðè ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâàõ ðàññåèâàþùåé ïîâåðõ-
íîñòè ó÷èòûâàþò ÷àñòè÷íîå ïîãëîùåíèå ñâåòà è åãî ìíîãîêðàòíîå
îòðàæåíèå ÷àñòèöàìè âíóòðè íåêîòîðîãî ñëîÿ òåëà ñïóòíèêà.

Â ñëó÷àå èäåàëüíî ãëàäêîé ìàòîâîé ïîâåðõíîñòè çàêîí Õàïêå
îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ôóíêöèåé (Hapke, 1981):

f(i, e, α) =
ω

4

µ0

µ0 + µ
{[1+B(B0, α, h)]P (α, g)+H(µ, ω)H(µ0, ω)− 1} ,

ãäå
µ0 = cos i , µ = cos e ,

B(B0, α, h) =
B0

1 + tg(α/2)/h
,

P (α, g) =
1− g2

(1 + g2 + 2g cosα)3/2
,

H(x, ω) =
1 + 2x

1 + 2x
√
1− ω

.

Ïàðàìåòðû ω,B0, h, g õàðàêòåðèçóþò ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòè. Ýòè ïà-
ðàìåòðû â ëèòåðàòóðå èìåþò ñëåäóþùèå íàçâàíèÿ: ω — ñðåäíåå àëü-
áåäî ïðîñòîãî ðàññåÿíèÿ, B0 — àìïëèòóäà ýôôåêòà îïïîçèöèè, h —
óãëîâàÿ ïîëóøèðèíà ýôôåêòà îïïîçèöèè, g — ïàðàìåòð àñèììåò-
ðèè. Ïàðàìåòð h ñâÿçàí ñ ïîðèñòîñòüþ ïîâåðõíîñòè.

Ôóíêöèÿ ðàññåÿíèÿ ñâåòà â ýòîì çàêîíå íå ñîäåðæèò ñâîèì àðãó-
ìåíòîì äëèíó âîëíû ñâåòà Λ. Îäíàêî çàâèñèìîñòü îò Λ âñå æå ó÷è-
òûâàåòñÿ, òàê êàê çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ çàêîíà ìîãóò ïðèíèìàòüñÿ
ðàçëè÷íûìè äëÿ ðàçëè÷íûõ ñïåêòðàëüíûõ ïîëîñ.

Ãåîìåòðè÷åñêîå àëüáåäî ñïóòíèêà â ýòîì ñëó÷àå íàõîäèòñÿ ïî
ôîðìóëå

p =
ω

8
[(1 +B0)P (0, g)− 1] +

1

2
r0 +

1

6
r20 , (7.4)

ãäå

r0 =
1−

√
1− ω

1−
√
1 + ω

. (7.5)

Ôóíêöèÿ ôàçû Φ(α) îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

p Φ(α) =

{
ω

8
[(1 +B(B0, α, h))P (α, g)− 1] +

1

2
r0(1− r0)

}
×
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×
[
1− sin

α

2
tg

α

2
ln ctg

α

4

]
+

2r20
3π

[sinα+ (π − α) cosα] . (7.6)

7.5.3. Çàêîí Õàïêå ðàññåÿíèÿ ñâåòà äëÿ øåðîõîâàòîé
ïîâåðõíîñòè

Â ñëó÷àå øåðîõîâàòîé ïîâåðõíîñòè çàêîí Õàïêå èìååò âèä
(Hapke, 1984):

f(i, e, α,Ψ) =
ω

4

µ′
0

µ′
0 + µ′×

×{[1 +B(B0, α, h)]P (α, g) +H(µ′, ω)H(µ′
0, ω)− 1}S(i, e,Ψ) ,

ãäå µ′
0, µ

′, S(i, e,Ψ) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò i, e,Ψ è åùå îäíîãî ïà-
ðàìåòðà θ , íàçûâàåìîãî ñðåäíèì íàêëîíîì ìàêðîñêîïè÷åñêèõ øå-
ðîõîâàòîñòåé ïîâåðõíîñòè. Ýòè ôóíêöèè âû÷èñëÿþòñÿ ïî ðàçëè÷-
íûì ôîðìóëàì â ñëó÷àÿõ i ≤ e è i > e . Ïðè i ≤ e ïîñëåäîâàòåëüíî
âû÷èñëÿþòñÿ

µ′(i, e,Ψ) = C(θ)×

×

[
µ+ sin e tg θ

exp(− 1
π ctg2 θ ctg2 e)− sin2 Ψ

2 exp(− 1
π ctg2 θ ctg2 i)

2− exp(− 2
π ctg θ ctg e)− Ψ

π exp(− 2
π ctg θ ctg i)

]
,

µ′
0(i, e,Ψ) = C(θ) [µ0+

+ sin i tg θ
cosΨ exp(− 1

π ctg2 θ ctg2 e) + sin2 Ψ
2 exp(− 1

π ctg2 θ ctg2 i)

2− exp(− 2
π ctg θ ctg e)− Ψ

π exp(− 2
π ctg θ ctg i)

]
,

S(i, e,Ψ) =
µ′(i, e,Ψ)

µ′(i, e, 0)

µ0

µ′
0(i, e, 0)

C(θ)×

×
{
1− f(Ψ)

[
1− C(θ)

µ0

µ′
0(i, e, 0)

]}−1

.

Ïðè i > e èìååì

µ′(i, e,Ψ) = C(θ) [µ+

+ sin e tg θ
cosΨ exp(− 1

π ctg2 θ ctg2 i) + sin2 Ψ
2 exp(− 1

π ctg2 θ ctg2 e)

2− exp(− 2
π ctg θ ctg i)− Ψ

π exp(− 2
π ctg θ ctg e)

]
,

µ′
0(i, e,Ψ) = C(θ) [µ0+

+ sin i tg θ
exp(− 1

π ctg2 θ ctg2 i)− sin2 Ψ
2 exp(− 1

π ctg2 θ ctg2 e)

2− exp(− 2
π ctg θ ctg i)− Ψ

π exp(− 2
π ctg θ ctg e)

]
,
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S(i, e,Ψ) =
µ′(i, e,Ψ)

µ′(i, e, 0)

µ0

µ′
0(i, e, 0)

C(θ)×

×
{
1− f(Ψ)

[
1− C(θ)

µ

µ′(i, e, 0)

]}−1

.

Â ýòèõ ôîðìóëàõ ââåäåíû äâå íîâûå ôóíêöèè

C(θ) =
1√

1 + π tg2 θ
, f(Ψ) = exp

(
−2 tg

Ψ

2

)
.

Ôóíêöèÿ ôàçû è ãåîìåòðè÷åñêîå àëüáåäî, êîòîðûå â ñëó÷àå øå-
ðîõîâàòîé ïîâåðõíîñòè ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç Φr(α) è pr , âû÷èñëÿþò-
ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà èç ñîîòíîøåíèé (7.4), (7.5), (7.6)
îïðåäåëÿåì Φ(α) è p, çàòåì íàõîäèì Φr(α) è pr ïî ôîðìóëàì

Φr(α) = K(α, θ)Φ(α) ,

pr = p+ [C(ω, θ)− 1]

(
1

2
r0 +

1

6
r20

)
.

Çäåñü ôóíêöèè K(α, θ) è C(ω, θ) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ýìïèðè-
÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè

K(α, θ) = exp{−0.32 θ

√
tg θ tg(α/2)− 0.52 θ tg θ tg(α/2)},

C(ω, θ) = 1− (0.048 θ + 0.0041 θ
2
)r0 − (0.33 θ − 0.0049 θ

2
)r20 ,

ãäå θ âûðàæåíà â ðàäèàíàõ.

7.5.4. Ïàðàìåòðû çàêîíà Õàïêå äëÿ Ãàëèëååâûõ ñïóòíèêîâ
Þïèòåðà

Â ëèòåðàòóðå íàì óäàëîñü íàéòè ëèøü äâå ðàáîòû, â êîòîðûõ
îïóáëèêîâàíû ïîëíûå íàáîðû ïàðàìåòðîâ Õàïêå äëÿ Ãàëèëååâûõ
ñïóòíèêîâ Þïèòåðà.

Â ïåðâîé èç íèõ (McEwen et al., 1988) äàþòñÿ ïàðàìåòðû ìîäå-
ëè Õàïêå øåðîõîâàòîé ïîâåðõíîñòè äëÿ ñïóòíèêà Io â íåñêîëüêèõ
âàðèàíòàõ, ïîëó÷åííûõ ñ ïðèìåíåíèåì óëüòðàôèîëåòîâîãî (UV),
ôèîëåòîâîãî (VI), ñèíåãî (BL), îðàíæåâîãî (OR) ôèëüòðîâ è äëÿ
ñïåêòðàëüíîé ïîëîñû V. Ïðè ýòîì ïàðàìåòðû îñðåäíÿëèñü ïî âñåé
ïîâåðõíîñòè ñïóòíèêà. Ýòè äàííûå âîñïðîèçâåäåíû â òàáë. 7.1.

302 Глава 7. Получение астрометрических данных из наблюдений взаимных покрытий и
затмений спутников планет



Òàáëèöà 7.1. Ïàðàìåòðû ôîòîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè Õàïêå äëÿ ñïóòíèêà Io.

Ôèëüòð ω h B0 g θ, degrees

V 0.94 0.028± 0.01 0.80± 0.2 −0.30± 0.06 30± 10

OR 0.96 0.028± 0.01 0.55± 0.4 −0.32± 0.04 30± 10

BL 0.90 0.028± 0.01 0.60± 0.4 −0.26± 0.04 30± 10

VI 0.67 0.028± 0.01 0.65± 0.4 −0.22± 0.04 30± 10

UV 0.33 0.028± 0.01 0.60± 0.4 −0.24± 0.04 30± 10

Âòîðàÿ ðàáîòà (Domingue, Verbiscer, 1997) ïîñâÿùåíà óñîâåð-
øåíñòâàíèþ ôóíêöèè Õàïêå äëÿ øåðîõîâàòûõ ïîâåðõíîñòåé. Ïðåä-
ëîæåíî çàìåíèòü ôóíêöèþ P (α, g) áîëåå óíèâåðñàëüíûìè åå âàðè-
àíòàìè: äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé P2(α, c2, b2) èëè òðåõïàðà-
ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé P3(α, c3, b3, d3). Ýòè ôóíêöèè èìåþò âèä

P2(α, c2, b2) =
(1− c2)(1− b22)

(1 + 2b2 cosα+ b22)
3/2

+
c2(1− b22)

(1− 2b2 cosα+ b22)
3/2

,

P3(α, c3, b3, d3) =
(1− c3)(1− b23)

(1 + 2b3 cosα+ b23)
3/2

+
c3(1− d23)

(1 + 2d3 cosα+ d23)
3/2

.

Ïàðàìåòðû c2, b2 è ïàðàìåòðû c3, b3, d3 ñîâìåñòíî ñ äðóãèìè ïà-
ðàìåòðàìè ôóíêöèè Õàïêå áûëè îïðåäåëåíû äëÿ ñïóòíèêîâ Åâðî-
ïà, Ãàíèìåä è Êàëëèñòî íà îñíîâå íàçåìíûõ è êîñìè÷åñêèõ íàáëþ-
äåíèé. Äàííûå ïîëó÷àëèñü îòäåëüíî äëÿ äâóõ äëèí ñâåòîâûõ âîëí
Λ = 0.47 µm è Λ = 0.55 µm è äëÿ äâóõ ïîëóñôåð ñïóòíèêà: âåäóùåé
(L) è âåäîìîé (T). Çíà÷åíèÿ ïðèâåäåíû â òàáë. 7.2 è òàáë. 7.3.

Èìåííî ôîòîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Õàïêå ñ ïðèâåäåííûìè âû-
øå ïàðàìåòðàìè áûëà èñïîëüçîâàíà ïðè ïîëó÷åíèè àñòðîìåòðè÷å-
ñêèõ ðåçóëüòàòîâ ïî ôîòîìåòðèè Ãàëèëååâûõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà
â ðàáîòàõ (Emelyanov, Gilbert, 2006; Emelyanov, 2008; Åìåëüÿíîâ,
Âàøêîâüÿê, 2009; Emelyanov, 2009; Arlot et al., 2014; Saquet et al.,
2018).

7.6. Ôîòîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñïóòíèêà,
èíòåãðàëüíûå ïî äèñêó

Îòðàæàòåëüíûå ñâîéñòâà ðàçíûõ òî÷åê ïîâåðõíîñòè ñïóòíèêà
ðàçëè÷íû. Ôóíêöèÿ ðàññåÿíèÿ â êàæäîé òî÷êå çàâèñèò åùå îò äëè-
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Òàáëèöà 7.2. Ôîòîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû Õàïêå ïðè èñïîëüçîâàíèè ôóíê-
öèè P2(α, c2, b2).

Λ L/T w B0 h θ,◦ c2 b2

Åâðîïà

0.47µm L 0.922 0.50 0.0016 10.0 0.431 0.921

0.55µm L 0.964 0.50 0.0016 10.0 0.429 0.887

0.47µm T 0.897 0.45 0.0016 10.0 0.43 0.713

0.55µm T 0.940 0.50 0.0016 10.0 0.443 0.609

Ãàíèìåä

0.47µm L 0.830 0.62 0.003 28.0 0.282 0.960

0.55µm L 0.945 0.86 0.004 29.0 0.380 0.427

0.47µm T 0.870 1.00 0.074 35.0 0.039 0.989

0.55µm T 0.810 0.23 0.074 35.0 0.307 0.962

Êàëëèñòî

0.47µm L 0.740 1.00 0.031 42.0 0.729 0.024

0.55µm L 0.540 1.00 0.031 42.0 0.132 0.949

0.47µm T 0.470 0.27 0.0277 42.0 0.432 0.542

0.55µm T 0.550 0.73 0.0277 42.0 0.206 0.958

íû âîëíû ñâåòà. Â ðàññìîòðåííûõ âûøå ôóíêöèÿõ ðàññåÿíèÿ õà-
ðàêòåðèñòèêè ïîâåðõíîñòè îñðåäíÿëèñü ëèáî ïî ïîëóñôåðå, ëèáî
ïî âñåé ïîâåðõíîñòè. Çàâèñèìîñòü ôóíêöèè ðàññåÿíèÿ îò äëèíû
âîëíû ñâåòà ó÷èòûâàåòñÿ ïóòåì ïîäñòàíîâêè âàðèàíòîâ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ, ðàçëè÷íûõ äëÿ ðàçíûõ ñïêòðàëüíûõ ïîëîñ.

Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïóòè ïðèáëèæåííîãî îòîáðàæåíèÿ ôóíê-
öèè ðàññåÿíèÿ. Îäèí èç ïîäõîäÿùèõ ñïîñîáîâ ñîñòîèò â ñëåäóþ-
ùåì. Áåðåì êàêîé-ëèáî çàêîí ðàññåÿíèÿ ñâåòà, íàïðèìåð çàêîí Õàï-
êå. Ïàðàìåòðû, âõîäÿùèå â ýòîò çàêîí, áåðåì ñðåäíèìè ïî âñåé ïî-
âåðõíîñòè ñïóòíèêà è îòíîñèì èõ ê îïðåäåëåííîé äëèíå âîëíû ñâå-
òà. Ïðèíÿòàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò ó÷èòûâàòü çàâèñèìîñòü îò óãëà ôàçû
Ñîëíöà.

Èçâåñòíî, ÷òî ãëàâíûå ñïóòíèêè ïëàíåò âðàùàþòñÿ ïî÷òè ñèí-
õðîííî ñ èõ îðáèòàëüíûì äâèæåíèåì. Îñü âðàùåíèÿ êàæäîãî ñïóò-
íèêà ñ äîñòàòî÷íî âûñîêîé òî÷íîñòüþ ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè
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Òàáëèöà 7.3. Ôîòîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû Õàïêå ïðè èñïîëüçîâàíèè ôóíê-
öèè P3(α, c3, b3, d3).

Λ L/T w B0 h θ,◦ c3 b3 d3

Åâðîïà

0.47µm L 0.934 0.49 0.0015 8.0 0.770 0.780 -0.459

0.55µm L 0.964 0.43 0.0016 10.0 0.726 0.945 -0.416

0.47µm T 0.897 0.51 0.0016 11.0 0.0 0.691 -0.417

0.55µm T 0.930 0.521 0.0016 11.0 0.083 0.784 -0.386

Ãàíèìåä

0.47µm L 0.830 0.63 0.003 28.0 0.090 0.960 -0.280

0.55µm L 0.930 0.91 0.003 28.0 0.200 0.450 -0.380

0.47µm T 0.870 1.00 0.074 35.0 0.0 0.820 -0.046

0.55µm T 0.810 0.23 0.074 35.0 0.350 0.970 -0.305

Êàëëèñòî

0.47µm L 0.510 0.82 0.031 42.0 0.0 0.033 -0.694

0.55µm L 0.605 1.00 0.031 42.0 0.005 0.015 -0.687

0.47µm T 0.530 0.50 0.0277 42.0 0.787 0.489 -0.400

0.55µm T 0.650 0.87 0.0277 42.0 0.988 0.618 -0.238

åãî îðáèòû. Êðîìå òîãî, ýòè îñè ìàëî îòêëîíÿþòñÿ îò ïëîñêîñòè,
ïåðïåíäèêóëÿðíîé ëó÷ó çðåíèÿ íàçåìíîãî íàáëþäàòåëÿ. Ïîýòîìó
èçìåíåíèÿ èíòåãðàëüíîãî áëåñêà ñïóòíèêà ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò
óãëà âðàùåíèÿ ñïóòíèêà ïî îòíîøåíèþ ê íàáëþäàòåëþ. Ïðîùå ãî-
âîðÿ, ïîòîê ñâåòà îò ñïóòíèêà çàâèñèò îò òîãî, êàêèì áîêîì îí ê
íàì îáðàùåí. Îäíàêî ýòà çàâèñèìîñòü ìîæåò áûòü ðàçëè÷íîé äëÿ
ðàçëè÷íûõ äëèí âîëíû ñâåòà è äëÿ ðàçëè÷íûõ óãëîâ ñîëíå÷íîé ôà-
çû. Óìíîæèì ôóíêöèþ ðàññåÿíèÿ íà íåêîòîðóþ ôóíêöèþ

A(θ, α,Λ),

ãäå θ — óãîë âðàùåíèÿ ñïóòíèêà ïî îòíîøåíèþ ê íàáëþäàòåëþ, α —
óãîë ñîëíå÷íîé ôàçû, à Λ — äëèíà âîëíû ñâåòà. Ïîëó÷åííàÿ ôóíê-
öèÿ áóäåò ïðèáëèæåííî ó÷èòûâàòü êàê ëîêàëüíûå ñâîéñòâà ðàññå-
ÿíèÿ ñâåòà, òàê è ñâîéñòâà, èíòåãðàëüíûå ïî äèñêó.

Â ðàáîòàõ ïî äàííîé òåìå ïðèíÿòî îòñ÷èòûâàòü óãîë âðàùåíèÿ
òàê, ÷òî â âåðõíåì ñîåäèíåíèè åãî çíà÷åíèå ðàâíî íóëþ, â âîñòî÷íîé
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ýëîíãàöèè — 90◦, â íèæíåì ñîåäèíåíèè — 180◦, â çàïàäíîé ýëîíãà-
öèè — 270◦. Òàêîå îïðåäåëåíèå óãëà âðàùåíèÿ ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò
ñ îïðåäåëåíèåì óãëà âðàùåíèÿ â Îò÷åòå ðàáî÷åé ãðóïïû Ìåæäóíà-
ðîäíîãî àñòðîíîìè÷åñêîãî ñîþçà ïî êàðòîãðàôè÷åñêèì êîîðäèíà-
òàì è ýëåìåíòàì âðàùåíèÿ: 2015 (Archinal et al., 2018).

Çàâèñèìîñòü ÿðêîñòè ñïóòíèêà îò óãëà âðàùåíèÿ ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíà èç íàçåìíîé ôîòîìåòðèè ñïóòíèêîâ. Òàêèå äàííûå äëÿ
Ãàëèëååâûõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà äëÿ ñïåêòðàëüíîé ïîëîñû V îïóá-
ëèêîâàíû â ðàáîòå (Morrison, Morrison, 1977). Òîëüêî â 2011 ãî-
äó áûëî âûïîëíåíà ïîâòîðíàÿ ôîòîìåòðèÿ ýòèõ ñïóòíèêîâ ñ öå-
ëüþ ïîëó÷åíèÿ çàâèñèìîñòè ÿðêîñòè ñïóòíèêîâ îò óãëà âðàùåíèÿ
(Prokof’eva-Mikhailovskaya et al., 2010; Abramenko et al., 2011). Äàí-
íûå îñíîâàíû íà íàáëþäåíèÿõ â ñïåêòðàëüíîé ïîëîñå V è ïðèâåäå-
íû ê óãëó ñîëíå÷íîé ôàçû 6 ãðàä. Èçìåðåííûå çàâèñèìîñòè ñâåòî-
âîãî ïîòîêà îò óãëà âðàùåíèÿ äëÿ Ãàëèëååâûõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà
ïîêàçàíû íà ðèñ. 7.9, 7.10, 7.11, 7.12. Ýòè äàííûå èìåþò íåäîñòà-
òî÷íî âûñîêóþ òî÷íîñòü. Àíàëèç, ïðîâåäåííûé àâòîðîì, ïîêàçûâà-
åò, ÷òî íåòî÷íîñòü çíàíèÿ óêàçàííîé çàâèñèìîñòè îêàçûâàåòñÿ îä-
íèì èç îñíîâíûõ èñòî÷íèêîâ ïîãðåøíîñòè â ôîòîìåòðè÷åñêîé ìî-
äåëè âçàèìíûõ ïîêðûòèé è çàòìåíèé Ãàëèëååâûõ ñïóòíèêîâ Þïè-
òåðà. Î÷åâèäíà íåîáõîäèìîñòü ïðîâåäåíèÿ øèðîêèõ ôîòîìåòðè÷å-
ñêèõ íàáëþäåíèé Ãàëèëååâûõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà äëÿ ðàçíûõ çíà-
÷åíèé óãëîâ âðàùåíèÿ ñïóòíèêîâ îò 0 äî 360 ãðàäóñîâ â ðàçíûõ
ñïåêòðàëüíûõ ïîëîñàõ è ïðè ðàçíûõ óãëàõ ñîëíå÷íîé ôàçû, ÷òîáû
ïîëó÷èòü óòî÷íåííûå òàáëèöû äëÿ ôóíêöèè A(θ, α,Λ).

Ôóíêöèÿ çàâèñèìîñòè ñâåòîâîãî ïîòîêà îò óãëà âðàùåíèÿ èç ðà-
áîòû (Morrison, Morrison, 1977) ñ íåêîòîðûìè ìîäèôèêàöèÿìè íà
îñíîâå ðàáîò (Abramenko et al., 2011; Prokof’eva-Mikhailovskaya et
al., 2010) áûëà èñïîëüçîâàíà ïðè ïîëó÷åíèè àñòðîìåòðè÷åñêèõ ðå-
çóëüòàòîâ ïî ôîòîìåòðèè Ãàëèëååâûõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà â ðàáî-
òàõ (Arlot et al., 2014; Saquet et al., 2018).

7.7. Ôîòîìåòðè÷åñêèå ìîäåëè âçàèìíûõ ïîêðûòèé è
çàòìåíèé ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà è Óðàíà

7.7.1. Ôîòîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü âçàèìíûõ ïîêðûòèé è çàòìåíèé
ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà

Âîñåìü ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà îäèí ðàç â 14 ëåò äåìîí-
ñòðèðóþò äëÿ íàçåìíîãî íàáëþäàòåëÿ âçàèìíûå ïîêðûòèÿ è çàòìå-
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Ðèñ. 7.9. Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé âåëè÷èíû ñâåòîâîãî ïîòîêà, ïðèõîäÿ-
ùåãî îò ñïóòíèêà Þïèòåðà Èî, îò óãëà âðàùåíèÿ θ. Ëèíèÿ ïîñòðîåíà ïî
äàííûì ðàáîòû (Morrison, Morrison, 1977), à òî÷êàìè ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû

ðàáîòû (Abramenko et al., 2011).

íèÿ. Â î÷åðåäíîé ðàç ýòî áûëî â 2009 ãîäó. Ïàðàìåòðû çàêîíà ðàñ-
ñåÿíèÿ ñâåòà Õàïêå äëÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà äî ñèõ ïîð íå
ïîëó÷åíû. Ñâîéñòâà ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà è îáñòîÿòåëüñòâà âçàèì-
íûõ ïîêðûòèé è çàòìåíèé ïðèâåëè ê íåîáõîäèìîñòè ñòðîèòü ñïå-
öèàëüíóþ ôîòîìåòðè÷åñêóþ ìîäåëü. Òàêàÿ ìîäåëü áûëà ðàçðàáî-
òàíà (Arlot et al., 2012) íà îñíîâå ôîòîìåòðè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé
ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà, îïóáëèêîâàííûõ â ðàáîòàõ (Buratti,
1984; Buratti, Veverka, 1984; Buratti et al., 1998). Èñïîëüçîâàëñÿ ìî-
äèôèöèðîâàííûé çàêîí ðàññåÿíèÿ ñâåòà Ëîììåëÿ–Çååëèãåðà. Êîì-
áèíèðîâàëèñü ëîêàëüíûå è èíòåãðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ïîâåðõ-
íîñòè. Íåêîòîðûå ïàðàìåòðû â ýòîé ìîäåëè ïðèíèìàëèñü îáùèìè
äëÿ âñåé ïîâåðõíîñòè ñïóòíèêà. Îäíàêî â ìîäåëü âêëþ÷àëñÿ êî-
ýôôèöèåíò, ó÷èòûâàþùèé çàâèñèìîñòü ÿðêîñòè ñïóòíèêà îò óãëà
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Ðèñ. 7.10. Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé âåëè÷èíû ñâåòîâîãî ïîòîêà, ïðèõî-
äÿùåãî îò ñïóòíèêà Þïèòåðà Åâðîïà, îò óãëà âðàùåíèÿ θ. Ëèíèÿ ïîñòðî-
åíà ïî äàííûì ðàáîòû (Morrison, Morrison, 1977), à òî÷êàìè ïîêàçàíû ðå-

çóëüòàòû ðàáîòû (Abramenko et al., 2011).

âðàùåíèÿ. Â èòîãå ðàçðàáîòàííàÿ ôîòîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäàåò
ôóíêöèþ ðàññåÿíèÿ ñâåòà, çàâèñÿùóþ îò îò óãëà ïàäåíèÿ i, óãëà
îòðàæåíèÿ e, óãëà ñîëíå÷íîé ôàçû α è óãëà âðàùåíèÿ ñïóòíèêà θ.
Ôóíêöèÿ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé öåïî÷êîé ôîðìóë:

f(i, e, α, θ) =

[
A

µ0

µ+ µ0
f(α) + (1−A)µ0

]
pl
p
10−0.4∆m,

ãäå
µ0 = cos i, µ = cos e,

f(α) =
Φ(α)p− q

D
,

p =
2

3
(1−A) +

Af(0)

2
,
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Ðèñ. 7.11. Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé âåëè÷èíû ñâåòîâîãî ïîòîêà, ïðèõî-
äÿùåãî îò ñïóòíèêà Þïèòåðà Ãàíèìåä, îò óãëà âðàùåíèÿ θ. Ëèíèÿ ïîñòðî-
åíà ïî äàííûì ðàáîòû (Morrison, Morrison, 1977), à òî÷êàìè ïîêàçàíû ðå-

çóëüòàòû ðàáîòû (Prokof’eva-Mikhailovskaya et al., 2010).

q =
2

3π
(1−A)[sinα+ (π − α) cosα],

D =
Af(0)

2

(
1− sin

α

2
tg

α

2
ln ctg

α

4

)
,

Φ(α) = 10−0.4βα,

∆m = −AR

2
cos(θ − θ0).

Â ýòèõ ôîðìóëàõ A, f(0), β, pl, AR, θ0 — ïàðàìåòðû, ïðèñóùèå ñïóò-
íèêó. Èõ çíà÷åíèÿ äàíû â òàáë. 7.4 äëÿ ïÿòè ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Ñà-
òóðíà. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ âçÿòû èç ðàáîò (Buratti, 1984; Buratti,
Veverka, 1984; Buratti et al., 1998), çà èñêëþ÷åíèåì ïàðàìåòðîâ AR,
θ0 äëÿ ñïóòíèêîâ S2 Ýíöåëàä, S3 Òåôèÿ, S4 Äèîíà, S5 Ðåÿ, êîòîðûå
áûëè âçÿòû èç ðàáîòû (Kulyk, 2008). Äëÿ òðåõ îñòàëüíûõ ãëàâíûõ
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Ðèñ. 7.12. Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé âåëè÷èíû ñâåòîâîãî ïîòîêà, ïðèõî-
äÿùåãî îò ñïóòíèêà Þïèòåðà Êàëëèñòî, îò óãëà âðàùåíèÿ θ. Ëèíèÿ ïî-
ñòðîåíà ïî äàííûì ðàáîòû (Morrison, Morrison, 1977), à òî÷êàìè ïîêàçàíû

ðåçóëüòàòû ðàáîòû (Prokof’eva-Mikhailovskaya et al., 2010).

ñïóòíèêîâ ýòè ïàðàìåòðû íå ïîíàäîáèëèñü, ïîñêîëüêó âî âñåõ ÿâ-
ëåíèÿõ, êîòîðûå íàáëþäàëèñü â ýïîõó 2009 ãîäà, ó÷àñòâîâàëè òîëü-
êî ïåðâûå ïÿòü ñïóòíèêîâ. Ôîòîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñïóòíè-
êîâ áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ (Buratti, 1984; Buratti, Veverka, 1984;
Buratti et al., 1998) äëÿ äëèíû ñâåòîâîé âîëíû 0.9 µm. Ïîêàçàíî
òàêæå, ÷òî ñâåòîîòðàæàòåëüíûå ñâîéñòâà ñïóòíèêîâ ñëàáî ðàçëè÷à-
þòñÿ â ñïåêòðàëüíûõ ïîëîñàõ V , R, I . Ïîñêîëüêó áîëüøèíñòâî íà-
áëþäåíèé áûëî ñäåëàíî â ïîëîñàõ R è I , çàâèñèìîñòü ôóíêöèè ðàñ-
ñåÿíèÿ îò äëèíû âîëíû íå ó÷èòûâàëàñü.

Ñ ïðèìåíåíèåì ðàçðàáîòàííîé ôîòîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè âçàèì-
íûõ ïîêðûòèé è çàòìåíèé ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà â ðàáîòå
(Arlot et al., 2012) íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ âñåìèðíîé êàìïàíèè íà-
áëþäåíèé 2009 ãîäà áûëè ïîëó÷åíû àñòðîìåòðè÷åñêèå ðåçóëüòàòû.
Îáðàáîòàíû 26 êðèâûõ áëåñêà ñïóòíèêîâ.
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Òàáëèöà 7.4. Ïàðàìåòðû äëÿ ôîòîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè âçàèìíûõ ïîêðûòèé
è çàòìåíèé ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà â 2009 ãîäó.

Ñïóòíèê A f(0) β pl AR θ0, ãðàä.

S1 Ìèìàñ 0.70 1.10 0.021 0.720 0.100 270

S2 Ýíöåëàä 0.40 2.40 0.017 1.040 0.060 270

S3 Òåôèÿ 0.70 1.45 0.016 0.830 0.070 90

S4 Äèîíà 1.00 1.00 0.023 0.625 0.364 103

S5 Ðåÿ 0.95 1.10 0.024 0.705 0.210 100

7.7.2. Ôîòîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü âçàèìíûõ ïîêðûòèé è çàòìåíèé
ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà

Â 2007 ãîäó ïðîèñõîäèëè âçàèìíûå ïîêðûòèÿ è çàòìåíèÿ ãëàâ-
íûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà. Ýòè ñîáûòèÿ ïðîèñõîäÿò îäèí ðàç â 42 ãîäà.
Â èòîãå âñåìèðíîé êàìïàíèè íàáëþäåíèé áûëà ïîëó÷åíà 41 êðèâàÿ
áëåñêà ñïóòíèêîâ âî âðåìÿ íàáëþäàâøèõñÿ ÿâëåíèé. Â ïóáëèêàöèè
(Arlot et al., 2013) ñîîáùàåòñÿ î ðàçðàáîòêå ñïåöèàëüíîé ôîòîìåò-
ðè÷åñêîé ìîäåëè ýòèõ ÿâëåíèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñòðîìåòðè÷åñêèõ
ðåçóëüòàòîâ. Âñå íàáëþäåíèÿ âñåìèðíîé êàìïàíèè áûëè îáðàáîòà-
íû ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîé ìîäåëè. Ïîëó÷åíû íîâûå àñòðîìåòðè÷å-
ñêèå ðåçóëüòàòû.

Çà îñíîâó áûë âçÿò çàêîí Ëîììåëÿ-Çååëèãåðà äëÿ ó÷åòà ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ÿðêîñòè ïî äèñêó. Ìíîæèòåëåì ê ôóíêöèè ðàññåÿíèÿ
ñâåòà áûëà ïîäîáðàíà ôóíêöèÿ A(α,Λ), ó÷èòûâàþùàÿ çàâèñèìîòü
èíòåãðàëüíîé ÿðêîñòè ñïóòíèêà îò óãëà ñîëíå÷íîé ôàçû α è îò
äëèíû âîëíû ñâåòà Λ. Âèä ôóíêöèè áûë çàèìñòâîâàí èç ðàáîòû
(Karkoschka, 2001)

A(α,Λ) = A0[1 + γ(Λ− 0.55)]× 10−0.4(βα+0.5α/(α0+α)),

ãäå Λ èçìåðÿåòñÿ â µm, à A0, γ, β, α0 — ôîòîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû
ñïóòíèêà.

Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ áûëè çàíîâî íàéäåíû ìåòîäîì íàèìåíü-
øèõ êâàäðàòîâ â ðàáîòå (Arlot et al., 2013) íà îñíîâå ôîòîìåòðè-
÷åñêèõ äàííûõ, îïóáëèêîâàííûõ â ðàáîòå (Karkoschka, 2001). Ýòà
ôîòîìåòðèÿ ñïóòíèêîâ áûëà âûïîëíåíà ñ ïîìîùüþ êîñìè÷åñêîãî
òåëåñêîïà «Õàááë».
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Òàáëèöà 7.5. Òî÷íîñòü àñòðîìåòðè÷åñêèõ äàííûõ, ïîëó÷àåìûõ èç íàáëþäå-
íèé ðàçëè÷íûõ òèïîâ. Äàíû âíóòðåííèå îöåíêè ïîãðåøíîñòåé, âûçâàííûõ
ñëó÷àéíûìè îøèáêàìè íàáëþäåíèé. Òî÷íîñòü â ñåêóíäàõ äóãè îòíîñèòñÿ
ê íàçåìíûì íàáëþäåíèÿì. Ñ ó÷åòîì òîïîöåíòðèè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ ïëà-

íåòû äàíû îöåíêè òî÷íîñòè ïîëîæåíèÿ ñïóòíèêîâ â êèëîìåòðàõ.

Òî÷íîñòü

Òèï íàáëþäåíèé â ñåê. äóãè â êì

Ãàëèëååâû ñïóòíèêè Þïèòåðà

Çàòìåíèÿ ñïóòíèêîâ Þïèòåðîì 0.150 450

Ôîòîïëàñòèíêè 0.100 300

Ìåðèäèàííûé êðóã 0.060 180

ÏÇÑ êàìåðû 0.040 120

Âçàèìíûå ÿâëåíèÿ 0.015 45

Ãëàâíûå ñïóòíèêè Ñàòóðíà

Ôîòîïëàñòèíêè 0.100 600

Ìåðèäèàííûé êðóã 0.030 200

ÏÇÑ êàìåðû 0.030 200

Âçàèìíûå ÿâëåíèÿ 0.005 30

Ãëàâíûå ñïóòíèêè Óðàíà

ÏÇÑ êàìåðû 0.040 400

Âçàèìíûå ÿâëåíèÿ 0.006 60

7.8. Ñîîòíîøåíèå òî÷íîñòè àñòðîìåòðè÷åñêèõ
ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé ðàçëè÷íûõ òèïîâ

Ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ïîçèöèîííûõ íàáëþäåíèé ñïóòíèêîâ ïëà-
íåò äàþò ðàçíóþ òî÷íîñòü àñòðîìåòðè÷åñêèõ äàííûõ. Íàáëþäåíèÿ
ïðîâîäÿòñÿ óæå î÷åíü äàâíî. Â îïóáëèêîâàííûõ ðàáîòàõ ïðèâî-
äÿòñÿ ðàçëè÷àþùèåñÿ îöåíêè òî÷íîñòè. Íà îñíîâå ìíîãî÷èñëåí-
íûõ äàííûõ ìîæíî äàòü ëèøü íåêîòîðûå ýêñïåðòíûå çàêëþ÷åíèÿ.
Â Òàáë. 7.5 ïðèâîäÿòñÿ ïðèáëèæåííûå îöåíêè òî÷íîñòè àñòðîìåò-
ðè÷åñêèõ äàííûõ. Îöåíêè ïîëó÷åíû èç àíàëèçà ñëó÷àéíûõ îøèáîê
íàáëþäåíèé. Îíè ïîêàçûâàþò ñîîòíîøåíèå ìåæäó òî÷íîñòüþ íà-
áëþäåíèé ðàçëè÷íûõ òèïîâ.
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7.9. Âñåìèðíûå êàìïàíèè íàáëþäåíèé ñïóòíèêîâ âî
âðåìÿ èõ âçàèìíûõ ïîêðûòèé è çàòìåíèé

Âî âðåìÿ êàæäîé ýïîõè âçàèìíûõ ïîêðûòèé è çàòìåíèé ñïóòíè-
êîâ Þïèòåðà, Ñàòóðíà è Óðàíà â òå÷åíèå 9–14 ìåñÿöåâ ïðîèñõîäèò
îêîëî 400 ÿâëåíèé. Êàæäîå ÿâëåíèå äëèòñÿ 5–15 ìèíóò è íàáëþ-
äàåòñÿ òîëüêî íà íåáîëüøîé ÷àñòè Çåìëè, îáðàùåííîé ê ïëàíåòå.
×òîáû ïðîíàáëþäàòü âîçìîæíî áîëüøå ÿâëåíèé, ïðèõîäèòñÿ îð-
ãàíèçîâûâàòü âñåìèðíûå êàìïàíèè ôîòîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé
ñïóòíèêîâ. Êîîðäèíàòîðîì êàìïàíèé ñ 1985 ãîäà ÿâëÿåòñÿ Èíñòè-
òóò íåáåñíîé ìåõàíèêè è âû÷èñëåíèÿ ýôåìåðèä (Institut deMécanique
céleste et de calcul des éphémérides - IMCCE),Ôðàíöèÿ. Âñå ôîòîìåòðè-
÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïîñëå î÷åðåäíîé êàìïàíèè ñîáèðàþòñÿ â åäèíóþ
áàçó äàííûõ. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ïîñëå ïðîâåäåííûõ íàáëþäå-
íèé ïðîèçâîäèòñÿ àñòðîìåòðè÷åñêàÿ îáðàáîòêà âñåõ äàííûõ. Ïîëó-
÷åííûå îòíîñèòåëüíûå êîîðäèíàòû ñïóòíèêîâ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
áàçó äàííûõ àñòðîìåòðè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ êàìïàíèè íàáëþäåíèé.
×åðåç 2–3 ãîäà ïîñëå ïðîâåäåíèÿ íàáëþäåíèé ïóáëèêóþòñÿ ñòà-
òüè, ñîäåðæàùèå îïèñàíèå ïîëó÷åííûõ êðèâûõ áëåñêà ñïóòíèêîâ
è îêîí÷àòåëüíûå àñòðîìåòðè÷åñêèå ðåçóëüòàòû. Âñå íàáëþäàòåëè,
ó÷àñòâîâàâøèå â íàáëþäåíèÿõ, ñòàíîâÿòñÿ ñîàâòîðàìè ýòèõ ïóáëè-
êàöèé. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ àñòðîìåòðè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïóáëè-
êîâàëèñü îòäåëüíî. Àñòðîìåòðè÷åñêàÿ îáðàáîòêà ðåçóëüòàòîâ êàì-
ïàíèè íàáëþäåíèé âûïîëíÿëàñü, êàê ïðàâèëî, êàêèì-òî îäíèì èñ-
ñëåäîâàòåëåì ñâîèì ñîáñòâåííûì ìåòîäîì. Â òàáë. 7.6 äàíû õàðàê-
òåðèñòèêè ïðîâåäåííûõ âñåìèðíûõ êàìïàíèé íàáëþäåíèé ñïóòíè-
êîâ Þïèòåðà, Ñàòóðíà è Óðàíà âî âðåìÿ èõ âçàèìíûõ ïîêðûòèé è
çàòìåíèé.

Â êîíöå ýòîé ãëàâû äàíî ðàñïèñàíèå áóäóùèõ ñåçîíîâ ÿâëåíèé,
êîãäà ìîæíî ïðîâîäèòü íîâûå êàìïàíèè íàáëþäåíèé.

7.10. Ïðåïÿòñòâèÿ ïåðåä óëó÷øåíèåì òî÷íîñòè
àñòðîìåòðè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ

Åñòü ñåðüåçíûå íåðåøåííûå ïðîáëåìû ïðè îáðàáîòêå ôîòîìåò-
ðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé âçàèìíûõ ÿâëåíèé ñïóòíèêîâ ñ öåëüþ ïî-
ëó÷åíèÿ íàèáîëåå òî÷íûõ àñòðîìåòðè÷åñêèõ äàííûõ. Èìåþòñÿ äâà
èñòî÷íèêà îøèáîê ðåçóëüòèðóþùèõ àñòðîìåòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò
ñïóòíèêîâ: ñëó÷àéíûå îøèáêè ôîòîìåòðèè è íåòî÷íîñòü ôîòî-
ìåòðè÷åñêîé ìîäåëè. Àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî îøèáêè, âûçâàííûå
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Òàáëèöà 7.6. Õàðàêòåðèñòèêè âñåìèðíûõ êàìïàíèé íàáëþäåíèé ñïóòíèêîâ
Þïèòåðà, Ñàòóðíà è Óðàíà âî âðåìÿ èõ âçàèìíûõ ïîêðûòèé è çàòìåíèé.
Â ïåðâîé êîëîíêå óêàçàíà ïëàíåòà ñ ñèñòåìîé ñïóòíèêîâ è ãîäû íàáëþäå-
íèé. Îáîçíà÷åíèÿ: Nc — ÷èñëî ïîëó÷åííûõ êðèâûõ áëåñêà ñïóòíèêîâ, No

— ÷èñëî îáñåðâàòîðèé-ó÷àñòíèêîâ.

Ñèñòåìà, Àâòîðû ìåòîäîâ

çïîõà íàáëþäåíèé Nc No è ññûëêè íà ïóáëèêàöèè

Þïèòåð, 1973 46 18 Aksnes K. (Aksnes et al., 1984)

Þïèòåð, 1979 19 11 Aksnes K. (Aksnes et al., 1984)

Ñàòóðí, 1979-1980 14 6 Aksnes K. (Aksnes et al., 1984)

Þïèòåð, 1985 166 28 Arlot J.-E. (Arlot et al., 1992)

Þïèòåð, 1991 374 56 Arlot J.-E. (Arlot et al., 1997)

Ñàòóðí, 1995 66 16 Noyelles B. (Noyelles, Vienne,

Descamps, 2003)

Þïèòåð, 1997 292 42 Vasundhara R. (Vasundhara

et al. 2003, Arlot et al., 2006)

Åìåëüÿíîâ Í. Â.,

Âàøêîâüÿê Ñ. Í.

(Åìåëüÿíîâ, Âàøêîâüÿê, 2009)

Þïèòåð, 2002-2003 377 42 Åìåëüÿíîâ Í. Â. (Emelyanov,

2009; Arlot et al., 2009)

Óðàí, 2007 41 19 Åìåëüÿíîâ Í. Â.

(Arlot et al., 2013)

Þïèòåð, 2009 457 74 Åìåëüÿíîâ Í. Â.,

Âàðôîëîìååâ Ì. È.

(Arlot et al., 2014)

Þïèòåð, 2015 609 75 Åìåëüÿíîâ Í. Â.

(Saquet et al., 2018)

íåòî÷íîñòüþ ìîäåëè, â 3–4 ðàçà áîëüøå, ÷åì îøèáêè èç-çà ñëó÷àé-
íûõ ïîãðåøíîñòåé ôîòîìåòðèè. ×òîáû ïðîùå áûëî ïîíÿòü ïðè÷è-
íû, âîçüìåì óïðîùåííóþ ôîòîìåòðè÷åñêóþ ìîäåëü âçàèìíîãî ïî-
êðûòèÿ ñïóòíèêîâ, ðàññìîòðåííóþ âûøå. Â ýòîé ìîäåëè ôèãóðèðó-
þò îäíîðîäíûå äèñêè ñïóòíèêîâ.

Ïðè âçàèìíîì ïîêðûòèè âñåãäà èçìåðÿåòñÿ ñâåòîâîé ïîòîê îò
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Ðèñ. 7.13. Ïîëíîå ïîêðûòèå îäíîãî ñïóòíèêà äðóãèì â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà
âðåìåíè (t1, t2) è ñîîòâåòñòâóþùèé ó÷àñòîê íà êðèâîé ñóììàðíîãî íîðìè-

ðîâàííîãî ïîòîêà îò ïàðû ñïóòíèêîâ.

îáîèõ ñïóòíèêîâ âìåñòå. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ íîðìèðîâàííûé ïîòîê
S âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

S(d) =
1 +

p2r
2
2k2(d)

p1r21

1 +
p2r22
p1r21

,

ãäå r1, r2 — ðàäèóñû äèñêîâ, p1 è p2 — àëüáåäî ñïóòíèêîâ. ×åðåç
k2 îáîçíà÷åíà äîëÿ âèäèìîãî äèñêà ïîêðûâàåìîãî ñïóòíèêà, çàâè-
ñÿùàÿ îò âçàèìíîãî ðàññòîÿíèÿ ñïóòíèêîâ d.

Âíå ÿâëåíèÿ, êîãäà íåò ïîêðûòèÿ, âèäåí âåñü ïîêðûâàåìûé ñïóò-
íèê, è ìû èìååì k2 = 1, S = 1. Ñëó÷àþòñÿ ïîëíûå ïîêðûòèÿ. Íà
ðèñ. 7.13 èçîáðàæåíà êîíôèãóðàöèÿ ñïóòíèêîâ â ýòîì ñëó÷àå. ßñíî,
÷òî â èíòåðâàëå âðåìåíè (t1, t2) ïîêðûâàåìîãî ñïóòíèêà ñîâñåì íå
âèäíî, è k2 = 0. Â ýòîò ïåðèîä ìû èìååì

S =
1

1 +
p2r22
p1r21

,

òî åñòü ñâåòîâîé ïîòîê íå çàâèñèò îò âçàèìíîãî ðàññòîÿíèÿ ñïóòíè-
êîâ d.
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Ðèñ. 7.14. Ïðèìåð êðèâîé èçìåðåííîãî íîðìèðîâàííîãî ñâåòîâîãî ïîòîêà
îò ñïóòíèêà Èî âî âðåìÿ åãî ïîëíîãî ïîêðûòèÿ äðóãèì ñïóòíèêîì è ñîîò-
âåòñòâóþùåé ìîäåëüíîé êðèâîé ïîñëå óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Äàòà
ÿâëåíèÿ 02 íîÿáðÿ 2014 ãîäà. Ïî îñè àáñöèññ îòëîæåíî âðåìÿ â ìèíóòàõ.

Ïðîáëåìà ïîÿâëÿåòñÿ èç-çà òîãî, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íàáëþ-
äàåìîå çíà÷åíèå ïîòîêà âî âðåìÿ ïîëíîãî ïîêðûòèÿ íå ðàâíî âû-
÷èñëåííîìó çíà÷åíèþ, ò.å.

Eíàáëþäàåìîå ̸= K
1

1 +
p2r22
p1r21

,

ãäå K ðàâíî ïîòîêó âíå ÿâëåíèÿ. Íà ðèñ. 7.14, 7.15, 7.16 ïîêàçàíû
ïðèìåðû òàêèõ ñèòóàöèé. Çäåñü äàíû çíà÷åíèÿ Eíàáëþäàåìîå/K ,
ïîëó÷åííûå èç èçìåðåííûõ çíà÷åíèé ïîòîêà (òî÷êè), è ìîäåëüíûå
èçìåíåíèÿ S. Íà ðèñóíêàõ âèäíî, ÷òî âî âðåìÿ ïîëíîãî ïîêðûòèÿ â
èçìåðåííûõ çíà÷åíèÿõ ïðèñóòñòâóåò äîïîëíèòåëüíûé ïîòîê, ïðè-
÷åì îòðèöàòåëüíûé.

Ïîïðàâèòü ìîäåëü ìîæíî äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ïåðâûé ñïîñîá —
ïîëîæèòü

Eíàáëþäàåìîå = K
1

1 +
p2r22
p1r21

+ P,
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Ðèñ. 7.15. Ïðèìåð êðèâîé èçìåðåííîãî íîðìèðîâàííîãî ñâåòîâîãî ïîòîêà
îò ñïóòíèêà Èî âî âðåìÿ åãî ïîëíîãî ïîêðûòèÿ äðóãèì ñïóòíèêîì è ñîîò-
âåòñòâóþùåé ìîäåëüíîé êðèâîé ïîñëå óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Äàòà
ÿâëåíèÿ 28 äåêàáðÿ 2014 ãîäà. Ïî îñè àáñöèññ îòëîæåíî âðåìÿ â ìèíóòàõ
îò íà÷àëà ñóòîê 29 äåêàáðÿ. Íàëèöî îòðèöàòåëüíûé óðîâåíü ôîíà â èçìå-

ðåííîì ïîòîêå.

ãäå P — ïàðàçèòíûé ñâåòîâîé ïîòîê îò íåó÷òåííîãî ôîíà. Âòîðîé
ñïîñîá — ïîëîæèòü

Eíàáëþäàåìîå = K
1

1 +m
p2r22
p1r21

,

ãäå m — íåêîòîðûé äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü, ïîÿâëÿþùèéñÿ èç-
çà òîãî, ÷òî ìû íåòî÷íî çíàåì îòíîøåíèå àëüáåäî ñïóòíèêîâ, è èñ-
ïðàâëÿþùèé ýòó íåòî÷íîñòü. Âîçíèêàåò íåîïðåäåëåííîñòü, êàêîé
ñïîñîá èç äâóõ âûáðàòü. Ýêâèâàëåíòíîñòü ñïîñîáîâ ïðèâîäèò ê ðà-
âåíñòâó

K
1

1 +
p2r22
p1r21

+ P = K
1

1 +m
p2r22
p1r21

.

Òîò ôàêò, ÷òî â áîëüøèíñòâå òàêèõ ñëó÷àåâ ïàðàçèòíûé ïîòîê â
íàáëþäåíèÿõ ïîëó÷àåòñÿ îòðèöàòåëüíûì, ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü

7.10. Препятствия перед улучшением точности 317



Ðèñ. 7.16. Ïðèìåð êðèâîé èçìåðåííîãî íîðìèðîâàííîãî ñâåòîâîãî ïîòîêà
îò ñïóòíèêà Èî âî âðåìÿ åãî ïîëíîãî ïîêðûòèÿ äðóãèì ñïóòíèêîì è ñîîò-
âåòñòâóþùåé ìîäåëüíîé êðèâîé ïîñëå óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Äàòà
ÿâëåíèÿ 03 ìàðòà 2015 ãîäà. Ïî îñè àáñöèññ îòëîæåíî âðåìÿ â ìèíóòàõ îò
íà÷àëà ñóòîê. Íàëèöî îòðèöàòåëüíûé óðîâåíü ôîíà â èçìåðåííîì ïîòîêå.

åãî ðåàëüíîå ïðèñóòñòâèå, íåæåëè âëèÿíèå íåòî÷íîñòè çíàíèÿ àëü-
áåäî ñïóòíèêîâ.

Ïðè îáðàáîòêå ÷àñòè÷íûõ âçàèìíûõ ïîêðûòèé ñïóòíèêîâ ìû íå
ïîäîçðåâàåì î ïðèñóòñòâèè ïàðàçèòíîãî ôîíà â èçìåðåíèÿõ è íå
çíàåì î íåòî÷íîñòè ïðèíÿòûõ çíà÷åíèé àëüáåäî ñïóòíèêîâ. Ïîýòî-
ìó äëÿ ñîâïàäåíèÿ ìîäåëè ñ íàáëþäåíèÿìè ïðèõîäèòñÿ ïðèáàâëÿòü
ôàëüøèâóþ ïîïðàâêó ∆ âî âçàèìíîå âèäèìîå ðàññòîÿíèå ìåæäó
ñïóòíèêàìè, ÷òî è ïðèâîäèò ê ñèñòåìàòè÷åñêèì îøèáêàì â àñòðî-
ìåòðè÷åñêèõ ðåçóëüòàòàõ. Ýòîò ôàêò èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùèì
ñîîòíîøåíèåì:

Eíàáëþäàåìîå = K
1 +

p2r
2
2k2(d+∆)

p1r21

1 +
p2r22
p1r21

.

Çäåñü â íàøåì ðàññìîòðåíèè äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ ñèòóàöèè
ìû óïðîñòèëè ôîòîìåòðè÷åñêóþ ìîäåëü ÿâëåíèÿ. Îäíàêî ïðîáëå-
ìà òàêæå âîñïðîèçâîäèòñÿ è ïðè íàøèõ îáðàáîòêàõ íàáëþäåíèé ñ
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ïðèìåíåíèåì ñîâåðøåííîé ìîäåëè, îïèñàííîé â ðàáîòàõ (Åìåëüÿ-
íîâ, 2003; Emelyanov, Gilbert, 2006). Òàêàÿ æå ïðîáëåìà âîçíèêàåò
è ïðè îáðàáîòêå íàáëþäåíèé âçàèìíûõ çàòìåíèé ñïóòíèêîâ.

Ìû âûíóæäåíû èñêàòü èñòî÷íèêè ðàññìîòðåííûõ âûøå ïîãðåø-
íîñòåé. Ïàðàçèòíûé ñâåò ìîæåò ïîïàñòü íà ôîòîïðèåìíèê îò ïàðà-
çèòíîãî ôîíà íåáà. Ýòî ìîæåò áûòü ñâåò, ðàññåÿííûé â òåëåñêîïå è
êàìåðå. Ïàðàçèòíûé ôîí ìîæåò ñîçäàòü ñàì ôîòîïðèåìíèê. Âû÷èñ-
ëåíèå ñâåòîâîãî ïîòîêà îò ñïóòíèêîâ ïî èõ èçîáðàæåíèÿì íà ÏÇÑ
êàäðàõ âûïîëíÿåòñÿ îäíèì èç ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ ôîòîìåòðè÷å-
ñêîé îáðàáîòêè. Ïîãðåøíîñòü òàêîãî ìåòîäà ìîæåò äàòü íåêîòîðûé
óðîâåíü ôîíà. Òîëüêî ýòîò èñòî÷íèê ìîæåò ïîðîäèòü îòðèöàòåëü-
íûé óðîâåíü ôîíà. Ïîýòîìó îí íàèáîëåå âåðîÿòåí. Èìåííî â ìåòî-
äå ôîòîìåòðè÷åñêîé îáðàáîòêè ñëåäóåò èñêàòü èñòî÷íèê ïàðàçèò-
íîãî ôîíà. Ññûëêè íà îïèñàíèÿ ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ ôîòîìåò-
ðè÷åñêîé îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé çàíÿëè áû ñëèøêîì ìíîãî ìåñòà
â äàííîé êíèãå. Ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî ïåðå÷èñëåíèåì íàçâàíèé
ìåòîäîâ, âñòðå÷àþùèõñÿ â îáúÿñíåíèÿõ, ñîïðîâîæäàþùèõ äàííûå,
ïîñòóïàþùèå â IMCCE: Source Extractor, DAOPHOT(IDL), Audela,
Tangra, LiMovie. Â ðàçíûõ îáñåðâàòîðèÿõ ïðèìåíÿþòñÿ ñâîè ñîá-
ñòâåííûå ñïåöèàëüíûå ìåòîäû. Î÷åâèäíà íåîáõîäèìîñòü ðåâèçèè
ïðèìåíÿåìûõ ìåòîäîâ ñ âûÿñíåíèåì èñòî÷íèêîâ ñèñòåìàòè÷åñêèõ
îøèáîê.

Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííîãî âûøå óïðîùåííîãî ðàññìîòðåíèÿ
ôîòîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè, íîðìèðîâàííûé ñâåòîâîé ïîòîê îò ñïóò-
íèêîâ çàâèñèò îò îòíîøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ ïî ïîâåðõíîñòè àëüáåäî.
Ýòà çàâèñèìîñòü îñòàåòñÿ è â áîëåå òî÷íûõ ôîòîìåòðè÷åñêèõ ìîäå-
ëÿõ. Â íàøèõ îáðàáîòêàõ íàáëþäåíèé Ãàëèëååâûõ ñïóòíèêîâ Þïè-
òåðà (Emelyanov, 2009; Arlot et al., 2012) ìû óñðåäíÿåì ïî âèäèìîìó
äèñêó ôîòîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ñïóòíèêà, íî ó÷èòûâàåì âàðèàöèè
èíòåãðàëüíîãî çíà÷åíèÿ àëüáåäî, çàâèñÿùèå îò óãëà âðàùåíèÿ ñïóò-
íèêà. Ïðîùå ãîâîðÿ, ïîòîê ñâåòà îò ñïóòíèêà çàâèñèò îò òîãî, êàêèì
áîêîì îí ê íàì îáðàùåí. Äàííûå î âàðèàöèÿõ èíòåãðàëüíîãî àëüáå-
äî ìû áåðåì èç ïóáëèêàöèé (Morrison, Morrison, 1977; Prokof’eva-
Mikhailovskaya et al., 2010; Abramenko et al., 2011). Ýòè äàííûå
èìåþò íåäîñòàòî÷íî âûñîêóþ òî÷íîñòü. Îíè ìîãóò áûòü èñòî÷íè-
êîì ïîãðåøíîñòè â ôîòîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè âçàèìíûõ ïîêðûòèé
è çàòìåíèé Ãàëèëååâûõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà. Î÷åâèäíà íåîáõîäè-
ìîñòü ïðîâåäåíèÿ èíòåíñèâíûõ ôîòîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé Ãà-
ëèëååâûõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé óãëîâ âðàùå-
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íèÿ ñïóòíèêîâ îò 0 äî 360 ãðàäóñîâ â ðàçíûõ ñïåêòðàëüíûõ ïîëî-
ñàõ. Ñïåöèàëüíàÿ îáðàáîòêà òàêèõ íàáëþäåíèé äàñò óòî÷íåííûå çà-
âèñèìîñòè ñâåòîâûõ ïîòîêîâ îò óãëà âðàùåíèÿ ñïóòíèêà.

7.11. Ïåðèîäû ÿâëåíèé â áóäóùåì
Àâòîðîì ýòîé êíèãè ïðîâåäåíû âû÷èñëåíèÿ ýôåìåðèä âçàèì-

íûõ ïîêðûòèé è çàòìåíèé ñïóòíèêîâ ïëàíåò íà ïåðèîä âðåìåíè äî
2027 ãîäà âêëþ÷èòåëüíî. Ïîñêîëüêó äëÿ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà ÿâëå-
íèÿ ïîâòîðÿþòñÿ êàæäûå 6 ëåò, òî â äàëüíåéøåì èõ ñëåäóåò îæè-
äàòü òîëüêî ê 2021 ãîäó.

Ðàñïèñàíèå âçàèìíûõ ïîêðûòèé è çàòìåíèé Ãàëèëååâûõ ñïóò-
íèêîâ Þïèòåðà è ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà òàêîâî:
– âçàèìíûå ïîêðûòèÿ è çàòìåíèÿ Ãàëèëååâûõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà
â 2021 ãîäó,
– çàòìåíèÿ âíóòðåííèõ (áëèçêèõ) ñïóòíèêîâ Þïèòåðà Ãàëèëååâû-
ìè ñïóòíèêàìè â 2021 ãîäó,
– âçàèìíûå ïîêðûòèÿ è çàòìåíèÿ Ãàëèëååâûõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà
â 2026–2027 ãîäàõ,
– çàòìåíèÿ âíóòðåííèõ (áëèçêèõ) ñïóòíèêîâ Þïèòåðà Ãàëèëååâû-
ìè ñïóòíèêìè â 2026–2027 ãîäàõ,
– âçàèìíûå ïîêðûòèÿ è çàòìåíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà â
2024–2026 ãîäàõ.

Ýôåìåðèäû âñåõ ýòèõ ÿâëåíèé ñ ïîäðîáíûìè îïèñàíèÿìè îá-
ñòîÿòåëüñòâ, ìîìåíòàìè íà÷àëà è êîíöà êàæäîãî ñîáûòèÿ è äðóãè-
ìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìîæíî íàéòè â Èíòåðíåòå íà ñàéòàõ ÃÀÈØ
ÌÃÓ è ôðàíöóçñêîãî Èíñòèòóòà íåáåñíîé ìåõàíèêè è âû÷èñëåíèÿ
ýôåìåðèä (IMCCE) ïî àäðåñàì
http://www.sai.msu.ru/neb/nss/html/multisat/nssephmr.htm
http://nsdb.imcce.fr/multisat/nssephmr.htm.

Ýôåìåðèäû áûëè âû÷èñëåíû ñ ïîìîùüþ ñðåäñòâà «Ïîèñê âçà-
èìíûõ ïîêðûòèé è çàòìåíèé ñïóòíèêîâ è çàòìåíèé ïëàíåòîé», äî-
ñòóïíîãî íà ýòèõ æå ñàéòàõ. Ýòèì ñðåäñòâîì ìîæíî âîñïîëüçîâàòü-
ñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýôåìåðèä ÿâëåíèé ïîñëå 2027 ãîäà.

Âåðîÿòíî, â áóäóùèå ïåðèîäû âçàèìíûõ ïîêðûòèé è çàòìåíèé
ñïóòíèêîâ ïëàíåò áóäóò ïðîâîäèòüñÿ âñåìèðíûå êàìïàíèè íàáëþ-
äåíèé. Ïðåäøåñòâóþùèé îïûò ïîêàçàë âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü òà-
êèõ êàìïàíèé äëÿ äîáû÷è íîâûõ âûñîêîòî÷íûõ ïîçèöèîííûõ äàí-
íûõ.
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Îáçîð äîñòèæåíèé â ýòîì äåëå â ïðîøëîì è ïëàíû íà áóäóùåå
äàíû â ñòàòüå (Arlot, Emelyanov, 2019).
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Глава 8

ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ ЭФЕМЕРИД
СПУТНИКОВ ПЛАНЕТ

Ðåçþìå

Ïðè ïóáëèêàöèè â àñòðîíîìè÷åñêèõ åæåãîäíèêàõ âîîáùå íå
óïîìèíàëîñü î òî÷íîñòè ýôåìåðèä. Íà ñàìîì äåëå òî÷íîñòü ýôå-
ìåðèä îãðàíè÷åíà, ïîñêîëüêó îíè âû÷èñëÿþòñÿ ïî ìîäåëè äâèæå-
íèÿ ñïóòíèêà, îñíîâàííîé íà ðåçóëüòàòàõ íàáëþäåíèé, ñîäåðæàùèõ
îøèáêè.

Îöåíêà òî÷íîñòè ýôåìåðèä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðîñòóþ çàäà-
÷ó. Èìåííî ýòîé çàäà÷å ïîñâÿùåíà äàííàÿ ãëàâà.

Òðóäíîñòü â ðåøåíèè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïîðîæäåíà òåì îá-
ñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî òî÷íîñòü íàáëþäåíèé íàì çàðàíåå íåèçâåñòíà.
Êàê âûêðó÷èâàòüñÿ â ýòèõ óñëîâèÿõ è äàòü äîñòîâåðíûå îöåíêè òî÷-
íîñòè ýôåìåðèä, îïèñàíî â ýòîé ãëàâå.

Àâòîðîì íàñòîÿùåé êíèãè ðàçðàáîòàíû ìåòîäû, îñíîâíûå èäåè
êîòîðûõ âçÿòû èç ðàáîò äðóãèõ àâòîðîâ. Îðèãèíàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ
êîíêðåòíûå àëãîðèòìû äåéñòâèé â ñëó÷àå ýôåìåðèä åñòåñòâåííûõ
ñïóòíèêîâ ïëàíåò. Â ýòîé ãëàâå îïèñàíû àëãîðèòìû äëÿ òðåõ ìåòî-
äîâ. Ðàññêàçûâàåòñÿ îá èõ ïðåèìóùåñòâàõ è íåäîñòàòêàõ.

Âàæíî òî, ÷òî çäåñü îïèñàíû êîíêðåòíûå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ
ïðè ðåàëüíûõ íàáëþäåíèÿõ äëÿ âñåõ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ áîëüøèõ
ïëàíåò. Âàæíîñòü çàäà÷è ïîä÷åðêèâàåòñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî òî÷íîñòü
ýôåìåðèä íåñêîëüêèõ ñïóòíèêîâ â íàñòîÿùåå âðåìÿ îêàçûâàåòñÿ
ñòîëü íèçêîé, ÷òî ýòè ñïóòíèêè ñëåäóåò ñ÷èòàòü ïîòåðÿííûìè.
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8.1. Ôàêòîðû, îïðåäåëÿþùèå òî÷íîñòü ýôåìåðèä
Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ïîä ýôåìåðèäàìè ïîäðàçóìåâàþòñÿ

êîîðäèíàòû ñïóòíèêà, âû÷èñëåííûå íà çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè.
Â ïîíÿòèå ýôåìåðèä ìû âêëþ÷àåì òàêæå ñðåäñòâî âû÷èñëåíèÿ êî-
îðäèíàò. Îñíîâîé ýôåìåðèä âñåãäà ÿâëÿþòñÿ íàáëþäåíèÿ. Ñîçäà-
íèå ýôåìåðèä íà îñíîâå íàáëþäåíèé äåëàåòñÿ ñîãëàñíî ñõåìå è ìå-
òîäàì, èçëîæåííûì â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ.

Âîïðîñ î òîì, êàêîâà òî÷íîñòü ýôåìåðèä, îêàçûâàåòñÿ íå ïðî-
ñòûì. Çàìåòèì, ÷òî ëþäè, èñïîëüçóþùèå ýôåìåðèäû, íå âñåãäà çà-
äàþò ñåáå òàêîé âîïðîñ. Ýôåìåðèäû, ïóáëèêóåìûå â àñòðîíîìè÷å-
ñêèõ åæåãîäíèêàõ, íå ñíàáæàþòñÿ äàííûìè î òî÷íîñòè. ×àñòî ïîä-
ðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî äàííûå åæåãîäíèêà ñîâåðøåííî òî÷íû, à ñîìíå-
íèþ ïîäâåðãàåòñÿ òî÷íîñòü òîãî, ÷òî ìû ñðàâíèâàåì ñ ýôåìåðèäàìè.
Íà ñàìîì äåëå òî÷íîñòü ýôåìåðèä îãðàíè÷åíà è âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ
ïðîñòî íåèçâåñòíà.

Ðàññìîòðèì ïðè÷èíû îøèáîê ïðåäâû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò ñïóò-
íèêîâ. Ïîãðåøíîñòè äîïóñêàþòñÿ íà ðàçíûõ ýòàïàõ ïîëó÷åíèÿ ýôå-
ìåðèä. Ïðåæäå âñåãî, ìû èìååì îøèáêè íàáëþäåíèé, ïðîèñõîäÿ-
ùèå èç íåòî÷íîñòè èçìåðåíèé. Äàëåå, äàííûå, êîòîðûå ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì êàê ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé, íà ñàìîì äåëå ïîëó÷àþò-
ñÿ â ïðîöåññå íåêîòîðîé îáðàáîòêè èçìåðåííûõ âåëè÷èí. Íà ýòîì
ýòàïå âíîñÿòñÿ îïðåäåëåííûå ïîãðåøíîñòè, ïîðîæäàåìûå íåòî÷íî-
ñòüþ ìåòîäà îáðàáîòêè. Ïîòîì ñòðîèòñÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ ñïóòíè-
êà. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, òî âîçíèêàåò âû÷èñëèòåëüíàÿ ïîãðåø-
íîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïðè ïîñòðîåíèè àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äâè-
æåíèÿ â ðàçëîæåíèÿõ ðåøåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ðàçëè÷íûõ ìàëûõ ïà-
ðàìåòðîâ áåðóò îãðàíè÷åííîé ÷èñëî ÷ëåíîâ, îñòàëüíûå îòáðàñûâà-
þò. Òàê âíîñèòñÿ ïîãðåøíîñòü òåîðèè. Äëÿ ñâÿçè èçìåðÿåìûõ âåëè-
÷èí ñ êîîðäèíàòàìè ñïóòíèêà ñîçäàåòñÿ íåêîòîðàÿ ìîäåëü, â êîòî-
ðîé ïðèíèìàþòñÿ òå èëè èíûå óïðîùåíèÿ, ïîðîæäàþùèå äîïîëíè-
òåëüíûå îøèáêè. Çàâèñèìîñòü èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí îò ïàðàìåòðîâ
äâèæåíèÿ ìîæåò áûòü áëèçêà ê âûðîæäåííûì ñëó÷àÿì, êîãäà îäè-
íàêîâóþ áëèçîñòü òåîðåòè÷åñêèõ ïîëîæåíèé ñïóòíèêà ê ðåàëüíûì
íàáëþäàåìûì îáåñïå÷èâàåò öåëîå ñåìåéñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ. Â ýòèõ ñèòóàöèÿõ äîñòîâåðíîñòü îöåíêè òî÷íîñòè ýôå-
ìåðèä ñòàíîâèòñÿ íåâûñîêîé.

Îðáèòàëüíîå äâèæåíèå íåáåñíûõ òåë èìååò îäíó îñîáåííîñòü.
Äâèæåíèå ïðîèñõîäèò âáëèçè íåêîòîðîé ïëîñêîñòè. Â ïðîåêöèè
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òðàåêòîðèè íà ýòó ïëîñêîñòü ðàäèóñ-âåêòîð âðàùàåòñÿ ñ ïî÷òè ïî-
ñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Óãîë ìåæäó ðàäèóñîì-âåêòîðîì è
íåêîòîðûì ôèêñèðîâàííûì íàïðàâëåíèåì λ íàçûâàåòñÿ îðáèòàëü-
íîé äîëãîòîé. Ýòîò óãîë ìîíîòîííî è ïî÷òè ðàâíîìåðíî óâåëè÷è-
âàåòñÿ ñî âðåìåíåì, ïîñòîÿííî «íàêðó÷èâàÿ» îáîðîòû. Äîïóñòèì,
÷òî íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå âðåìåíè (t1, t2) âûïîëíÿþòñÿ íàáëþ-
äåíèÿ, èç êîòîðûõ ìîæíî îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ λ íà ýòè êðàéíèå
ìîìåíòû âðåìåíè ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ σλ. Ïî ýòèì çíà÷åíè-
ÿì ìîæíî îïðåäåëèòü ýôåìåðèäíîå çíà÷åíèå îðáèòàëüíîé äîëãîòû
íà íåêîòîðûé ìîìåíò tf ñ êàêîé-òî ïîãðåøíîñòüþ ∆λ. Ñâîéñòâà îð-
áèòàëüíîãî äâèæåíèÿ ïîçâîëÿþò âûâåñòè ïðèáëèæåííóþ ôîðìóëó
çàâèñèìîñòè òî÷íîñòè ýôåìåðèäû ∆λ îò èíòåðâàëîâ âðåìåíè ìåæ-
äó íà÷àëüíûì t1 è êîíå÷íûì t2 ìîìåíòàìè íàáëþäåíèé è ìîìåíòîì
tf , äëÿ êîòîðîãî âû÷èñëÿåòñÿ ýôåìåðèäà. Ýòà ôîðìóëà èìååò âèä:

∆λ =
tf − t1+t2

2

t2 − t1
σλ. (8.1)

Î÷åâèäíî, ÷òî ìû íå ìîæåì èçìåðÿòü îðáèòàëüíóþ äîëãîòó íåïî-
ñðåäñòâåííî ïðè íàáëþäåíèÿõ. Ìû íàáëþäàåì ëèøü ïðîåêöèþ îð-
áèòàëüíîãî äâèæåíèÿ íà êàðòèííóþ ïëîñêîñòü. Îäíàêî ïðèâåäåí-
íàÿ çäåñü ïðèáëèæåííàÿ ôîðìóëà îòíîñèòåëüíî äîëãîòû ïîçâîëÿåò
ñäåëàòü íåêîòîðûå âûâîäû. Òî÷íîñòü ýôåìåðèä ïðîïîðöèîíàëüíà
òî÷íîñòè íàáëþäåíèé, íî òàêæå îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà èíòåð-
âàëó âðåìåíè íàáëþäåíèé.

Èç ïðèâåäåííîãî àíàëèçà ÿñíî, ÷òî èìåííî íóæíî äåëàòü äëÿ
óëó÷øåíèÿ òî÷íîñòè ýôåìåðèä. Íåîáõîäèìî ïîâûøàòü òî÷íîñòü íà-
áëþäåíèé. Íåîáõîäèìî ïðîäîëæàòü ðåãóëÿðíûå íàáëþäåíèÿ, ïóñòü
äàæå ñ ïðåæíåé òî÷íîñòüþ.

Ôîðìóëà (8.1) äàåò ëèøü îáùåå ïðèáëèæåííîå ïðåäñòàâëåíèå î
ãëàâíûõ ôàêòîðàõ, îò êîòîðûõ çàâèñèò òî÷íîñòü ýôåìåðèä. Íà ïðàê-
òèêå íàñ èíòåðåñóåò áîëåå äåòàëüíîå îïèñàíèå òî÷íîñòè ýôåìåðèä
èìåííî äëÿ òåõ âåëè÷èí, êîòîðûå ìû èçìåðÿåì èëè òåõ êîîðäèíàò
ñïóòíèêîâ, êîòîðûå ìû èñïîëüçóåì. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìû ñòàòè-
ñòè÷åñêè îáîñíîâàííûå îöåíêè.

Òîëüêî â êîíöå ïðîøëîãî è íà÷àëå òåêóùåãî âåêà áûëè ïðîâå-
äåíû ñïåöèàëüíûå èññëåäîâàíèÿ òî÷íîñòè ýôåìåðèä íåáåñíûõ òåë.
Îêàçàëîñü, ÷òî ìåòîäû, äàþùèå áîëåå-ìåíåå äîñòîâåðíûå è òî÷-
íûå îöåíêè, äîâîëüíî ñëîæíû. Çäåñü ïðîöèòèðóåì íåêîòîðûå çíà-
÷èòåëüíûå ðàáîòû ïî äàííîé çàäà÷å. Muinonen and Bowell (1993)
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ïðåäëîæèëè ñïåöèàëüíûé ñòàòèñòè÷åñêèé ïîäõîä ê ïðîáëåìå îïðå-
äåëåíèÿ îðáèò èç íàáëþäåíèé. Milani (1999) ïðåäëîæèë íîâûé àë-
ãîðèòì äëÿ îïðåäåëåíèÿ îáëàñòè âîçìîæíîãî íàõîæäåíèÿ ïîòåðÿí-
íûõ àñòåðîèäîâ. Virtanen et al. (2001) èçó÷èëè àïîñòåðèîðíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå îðáèò àñòåðîèäîâ è ïðåäëîæèëè ìåòîä äëÿ ïîèñêà ïî-
òåðÿííûõ àñòåðîèäîâ â ãëàâíîì ïîÿñå è àñòåðîèäîâ, ñáëèæàþùèõñÿ
ñ Çåìëåé.

Â ðàáîòå (Desmars, 2009) áûëè ïîëó÷åíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû
îöåíêè òî÷íîñòè ýôåìåðèä äëÿ äâóõ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà íà
îñíîâå èñêóññòâåííî ñôîðìèðîâàííîãî ìàññèâà íàáëþäåíèé. Ïðè-
ìåðíî â ýòî æå âðåìÿ Emelyanov (2010) èññëåäîâàë òî÷íîñòü ýôåìå-
ðèä âñåõ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ áîëüøèõ ïëàíåò. Â ýòîé ðàáîòå ïðèìå-
íÿëèñü òðè ðàçëè÷íûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäà îöåíêè òî÷íîñòè ýôå-
ìåðèä. Âñå îíè îñíîâàíû íà âàðèàöèÿõ äàííûõ íàáëþäåíèé. Ìîæ-
íî ñ÷èòàòü ýòè ìåòîäû îñíîâíûìè â äàííîé ïðîáëåìå. Ðàññìîòðèì
èõ ïîäðîáíåå â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ.

8.2. Îöåíêà òî÷íîñòè ýôåìåðèä ïóòåì âàðèàöèè
îøèáîê íàáëþäåíèé ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî

Ïðèåì â ïðåäëàãàåìîì ìåòîäå äîñòàòî÷íî ïðîñò. Îáùàÿ ñõåìà
òàêîâà. Ôîðìèðóåì áîëüøîå ÷èñëî âàðèàíòîâ îäíèõ è òåõ æå íà-
áëþäåíèé, îòëè÷àþùèõñÿ îò ðåàëüíî âûïîëíåííûõ íàáîðîì ïî-
ãðåøíîñòåé, êîòîðûå ãåíåðèðóþòñÿ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî. Äëÿ
êàæäîãî âàðèàíòà çàíîâî îïðåäåëÿåì îðáèòó, ïî êîòîðîé âû÷èñëÿ-
åì ýôåìåðèäó íà çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Ñòàòèñòè÷åñêèå îöåí-
êè âàðèàöèé ýôåìåðèä ñðåäè ýòèõ âàðèàíòîâ äàþò îöåíêó òî÷íîñòè.

Ðàññìîòðèì ìåòîä ïîäðîáíåå. Ïóñòü èìååòñÿ íàáîð ðåàëüíûõ íà-
áëþäåíèé ñïóòíèêà. Òðåáóåòñÿ îöåíèòü òî÷íîñòü ýôåìåðèäû, ïî-
ñòðîåííîé íà îñíîâå ýòèõ íàáëþäåíèé è âû÷èñëåííîé íà çàäàííûé
ìîìåíò âðåìåíè. Àëãîðèòì ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ýòàïîâ.
1. Âûïîëíÿåì óòî÷íåíèå ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ íà îñíîâå èìåþùèõ-
ñÿ íàáëþäåíèé.
2. Ïîñëå óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ ïîëó÷àåòñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ âå-
ëè÷èíà σ îòêëîíåíèé èçìåðåííûõ çíà÷åíèé îò âû÷èñëåííûõ íà îñ-
íîâå ìîäåëè äâèæåíèÿ.
3. Ïî íàéäåííûì ïàðàìåòðàì âû÷èñëÿåì ýôåìåðèäó ñïóòíèêà íà
çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè, òî åñòü êîîðäèíàòû, òî÷íîñòü êîòîðûõ
òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü. Íàçîâåì ýòó ýôåìåðèäó îïîðíîé.
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4. Ïî íàéäåííûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ èç-
ìåðÿåìûõ êîîðäèíàò íà ìîìåíòû íàáëþäåíèé. Íàçîâåì ýòîò íàáîð
îïîðíûìè íàáëþäåíèÿìè.
5. Ñîçäàåì íàáîð èñêóññòâåííûõ íàáëþäåíèé, ïóòåì ïðèáàâëåíèÿ
ê îïîðíûì íàáëþäåíèÿì ñëó÷àéíûõ îøèáîê, ðàñïðåäåëåííûõ ïî
íîðìàëüíîìó çàêîíó, ñ çàäàííîé ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé âåëè÷èíîé σ.
Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ïîëó÷àåì â âû÷èñëèòåëüíîé ïðîãðàììå ñ ïî-
ìîùüþ äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Íàçîâåì ýòîò íàáîð íàáëþäåíè-
ÿìè ñ âàðèàöèÿìè îøèáîê.
6. Îïðåäåëÿåì ìåòîäîì äèôôåðåíöèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðû
äâèæåíèÿ ñïóòíèêà íà îñíîâå íàáîðà íàáëþäåíèé ñ âàðèàöèÿìè
îøèáîê.
7. Ïî íàéäåííûì ïàðàìåòðàì âû÷èñëÿåì ýôåìåðèäó íà çàäàííûé
ìîìåíò âðåìåíè, òî åñòü êîîðäèíàòû, òî÷íîñòü êîòîðûõ òðåáóåòñÿ
îïðåäåëèòü. Âû÷èñëÿåì è çàïîìèíàåì îòêëîíåíèÿ ∆x ýòèõ êîîðäè-
íàò îò îïîðíîé ýôåìåðèäû.
8. Ïåðåõîäèì ê ïóíêòó 5 ñ íîâûì íàáîðîì ñëó÷àéíûõ ÷èñåë.
9. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïåðåõîäà ê ïóíêòó 5 áîëüøîå ÷èñëî ðàç âûõî-
äèì èç ýòîãî öèêëà è äåëàåì ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç âû÷èñëåííûõ
îòêëîíåíèé ∆x ïî âñåì âàðèàíòàì âàðèàöèé îøèáîê íàáëþäåíèé.
10. Ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ âåëè÷èíó îòêëîíåíèé ∆x ïðèíèìàåì çà
òî÷íîñòü ýôåìåðèäû.

Â ýòîì ìåòîäå íàáîð îïîðíûõ íàáëþäåíèé ïîëó÷åí íà ìîìåíòû
ðåàëüíûõ íàáëþäåíèé ïî ïàðàìåòðàì äâèæåíèÿ, çàðàíåå íàéäåí-
íûì ïî ðåàëüíûì íàáëþäåíèÿì. Ýòîò íàáîð îïîðíûõ íàáëþäåíèé
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âàðèàíò òî÷íûõ íàáëþäåíèé. Ê òî÷íûì çíà÷å-
íèÿì èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí ïðèáàâëÿþòñÿ èñêóññòâåííî ñîçäàííûå
ñëó÷àéíûå îøèáêè.

Ñõåìà îïèñàííîãî àëãîðèòìà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 8.1. Âû÷èñëå-
íèå îïîðíîé ýôåìåðèäû âûïîëíÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ñ ñ âû÷èñëåíè-
åì îïîðíûõ íàáëþäåíèé. Îïåðàöèè «ïðèáàâëåíèå ê îïîðíûì íà-
áëþäåíèÿì âàðèàöèé îøèáîê», «óòî÷íåíèå ïàðàìåòðîâ», «âû÷èñ-
ëåíèå ýôåìåðèäû» äåëàþòñÿ â öèêëå ìíîãî ðàç. Âû÷èñëåíèå îò-
êëîíåíèÿ îò îïîðíîé ýôåìåðèäû è ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé âåëè÷èíû
îòêëîíåíèé ïðîèçâîäèòñÿ îäíîâðåìåííî ñ âû÷èñëåíèåì ýôåìåðè-
äû. Ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ âåëè÷èíà îòêëîíåíèé âû÷èñëÿåòñÿ ïî ðå-
êóððåíòíîé ôîðìóëå, êîòîðàÿ ïðèâåäåíà â ðàçäåëå 6.6 (Ãëàâà 6).
Ïðè âûõîäå èç öèêëà òî÷íîñòü ýôåìåðèäû êàê ñðåäíåêâàäðàòè÷-
íàÿ âåëè÷èíà îòêëîíåíèé îêàçûâàåòñÿ óæå âû÷èñëåííîé. Îöåíêó
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Ðèñ. 8.1. Ñõåìà àëãîðèòìà âàðèàöèè îøèáîê íàáëþäåíèé. Òîëñòûìè ëè-
íèÿìè ïîêàçàíû äàííûå è ïîòîêè äàííûõ. Òîíêèìè ëèíèÿìè îáîçíà÷åíû

äåéñòâèÿ àëãîðèòìà è ïåðåõîäû ìåæäó îïåðàöèÿìè.

òî÷íîñòè ýôåìåðèä ìîæíî äåëàòü îäíîâðåìåííî íà öåëûé ðÿä ìî-
ìåíòîâ âðåìåíè. Çàòåì ìîæíî ïîñòðîèòü ãðàôèê çàâèñèìîñòè òî÷-
íîñòè ýôåìåðèä îò âðåìåíè. Çàïîìèíàÿ îòêëîíåíèÿ ýôåìåðèäû îò
îïîðíîé íà íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé â
îòäåëüíîì ôàéëå, ìîæíî ïîñòðîèòü ðàñïðåäåëåíèå îòêëîíåíèé ïî
èõ çíà÷åíèÿì.

Ðàññìîòðåííûé àëãîðèòì èìååò äâå ñóùåñòâåííûå îñîáåííîñòè.
Íåîáõîäèìî âûïîëíèòü îöåíêè òî÷íîñòè íàáëþäåíèé, ÷òîáû çàäàòü
âàðèàöèè îøèáîê. Ýòè îöåíêè ìîãóò îêàçàòüñÿ íå ñîâñåì äîñòîâåð-
íûìè, îñîáåííî åñëè íàáëþäåíèÿ íåðàâíîòî÷íûå. Âòîðàÿ îñîáåí-
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íîñòü ñîñòîèò â çíà÷èòåëüíûõ çàòðàòàõ âðåìåíè âû÷èñëåíèé, ïî-
ñêîëüêó äëÿ õîðîøåé ñòàòèñòè÷åñêîé îöåíêè òî÷íîñòè ýôåìåðèäû
ñëåäóåò âû÷èñëèòü îòêëîíåíèå ýôåìåðèäû îò îïîðíîé äîñòàòî÷íî
ìíîãî ðàç.

8.3. Îöåíêà òî÷íîñòè ýôåìåðèä ìåòîäîì âàðèàöèè
ñîñòàâà íàáëþäåíèé ñ ïîìîùüþ
«áóòñòðåï»-âûáîðîê

Îáùàÿ ñõåìà ýòîãî ìåòîäà ïîõîæà íà ñõåìó âàðèàöèè îøèáîê
íàáëþäåíèé ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî. Ôîðìèðóåì áîëüøîå ÷èñëî âà-
ðèàíòîâ ñëó÷àéíûõ áûáîðîê èç íàáîðà ðåàëüíûõ íàáëþäåíèé. Âû-
áîðêè äåëàþòñÿ «áóòñòðåï»-ìåòîäîì ñ ïîìîùüþ äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ
÷èñåë. Äëÿ êàæäîãî âàðèàíòà çàíîâî îïðåäåëÿåì îðáèòó, ïî êîòîðîé
âû÷èñëÿåì ýôåìåðèäó íà çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Ñòàòèñòè÷å-
ñêèå îöåíêè âàðèàöèé ýôåìåðèä ñðåäè ýòèõ âàðèàíòîâ äàþò îöåíêó
òî÷íîñòè.

Ðàññìîòðèì ìåòîä ïîäðîáíåå. Ïóñòü èìååòñÿ íàáîð ðåàëüíûõ íà-
áëþäåíèé ñïóòíèêà. Òðåáóåòñÿ îöåíèòü òî÷íîñòü ýôåìåðèäû, ïî-
ñòðîåííîé íà îñíîâå ýòèõ íàáëþäåíèé è âû÷èñëåííîé íà çàäàííûé
ìîìåíò âðåìåíè. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ
ýòàïîâ.
1. Âûïîëíÿåì óòî÷íåíèå ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ íà îñíîâå èìåþùèõ-
ñÿ íàáëþäåíèé.
2. Ïî íàéäåííûì ïàðàìåòðàì âû÷èñëÿåì ýôåìåðèäó ñïóòíèêà íà
çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè, òî åñòü êîîðäèíàòû, òî÷íîñòü êîòîðûõ
òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü. Íàçîâåì ýòó ýôåìåðèäó îïîðíîé.
3. Äåëàåì ñëó÷àéíóþ âûáîðêó íàáëþäåíèé èç íàáîðà ðåàëüíûõ íà-
áëþäåíèé ìåòîäîì «áóòñòðåï». Íàçîâåì ýòîò íàáîð «áóòñòðåï»-
âûáîðêîé íàáëþäåíèé.
4. Ìåòîäîì äèôôåðåíöèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ îïðåäåëÿåì ïàðàìåòðû
äâèæåíèÿ ñïóòíèêà íà îñíîâå «áóòñòðåï»-âûáîðêè íàáëþäåíèé.
5. Ïî íàéäåííûì ïàðàìåòðàì âû÷èñëÿåì ýôåìåðèäó íà çàäàííûé
ìîìåíò âðåìåíè, òî åñòü êîîðäèíàòû, òî÷íîñòü êîòîðûõ òðåáóåòñÿ
îïðåäåëèòü. Âû÷èñëÿåì è çàïîìèíàåì îòêëîíåíèÿ ∆x ýòèõ êîîðäè-
íàò îò îïîðíîé ýôåìåðèäû.
6. Ïåðåõîäèì ê ïóíêòó 3 ñ íîâûì íàáîðîì ñëó÷àéíûõ ÷èñåë.
7. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïåðåõîäà ê ïóíêòó 3 áîëüøîå ÷èñëî ðàç âûõî-
äèì èç ýòîãî öèêëà è äåëàåì ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç âû÷èñëåííûõ

332 Глава 8. Оценка точности эфемерид спутников планет



îòêëîíåíèé ∆x ïî âñåì âàðèàíòàì âàðèàöèé îøèáîê íàáëþäåíèé.
8. Ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ âåëè÷èíó îòêëîíåíèé ∆x ïðèíèìàåì çà
òî÷íîñòü ýôåìåðèäû.

Â ýòîì ìåòîäå íàáîð îïîðíûõ íàáëþäåíèé ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê
âàðèàíò âûáîðêè. Ïðè ñòàòèñòè÷åñêîì àíàëèçå îòêëîíåíèé ∆x ñíà-
÷àëà âû÷èñëÿþò ñðåäíåå çíà÷åíèå è ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ âåëè÷è-
íó îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíåãî. Ìîæíî íå âû÷èñëÿòü ñðåäíåå çíà÷åíèå
ïðåäâàðèòåëüíî, à îïðåäåëÿòü ýòè äâå âåëè÷èíû ïî õîäó âû÷èñëå-
íèé ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé, ïðèâåäåííûõ â ðàçäå-
ëå 6.6 (Ãëàâà 6).

Ñõåìà îïèñàííîãî àëãîðèòìà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 8.2. Âû÷èñ-
ëåíèå îïîðíîé ýôåìåðèäû âûïîëíÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ñ ñ âû÷èñ-
ëåíèåì îïîðíûõ íàáëþäåíèé. Îïåðàöèè «ôîðìèðîâàíèå áóòñòðåï-
âûáîðêè íàáëþäåíèé», «óòî÷íåíèå ïàðàìåòðîâ», «âû÷èñëåíèå ýôå-
ìåðèäû» äåëàþòñÿ â öèêëå ìíîãî ðàç. Âû÷èñëåíèå îòêëîíåíèÿ îò
îïîðíîé ýôåìåðèäû è ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé âåëè÷èíû îòêëîíåíèé
ïðîèçâîäèòñÿ îäíîâðåìåííî ñ âû÷èñëåíèåì ýôåìåðèäû. Ñðåäíå-
êâàäðàòè÷íàÿ âåëè÷èíà îòêëîíåíèé âû÷èñëÿåòñÿ ïî ðåêóððåíòíîé
ôîðìóëå, ïðèâåäåííîé â ðàçäåëå 6.6 (Ãëàâà 6). Ïðè âûõîäå èç öèêëà
òî÷íîñòü ýôåìåðèäû êàê ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ âåëè÷èíà îòêëîíåíèé
îêàçûâàåòñÿ óæå âû÷èñëåííîé. Îöåíêó òî÷íîñòè ýôåìåðèä ìîæíî
äåëàòü îäíîâðåìåííî íà öåëûé ðÿä ìîìåíòîâ âðåìåíè. Çàòåì ìîæ-
íî ïîñòðîèòü ãðàôèê çàâèñèìîñòè òî÷íîñòè ýôåìåðèä îò âðåìåíè.
Çàïîìèíàÿ îòêëîíåíèÿ ýôåìåðèäû îò îïîðíîé íà íåêîòîðûé ìî-
ìåíò âðåìåíè â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé â îòäåëüíîì ôàéëå, ìîæíî
ïîñòðîèòü ðàñïðåäåëåíèå îòêëîíåíèé ïî èõ çíà÷åíèÿì.

Ðàññìîòðåííûé àëãîðèòì èìååò îäíî ïðåèìóùåñòâî ïî ñðàâíå-
íèþ ñ âàðèàöèè îøèáîê íàáëþäåíèé. Äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäà íå
íóæíû íèêàêèå äàííûå î òî÷íîñòè íàáëþäåíèé.

Ïîÿñíèì çäåñü, ÷òî òàêîå «áóòñòðåï»-âûáîðêà. Ïóñòü èìååò-
ñÿ íàáîð êàêèõ-ëèáî ïðîíóìåðîâàííûõ ýëåìåíòîâ â êîëè÷åñòâå N

øòóê. Ïðåäñòàâèì ñåáå ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, êîòîðàÿ ìîæåò ïðè-
íèìàòü çíà÷åíèÿ îò 1 äî N ñ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè.
Áóäåì çàäàâàòü ýòó ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó N ðàç. Â êàæäîì ñëó÷àå
ïîëó÷àåì íåêîòîðîå çíà÷åíèå n ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â äèàïàçîíå
îò 1 äî N , çàòåì âûáèðàåì èç èñõîäíîãî íàáîðà ýëåìåíò ñ íîìåðîì
n. Ïîìåùàåì ýòîò ýëåìåíò â ðåçóëüòèðóþùèé íàáîð. Â èòîãå ïî-
ëó÷èì ñíîâà N ýëåìåíòîâ. Îäíàêî â ðåçóëüòèðóþùåì íàáîðå íåêî-
òîðûå ýëåìåíòû èç èñõîäíîãî íàáîðà ìîãóò îêàçàòüñÿ âûáðàííûìè
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Ðèñ. 8.2. Ñõåìà àëãîðèòìà îöåíêè òî÷íîñòè ýôåìåðèäû ñ ïîìîùüþ
«áóòñòðåï»-âûáîðîê íàáëþäåíèé. Òîëñòûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû äàííûå è
ïîòîêè äàííûõ. Òîíêèìè ëèíèÿìè îáîçíà÷åíû äåéñòâèÿ àëãîðèòìà è ïåðå-

õîäû ìåæäó îïåðàöèÿìè.

íåñêîëüêî ðàç, à íåêîòîðûå — íè ðàçó. Òàêîé ñïîñîá åùå íàçûâà-
þò âûáîðêîé ñ âîçâðàùåíèåì. Â íàøåì ñëó÷àå êàæäàÿ «áóòñòðåï»-
âûáîðêà èç N èñõîäíûõ íàáëþäåíèé ñïóòíèêà äàåò íàì ñíîâà íàáîð
èç N íàáëþäåíèé, êîòîðûé è ó÷àñòâóåò â àëãîðèòìå îöåíêè òî÷íî-
ñòè ýôåìåðèäû.

Ïðè ïðèìåíåíèè îïèñàííîãî çäåñü ìåòîäà «áóòñòðåï»-âûáîðîê
íàáëþäåíèé ñëåäóåò ó÷èòûâàòü åãî ñïåöèôè÷åñêîå ñâîéñòâî — âà-
ðüèðóþòñÿ íå îòäåëüíûå îøèáêè íàáëþäåíèé, à ïîëíîñòüþ èõ ñî-
ñòàâ. Ïîñêîëüêó â íåêîòîðûõ âûáîðêàõ ìîãóò îòñóòñòâîâàòü íàáëþ-
äåíèÿ íà êðàÿõ èíòåðâàëà âðåìåíè íàáëþäåíèé, ñîêðàùåííûé èí-
òåðâàë ìîæåò ïðèâîäèòü ê óõóäøåíèþ òî÷íîñòè ïàðàìåòðîâ è òî÷-
íîñòè ýôåìåðèä. Èñïðàâëåíèå ýòîãî íåäîñòàòêà ìåòîäà ìîæíî ñäå-
ëàòü ñëåäóþùèì ïóòåì. Íóæíî âû÷èñëèòü ñíà÷àëà âñå îøèáêè íà-
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áëþäåíèé, òî åñòü îòêëîíåíèÿ ðåàëüíûõ íàáëþäåíèé îò îïîðíûõ,
ïîëó÷åííûõ ïóòåì âû÷èñëåíèÿ ýôåìåðèä íà ìîìåíòû íàáëþäåíèé
ïî óòî÷íåííûì ïàðàìåòðàì. Çàòåì â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé äåëàòü
«áóòñòðåï»-âûáîðêè íå ñàìèõ íàáëþäåíèé, à òîëüêî èõ îøèáîê.
Òàêèì îáðàçîì, âñå ìîìåíòû íàáëþäåíèé áóäóò ñîõðàíåíû. Îä-
íàêî îøèáêè îäíèõ íàáëþäåíèé ìîãóò áûòü ïðèñâîåíû äðóãèì.
Ïðè ýòîì íåêîòîðûå îøèáêè íàáëþäåíèé ìîãóò áûòü óâåëè÷åíû
â íåñêîëüêî ðàç, à íåêîòîðûå áóäóò ïîëîæåíû ðàâíûìè íóëþ. Òà-
êîé ïðèåì áûë èñïûòàí àâòîðîì äàííîé êíèãè è ïðèâåë ê ïîëîæè-
òåëüíûì ðåçóëüòàòàì.

8.4. Îöåíêà òî÷íîñòè ýôåìåðèä ìåòîäîì âàðèàöèè
ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ

Îñíîâíàÿ èäåÿ ýòîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Íà îñíî-
âå èñõîäíîãî íàáîðà íàáëþäåíèé âûïîëíÿåì îïðåäåëåíèå ïàðàìåò-
ðîâ äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà ìåòîäîì äèôôåðåíöèàëüíîãî óòî÷-
íåíèÿ. Ïðè ýòîì ïîëó÷àþòñÿ âåêòîð-ñòîëáåö íàéäåííûõ ïàðàìåò-
ðîâ P0 è ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà îøèáîê ïàðà-
ìåòðîâ D, êàê îïèñàíî â Ãëàâå 6. Âåêòîð îïðåäåëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ
ñîäåðæèò n ýëåìåíòîâ. Ìàòðèöà D èìååò ðàçìåðíîñòü (n × n). Ïî
çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ P0 âû÷èñëÿåì îïîðíóþ ýôåìåðèäó. Ñ ïîìî-
ùüþ äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ñîçäàåì âàðèàíò çíà÷åíèé ïàðàìåò-
ðîâ P, îòëè÷àþùèéñÿ îò P0 íà íåêîòîðûé âåêòîð ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí. Ôîðìèðóåì òàêèì îáðàçîì áîëüøîå ÷èñëî âàðèàíòîâ ñëó-
÷àéíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ. Äëÿ êàæäîãî âàðèàíòà âû-
÷èñëÿåì ýôåìåðèäó íà çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Ñòàòèñòè÷åñêèå
îöåíêè âàðèàöèé ýôåìåðèä ñðåäè ýòèõ âàðèàíòîâ äàþò îöåíêó òî÷-
íîñòè.

Çäåñü âîçíèêàåò âàæíûé âîïðîñ î òîì, êàê ñôîðìèðîâàòü ñëó-
÷àéíóþ âàðèàöèþ ïàðàìåòðîâ. Ìåòîä, îáîñíîâàííûé òåîðèåé âå-
ðîÿòíîñòåé, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Äëÿ èçâåñòíîé êîâàðèàöèîííîé
ìàòðèöû îøèáîê ïàðàìåòðîâ D îïðåäåëÿåì ìàòðèöó äåêîìïîçèöèè
Õîëåöêîãî L íà îñíîâå ñîîòíîøåíèÿ

LLT = D.

Ñ ïîìîùüþ äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ôîðìèðóåì ñëó÷àéíûé âåê-
òîð η, ñîñòîÿùèé èç n êîìïîíåíò. Êàæäàÿ êîìïîíåíòà äîëæíà íåçà-
âèñèìî îò äðóãèõ ïðèíèìàòü ñëó÷àéíûå çíà÷åíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ
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âåðîÿòíîñòè, ðàñïðåäåëåííîé ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó, ñ íóëåâûì
ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé, ðàâíîé åäèíèöå. Íàáîð
ñëó÷àéíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ âû÷èñëÿåì çàòåì ïî ôîðìóëå

P = P0 + Lη.

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà L îêàçûâàåòñÿ íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàò-
ðèöåé. Äëÿ åå âû÷èñëåíèÿ èìåþòñÿ ñïåöèàëüíûå ïðîãðàììû â èç-
âåñòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïàêåòàõ ïðîãðàìì MATLAB, Maple, Ma-
thematica è äðóãèõ. Ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðîãðàììó, ñîñòàâëåííóþ
íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ñè è ïðèâåäåííóþ â Ïðèëîæåíèè 5.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå àëãîðèòì ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Ïóñòü
èìååòñÿ íàáîð ðåàëüíûõ íàáëþäåíèé ñïóòíèêà. Òðåáóåòñÿ îöåíèòü
òî÷íîñòü ýôåìåðèäû, ïîñòðîåííîé íà îñíîâå ýòèõ íàáëþäåíèé è âû-
÷èñëåííîé íà çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè.
1. Âûïîëíÿåì óòî÷íåíèå ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ íà îñíîâå èìåþùèõ-
ñÿ íàáëþäåíèé. Ïîëó÷àåì âåêòîð ïàðàìåòðîâ P0 è ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó îøèáîê ïàðàìåòðîâ D.
2. Ïî íàéäåííûì ïàðàìåòðàì âû÷èñëÿåì ýôåìåðèäó ñïóòíèêà íà
çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè, òî åñòü åãî êîîðäèíàòû, òî÷íîñòü êîòî-
ðûõ òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü. Íàçîâåì ýòó ýôåìåðèäó îïîðíîé.
3. Íàõîäèì ñëó÷àéíûé âàðèàíò âåêòîðà ïàðàìåòðîâ P îïèñàííûì
âûøå ñïîñîáîì ñ ïîìîùüþ äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë.
5. Ïî íàéäåííûì ïàðàìåòðàì âû÷èñëÿåì ýôåìåðèäó íà çàäàííûé
ìîìåíò âðåìåíè, òî åñòü êîîðäèíàòû, òî÷íîñòü êîòîðûõ òðåáóåòñÿ
îïðåäåëèòü. Âû÷èñëÿåì è çàïîìèíàåì îòêëîíåíèÿ ∆x ýòèõ êîîðäè-
íàò îò îïîðíîé ýôåìåðèäû.
6. Ïåðåõîäèì ê ïóíêòó 3 ñ íîâûì íàáîðîì ñëó÷àéíûõ ÷èñåë.
7. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïåðåõîäà ê ïóíêòó 3 áîëüøîå ÷èñëî ðàç âûõî-
äèì èç ýòîãî öèêëà è äåëàåì ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç âû÷èñëåííûõ
îòêëîíåíèé ∆x ïî âñåì âàðèàíòàì âàðèàöèé îøèáîê íàáëþäåíèé.
8. Ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ âåëè÷èíó îòêëîíåíèé ∆x ïðèíèìàåì çà
òî÷íîñòü ýôåìåðèäû.

Ïðè ñòàòèñòè÷åñêîì àíàëèçå îòêëîíåíèé ∆x îïîðíàÿ ýôåìåðèäà
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê òî÷íàÿ, ïîñêîëüêó îíà áûëà âû÷èñëåíà íà îñ-
íîâå íàáîðà ðåàëüíûõ íàáëþäåíèé. Ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ âåëè÷èíó
îòêëîíåíèé ∆x ìîæíî îïðåäåëÿòü ïî õîäó âû÷èñëåíèé ñ ïîìîùüþ
ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ, ïðèâåäåííîãî â ðàçäåëå 6.6 (Ãëàâà 6).

Ñõåìà îïèñàííîãî àëãîðèòìà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 8.3. Âû÷èñëå-
íèå îïîðíîé ýôåìåðèäû âûïîëíÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ñ ñ âû÷èñëå-
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íèåì îïîðíûõ íàáëþäåíèé. Îïåðàöèè «âû÷èñëåíèå âàðèàíòà ïà-
ðàìåòðîâ ñ âàðèàöèÿìè» è «âû÷èñëåíèå ýôåìåðèäû» äåëàþòñÿ â
öèêëå ìíîãî ðàç. Âû÷èñëåíèå îòêëîíåíèÿ îò îïîðíîé ýôåìåðèäû
è ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé âåëè÷èíû îòêëîíåíèé ïðîèçâîäèòñÿ ïî ðå-
êóðåíòíîé ôîðìóëå îäíîâðåìåííî ñ âû÷èñëåíèåì ýôåìåðèäû. Ïðè
âûõîäå èç öèêëà òî÷íîñòü ýôåìåðèäû êàê ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ âå-
ëè÷èíà îòêëîíåíèé îêàçûâàåòñÿ óæå âû÷èñëåííîé. Îöåíêó òî÷íî-
ñòè ýôåìåðèä ìîæíî äåëàòü îäíîâðåìåííî íà öåëûé ðÿä ìîìåíòîâ
âðåìåíè. Çàòåì ìîæíî ïîñòðîèòü ãðàôèê çàâèñèìîñòè òî÷íîñòè îò
âðåìåíè. Çàïîìèíàÿ îòêëîíåíèÿ ýôåìåðèäû îò îïîðíîé íà íåêî-
òîðûé ìîìåíò âðåìåíè â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé â îòäåëüíîì ôàéëå,
ìîæíî ïîñòðîèòü ðàñïðåäåëåíèå îòêëîíåíèé ïî èõ çíà÷åíèÿì.

Ðàññìîòðåííûé àëãîðèòì èìååò ïðåèìóùåñòâî ïî ñðàâíåíèþ ñ
äðóãèìè ðàññìîòðåííûìè âûøå ìåòîäàìè. Çíà÷èòåëüíî ñîêðàùàåò-
ñÿ âðåìÿ âû÷èñëåíèé, ïîñêîëüêó óòî÷íåíèå ïàðàìåòðîâ èç íàáëþ-
äåíèé íóæíî ñäåëàòü òîëüêî îäèí ðàç. Äðóãîå ïðåèìóùåñòâî çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè îøèáîê íàáëþäå-
íèé àâòîìàòè÷åñêè ïðèíèìàþòñÿ âî âíèìàíèå, áëàãîäàðÿ èñïîëü-
çîâàíèþ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû îøèáîê ïàðàìåòðîâ.

8.5. Òî÷íîñòü ýôåìåðèä äàëåêèõ ñïóòíèêîâ áîëüøèõ
ïëàíåò

Äàëåêèå ñïóòíèêè áîëüøèõ ïëàíåò ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîé èíòå-
ðåñ äëÿ äèíàìèêè Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Çíàíèå îðáèò ýòèõ ñïóòíè-
êîâ ïîìîãàåò óñòàíîâèòü êàðòèíó ýâîëþöèè ñèñòåìû è äàåò èíôîð-
ìàöèþ äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ ãèïîòåç î ïðîèñõîæäåíèè ñïóòíèêîâ.

Äàëåêèå ñïóòíèêè ïëàíåò ïîäâåðæåíû ñèëüíûì âîçìóùåíèÿì
ñî ñòîðîíû Ñîëíöà. Îïðåäåëåíèå ýòèõ âîçìóùåíèé àíàëèòè÷åñêè-
ìè ìåòîäàìè âåñüìà çàòðóäíåíî, õîòÿ â ïðîøëûõ âåêàõ òàêèå ïî-
ïûòêè äåëàëèñü.

Ìíîãî íîâûõ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò áûëî îòêðûòî â êîíöå
XX âåêà è íà÷àëå XXI. Îáùåå ÷èñëî èçâåñòíûõ äàëåêèõ ñïóòíè-
êîâ óâåëè÷èëîñü çà ïîñëåäíååå âðåìÿ ñ 10 äî 128. Ýôåìåðèäû ýòèõ
ñïóòíèêîâ íåîáõîäèìû äëÿ êîíòðîëÿ âûïîëíåííûõ è ïðîâåäåíèÿ
íîâûõ íàáëþäåíèé. Äëÿ ýòèõ öåëåé íàäî çíàòü àïðèîðè òî÷íîñòü
ýôåìåðèä.

Ðàññòîÿíèÿ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ îò ïëàíåòû çàêëþ÷àþòñÿ â ïðå-
äåëàõ îò 10 äî 30 ìëí êì, à ïåðèîäû îáðàùåíèÿ ñîñòàâëÿþò îò 2 äî 4
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Ðèñ. 8.3. Ñõåìà àëãîðèòìà îöåíêè òî÷íîñòè ýôåìåðèäû ñ ïîìîùüþ âàðèà-
öèé îøèáîê ïàðàìåòðîâ. Òîëñòûìè ñòðåëêàìè ïîêàçàíû äàííûå è ïîòîêè
äàííûõ. Òîíêèìè ñòðåëêàìè îáîçíà÷åíû äåéñòâèÿ àëãîðèòìà è ïåðåõîäû

ìåæäó îïåðàöèÿìè.

ëåò. Ëèøü äâà äàëåêèõ ñïóòíèêà Íåïòóíà äâèæóòñÿ íà ðàññòîÿíèè
46 ìëí êì îò ñâîåé ïëàíåòû.

Ýôåìåðèäû äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò ðàçðàáàòûâàþòñÿ â íåñ-
êîëüêèõ ìèðîâûõ íàó÷íûõ öåíòðàõ. Ðåçóëüòàòû ðàáîò (Jacobson,
2000; Brozovic, Jacobson, 2009) èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ïðîèçâîäñòâà
ýôåìåðèä, äîñòóïíûõ íà ñåðâåðå ýôåìåðèä JPL (Giorgini et al.,
1997). Ìîäåëè äâèæåíèÿ è ýôåìåðèäû äàëåêèõ ñïóòíèêîâ áîëü-
øèõ ïëàíåò ñòðîèëèñü â ðàáîòàõ (Emelyanov, 2005, 2007; Åìåëüÿ-
íîâ, Êàíòåð, 2005). Íàèáîëåå òî÷íàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ è ýôåìåðè-
äû ñïóòíèêà Ñàòóðíà Ôåáû áûëè ïîñòðîåíû â ðàáîòå (Desmars et
al., 2013). Äëÿ äàëåêîãî ñïóòíèêà Íåïòóíà Íåðåèäû ìîäåëü äâèæå-
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Ðèñ. 8.4. Îöåíêè òî÷íîñòè ýôåìåðèä ñïóòíèêà Þïèòåðà J23 Êàëèêå òðåìÿ
ìåòîäàìè: òî÷êè — âàðèàöèè îøèáîê íàáëþäåíèé, êðóæêè — «áóòñòðåï»-
âûáîðêè, êðåñòèêè — âàðèàöèè îøèáîê ïàðàìåòðîâ. Îòíîøåíèå èíòåðâàëà

íàáëþäåíèé ê ïåðèîäó îáðàùåíèÿ ñïóòíèêà ðàâíî 1.52.

íèÿ ïîñòðîåíà â ðàáîòå (Emelyanov, Arlot, 2011). Âñå ýòè ýôåìåðè-
äû äîñòóïíû íà ñåðâåðå ýôåìåðèä ñïóòíèêîâ ïëàíåò MULTI-SAT
(Emelyanov, Arlot, 2008).

Âñå íîâûå ñïóòíèêè, îòêðûòûå ïîñëå 1997 ãîäà, èìåþò ìàëóþ
ÿðêîñòü. Èõ çâåçäíûå âåëè÷èíû çàêëþ÷àþòñÿ â ïðåäåëàõ 21–24.
Ñïóòíèêè ýòè ìîãóò íàáëþäàòüñÿ òîëüêî ñ ïîìîùüþ î÷åíü ìîù-
íûõ òåëåñêîïîâ.

Àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ïî âñåì ñïóòíèêàì è ïî âñåì íàçåìíûì
îáñåðâàòîðèÿì òî÷íîñòü íàáëþäåíèé â îñíîâíîì ñîñòàâëÿåò 0.2–0.6
ñåêóíä äóãè.(Emelyanov, 2005, 2007; Åìåëüÿíîâ, Êàíòåð, 2005).

Âïåðâûå òî÷íîñòü ýôåìåðèä âñåõ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ áîëüøèõ
ïëàíåò áûëà îïðåäåëåíà íà îñíîâå íàáëþäåíèé â ðàáîòå (Emelyanov,
2010). Â ýòîé ðàáîòå ïîäðîáíî îïèñàíû ìåòîäû è äàíû ðåçóëüòàòû
îöåíîê. Äëÿ ìíîãèõ èç äàëåêèõ ñïóòíèêîâ îðáèòû áûëè óòî÷íåíû
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Ðèñ. 8.5. Îöåíêè òî÷íîñòè ýôåìåðèä ñïóòíèêà Þïèòåðà J31 Ýòíå òðåìÿ
ìåòîäàìè: òî÷êè — âàðèàöèè îøèáîê íàáëþäåíèé, êðóæêè — «áóòñòðåï»-
âûáîðêè, êðåñòèêè — âàðèàöèè îøèáîê ïàðàìåòðîâ. Îòíîøåíèå èíòåðâàëà

íàáëþäåíèé ê ïåðèîäó îáðàùåíèÿ ñïóòíèêà ðàâíî 1.02 .

íà îñíîâå áîëåå äëèííîãî ðÿäà íàáëþäåíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ òåìè,
÷òî èñïîëüçîâàëèñü â ïðåäûäóùèõ îïóáëèêîâàííûõ ðàáîòàõ.

Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ, îòêðûòûõ â íà÷àëå è ñå-
ðåäèíå XX âåêà, òî÷íîñòü ýôåìåðèä ñîõðàíÿåòñÿ íà óðîâíå 0.06 ñå-
êóíä äóãè äî 2020 ãîäà. Äëÿ äðóãèõ ñïóòíèêîâ òî÷íîñòü ýôåìåðèä
çíà÷èòåëüíî õóæå è ðåçêî ïàäàåò ñ óìåíüøåíèåì èíòåðâàëà âðåìå-
íè íàáëþäåíèé. Åñòü ñïóòíèêè, äëÿ êîòîðûõ èíòåðâàë âðåìåíè íà-
áëþäåíèé ðàâåí 30 ñóòîê, ÷òî ñîñòàâëÿåò 0.04-0.07 ïåðèîäà èõ îðáè-
òàëüíîãî îáðàùåíèÿ. Äëÿ íåêîòîðûõ èç òàêèõ ñïóòíèêîâ òî÷íîñòü
ýôåìåðèä ñðàâíèìà ñ âèäèìûìè ðàçìåðàìè îðáèòû. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ýòè ñïóòíèêè ìîæíî ñ÷èòàòü ïîòåðÿííûìè. Èõ íóæíî èñêàòü è
îòêðûâàòü çàíîâî. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû (Emelyanov, 2010)
òàêèõ ñïóòíèêîâ îêàçàëîñü 21.

Òî÷íîñòü ýôåìåðèä ñïóòíèêîâ â ðàáîòå (Emelyanov, 2010) îïðå-
äåëÿëàñü äëÿ áîëüøîãî ðÿäà ìîìåíòîâ âðåìåíè äî 2020 ãîäà è â
áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ âêëþ÷àëà èíòåðâàë âðåìåíè íàáëþäåíèé. Äëÿ
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Ðèñ. 8.6. Îöåíêè òî÷íîñòè ýôåìåðèä ñïóòíèêà Þïèòåðà S/2003 J 3 òðåìÿ
ìåòîäàìè: òî÷êè — âàðèàöèè îøèáîê íàáëþäåíèé, êðóæêè — «áóòñòðåï»-
âûáîðêè, êðåñòèêè — âàðèàöèè îøèáîê ïàðàìåòðîâ. Îòíîøåíèå èíòåðâàëà
íàáëþäåíèé ê ïåðèîäó îáðàùåíèÿ ñïóòíèêà ðàâíî 0.04. Íà ýòîì ãðàôèêå â

áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ òî÷êè ñëèâàþòñÿ ñ êðåñòèêàìè.

âñåõ ñïóòíèêîâ ïðèìåíÿëèñü òðè ðàññìîòðåííûõ âûøå ìåòîäà. Ñäå-
ëàíî ñðàâíåíèå îöåíîê òî÷íîñòè ýôåìåðèä ïî òðåì èñïîëüçîâàí-
íûì ìåòîäàì. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ñïóòíèêîâ ñ äîñòàòî÷íî áîëü-
øèì èíòåðâàëîì âðåìåíè íàáëþäåíèé òðè ìåòîäà äàþò ñîâåðøåííî
èäåíòè÷íûå ðåçóëüòàòû. Îäíàêî â ñëó÷àÿõ ìàëûõ èíòåðâàëîâ âðå-
ìåíè íàáëþäåíèé ìåòîä «áóòñòðåï»-âûáîðîê íàáëþäåíèé äàåò ñî-
âåðøåííî íåðåàëüíûå îöåíêè. Ïðè ýòîì ìåòîäû âàðèàöèè îøèáîê
íàáëþäåíèé è ìåòîä âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ ñîõðàíÿþò âçàèìíîå ñî-
ãëàñèå.

Íåñêîëüêî ïðèìåðîâ îöåíîê òî÷íîñòè ýôåìåðèä ïîêàçàíû íà
ðèñ. 8.4, 8.5, 8.6. Â ïîäïèñÿõ ê ðèñóíêàì äàþòñÿ îòíîøåíèÿ èíòåð-
âàëà íàáëþäåíèé ê ïåðèîäó îáðàùåíèÿ ñïóòíèêà. Ãðàôèêè íà ðè-
ñóíêàõ ïîäòâåðæäàþò ñäåëàííûå âûâîäû.

Â ðàáîòå (Jacobson et al., 2012) íà îñíîâå âñåõ èìåþùèõñÿ ê òîìó
âðåìåíè íàáëþäåíèé áûëè óòî÷íåíû îðáèòû è ýôåìåðèäû âñåõ äà-
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ëåêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà, Ñàòóðíà, Óðàíà è Íåïòóíà. Âûïîëíåíû
îöåíêè òî÷íîñòè ýôåìåðèä ñïóòíèêîâ. Ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, àíà-
ëîãè÷íûå ðåçóëüòàòàì ðàáîòû (Emelyanov, 2010). Äëÿ ðÿäà ñïóòíè-
êîâ ýôåìåðèäû ïîëó÷èëèñü áîëåå òî÷íûìè, ïîñêîëüêó èñïîëüçîâà-
ëèñü áîëåå äëèííûå ðÿäû íàáëþäåíèé. Âàæíî òî, ÷òî àâòîðû ðàáî-
òû (Jacobson et al., 2012) âûïîëíèëè íîâûå íàáëþäåíèÿ è îñóùå-
ñòâèëè ïîèñê ñïóòíèêîâ, ðàíåå ïîòåðÿííûõ èç-çà íåòî÷íîñòè ýôå-
ìåðèä. Íåñêîëüêî ñïóòíèêîâ áûëî âíîâü íàéäåíî. Îäíàêî àâòîðû
ðàáîòû (Jacobson et al., 2012) êîíñòàòèðîâàëè, ÷òî 16 ðàíåå îòêðû-
òûõ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà è Ñàòóðíà îñòàþòñÿ ïîòåðÿííû-
ìè. Íîâûå ðàáîòû ïî óòî÷íåíèþ îðáèò äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò
ïðîäîëæàëèñü. Àâòîðû ñòàòüè (Brozovic, Jacobson, 2017) ïðîèçâåëè
íîâîå îïðåäåëåíèå îðáèò äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà ñ èñïîëüçî-
âàíèåì íîâûõ íàáëþäåíèé. Íî è ïîñëå ýòîé ðàáîòû 11 èç 71 äàëå-
êèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà òàê è îñòàþòñÿ ïîòåðÿííûìè.
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Глава 9

ВРАЩЕНИЕ СПУТНИКОВ ПЛАНЕТ

Ðåçþìå
Ïåðâûå äâà ðàçäåëà ýòîé ãëàâû ñîäåðæàò îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

ïîíÿòèé, ñâÿçàííûõ ñ âðàùåíèåì ñïóòíèêîâ ïëàíåò. Ýòè ñâåäåíèÿ
íåîáõîäèìû ïðè èçó÷åíèè äèíàìèêè ñïóòíèêîâ ïëàíåò èç íàáëþ-
äåíèé. Â òðåòüåì ðàçäåëå äàåòñÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ ïîëþñà Íåïòóíà
íà îñíîâå äâóõ ðàáîò, âêëþ÷àÿ ðàáîòó àâòîðà êíèãè.

×åòâåðòûé è ñëåäóþùèå ðàçäåëû ïîâåñòâóþò î ðàáîòàõ ïî èñ-
ñëåäîâàíèþ âðàùàòåëüíîé äèíàìèêè îòäåëüíî ïî êàæäîé ãðóïïå
ñïóòíèêîâ.

Ïîñêîëüêó àâòîð äàííîé êíèãè íåïîñðåäñòâåííî ïðàêòè÷åñêè
íå çàíèìàëñÿ èçó÷åíèåì âðàùåíèÿ åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò,
íàñòîÿùàÿ ãëàâà ñîäåðæèò ëèøü îáçîðû îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ, ñäå-
ëàííûå ïî ïóáëèêàöèÿì ïîñëåäíèõ äâàäöàòè ëåò.

9.1. Îáùèå ñâîéñòâà âðàùåíèÿ ñïóòíèêîâ ïëàíåò
Äâèãàÿñü ïî îðáèòàì âîêðóã ñâîèõ ïëàíåò, ñïóòíèêè âðàùàþò-

ñÿ è îòíîñèòåëüíî ñâîèõ öåíòðîâ ìàññ. Äèíàìèêà âðàùåíèÿ âåñüìà
ñëîæíà. Âðàùàòåëüíîå è îðáèòàëüíîå äâèæåíèÿ âçàèìíî ñâÿçàíû.
Íà âðàùåíèå äåéñòâóþò â îñíîâíîì êîíñåðâàòèâíûå ãðàâèòàöèîí-
íûå ñèëû, íî òàêæå è ñèëû äèññèïàòèâíîé ïðèðîäû.

Ïî âðàùåíèþ ñïóòíèêè ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè ãðóïïû.
Ïåðâàÿ ãðóïïà ñïóòíèêîâ èìååò âðàùåíèå, ñèíõðîííîå ñ îðáè-

òàëüíûì äâèæåíèåì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñïóòíèê âñåãäà îáðàùåí ê
ïëàíåòå îäíîé è òîé æå ñâîåé ñòîðîíîé. Òàê âðàùàþòñÿ ïî÷òè âñå
ãëàâíûå ñïóòíèêè ïëàíåò. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ñïóòíèê Ñàòóðíà
Ãèïåðèîí, âðàùåíèå êîòîðîãî íåîáû÷íî. Ñïóòíèêè, èìåþùèå ñèí-
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õðîííîå âðàùåíèå, êàê ïðàâèëî, èìåþò âûòÿíóòóþ ôîðìó, è îñü
âûòÿíóòîñòè âñåãäà íàïðàâëåíà â ñòîðîíó ïëàíåòû. Âðàùàÿñü ñèí-
õðîííî, ñïóòíèêè íå âñåãäà òî÷íî îðèåíòèðîâàíû â íàïðàâëåíèè
ïëàíåòû. Îíè ñîâåðøàþò íåáîëüøèå êîëåáàíèÿ ñâîèõ òåë îòíîñè-
òåëüíî ýòîãî íàïðàâëåíèÿ — òàê íàçûâàåìûå ëèáðàöèè. Ýòî ïðîèñ-
õîäèò èç-çà ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû è âçàèìíîãî ïðèòÿæåíèÿ ñïóòíè-
êîâ. Òî÷íûå òåîðèè ëèáðàöèè ýòèõ ñïóòíèêîâ âåñüìà ñëîæíû.

Âòîðàÿ ãðóïïà — ýòî ñïóòíèêè ñ íåîáû÷íûì âðàùåíèåì, êîòîðîå
ïðèíÿòî íàçûâàòü õàîòè÷íûì. Ê òàêèì ñïóòíèêàì îòíîñèòñÿ Ãèïå-
ðèîí — îäèí èç ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà. Â òåîðåòè÷åñêîé ðàáî-
òå (Wisdom, Peale, Mignard, 1984) áûë ïðåäñòàâëåí àíàëèç, â ðåçóëü-
òàòå êîòîðîãî îáíàðóæèâàåòñÿ áîëüøàÿ çîíà âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé
õàîòè÷åñêîãî âðàùåíèÿ âîêðóã ðåçîíàíñíîãî ñïèí-îðáèòàëüíîãî ñî-
ñòîÿíèÿ Ãèïåðèîíà. Åùå ðàíåå â ðàáîòå (Goguen et al., 1983) èç àíà-
ëèçà êðèâûõ áëåñêà ýòîãî ñïóòíèêà, ïîëó÷åííûõ èç ôîòîìåòðè÷å-
ñêèõ íàáëþäåíèé 1983 ãîäà, áûëî óñòàíîâëåíî åãî õàîòè÷íîå âðà-
ùåíèå. Õàîòè÷íîå âðàùåíèå ñïóòíèêîâ ïëàíåò è âðàùåíèå Ãèïåðè-
îíà ðàññìîòðåíû íèæå â îòäåëüíîì ðàçäåëå.

Ê òðåòüåé ãðóïïå îòíîñÿòñÿ ñïóòíèêè, î âðàùåíèè êîòîðûõ íàì
íè÷åãî íå èçâåñòíî. Ýòî â îñíîâíîì äàëåêèå ñïóòíèêè áîëüøèõ ïëà-
íåò, âåñüìà ìàëûå îáúåêòû.

Çíàíèå ïàðàìåòðîâ âðàùåíèÿ åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò
âåñüìà âîñòðåáîâàíî ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ äè-
íàìèêè Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Ïîýòîìó âàæíî èìåòü íåêîòîðûé ñòàí-
äàðòíûé èñòî÷íèê äàííûõ, îòðàæàþùèé ñîâðåìåííûå çíàíèÿ, ïî-
ñòîÿííî îáíîâëÿåìûå ïî ìåðå ïîÿâëåíèÿ íîâûõ ðåçóëüòàòîâ íà-
áëþäåíèé. Ýòèì äåëîì çàíÿòà Ðàáî÷àÿ ãðóïïà ïî êàðòîãðàôè÷å-
ñêèì êîîðäèíàòàì è ïàðàìåòðàì âðàùåíèÿ ïëàíåò è ñïóòíèêîâ
Ìåæäóíàðîäíîãî àñòðîíîìè÷åñêîãî ñîþçà (IAU Working Group
on Cartographic Coordinates and Rotational Elements — IAU WG
CCRE). Äî ïîñëåäíåãî âðåìåíè ýòà ðàáî÷àÿ ãðóïïà ðåãóëÿðíî îäèí
ðàç â òðè ãîäà ïóáëèêîâàëà ñâîé îò÷åò, â êîòîðîì äàâàëàñü ñâîä-
êà ïîñëåäíèõ ñâåäåíèé î âðàùåíèè ïëàíåò è ñïóòíèêîâ. Ïîñëåä-
íèé ðàññìàòðèâàåìûé íàìè îò÷åò — ýòî ïóáëèêàöèÿ (Archinal et
al., 2018). Âïðî÷åì, ïîñëå ïóáëèêàöèè òàêîãî îò÷åòà ñíîâà âûïîë-
íÿþòñÿ èññëåäîâàíèÿ, óòî÷íÿþùèå ïðåäûäóùèå ìîäåëè.

Ïàðàìåòðû âðàùåíèÿ åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ è ïëàíåò, âçÿòûå
èç ïîñëåäíåãî îò÷åòà Ðàáî÷åé ãðóïïû IAU WG CCRE, ïðèâîäÿòñÿ
â Ïðèëîæåíèè 6. Íîâûå äàííûå, ïîÿâèâøèåñÿ ïîñëå ïóáëèêàöèè
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îò÷åòà, òàêæå ïðèâîäÿòñÿ è ñíàáæàþòñÿ ñïåöèàëüíûìè êîììåíòà-
ðèÿìè.

Ïðè îïèñàíèè âðàùåíèÿ ïëàíåòû èëè ñïóòíèêà ìîãóò âîçíèê-
íóòü ðàçëè÷èÿ â ïðèíÿòûõ îïðåäåëåíèÿõ òàêèõ ïîíÿòèé, êàê ñåâåð-
íûé ïîëþñ è íà÷àëüíûé ìåðèäèàí. Ïîýòîìó â ñëåäóþùåì ðàçäåëå
ìû äàåì îïðåäåëåíèå îñíîâíûõ ïîíÿòèé, ïðèíÿòûõ Ìåæäóíàðîä-
íûì àñòðîíîìè÷åñêèì ñîþçîì (ÌÀÑ).

Âðàùåíèÿ ñïóòíèêîâ íàáëþäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ êîñìè÷åñêèõ àï-
ïàðàòîâ (ÊÀ). Ôîòîìåòðè÷åñêèå ïðîÿâëåíèÿ âðàùåíèÿ îáíàðóæè-
âàþòñÿ è ïðè íàçåìíûõ íàáëþäåíèÿõ. Âðàùåíèå ñóùåñòâåííî çà-
âèñèò îò âíóòðåííåãî ñòðîåíèÿ ñïóòíèêîâ. Ïî íàáëþäåíèÿì âðà-
ùåíèÿ ìîæíî ñòðîèòü ãèïîòåçû î âíóòðåííåì ñòðîåíèè, ìîæíî ìî-
äåëèðîâàòü ðàñïðåäåëåíèå ìàññ âíóòðè ñïóòíèêîâ. Îáû÷íî ìîäå-
ëèðóþò ãðàâèòàöèîííîå ïîëå ñïóòíèêà ïóòåì ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé
ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì. Íà îñíîâå
ýòèõ äàííûõ ñîñòàâëÿþò äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âðàùåíèÿ
ñïóòíèêà âîêðóã åãî öåíòðà ìàññ. Â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé ó÷è-
òûâàþòñÿ ôàêòîðû, âëèÿþùèå íà âðàùåíèå. Ýòî â îñíîâíîì ïðè-
òÿæåíèå öåíòðàëüíîé ïëàíåòû è äðóãèõ ñïóòíèêîâ. Èñïîëüçóþòñÿ
íàèáîëåå òî÷íûå ìîäåëè îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ.

Ñ ïîìîùüþ ÊÀ ïîëó÷àþòñÿ èçîáðàæåíèÿ ñïóòíèêîâ. Ïî èçîá-
ðàæåíèÿì îïðåäåëÿþò ôîðìû èõ òåë. Ýòè äàííûå ñîãëàñîâûâàþòñÿ
ñ ìîäåëÿìè âðàùåíèÿ.

Äëÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âðàùàòåëüíîãî äâè-
æåíèÿ íåîáõîäèìû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Èõ îïðåäåëÿþò èç íàáëþ-
äåíèé. Ïîëîæåíèÿ òåë ñïóòíèêîâ îïðåäåëÿþòñÿ ïî èçîáðàæåíèÿì,
ïîëó÷àåìûì ñ ïîìîùüþ ÊÀ. Äëÿ èçó÷åíèÿ âðàùåíèÿ ñïóòíèêîâ èñ-
ïîëüçóþò òàêæå íàçåìíûå ôîòîìåòðè÷åñêèå èçìåðåíèÿ èíòåãðàëü-
íîé ÿðêîñòè ñïóòíèêà. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþò òó èëè èíóþ ìîäåëü
ðàñïðåäåëåíèÿ îòðàæàòåëüíîé ñïîñîáíîñòè ïî ïîâåðõíîñòè ñïóòíè-
êà. Â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ ìîäåëü âðàùåíèÿ ñïóòíèêà, ïîçâîëÿþùàÿ
îïðåäåëèòü íà ëþáîé çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè óãëû ëèáðàöèè.
Ïðè ìîäåëèðîâàíèè âðàùåíèÿ èñïîëüçóþò ìîäåëè àáñîëþòíî òâåð-
äîãî òåëà, äåôîðìèðóåìîãî óïðóãîãî èëè âÿçêî-óïðóãîãî òåëà.

Âñå ýòè ìîäåëè ñîñòàâëÿþò ïðåäìåò ìíîãî÷èñëåííûõ ðàáîò, ïóá-
ëèêóåìûõ â íàó÷íûõ æóðíàëàõ. Íèæå äàåòñÿ êðàòêèé îáçîð ðàáîò
è ðåçóëüòàòîâ ïî èññëåäîâàíèþ âðàùåíèÿ åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ
áîëüøèõ ïëàíåò íà îñíîâå íàáëþäåíèé. Ðàçäåëû èçëîæåíèÿ ñîîò-
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âåòñòâóþò îòäåëüíûì ñïóòíèêàì, èìåþùèì îïðåäåëåííûå îñîáåí-
íîñòè âðàùåíèÿ.

9.2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ î âðàùåíèè ïëàíåò
è ñïóòíèêîâ

×òîáû èçáåæàòü âîçìîæíîé ïóòàíèöû, Ðàáî÷àÿ ãðóïïà IAU WG
CCRE âûðàáîòàëà ðåêîìåíäàöèè â îïðåäåëåíèè îñíîâíûõ ïîíÿòèé
î âðàùåíèè ïëàíåò è ñïóòíèêîâ.

Ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ïëàíåòàõ è åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêàõ îïðå-
äåëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíî ñðåäíåé îñè âðàùåíèÿ. Ïîíÿòèå äîëãîòû
çàâèñèò îò òèïà íåáåñíîãî òåëà. Äëÿ áîëüøèíñòâà òåë, èìåþùèõ
íàáëþäàåìûå äåòàëè íà ïîâåðõíîñòè, äîëãîòà îïðåäåëÿåòñÿ îòíî-
ñèòåëüíî êàêîé-ëèáî äåòàëè. Ïðèìåíÿþòñÿ è äðóãèå îïðåäåëåíèÿ
äîëãîòû, êîòîðûå ìû ðàññìîòðèì íèæå. Ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ
äëÿ óãëîâ âðàùåíèÿ äàþòñÿ îòíîñèòåëüíî Ìåæäóíàðîäíîé íåáåñ-
íîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (International Celestial Reference Frame —
ICRF). Âðåìÿ îòñ÷èòûâàåòñÿ â øêàëå TDB. Ýïîõîé îòñ÷åòà âðåìå-
íè ÿâëÿåòñÿ ýïîõà J2000, ò.å. JD = 2451545.0 (12 ÷àñîâ 1 ÿíâàðÿ 2000
ã.) TDB. Âðåìÿ èçìåðÿåòñÿ â ñóòêàõ (86400 ñåêóíä ñèñòåìû SI) èëè
â ñòîëåòèÿõ ïî 36525 ñóòîê ïî øêàëå TDB.

Ñåâåðíûì ïîëþñîì îñè âðàùåíèÿ ñ÷èòàåòñÿ òîò èç äâóõ ïîëþ-
ñîâ, êîòîðûé ðàñïîëîæåí â ñåâåðíîé ïîëóñôåðå îòíîñèòåëüíî íåèç-
ìåííîé ïëîñêîñòè âðàùåíèÿ Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì,
óãîë ìåæäó ñåâåðíûì íàïðàâëåíèåì îñè âðàùåíèÿ è íåèçìåííûì
âåêòîðîì ìîìåíòà âðàùåíèÿ Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû âñåãäà íå ïðåâû-
øàåò 90 ãðàäóñîâ.

Êîîðäèíàòû ñåâåðíîãî ïîëþñà âðàùåíèÿ çàäàþòñÿ ïðÿìûì âîñ-
õîæäåíèåì α0 è ñêëîíåíèåì δ0 â ñèñòåìå ICRF.

Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè ñåâåðíîãî ïîëþñà ìû èìååì äâå òî÷-
êè ïåðåñå÷åíèÿ ýêâàòîðà òåëà è îñíîâíîé ïëîñêîñòè ICRF. Íàçî-
âåì âîñõîäÿùèì óçëîì Q òó èç ýòèõ òî÷åê, êîòîðàÿ èìååò ïðÿìîå
âîñõîæäåíèå α0 + 90◦. Íàêëîí ïëîñêîñòè ýêâàòîðà òåëà ê ýêâàòîðó
ñèñòåìû ICRF ðàâåí 90◦ − δ0.

Ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî íóëåâîé ìåðèäèàí òåëà âðàùàåòñÿ ìîíîòîííî
è ïî÷òè ðàâíîìåðíî âî âðåìåíè. Îïðåäåëèì ïîëîæåíèå íóëåâîãî
ìåðèäèàíà â çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè óãëîì W , îòñ÷èòûâàåìûì
íà ýêâàòîðå òåëà ê âîñòîêó îò âîñõîäÿùåãî óçëà Q äî òî÷êè B ïåðå-
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Ðèñ. 9.1. Ñèñòåìà êîîðäèíàò, èñïîëüçóåìàÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèè
ïëàíåòû èëè ñïóòíèêà.

ñå÷åíèÿ íóëåâîãî ìåðèäèàíà ñ ýêâàòîðîì òåëà. Ðàññìîòðåííûå çäåñü
ïîíÿòèÿ ïîÿñíÿþòñÿ íà ðèñ. 9.1.

Åñëè W óâåëè÷èâàåòñÿ ñî âðåìåíåì, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïëàíåòà èëè
ñïóòíèê èìååì ïðÿìîå (prograde) âðàùåíèå. Åñëè W óìåíüøàåòñÿ,
òî âðàùåíèå ñ÷èòàåòñÿ îáðàòíûì (retrograde). Óãîë W îïðåäåëÿåò
ýôåìåðèäíîå ïîëîæåíèå íóëåâîãî ìåðèäèàíà. Äëÿ ïëàíåò èëè ñïóò-
íèêîâ, íå èìåþùèõ âûðàæåííûõ äåòàëåé íà ïîâåðõíîñòè, èìåííî
âûðàæåíèå äëÿ W , êàê ôóíêöèè âðåìåíè, ìîæåò çàäàâàòü íóëåâîé
ìåðèäèàí.

Â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ îñè êîîðäèíàò, æåñòêî ñâÿçàííûå ñ òåëîì,
îòíîñÿòñÿ íå ê îñè âðàùåíèÿ, à ê ãëàâíûì öåíòðàëüíûì îñÿì èíåð-
öèè. Òàêèå ñëó÷àè îñîáî îòìå÷àþòñÿ â ïóáëèêàöèÿõ.

Äëÿ íåêîòîðûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò ïîëîæåíèå íóëåâîãî ìåðèäè-
àíà ñâÿçûâàåòñÿ ñî ñðåäíèì íàïðàâëåíèåì íà öåíòð ïëàíåòû.

Â ïóáëèêàöèè (Archinal et al., 2018) ïîäðîáíî îïèñûâàåòñÿ, ñ
÷åì ìîæåò áûòü ñâÿçàí íóëåâîé ìåðèäèàí, è â êàêèõ ñëó÷àÿõ ìî-
æåò èçìåíèòüñÿ åãî çàäàíèå.

Ïðè äàííîì âûøå îïðåäåëåíèè ñåâåðíîãî ïîëþñà ïëàíåòû, îêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî Óðàí èìååò îáðàòíîå âðàùåíèå âìåñòå ñî ñâîèìè ãëàâ-
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íûìè ñïóòíèêàìè. Â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ â êà÷åñòâå îñíîâíîãî íà-
ïðàâëåíèÿ îñè èñïîëüçóåòñÿ íàïðàâëåíèå âåêòîðà óãëîâîé ñêîðî-
ñòè âðàùåíèÿ ïëàíåòû. Îäíàêî, åñëè ýòî íå îãîâàðèâàåòñÿ îñîáî,
òî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïðèíèìàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ, ðåêîìåíäîâàííûå Ðà-
áî÷åé ãðóïïîé IAU WG CCRE.

Çàìåòèì, ÷òî ïðèíÿòîå âûøå îïðåäåëåíèå äëÿ ñåâåðíîãî ïîëþñà
òåëà îêàçûâàåòñÿ íåïðèãîäíûì äëÿ íåêîòîðûõ ìàëûõ ïëàíåò è êî-
ìåò. Äåëî â òîì, ÷òî èç-çà áûñòðîé ïðåöåññèè îñè âðàùåíèÿ ïîëþñ
ìîæåò èçìåíèòüñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé.

Ïî óêàçàííîé ïðè÷èíå äëÿ ìàëûõ ïëàíåò, êàðëèêîâûõ ïëàíåò è
êîìåò îïðåäåëÿþò òàê íàçûâàåìûé «ïîëîæèòåëüíûé ïîëþñ», ñâÿ-
çàííûé ñ âåêòîðîì óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïî èçâåñòíîìó ïðà-
âèëó «ïðàâîé ðóêè» Òàêîé ïîëþñ ìîæåò îêàçàòüñÿ íèêàê íå ñâÿçàí-
íûì ñ ïîíÿòèåì ñåâåðíîãî èëè þæíîãî ïîëîæåíèÿ.

Â ñâÿçè ñ ýòèì, ïîëîæåíèå ïîëþñà Ïëóòîíà, êàê îòíåñåííîãî ê
êàðëèêîâûì ïëàíåòàì, áûëî èçìåíåíî íà îáðàòíûé óæå â îò÷åòå Ðà-
áî÷åé ãðóïïû IAU WG CCRE 2011-ãî ãîäà. ïî ñðàâíåíèþ ñ íàïðàâ-
ëåíèåì ïîëþñà Ïëóòîíà, ïðèíÿòîãî â ïðåäûäóùèõ îò÷åòàõ Ðàáî÷åé
ãðóïïû IAU WG CCRE. È òåïåðü â îò÷åòå (Archinal., 2018) ïîëîæå-
íèå ïîëþñà Ïëóòîíà è åãî ñïóòíèêà Õàðîíà ïðèíèìàåòñÿ ñîãëàñíî
ïðàâèëó, ïðèíÿòîìó äëÿ êàðëèêîâûõ ïëàíåò.

Íàïîìíèì çäåñü åùå ðàç, ÷òî ïàðàìåòðû âðàùåíèÿ åñòåñòâåííûõ
ñïóòíèêîâ è ïëàíåò, âçÿòûå èç ïîñëåäíåãî îò÷åòà Ðàáî÷åé ãðóïïû
IAU WG CCRE (Archinal, 2018), ïðèâîäÿòñÿ â Ïðèëîæåíèè 6. Íî-
âûå äàííûå, ïîÿâèâøèåñÿ ïîñëå ïóáëèêàöèè îò÷åòà, òàêæå ïðèâî-
äÿòñÿ è ñíàáæàþòñÿ ñïåöèàëüíûìè êîììåíòàðèÿìè.

Îñîáî îòìåòèì íîâóþ ìîäåëü âðàùåíèÿ ñïóòíèêîâ Ìàðñà, îïóá-
ëèêîâàííóþ â 2017 ãîäó (Jacobson, 2017). Ïàðàìåòðû âðàùåíèÿ èç
ýòîé ðàáîòû äàíû îòäåëüíî â Ïðèëîæåíèè 6.

9.3. Âðàùåíèå Íåïòóíà è îðáèòà Òðèòîíà

Ñèñòåìà ñïóòíèêîâ Íåïòóíà èìååò îñîáûå ñâîéñòâà. Íåïòóí
èìååò îäèí âåñüìà ìàññèâíûé ñïóòíèê Òðèòîí, à òàêæå íåñêîëü-
êî ñîâñåì íåáîëüøèõ äàëåêèõ è áëèçêèõ ñïóòíèêîâ. Îäèí èç íèõ —
äàëåêèé ñïóòíèê Íåðåèäà. Îí îáðàùàåòñÿ ïî î÷åíü âûòÿíóòîé îð-
áèòå ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì îêîëî 0.745. Âëèÿíèå ìàëûõ ñïóòíèêîâ íà
äâèæåíèå ìàññèâíîãî Òðèòîíà äîâîëüíî ñëàáîå. Â ïîñëåäíèõ îïóá-
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ëèêîâàííûõ ìîäåëÿõ âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ýòèì âëèÿíèåì åùå
ïðåíåáðåãàþò.

Ðàññìîòðèì ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç âðàùàþùå-
ãîñÿ âîêðóã ñâîåé îñè Íåïòóíà è îáðàùàþùåãîñÿ ïî îðáèòå âîêðóã
íåãî ñïóòíèêà Òðèòîíà. Âëèÿíèåì ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà è äðóãèõ
ñïóòíèêîâ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, à Òðèòîí ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
òî÷å÷íóþ ìàññó. Öåíòð ìàññ ñèñòåìû áóäåò íåïîäâèæåí, à íåèç-
ìåííûé ìîìåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî öåí-
òðà ìàññ áóäåò ðàâåí ñóììå ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ âðàùà-
þùåéñÿ ïëàíåòû è ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ Òðèòîíà âîêðóã
öåíòðà ìàññ ñèñòåìû.

Èç-çà äèíàìè÷åñêîãî ñæàòèÿ Íåïòóíà îðáèòà Òðèòîíà áóäåò
ïðåöåññèðîâàòü. Ïðåíåáðåãàÿ êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèìè âîçìóùåíè-
ÿìè îò ýòîãî ñæàòèÿ, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïðåöåññèÿ îðáèòû áóäåò
ïðîèñõîäèòü ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ è ïîñòîÿííûì íàêëî-
íîì ê íåèçìåííîé ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê âåêòîðó ìîìåíòà
êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ñèñòåìû.

Êîíôèãóðàöèþ âðàùåíèÿ Íåïòóíà è îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ
Òðèòîíà ïîÿñíÿåò ðèñ. 9.2. Íà÷àëî êîîðäèíàò ïîìåùåíî â öåíòð
ìàññ ñèñòåìû, îñü z íàïðàâëåíà âäîëü âåêòîðà ñóììàðíîãî ìîìåí-
òà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ. Ïîêàçàíû ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé
ñ íåêîòîðîé ñôåðîé ïðîèçâîëüíîãî ðàäèóñà. Âåêòîð ìîìåíòà âðà-
ùåíèÿ Íåïòóíà îáîçíà÷åí ÷åðåç N, à âåêòîð ìîìåíòà îðáèòàëü-
íîãî äâèæåíèÿ Òðèòîíà — ÷åðåç T. Îáà âåêòîðà è îñü z ëåæàò â
îäíîé ïëîñêîñòè. Óãîë ϵ ìåæäó âåêòîðîì N è îñüþ z ñîñòàâëåò
0.461627 ãðàäóñà, à íàêëîí îðáèòû Òðèòîíà ê íåèçìåííîé ïëîñêîñòè
I = 156.870 ãðàäóñà (Jacobson, 2009). Íà ðèñóíêå äëÿ íàãëÿäíîñòè
óãîë ϵ íàìåðåííî óâåëè÷åí. ×åðåç Ω íà ðèñ. 9.2 îáîçíà÷åíî íàïðàâ-
ëåíèå íà âîñõîäÿùèé óçåë îðáèòû Òðèòîíà. Ñòðåëêàìè óêàçàíû íà-
ïðàâëåíèÿ ïðåöåññèè âåêòîðîâ è ïëîñêîñòè îðáèòû.

Ðàññìîòðåííàÿ çäåñü êîíôèãóðàöèÿ ñèñòåìû Íåïòóíà àíàëîãè÷-
íà êîíôèãóðàöèè âðàùåíèÿ Ëóíû è åå îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ. Äëÿ
Ëóíû òàêèå ñâîéñòâà îòêðûë ôðàíöóçñêèé ó÷åíûé Æàí-Äîìèíèê
Êàññèíè (1625-1712). Òåïåðü îíè íàçûâàþòñÿ çàêîíàìè Êàññèíè.

Â ðàáîòå (Jacobson, 1990) äàåòñÿ ïîäðîáíîå êîëè÷åñòâåííîå îïè-
ñàíèå ðàññìîòðåííîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû è ïðèâîäÿòñÿ ñîîòíî-
øåíèÿ ìåæäó âåëè÷èíàìè, õàðàêòåðèçóþùèìè äâèæåíèå. Íà îñíî-
âå òàêîé ìîäåëè â ðàáîòå (Jacobson, 2009) âûâîäÿòñÿ ïðèáëèæåííûå
ôîðìóëû äëÿ ýêâàòîðèàëüíûõ êîîðäèíàò ïîëþñà Íåïòóíà — ïðÿ-
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Ðèñ. 9.2. Êîíôèãóðàöèÿ âðàùåíèÿ Íåïòóíà è îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ Òðè-
òîíà. ×åðåç N îáîçíà÷åí âåêòîð ìîìåíòà âðàùåíèÿ Íåïòóíà. Âåêòîð T —
âåêòîð ìîìåíòà îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ Òðèòîíà. Îñü z íàïðàâëåíà ïî ñóì-

ìàðíîìó âåêòîðó N+ T.

ìîãî âîñõîæäåíèÿ α0 è ñêëîíåíèÿ δ0, êàê ôóíêöèé âðåìåíè. Ïî-
ñòîÿííûìè ïàðàìåòðàìè â ýòèõ ôîðìóëàõ ÿâëÿþòñÿ: óãîë ϵ, ïðÿìîå
âîñõîæäåíèå αr è ñêëîíåíèå δr ñóììàðíîãî âåêòîðà ìîìåíòà êîëè-
÷åñòâà äâèæåíèÿ ñèñòåìû. Âðåìÿ âõîäèò â ôîðìóëû ÷åðåç äîëãî-
òó âîñõîäÿùåãî óçëà îðáèòû Òðèòîíà Ω îòíîñèòåëüíî íåèçìåííîé
ïëîñêîñòè. Ëèíåéíîå ïî âðåìåíè èçìåíåíèå Ω = Ω0+Ω̇(t−t0) çàäà-
åòñÿ ïàðàìåòðàìè Ω̇, Ω0. Â ðàáîòå (Jacobson, 2009) âñå ýòè ïàðàìåò-
ðû îïðåäåëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç íàáëþäåíèé. Èñïîëüçîâàëèñü
âñå íàáëþäåíèÿ, âûïîëíåííûå âïëîòü äî 2008 ãîäà. Â óðàâíåíèÿõ
äâèæåíèÿ, êîòîðûå ðåøàëèñü ìåòîäîì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ,
ó÷èòûâàëèñü òàêæå âîçìóùåíèÿ îò äðóãèõ íåáåñíûõ òåë.

Ôîðìóëû äëÿ ýêâàòîðèàëüíûõ êîîðäèíàò ïîëþñà Íåïòóíà èìå-
þò âèä (Jacobson, 2009)

α0 = αr + ϵ sec δr sinΩT − 1

2
ϵ2 sec δr tg δr sin 2ΩT ,

δ0 = δr − ϵ cosΩT − 1

4
ϵ2 tg δr(1− cos 2ΩT ), (9.1)

ãäå ΩT åñòü äîëãîòà âîñõîäÿùåãî óçëà ýêâàòîðà Íåïòóíà îòíîñè-
òåëüíî íåèçìåííîé ïëîñêîñòè. Èç óñëîâèÿ, ÷òî îñü âðàùåíèÿ ïëà-
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íåòû è âåêòîð ìîìåíòà îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ Òðèòîíà ðàñïîëî-
æåíû ïî ðàçíûå ñòîðîíû îòíîñèòåëüíî îñè z, ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå
ìåæäó ΩT è Ω:

ΩT = Ω+ 180◦.

Â ôîðìóëàõ (9.1) îòáðîøåíû ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ, ñîäåðæàùèå ñòå-
ïåíè ϵ áîëüøèå, ÷åì 2.

Ïîäñòàâèì òåïåðü â ôîðìóëû (9.1) çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, ïîëó-
÷åííûå â ðàáîòå (Jacobson, 2009) èç íàáëþäåíèé: αr = 299.460861,
δr = 43.404811, ϵ = 0.461627. Çäåñü ïðèíÿòà ñèñòåìà êîîðäèíàò
ICRF, à çíà÷åíèÿ óãëîâ äàíû â ãðàäóñàõ. Ïîëó÷èì äëÿ êîîðäèíàò
ïîëþñà Íåïòóíà ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

α0 = 299.460861 + 0.635397 sinΩT − 0.002421 sin 2ΩT ,

δ0 = 43.403932− 0.461627 cosΩT + 0.000879 cos 2ΩT . (9.2)

Âûðàæåíèå äëÿ ΩT , âçÿòîå èç ðàáîòû (Jacobson, 2009), ìû ïðè-
âåëè ê íà÷àëüíîé ýïîõå J2000. Ïîëó÷èëîñü

ΩT = 358.177292 + 52.383621844611 T,

ãäå óãëû èçìåðÿþòñÿ â ãðàäóñàõ, à T åñòü èíòåðâàë âðåìåíè ìåæ-
äó òåêóùèì ìîìåíòîì è ýïîõîé J2000, âûðàæåííûé â þëèàíñêèõ
ñòîëåòèÿõ ïî 36525 ñóòîê.

Îòìåòèì, ÷òî óãëîâûå âåëè÷èíû âçÿòû èç ñòàòüè â òîì âèäå,
êàê îíè òàì ïðèâîäÿòñÿ, ñ èçëèøíèì ÷èñëîì çíà÷àùèõ öèôð. Íà
ñàìîì äåëå â ðàáîòå (Jacobson, 2009) òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ óãëà αr

ñîñòàâëÿåò 0.14, à óãëà δr — 0.03 ãðàäóñà. Òàêóþ æå òî÷íîñòü èìåþò
ñîîòâåòñòâåííî è êîîðäèíàòû ïîëþñà â ñîîòíîøåíèÿõ (9.2).

Ìîäåëü äâèæåíèÿ Òðèòîíà ïîñòðîåíà íåçàâèñèìî òàêæå â ðàáî-
òå (Emelyanov, Samorodov, 2015). Ðàçðàáîòàíà àíàëèòè÷åñêàÿ òåî-
ðèÿ äâèæåíèÿ ýòîãî ñïóòíèêà. Âîçìóùåíèÿ îò ïðèòÿæåíèÿ Ñîëí-
öà ó÷òåíû àíàëèòè÷åñêèì ìåòîäîì. Ïðåèìóùåñòâî ïî ñðàâíåíèþ
ñ ðàáîòîé (Jacobson, 2009) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïåðèîä âðåìå-
íè èñïîëüçóåìûõ íàáëþäåíèé ðàñøèðåí äî 2012 ãîäà. Â ðàáîòå
(Emelyanov, Samorodov, 2015), êðîìå ïàðàìåòðîâ îðáèòû Òðèòîíà,
íåïîñðåäñòâåííî èç íàáëþäåíèé óòî÷íÿþòñÿ ýêâàòîðèàëüíûå êî-
îðäèíàòû íåèçìåííîãî âåêòîðà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ñèñòåìû αr ,
δr (Îíè â ýòîé ðàáîòå îáîçíà÷åíû ÷åðåç α0, δ0). Ïðè ýòîì óãîë
ϵ íå óòî÷íÿåòñÿ. Ëèíåéíîå èçìåíåíèå äîëãîòû âîñõîäÿùåãî óçëà
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Ω = Ω0 + Ω̇ T òàêæå îïðåäåëåíî èç íàáëþäåíèé. Ïàðàìåòðû îïðå-
äåëåíû äëÿ äâóõ âàðèàíòîâ ñîñòàâà íàáëþäåíèé: áåç èñïîëüçîâà-
íèÿ íàáëþäåíèé, âûïîëíåííûõ ñ ïîìîùüþ êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà
Âîÿäæåð-2, è ñ âêëþ÷åíèåì ýòèõ íàáëþäåíèé â îáùóþ áàçó äàííûõ.

Ìû ìîæåì òåïåðü âçÿòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, ïîëó÷åííûå â
ðàáîòå (Emelyanov, Samorodov, 2015), è çàïèñàòü äëÿ íèõ ôîðìó-
ëû äëÿ êîîðäèíàò ïîëþñà Íåïòóíà. Çíà÷åíèå óãëà ϵ ìîæíî ïðè
ýòîì âçÿòü èç ðàáîòû (Jacobson, 2009). Ïîñêîëüêó â ýòîé ðàáîòå èñ-
ïîëüçóþòñÿ íàáëþäåíèÿ ñ ÊÀ Âîÿäæåð-2, ìû âîçüìåì èç ðàáîòû
(Emelyanov, Samorodov, 2015) âàðèàíò ðåçóëüòàòîâ, òàêæå ïîëó÷åí-
íûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ íàáëþäåíèé. Ñîãëàñíî ýòèì ðåçóëüòà-
òàì èìååì αr = 299.090, δr = 43.019 (óãëû çäåñü èçìåðåíû â ãðà-
äóñàõ). Äëÿ êîîðäèíàò ïîëþñà Íåïòóíà â ñèñòåìå ICRF ïîëó÷èì
ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

α0 = 299.090 + 0.631391 sinΩT − 0.002373 sin 2ΩT ,

δ0 = 43.018132− 0.461627 cosΩT + 0.000868 cos 2ΩT . (9.3)

Âûðàæåíèå äëÿ ΩT ïî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû (Emelyanov, Samorodov,
2015), ïðèâåäåííîå ê íà÷àëüíîé ýïîõå J2000, èìååò âèä

ΩT = 359.460800221 + 53.05102845 T.

Ïîëó÷åííûå èç ðàáîò (Jacobson, 2009) è (Emelyanov, Samorodov,
2015) âûðàæåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò ïîëþñà Íåïòóíà ìîæíî ñ÷èòàòü
àëüòåðíàòèâíûìè ïî îòíîøåíèþ ê ôîðìóëàì, ðåêîìåíäóåìûì â îò-
÷åòå Ðàáî÷åé ãðóïïû IAU WG CCRE (Archinal et al., 2018).

9.4. Òåîðèÿ âðàùåíèÿ Ôîáîñà
Èç äâóõ èçâåñòíûõ ñïóòíèêîâ Ìàðñà åñòåñòâåííûé ñïóòíèê Ôî-

áîñ íàèáîëåå èçó÷åí. Äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå åãî âðàùåíèÿ îïóá-
ëèêîâàíî â ðàáîòå (Rambaux et al., 2012). Ýòî èññëåäîâàíèå ìîòè-
âèðîâàíî êîíöåïöèÿìè íîâûõ êîñìè÷åñêèõ ìèññèé äëÿ âûñîêîòî÷-
íûõ èçìåðåíèé âðàùåíèÿ Ôîáîñà. Îñíîâíàÿ çàäà÷à ýòèõ ìèññèé
ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè ñâåäåíèé î âíóòðåííåé ñòðóêòóðå ñïóòíèêà.
Âàðèàöèè âðàùåíèÿ çàâèñÿò îò âíóòðåííåé ñòðóêòóðû. Ñ ïîìîùüþ
ÊÀ Mars EXpress (MEX) ïîëó÷åíû ìíîãî÷èñëåííûå èçîáðàæåíèÿ
Ôîáîñà ñ âûñîêèì ðàçðåøåíèåì. Â ðàáîòå Willner et al. (2010) ïî
ýòèì èçîáðàæåíèÿì âûâåäåíû íîâûå äàííûå î ëèáðàöèÿõ ñïóòíè-
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êà. Ëèáðàöèè èìåþò àìïëèòóäó 1.2 ãðàäóñà è îïðåäåëåíû ñ òî÷íî-
ñòüþ 0.15 ãðàäóñà. Ïåðñïåêòèâû ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ýòîãî àíàëèçà
è ïðåäïîëàãàåìûå íîâûå ìèññèè ê Ìàðñó ïîòðåáîâàëè ðàçðàáîòêè
íîâîé, áîëåå òî÷íîé òåîðèè âðàùåíèÿ Ôîáîñà. Áûëà ïîñòàâëåíà çà-
äà÷à îïðåäåëèòü, êàêóþ èíôîðìàöèþ ìîæíî ïîëó÷èòü ïî ïëàíèðó-
åìûì èçìåðåíèÿì ëèáðàöèé ñ òî÷íîñòüþ äî 0.0001 ãðàäóñà.

Ôîáîñ â ñâîåì âðàùåíèè îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ íàõîäèòñÿ
â ñèíõðîííîì ðåçîíàíñå ñ îðáèòàëüíûì äâèæåíèåì âîêðóã Ìàðñà.
Èç-çà íåíóëåâîãî ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû èìåþòñÿ âàðèàöèè ñêî-
ðîñòè îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ñïóòíèê ïîêàçûâàåò â
ñòîðîíó Ìàðñà 52% ñâîåé ïîâåðõíîñòè. Ïëàíåòà ñîçäàåò ñâîèì ïðè-
òÿæåíèåì ìîìåíò ñèëû, çàâèñÿùèé îò âðåìåíè è âëèÿþùèé íà âðà-
ùåíèå. Îòâåòîì Ôîáîñà íà ýòî âîçäåéñòâèå ÿâëÿþòñÿ ôèçè÷åñêèå
ëèáðàöèè, ò.å. îòêëîíåíèÿ îò ðàâíîìåðíîãî âðàùåíèÿ. Ëèáðàöèîí-
íûé îòâåò çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ âíóòðè òåëà ñïóòíèêà.
Åùå â 90-õ ãîäàõ ðàçâèâàëèñü àíàëèòè÷åñêèå òåîðèè ëèáðàöèè Ôî-
áîñà íà îñíîâå äàííûõ, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ÊÀ Viking è â èòîãå
âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà Ôîáîñ-2. Òàêèå òåîðèè îïóáëèêîâàíû â ðàáî-
òàõ (Borderies, Yoder, 1990; Chapront-Touze, 1990; Pesek, 1991).

Â ðàáîòå (Rambaux et al., 2012) âðàùåíèå Ôîáîñà îòíîñèòåëüíî
öåíòðà ìàññ ìîäåëèðóåòñÿ ïóòåì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà âðàùåíèÿ ñïóòíèêà. Óãëû Ýéëå-
ðà çàäàþò ïîëîæåíèå íåâðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò, ñâÿçàí-
íîé ñ ýêâàòîðîì Ìàðñà ôèêñèðîâàííîé ýïîõè J2000, â ñèñòåìå êî-
îðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ ãëàâíûìè öåíòðàëüíûìè ìîìåíòàìè èíåðöèè
ñïóòíèêà.

Èñïîëüçîâàëèñü çíà÷åíèÿ ìîìåíòîâ èíåðöèè Ôîáîñà, îñíîâàí-
íûõ íà èçîáðàæåíèÿõ ñ ÊÀ MEX (Willner et al. 2010). Äëÿ ìîäåëè-
ðîâàíèÿ âðàùåíèÿ Ôîáîñà (Rambaux et al., 2012) âçÿëè çíà÷åíèÿ
ìîìåíòîâ èíåðöèè A = 0.3615, B = 0.4265, C = 0.5024 èç ðàáîòû
(Willner et al. 2010), ãäå îíè áûëè îïðåäåëåíû ïî òîïîãðàôèè ñïóò-
íèêà. Ñðåäíèé ðàäèóñ Ôîáîñà R0 áûë âçÿò ðàâíûì 11.27 êì. Ïðè-
ìåíÿåòñÿ ðàçëîæåíèå ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà Ôîáîñà â ðÿä ïî
ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì ñ òî÷íîñòüþ äî 3-ãî ïîðÿäêà.

Îáû÷íî Ôîáîñ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îäíîðîäíîå òåëî. Îäíàêî
ëèáðàöèè, èçìåðåííûå â ðàáîòå (Willner et al. 2010), íå èñêëþ÷à-
þò íåîäíîðîäíîñòåé âíóòðè Ôîáîñà. Çíàíèå âàðèàöèé ïëîòíîñòè
âäîëü ïîâåðõíîñòè ìîãëî áû äàòü êëþ÷ ê ïîíèìàíèþ ïðîèñõîæäå-
íèÿ ñïóòíèêà.
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Èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ è ýôåìåðèäû Ôî-
áîñà èç ðàáîòû (Lainey, Dehant, Patzold, 2007). Òî÷íîñòü ýòèõ ýôå-
ìåðèä ñîñòàâëÿåò 1 êì. Â òåîðèè äâèæåíèÿ ïðèíèìàþòñÿ âî âíèìà-
íèå âîçìóùåíèÿ ñî ñòîðîíû Ñîëíöà, Þïèòåðà, Ñàòóðíà, ñèñòåìû
Çåìëÿ-Ëóíà, íåöåíòðàëüíîñòü ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ Ìàðñà è ïðè-
ëèâíûå ýôôåêòû â ñèñòåìå Ìàðñ-Ôîáîñ.

Äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ ïðèòÿæåíèÿ Ìàðñà íà âðàùåíèå ñïóòíèêà
íåîáõîäèìî áûëî äàòü àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå îðáèòàëüíîãî äâè-
æåíèÿ Ôîáîñà â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííûõ ñî ñðåäíèì ýêâàòî-
ðîì Ìàðñà ýïîõè äàòû, ïîñêîëüêó îñíîâíûì ôàêòîðîì, îïðåäåëÿ-
þùèì ïðåöåññèþ îðáèòû è âðàùåíèå ñïóòíèêà, ÿâëÿåòñÿ äèíàìè-
÷åñêîå ñæàòèå ïëàíåòû. Â ðàáîòå (Rambaux et al., 2012) äëÿ òàêîãî
îïèñàíèÿ èñïîëüçîâàëèñü ýëåìåíòû Äåëîíå, îòñ÷èòûâàåìûå â ñè-
ñòåìå ñðåäíåãî ýêâàòîðà Ìàðñà ýïîõè äàòû. Â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â òåîðèþ, áûëè äîáàâëå-
íû òàêæå óãëû, îïèñûâàþùèå äâèæåíèå ïåðèöåíòðà îðáèòû Ìàð-
ñà è åãî âðàùåíèå. ×èñëåííûå çíà÷åíèÿ ÷àñòîò, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ýòèì óãëàì, äàíû â ýòîé ðàáîòå.

Ïðåèìóùåñòâà ïðèìåíåíèÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì çàêëþ÷àåòñÿ â âîçìîæíîñòè ó÷å-
òà êîìáèíèðîâàííûõ ýôôåêòîâ îò ðàçëè÷íûõ âîçìóùàþùèõ ôàê-
òîðîâ. Òàê óïðîùàëñÿ ó÷åò íåëèíåéíûõ èçìåíåíèé, îáóñëîâëåííûõ
áëèçîñòüþ ÷àñòîò ñîáñòâåííûõ ëèáðàöèé è ÷àñòîò âíåøíèõ ñèë.

Â ðàáîòå (Rambaux et al., 2012) ïîêàçàíî, ÷òî âëèÿíèå ÷ëåíîâ
òðåòüåãî ïîðÿäêà â ðàçëîæåíèè ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà Ôî-
áîñà è âëèÿíèå äèíàìè÷åñêîãî ñæàòèÿ Ìàðñà èìåþò ïðèìåðíî îäèí
è òîò æå ïîðÿäîê ìàëîñòè.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé âðàùåíèÿ Ôîáîñà
áûëè âçÿòû èç óñëîâèÿ, ÷òî ñîáñòâåííûå ìîäû âðàùåíèÿ Ôîáîñà,
íàçûâàåìûå òàêæå ñâîáîäíîé ëèáðàöèåé, ðàâíû íóëþ. Òàêèì îá-
ðàçîì, ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ïðèëèâíàÿ äèññèïàöèÿ äîñòàòî÷íà, ÷òî-
áû ïîãàñèòü ñâîáîäíóþ ëèáðàöèþ, è íåò ìåõàíèçìîâ, ñïîñîáíûõ åå
âîçáóäèòü. Êëàññè÷åñêèé ñïîñîá òàêîãî ïîèñêà íà÷àëüíûõ óñëîâèé
çäåñü îêàçàëñÿ íåïðèãîäåí èç-çà áëèçîñòè ÷àñòîò ñâîáîäíîé ëèáðà-
öèè è âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé. Ïîýòîìó â ÷èñëåííîå èíòåãðèðî-
âàíèå áûëî âêëþ÷åíî èñêóññòâåííîå ãàøåíèå ñâîáîäíîé ëèáðàöèè,
à âðåìÿ çàòóõàíèÿ ïîäáèðàëîñü èòåðàöèÿìè.

Óãëû âðàùåíèÿ Ôîáîñà áûëè ïðåäñòàâëåíû ñ ïîìîùüþ ñóìì
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé îò èçâåñòíûõ àðãóìåíòîâ. Àìïëèòó-
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äû è ôàçû òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ÷ëåíîâ áûëè íàéäåíû ñ ïîìîùüþ
÷àñòîòíîãî àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Â ðåçóëüòàòå öèòèðóåìîé ðàáîòû áûëî ïîëó÷åíî îïèñàíèå ëèá-
ðàöèé Ôîáîñà â äîëãîòå è âðàùåíèÿ òåëà Ôîáîñà â ïðîñòðàíñòâå.
Óãîë ëèáðàöèè â äîëãîòå îïèñûâàåò îòëè÷èå ðåàëüíîãî âðàùåíèÿ
ñïóòíèêà îò ðàâíîìåðíîãî. Îñíîâíàÿ ãàðìîíèêà ëèáðàöèè â äîëãî-
òå èìååò ïåðèîä 0.3190 ñóòîê è àìïëèòóäó 1.0998 ãðàäóñà.

Äâèæåíèå ïîëþñà Ôîáîñà, ñâÿçàííîãî ñ ãëàâíûì ìîìåíòîì
èíåðöèè, îòíîñèòåëüíî ñðåäíåãî ýêâàòîðà Ìàðñà ýïîõè äàòû ïðî-
èñõîäèò ïî ñëàáî ýëëèïòè÷åñêîé òðàåêòîðèè ñ íåáîëüøèìè äîïîë-
íèòåëüíûìè êîëåáàíèÿìè. Ðàäèóñ îêðóæíîñòè, áëèçêîé ê ýëëèï-
òè÷åñêîé òðàåêòîðèè êîíöà îñè âðàùåíèÿ íà ðàññòîÿíèè 11.3 êì
îò öåíòðà ñïóòíèêà, ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 220 ìåòðîâ. Ïåðèîä âðà-
ùåíèÿ îñè ðàâåí äðàêîíè÷åñêîìó ïåðèîäó îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ
ñïóòíèêà (îò óçëà ê óçëó). Òàêèì îáðàçîì, îñü (ãëàâíûé ìîìåíò
èíåðöèè) äâèæåòñÿ ïî êîíóñó ñ óãëîâûì ðàññòîÿíèåì îò ñðåäíåãî
ïîëîæåíèÿ ïðèìåðíî 1.078 ãðàäóñà.

Â ðàáîòå (Rambaux et al., 2012) äàíû äåñÿòü íàéäåííûõ òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèõ ÷ëåíîâ â ïðåäñòàâëåíèè ëèáðàöèè â äîëãîòå è äâåíà-
äöàòü ÷ëåíîâ â äâèæåíèè ïîëþñà Ôîáîñà. Äëÿ êàæäîãî ÷ëåíà ðàç-
ëîæåíèÿ ïðèâîäèòñÿ ÷àñòîòà, ôàçà è àìïëèòóäà. Àìïëèòóäû äðó-
ãèõ ÷ëåíîâ â ðàçëîæåíèè êîîðäèíàò ïîëþñà, êðîìå îñíîâíîãî, â
ñòî ðàç ìåíüøå àìïëèòóäû ãëàâíîãî ÷ëåíà. Ýòè ÷ëåíû îáóñëîâëå-
íû â îñíîâíîì âîçìóùåíèÿìè â íàêëîíåíèè îðáèòû Ôîáîñà. Ïðè-
âîäèòñÿ äåòàëüíûé àíàëèç óãëîâ, îïèñûâàþùèõ âðàùåíèå ñïóòíè-
êà, êàê ôóíêöèé âðåìåíè. Â ÷àñòíîñòè, àíàëèçèðóåòñÿ âêëàä ðàç-
ëè÷íûõ âîçìóùåíèé â ëèáðàöèîííîå äâèæåíèå.

Ïîñòðîåííàÿ â ðàáîòå (Rambaux et al., 2012) òåîðèÿ âðàùåíèÿ
Ôîáîñà ïðèìåíÿëàñü äëÿ èññëåäîâàíèÿ âîçìîæíîñòè óòî÷íåíèÿ ìî-
äåëè ëèáðàöèè ïî íàáëþäåíèÿì (LeMaistre et al., 2013). Ïðåäïîëà-
ãàëèñü äâà òèïà èçìåðåíèé. Ïåðâûé òèï èçìåðåíèé (Direct-To-Earth
(DTE) Doppler) çàêëþ÷àåòñÿ â íàçåìíîì èçìåðåíèè äîïëåðîâñêî-
ãî èçìåíåíèÿ ÷àñòîòû ðàäèîñèãíàëà ñ ÊÀ, ðàçìåùåííîãî íà ñïóò-
íèêå Ìàðñà. Ïðè âòîðîì ñïîñîáå (Star Tracker) ïðîâîäÿòñÿ àñòðî-
ìåòðè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ çâåçä ñ áîðòà ÊÀ. Îáà ñïîñîáà äàþò ñèã-
íàëû, ïðÿìî çàâèñÿùèå îò óãëîâ âðàùåíèÿ Ôîáîñà. Ïîñêîëüêó òà-
êèå íàáëþäåíèÿ åùå òîëüêî ïëàíèðîâàëèñü, òî çàðàíåå âûïîëíÿ-
ëèñü îöåíêè òî÷íîñòè ïàðàìåòðîâ âðàùåíèÿ, îïðåäåëÿåìûõ òàêèì
ñïîñîáîì, íà îñíîâå èñêóññòâåííî ñîçäàííûõ ðåçóëüòàòîâ íàáëþäå-
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íèé, òàê íàçûâàåìûõ «ñèìóëÿöèé». Äåëàëèñü òàêæå îöåíêè âîç-
ìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè âíóòðåííåãî ñòðîåíèÿ ñïóòíèêà â òà-
êîì ýêñïåðèìåíòå. Â ðàáîòå (LeMaistre et al., 2013) ðàññìàòðèâà-
ëèñü ýôôåêòû âÿçêî-óïðóãèõ äåôîðìàöèé òåëà Ôîáîñà è âîçìîæ-
íîñòè îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàìåòðîâ èç íàáëþäåíèé.

Èíòåðåñíûì ìàòåðèàëîì, ñîäåðæàùèìñÿ â ðàáîòå (LeMaistre et
al., 2013), ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ïàðàìåòðîâ âðàùåíèÿ Ôîáîñà,
íàéäåííûõ â ðàáîòå (Rambaux et al., 2012), ê ôîðìå ïðåäñòàâëåíèÿ
ïðÿìîãî âîñõîæäåíèÿ è ñêëîíåíèÿ ïîëþñà îñè âðàùåíèÿ Ôîáîñà
êàê ôóíêöèé âðåìåíè. Ýòè ôóíêöèè ïðåäñòàâëåíû ñóììîé ëèíåé-
íûõ ïî âðåìåíè è ïåðèîäè÷åñêèõ ÷ëåíîâ. Îòìåòèì, ÷òî ïîëþñ ñïóò-
íèêà â ýòîé ðàáîòå çàäàåò îñü ôèãóðû (the direction of the figure axis
of the body). Â ðàáîòå íå óòî÷íÿåòñÿ, êàê ýòà îñü ñîîòíîñèòñÿ ñ îñüþ
âðàùåíèÿ. Ãîâîðèòñÿ òîëüêî, ÷òî äâèæåíèåì ïîëþñà ïðåíåáðåãàåò-
ñÿ (the polar motion of Phobos is negligible). Èç êîíòåêñòà ìîæíî
ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ýòè îñè ñîâïàäàþò.

Åñëè ïðèíÿòü ñîãëàñíî ïîäïèñÿì ê òàáëèöàì 1 è 2 ñòàòüè
(LeMaistre et al., 2013), ÷òî â òàáëèöàõ ïðåäñòàâëåíî äâèæåíèå ïî-
ëþñà âðàùåíèÿ Ôîáîñà, ñîïîñòàâèìîå ñ äàííûìè â îò÷åòå Ðàáî-
÷åé ãðóïïû IAU WG CCRE (Archinal et al., 2018), òî äàííûå òàá-
ëèö ïðåäñòàâëÿþò àëüòåðíàòèâíûé èñòî÷íèê äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ
âðàùåíèÿ Ôîáîñà. Ïàðàìåòðû âðàùåíèÿ Ôîáîñà ñîãëàñíî ðàáîòå
(LeMaistre et al., 2013) äàíû â Ïðèëîæåíèè 6.

9.5. Âðàùåíèå Ãàëèëååâûõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà,
ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà è Ïëóòîíà

Â ïîñëåäíèõ ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ âðàùåíèþ Ãàëèëååâûõ ñïóò-
íèêîâ Þïèòåðà, èçó÷àëñÿ òàê íàçûâàåìûé «ëèáðàöèîííûé îòâåò»
íà âíóòðåííåå ñòðîåíèå ñïóòíèêîâ. Áûëî îáðàùåíî âíèìàíèå íà
ýôôåêòû âðàùåíèÿ, âûçâàííûå îðáèòàëüíûìè äâèæåíèÿìè ñïóò-
íèêîâ. Ðàññìàòðèâàëèñü ðàçíûå ìîäåëè âíóòðåííåãî ñòðîåíèÿ ñïóò-
íèêîâ. Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî íà ñïóòíèêàõ Åâðîïà, Ãàíèìåä, Êàëëè-
ñòî ïîä ïîâåðõíîñòÿìè èìåþòñÿ ñëîè æèäêîñòè (îêåàíû). Â ðàáî-
òå (Rambaux, Van Hoolst, Karatekin, 2011) ïîñòðîåí ñïåêòð ÷àñòîò
ëèáðàöèé ñïóòíèêîâ. Èäåíòèôèöèðîâàíû ãàðìîíèêè, ñâÿçàííûå ñ
ðàçëè÷íûìè âíåøíèìè ýôôåêòàìè: îðáèòàëüíûì äâèæåíèåì, ïðè-
òÿæåíèåì äðóãèõ ñïóòíèêîâ, ïðèòÿæåíèåì Ñîëíöà. Ïîêàçàíî, ÷òî

9.5. Вращение Галилеевых спутников Юпитера, спутников Сатурна и Плутона 357



àìïëèòóäû êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèõ ÷ëåíîâ â ëèáðàöèè íåñóò èíôîð-
ìàöèþ î âíóòðåííåì ñòðîåíèè.

Â ðàáîòå (Noyelles, 2010à) àíàëèòè÷åñêèì è ÷èñëåííûì ìåòî-
äàìè ïîñòðîåíà ìîäåëü âðàùåíèÿ Ãàëèëååâûõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà.
Óãëû âðàùåíèÿ, êàê ôóíêöèè âðåìåíè, íå ïðèâîäÿòñÿ, íî èññëåäî-
âàëîñü âëèÿíèå âíóòðåííåé ñòðóêòóðû ñïóòíèêîâ íà ñâîéñòâà âðà-
ùåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî èç íàáëþäåíèé âðàùåíèÿ ìîæíî äåëàòü âû-
âîäû î âíóòðåííåì ñòðîåíèè ñïóòíèêîâ.

Çà ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå îïóáëèêîâàíî ìíîæåñòâî ðàáîò ïî-
ñâÿùåííûõ âðàùåíèþ ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà. Ýòî ñâÿçàíî ñ âûïîëíå-
íèåì íîâûõ âûñîêîòî÷íûõ è âûñîêîèíôîðìàòèâíûõ íàáëþäåíèé ñ
ïîìîùüþ êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà Cassini. Â ÷àñòíîñòè, áûëè ïîëó-
÷åíû íîâûå äàííûå î ãðàâèòàöèîííûõ ïîëÿõ ñïóòíèêîâ.

Â ðàáîòàõ (Noyelles, 2008; Noyelles, Lemaitre, Vienne, 2008; Van
Hoolst et al., 2009; Richard, Rambaux, 2014) èçó÷àëîñü âðàùåíèå Òè-
òàíà. Ïðîâåäåí äåòàëüíûé àíàëèç ÷àñòîòíûõ ñïåêòðîâ ëèáðàöèé è
çàâèñèìîñòåé ëèáðàöèîííûõ äâèæåíèé îò ðàçëè÷íûõ âíåøíèõ âîç-
äåéñòâèé è ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñïóòíèêà, â ÷àñòíîñòè, âÿçêîñòè âå-
ùåñòâà.

Àíàëèç âðàùåíèÿ ñïóòíèêà Ìèìàñ è ñâÿçè ñâîéñòâ âðàùåíèÿ
ñ âíóòðåííèì ñòðîåíèåì âûïîëíåí â ðàáîòàõ (Noyelles, Karatekin,
Rambaux, 2011; Tajeddine et al., 2014; Noyelles, 2017).

Îïèñàíèå è àíàëèç ôèçè÷åñêîé ëèáðàöèè ñîîðáèòàëüíûõ ñïóò-
íèêîâ ßíóñ è Ýïèìåòåé ïðèâîäÿòñÿ â ðàáîòàõ (Noyelles, 2010á;
Robutel, Rambaux, Castillo-Rogez, 2010; Robutel, Rambaux, El Mou-
tamid, 2012)

Ìèññèÿ New Horizons ïîêàçàëà, ÷òî ìàëûå ñïóòíèêè Ïëóòîíà P2
Íèêòà, P3 Ãèäðà, P4 Êåðáåðîñ è P5 Ñòèêñ â ïðèëèâíîé ýâîëþöèè
âðàùåíèé íå äîñòèãëè ñîñòîÿíèÿ ñèíõðîííîãî âðàùåíèÿ è èìåþò
çíà÷èòåëüíûå óãëû íàêëîíà îñåé âðàùåíèÿ îòíîñèòåëüíî íîðìàëè
ê ïëîñêîñòè îðáèòû ìàññèâíîãî ñïóòíèêà P1 Õàðîí (Weaver et al.,
2016). Â ñèñòåìå ñïóòíèêîâ P1 Õàðîí, P5 Ñòèêñ, P2 Íèêòà îáíàðó-
æåíû ðåçîíàíñíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó èõ îðáèòàëüíûìè äâèæåíè-
ÿìè. Ýòî ïîñëóæèëî ïîâîäîì äëÿ àíàëèçà âðàùåíèÿ ýòèõ ñïóòíè-
êîâ. Òàêîé àíàëèç ñäåëàí â ðàáîòàõ (Correia et al., 2015; Quillen et al.,
2017a; Quillen et al., 2017b). Ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ âàðèàí-
òîâ èñêóññòâåííûõ äâèæåíèé («ñèìóëÿöèé») â çàäà÷å ìíîãèõ òåë
êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ ñ ýôôåêòîì «çàòóõàþùåé ïðóæèíû». Ìîäåëè
ñ ïðèëèâíîé äèññèïàöèåé íå ïîêàçàëè çíà÷èòåëüíûõ âàðèàöèé íà-
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êëîíà, è ýòî îáúÿñíÿåòñÿ áîëüøèìè çíà÷åíèÿìè ñêîðîñòè âðàùåíèÿ
è ìàëûìè ýêñöåíòðèñèòåòàìè îðáèò ñïóòíèêîâ. Òåì íå ìåíåå, ñïóò-
íèê P5 Ñòèêñ â ïðèëèâíîé ýâîëþöèè äåìîíñòðèðóåò ïðåðûâèñòûå
âàðèàöèè íàêëîííîñòè è ýïèçîäû îïðîêèäûâàíèÿ. Â ïðåäïîëàãàå-
ìîì ïðîöåññå ìèãðàöèè ñïóòíèêà P1 Õàðîí ñ óâåëè÷åíèåì ðàññòîÿ-
íèÿ äî Ïëóòîíà ñïóòíèêè ìîãóò áûòü çàõâà÷åíû â ðåçîíàíñû ñðåä-
íèõ äâèæåíèé ñ Õàðîíîì, ÷òî ìîæåò âûçûâàòü âàðèàöèè íàêëîíà
îñåé âðàùåíèÿ ñïóòíèêîâ P5 Ñòèêñ è P2 Íèêòà. Ïðè÷èíà ìîæåò
çàêëþ÷àòüñÿ â ðåçîíàíñå ìåæäó îðáèòàëüíûì äâèæåíèåì Õàðîíà è
ïðåöåññèåé îñè âðàùåíèÿ ìàëîãî ñïóòíèêà.

9.6. Õàîòè÷åñêîå âðàùåíèå ñïóòíèêîâ ïëàíåò.
Âðàùåíèå Ãèïåðèîíà

Ìîäåëèðîâàíèå âðàùåíèÿ ñïóòíèêîâ ïëàíåò ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé îñîáóþ ïðîáëåìó. Èìååòñÿ îãðîìíîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé è
åùå áîëüøå îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò. Èññëåäîâàíèÿ âåäóòñÿ ïî äâóì
âçàèìîñâÿçàííûì íàïðàâëåíèÿì. Ïåðâîå — òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû
âðàùåíèÿ íåñôåðè÷íûõ ñïóòíèêîâ, ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ èçó÷åíèÿ
âðàùàòåëüíîé äèíàìèêè, âûðàáîòêà êðèòåðèåâ îöåíêè ñâîéñòâ âðà-
ùåíèÿ. Âòîðîå íàïðàâëåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â ïðîâåäåíèè è èíòåðïðå-
òàöèè íàáëþäåíèé. Âðàùåíèå èçó÷àåòñÿ íà îñíîâå íàçåìíûõ ôîòî-
ìåòðè÷åñêèõ èçìåðåíèé áëåñêà ñïóòíèêîâ, à òàêæå ñ èñïîëüçîâàíè-
åì èçîáðàæåíèé, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ,
ïðîëåòàþùèõ âáëèçè äðóãèõ ïëàíåò.

Âðàùåíèå ïðîèñõîäèò ïîä äåéñòâèåì ìîìåíòà ñèë ñî ñòîðîíû
ïëàíåòû íà íåñôåðè÷íîå òåëî ñïóòíèêà â óñëîâèÿõ åãî íåðàâíîìåð-
íîãî äâèæåíèÿ ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå. Ïðè ñðàâíåíèè ìîäåëåé
ñ íàáëþäåíèÿìè â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ó÷èòûâàåòñÿ òàêæå ïðèòÿæå-
íèå äðóãèõ ñïóòíèêîâ.

Âðàùåíèå ðàçíûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò èìååò ðàçëè÷íûé õàðàêòåð.
Îäíèì èç ðåæèìîâ âðàùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñèíõðîííûé ðåçîíàíñ, êîãäà
ñðåäíÿÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ òî÷íî ðàâíà ñðåäíåé óãëîâîé
ñêîðîñòè îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêà âîêðóã ïëàíåòû. Â ïðî-
ñòåéøåì âàðèàíòå îñü âðàùåíèÿ îðòîãîíàëüíà ïëîñêîñòè îðáèòû
è ñîâïàäàåò ñ îñüþ ìàêñèìàëüíîãî ãëàâíîãî öåíòðàëüíîãî ìîìåíòà
èíåðöèè ñïóòíèêà. Â òàêîì ñëó÷àå îñü ìàêñèìàëüíîé âûòÿíóòîñòè
òåëà ñïóòíèêà âñåãäà íàõîäèòñÿ âáëèçè íàïðàâëåíèÿ îò ñïóòíèêà ê
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ïëàíåòå. Òîãäà ôàêòè÷åñêè ñïóòíèê âñåãäà îáðàùåí ê ïëàíåòå îäíîé
è òîé æå ñâîåé ñòîðîíîé.

Â ïðîöåññå äîëãîâðåìåííîé ýâîëþöèè âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ
áîëüøèíñòâî êðóïíûõ ñïóòíèêîâ, ïî ôîðìå áëèçêèõ ê ñôåðè÷å-
ñêèì. âîøëè â òàêîé ôèíàëüíûé ðåæèì.

Ïðè ñèíõðîííîì ðåçîíàíñå îñü âûòÿíóòîñòè òåëà âûíóæäåííî
îòêëîíÿåòñÿ îò íàïðàâëåíèÿ íà ïëàíåòó èç-çà íåðàâíîìåðíîãî äâè-
æåíèÿ ñïóòíèêà ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå. Òàêèì îáðàçîì, äàæå ïðè
ðàâíîìåðíîì âðàùåíèè ñïóòíèêà â íåâðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîð-
äèíàò òåëî ñïóòíèêà ïîêà÷èâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ íà
ïëàíåòó, ïîñêîëüêó âåêòîð ýòîãî íàïðàâëåíèÿ âðàùàåòñÿ íå ðàâíî-
ìåðíî.

Â ðåàëüíûõ ñëó÷àÿõ îñü âðàùåíèÿ ìîæåò íåçíà÷èòåëüíî îò-
êëîíÿòüñÿ îò ïåðïåíäèêóëÿðà ê ïëîñêîñòè îðáèòû, à óãîë âðàùå-
íèÿ ñïóòíèêà, îòñ÷èòûâàåìûé â íåâðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäè-
íàò, ìîæåò îòêëîíÿòüñÿ îò óãëà ðàâíîìåðíîãî âðàùåíèÿ. Èçìåíå-
íèÿ ýòèõ îòêëîíåíèé âî âðåìåíè èìåþò âåñüìà çàìûñëîâàòûå ñâîé-
ñòâà, îíè îïèñûâàþòñÿ ðåøåíèåì äîâîëüíî ñëîæíûõ óðàâíåíèé.
Ýòè äâà óêàçàííûõ îòêëîíåíèÿ îïðåäåëÿþò ÿâëåíèå, êîòîðîå íà-
çûâàþò ôèçè÷åñêîé ëèáðàöèåé ñïóòíèêîâ.

Ïðè ðåãóëÿðíîì âðàùåíèè ñïóòíèêà óãëû âðàùåíèÿ îïèñûâà-
þòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Â ýòîì ðåæèìå ïðè îäíîì çíà-
÷åíèè óãëà óãëîâàÿ ñêîðîñòü ìîæåò èìåòü îäíî èç íåñêîëüêèõ ôèê-
ñèðîâàííûõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé. Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ âðàùåíèå ñïóò-
íèêà ìîæåò èìåòü õàîòè÷åñêèé õàðàêòåð, êîãäà ïðè îäíîì çíà÷åíèè
óãëà ñêîðîñòü åãî èçìåíåíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü ñëó÷àéíûå çíà÷åíèÿ
â íåêîòîðîì äèàïàçîíå.

Ó ìàëûõ ñïóòíèêîâ, èìåþùèõ ñèëüíî âûðàæåííóþ íåñôåðè÷-
íîñòü ôîðìû, âðàùåíèå ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé òðåõìåðíîå êó-
âûðêàíèå.

Èç áîëåå ÷åì 170 îòêðûòûõ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ñïóòíèêîâ
ñîñòîÿíèå âðàùåíèÿ èç íàáëþäåíèé îïðåäåëåíî ó 33. Ïî÷òè âñå îíè
íàõîäÿòñÿ â ñèíõðîííîì ðåçîíàíñå.

Âðàùåíèþ ñïóòíèêîâ ïëàíåò ïîñâÿùåíî îãðîìíîå ìíîæåñòâî
ðàáîò. Íåò âîçìîæíîñòè íàïèñàòü îáçîð, äàþùèé ïîëíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå î çíàíèÿõ â ýòîé íàó÷íîé îáëàñòè. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì òîëü-
êî íåêîòîðûå ðàáîòû ïî õàîòè÷åñêîìó âðàùåíèþ. Â òàêîì îáçîðå
áóäóò óïîìÿíóòû ëèøü õàðàêòåðíûå ïðîáëåìû è îòäåëüíûå ïîïûò-
êè èõ ðåøåíèÿ. Âíèìàíèå áóäåò óäåëåíî â îñíîâíîì ñïóòíèêàì, äëÿ
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êîòîðûõ äîêàçàíà õàîòè÷íîñòü èõ âðàùåíèÿ èëè îíè çàïîäîçðåíû
â âîçìîæíîñòè òàêîãî õàîñà.

Â ïåðâûõ îò÷åòàõ Ðàáî÷åé ãðóïïû IAU WG CCRE ïðèâîäÿò-
ñÿ ïàðàìåòðû âðàùåíèÿ ñïóòíèêà Ñàòóðíà Ãèïåðèîíà, îñíîâàííûå
íà îðáèòàëüíûõ äàííûõ. Îäíàêî â òåîðåòè÷åñêîé ðàáîòå (Wisdom,
Peale, Mignard, 1984) áûë ïðåäñòàâëåí àíàëèç, â ðåçóëüòàòå êîòî-
ðîãî îáíàðóæèâàåòñÿ áîëüøàÿ çîíà âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé õàîòè-
÷åñêîãî âðàùåíèÿ âîêðóã ðåçîíàíñíîãî ñïèí-îðáèòàëüíîãî ñîñòîÿ-
íèÿ Ãèïåðèîíà. Õàîòè÷åñêîå âðàùåíèå âûçâàíî ñèëüíîé íåñôåðè÷-
íîñòüþ ñïóòíèêà è ñóùåñòâåííîé ýëëèïòè÷íîñòüþ åãî îðáèòû.

Åùå ðàíåå â ðàáîòå (Goguen et al., 1983) èç àíàëèçà êðèâûõ áëåñ-
êà ýòîãî ñïóòíèêà, ïîëó÷åííûõ èç ôîòîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé
1983 ãîäà, áûëî óñòàíîâëåíî åãî õàîòè÷íîå âðàùåíèå. Ýòî âûðàçè-
ëîñü â íåñòàáèëüíîñòè ïåðèîäà è àìïëèòóäû áëåñêà íà âîñüìè îáî-
ðîòàõ ñïóòíèêà.

Îðèåíòàöèÿ è ñêîðîñòü âðàùåíèÿ Ãèïåðèîíà èçìåíÿþòñÿ ñî
âðåìåíåì õàîòè÷åñêè. Ïðè÷èíà õàîñà çàêëþ÷àåòñÿ â «ïåðåêðûòèè»
ñïèí-îðáèòàëüíûõ ðåçîíàíñîâ, âîçíèêàþùåì èç-çà ñèëüíîé íåñôå-
ðè÷íîñòè ôèãóðû Ãèïåðèîíà è ñóùåñòâåííîãî îòëè÷èÿ åãî îðáèòû
îò êðóãîâîé. Î ôåíîìåíå è êðèòåðèè ïåðåêðûòèÿ ðåçîíàíñîâ ìîæ-
íî óçíàòü èç ðàáîò (Chirikov, 1979; Wisdom, Peale, Mignard, 1984)

Â 1989 ãîäó áûëè îïóáëèêîâàíû íàáëþäàòåëüíûå äàííûå (Kla-
vetter, 1989) íà èíòåðâàëå âðåìåíè 64 ñóòîê. Àìïëèòóäà êîëåáàíèé
áëåñêà Ãèïåðèîíà ñîñòàâèëà 0.6 çâåçäíîé âåëè÷èíû. Íå áûëî îá-
íàðóæåíî íèêàêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ìîäóëÿöèé êîëåáàíèé, è ñäåëàí
âûâîä î õàîòè÷íîñòè âðàùåíèÿ.

Ïî ýòèì ïðè÷èíàì ñ 1986 ãîäà Ãèïåðèîí áûë èñêëþ÷åí èç òàá-
ëèö îò÷åòîâ Ðàáî÷åé ãðóïïû IAU WG CCRE.

×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âðà-
ùåíèÿ Ãèïåðèîíà áûëî âûïîëíåíî â ðàáîòå (Black et al., 1995) äëÿ
îáøèðíîãî ðÿäà íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ñäåëàí âûâîä, ÷òî ïåðåõîäû
Ãèïåðèîíà îò õàîòè÷åñêîé «àêðîáàòèêè» ê êâàçè-ðåãóëÿðíîìó âðà-
ùåíèþ è îáðàòíî çà êîðîòêèé ïåðèîä âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ ñêîðåå ïðà-
âèëîì, ÷åì èñêëþ÷åíèåì.

Ôîòîìåòðè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ Ãèïåðèîíà áûëè âûïîëíåíû â
Ãëàâíîé àñòðîíîìè÷åñêîé îáñåðâàòîðèè Ðîññèéñêîé Àêàäåìèè íà-
óê (Ïóëêîâî) ñ ñåíòÿáðÿ 1999 ãîäà ïî ìàðò 2000 ãîäà è â ñåíòÿáðå-
îêòÿáðå 2000 ãîäà (Äåâÿòêèí è äð., 2002). Ïðîâåäåí àíàëèç êðèâîé
áëåñêà ñïóòíèêà è ñäåëàíû âûâîäû î õàðàêòåðå åãî âðàùàòåëüíîé
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äèíàìèêè. Â ïåðèîä, îõâàòûâàþùèé íàáëþäåíèÿ, Ãèïåðèîí íàõî-
äèëñÿ â õàîòè÷åñêîì ðåæèìå âðàùåíèÿ. Ïîïûòêè íàéòè ñêðûòûå
ïåðèîäè÷íîñòè ïîêàçàëè, ÷òî ïåðèîäè÷åñêèå ñîñòàâëÿþùèå â êðè-
âîé áëåñêà îòñóòñòâóþò.

Íàáëþäåíèÿ Ãèïåðèîíà ñ ïîìîùüþ êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà Cas-
sini äàëè íîâóþ èíôîðìàöèþ î âðàùåíèè ñïóòíèêà. Â 2005 ãîäó àï-
ïàðàò òðè ðàçà ïðîõîäèë âáëèçè ñïóòíèêà, êîòîðûé íàáëþäàëñÿ íà
èíòåðâàëàõ âðåìåíè 40 è 67 äíåé. Âî âñåõ òðåõ ïðîõîæäåíèÿõ ñïóò-
íèê âðàùàëñÿ ñ ÷àñòîòîé â 4.2 è 4.5 ðàçà áîëüøåé, ÷åì ïðè âðà-
ùåíèè, ñèíõðîííîì îðáèòàëüíîìó äâèæåíèþ (Harbison, Thomas,
Nicholson, 2011). Ïðè ýòîì îñü âðàùåíèÿ ïåðåìåùàëàñü êàê â òåëå
ñïóòíèêà, òàê è ïðîñòðàíñòâå. íî ðàñïîëàãàëàñü ïðèìåðíî (â ïðå-
äåëàõ 30 ãðàäóñîâ) îäèíàêîâî â òåëå ñïóòíèêà âî âñåõ òðåõ ñëó-
÷àÿõ âäîëü îñè ìàêñèìàëüíîé âûòÿíóòîñòè. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ðå-
çóëüòàòàì ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè, âûïîëíåííîãî â ýòîé æå ðà-
áîòå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âíà÷àëå áûëè íåïðàâèëüíî ïîäîáðàíû çíà-
÷åíèÿ ìîìåíòîâ èíåðöèè Ãèïåðèîíà. Â ðàáîòå (Harbison, Thomas,
Nicholson, 2011) ïîñòðîåíû ìîäåëè âðàùåíèÿ ñïóòíèêà íà îñíîâå
ìîìåíòîâ èíåðöèè, ñëåäóþùèõ èç ôîðìû ñïóòíèêà, è íà îñíîâå èõ
ïîäïðàâëåííûõ çíà÷åíèé. Ðåøàëàñü òàêæå îáðàòíàÿ çàäà÷à — îïðå-
äåëåíèå ìîìåíòîâ èíåðöèè èç íàáëþäåíèé âðàùåíèÿ è ôîðìû Ãè-
ïåðèîíà. Ðåçóëüòàò çàâèñèò îò ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ âíóòðè
ñïóòíèêà, êîòîðîå îñòàåòñÿ íåèçâåñòíûì. Îñòàåòñÿ ïðåäïîëîæèòü
îäíîðîäíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè. Íàéäåíî íåñêîëüêî âàðè-
àíòîâ çíà÷åíèé ìîìåíòîâ èíåðöèè, îòêóäà ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî
ìîìåíòû èíåðöèè îïðåäåëÿþòñÿ íå óâåðåííî. Â ðàáîòå (Harbison,
Thomas, Nicholson, 2011) äåëàåòñÿ âûâîä, ÷òî äëÿ òî÷íûõ îïðåäåëå-
íèé èìåþùèõñÿ äàííûõ íåäîñòàòî÷íî.

Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî äàííûì, ïîëó÷åííûì ñ àïïàðàòà Cassini,
Ãèïåðèîí èìååò ñðåäíþþ ïëîòíîñòü 544± 50 êèëîãðàìì íà êóáè÷å-
ñêèé ìåòð (Thomas et al., 2007). Îí èìååò ìíîãî ïóñòîò âíóòðè è
ïîõîæ íà ãóáêó.

Åñòü ëè â Ñîëíå÷íîé ñèñòåìå, ïîìèìî Ãèïåðèîíà, äðóãèå ñïóò-
íèêè, õàîòè÷åñêè êóâûðêàþùèåñÿ îòíîñèòåëüíî ñîáñòâåííîãî öåí-
òðà ìàññ? Íà ýòîò âîïðîñ ïîêà íåò îòâåòà (Êóïðèÿíîâ, Øåâ÷åíêî,
2006).

Àâòîðû ðàáîòû (Melnikov, Shevchenko, 2010) èññëåäîâàëè óñòîé-
÷èâîñòü âîçìîæíûõ ñèíõðîííûõ âðàùåíèé ìàëûõ ñïóòíèêîâ ïëà-
íåò, äëÿ êîòîðûõ ñâîéñòâà âðàùåíèÿ åùå íå ïîëó÷åíû èç íàáëþäå-
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íèé. Ïîêàçàíî, ÷òî áîëüøèíñòâî ñïóòíèêîâ ñ íåèçâåñòíûìè ñîñòî-
ÿíèÿìè âðàùåíèÿ íå ìîãóò âðàùàòüñÿ ñèíõðîííî ñ îðáèòàëüíûì
äâèæåíèåì, ïîñêîëüêó äëÿ íèõ íå ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿ-
íèé ñèíõðîííîãî âðàùåííèÿ. Îíè âðàùàþòñÿ ëèáî áûñòðåå îðáè-
òàëüíîãî äâèæåíèÿ, ÷òî ìåíåå âåðîÿòíî, ëèáî èñïûòûâàþò õàîòè-
÷åñêîå âðàùåíèå.

Òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ (Kouprianov, Shevchenko, 2005; Mel-
nikov, Shevchenko, 2008) ïîêàçàëè, ÷òî â ñîñòîÿíèè õàîòè÷åñêîãî
âðàùåíèÿ, âîçìîæíî, íàõîäÿòñÿ êðîìå Ãèïåðèîíà òàêæå ñïóòíèêè
Ñàòóðíà Ïðîìåòåé è Ïàíäîðà. Õàðàêòåð èõ âðàùåíèÿ â íàñòîÿùåå
âðåìÿ íåèçâåñòåí. Î÷åíü âàæåí âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè ïðåèìóùå-
ñòâåííàÿ îðèåíòàöèÿ ñïóòíèêà ïðè õàîòè÷åñêîì âðàùåíèè èëè âñå
åãî îðèåíòàöèè â ýòîì ñëó÷àå ðàâíîâåðîÿòíû? Ðàñ÷åòû ñâèäåòåëü-
ñòâóþò (Melnikov, Shevchenko, 2008), ÷òî ó Ïðîìåòåÿ è Ïàíäîðû
â ñëó÷àå èõ õàîòè÷åñêîãî âðàùåíèÿ ïðèñóòñòâóåò ïðåèìóùåñòâåí-
íàÿ îðèåíòàöèÿ íàèáîëüøåé îñè ôèãóðû ñïóòíèêà â íàïðàâëåíèè
íà Ñàòóðí. Ýòî çàòðóäíÿåò èçâëå÷åíèå âûâîäîâ î õàðàêòåðå âðàùå-
íèÿ ýòèõ ñïóòíèêîâ èç íàáëþäåíèé, ïîñêîëüêó õàîòè÷åñêèé ðåæèì
â îïðåäåëåííîé ñòåïåíè ñõîæ ñ îáû÷íûì ñèíõðîííûì âðàùåíèåì.

Ñîãëàñíî ÷èñëåííî-ýêñïåðèìåíòàëüíûì è àíàëèòè÷åñêèì îöåí-
êàì (Shevchenko, Kouprianov, 2002; Kouprianov, Shevchenko, 2005)
õàîòè÷åñêîå âðàùåíèå ìàëûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòå-
ìû äîëæíî ïðîÿâëÿòüñÿ íà îòíîñèòåëüíî ìàëûõ ïðîìåæóòêàõ âðå-
ìåíè, è ìîæåò áûòü îáíàðóæåíî èç íàáëþäåíèé. Îäíàêî õàîòè÷å-
ñêîå âðàùåíèå äî ñèõ ïîð íàáëþäàëîñü òîëüêî â ñëó÷àå Ãèïåðèîíà.

Ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé ðåàëüíîãî âðàùåíèÿ ñïóòíèêîâ ïðåä-
ïðèíèìàëèñü ïîïûòêè èññëåäîâàòü âîîáùå ñâîéñòâà âîçìîæíûõ
âðàùàòåëüíûõ äâèæåíèé. Ñíà÷àëà èçó÷àëîñü òàê íàçûâàåìîå ïëîñ-
êîå âðàùåíèå, êîãäà îñü âðàùåíèÿ íåèçìåííà â ïðîñòðàíñòâå, è âðà-
ùåíèå îïèñûâàåòñÿ èçìåíåíèåì âî âðåìåíè âñåãî îäíîãî óãëà. Â
ðàáîòàõ ïî ýòîé ýàäà÷å âûÿâëåíî, ÷òî ðåæèìû âðàùåíèÿ çàâèñÿò îò
äâóõ ïàðàìåòðîâ: ω0 =

√
3(B −A)/C , ãäå A, B, C ñóòü ãëàâíûå öåí-

òðàëüíûå ìîìåíòû èíåðöèè ñïóòíèêà (A < B < C) è ýêñöåíòðèñè-
òåòà îðáèòû e. Âðàùåíèå îïèñûâàåòñÿ óãëîì θ ìåæäó îñüþ íàèìåíü-
øåãî ãëàâíîãî öåíòðàëüíîãî ìîìåíòà èíåðöèè è ïëàíåòîöåíòðè÷å-
ñêèì ðàäèóñ-âåêòîðîì ñïóòíèêà. Îáíàðóæåíû äâà ðåæèìà ñèíõðîí-
íîãî âðàùåíèÿ. Îíè îòëè÷àþòñÿ îáëàñòÿìè çíà÷åíèé íà ôàçîâîé
ïëîñêîñòè «óãîë, åãî ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ». Íàëè÷èå ýòèõ äâóõ ðàç-
íûõ òèïîâ ñèíõðîííîãî ðåçîíàíñà âïåðâûå îòìåòèëè Wisdom, Peale,
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Mignard (1984), àíàëèçèðóÿ ðåçóëüòàòû ñâîèõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ â èññëåäîâàíèè âðàùàòåëüíîé äèíàìèêè Ãèïåðèîíà. Òî÷íîå
îïèñàíèå ýòèõ òèïîâ âðàùåíèÿ çàêëþ÷åíî â ðàáîòàõ Ìåëüíèêîâà
è Øåâ÷åíêî (1998, 2000). Âûÿâëåíû îáëàñòè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
ω0, e, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò âðàùåíèå êàæäîãî èç äâóõ òèïîâ.
Ðåçóëüòàòû áûëè ïðèìåíåíû ê ñïóòíèêó Þïèòåðà Àìàëüòåÿ. Ïà-
ðàìåòðû äëÿ ýòîãî ñïóòíèêà ïîïàäàþò î îáëàñòè îáîèõ òèïîâ âðà-
ùåíèÿ. Â ýòèõ æå ðàáîòàõ èññëåäîâàëàñü óñòîé÷èâîñòü ñèíõðîííûõ
âðàùåíèé ïî îòíîøåíèþ ê óãëó íàêëîíà îñè âðàùåíèÿ ê ïëîñêî-
ñòè îðáèòû. Íàéäåíî, ÷òî äëÿ Àìàëüòåè îäèí èç äâóõ óïîìÿíóòûõ
òèïîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåóñòîé÷èâîå âðàùåíèå.

Â ðàáîòå (Ìåëüíèêîâ, Øåâ÷åíêî, 2000) ïîêàçàíî, ÷òî âåðîÿò-
íîñòü óñòîé÷èâîñòè ñèíõðîííîãî ðåçîíàíñà ïî îòíîøåíèþ ê íàêëî-
íó îñè âðàùåíèÿ äëÿ ñïóòíèêîâ Ìàðñà Ôîáîñà è Äåéìîñà ðàâíà
åäèíèöå.

Àíàëèç âîçìîæíîé äèíàìèêè âñåõ èçâåñòíûõ ê 2007 ãîäó ñïóò-
íèêîâ ïëàíåò âûïîëíåí â ðàáîòå (Ìåëüíèêîâ, Øåâ÷åíêî, 2007).
Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî ñïóòíèêó Þïèòåðà Àìàëüòåÿ è ñïóòíèêó
Ñàòóðíà Ïðîìåòåé, äëÿ êîòîðûõ âîçìîæíû ñèíõðîííûå ðåçîíàíñû
òðåõ ðàçíûõ òèïîâ.

Ïðè èññëåäîâàíèè õàîòè÷åñêèõ äâèæåíèé ïðèìåíÿåòñÿ ïàðà-
ìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ñòåïåíü õàîòè÷íîñòè — ýòî Ìàêñèìàëü-
íûé Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé Ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà (ÌÕÏË). Ýòîò ïà-
ðàìåòð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîýôôèöèåíò ïðè âðåìåíè â ïîêàçàòåëå
ýêñïîíåíòû, îïèñûâàþùåé ðàñõîäèìîñòü ðåøåíèé óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ èëè âðàùåíèÿ, ïðè ìàëûõ âàðèàöèÿõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé.
Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå ðåãóëÿðíûõ äâèæåíèé ðàñõîæäåíèå ðåøå-
íèé ïðîèñõîäèò ïî ëèíåéíîìó çàêîíó è ïîêàçàòåëü õàîòè÷íîñòè ðà-
âåí íóëþ. Âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ ïîêàçàòåëþ Ëÿïóíîâà, ïîêàçûâàåò
âðåìÿ ïðåäñêàçóåìîñòè äâèæåíèÿ.

Âû÷èñëåíèå ÌÕÏË ïðè èçó÷åíèè õàîòè÷åñêèõ äâèæåíèé ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé âåñüìà òðóäîåìêóþ âû÷èñëèòåëüíóþ çàäà÷ó. Áèá-
ëèîãðàôèþ ïî ýòîìó âîïðîñó â ñëó÷àå âðàùàòåëüíûõ äâèæåíèé
ìîæíî íàéòè â ðàáîòå (Øåâ÷åíêî, 2002). Ìåòîä âû÷èñëåíèÿ õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ èññëåäîâàíèÿ âðàùà-
òåëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ðåàëèçîâàí â âèäå êîìïëåêñà âû÷è-
èñëèòåëüíûõ ïðîãðàìì â ðàáîòàõ (Shevchenko, Kouprianov, 2002;
Kouprianov, Shevchenko, 2005).

Ãëàâíûé ðåçóëüòàò ðàáîòû (Øåâ÷åíêî, 2002) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
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÷òî ïðåäëîæåí è îáîñíîâàí ïðîñòîé ìåòîä îöåíêè ÌÕÏË äâèæå-
íèÿ â õàîòè÷åñêîì ñëîå â îêðåñòíîñòè ñåïàðàòðèñû íåëèíåéíîãî ðå-
çîíàíñà. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà äëÿ ðÿäà åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ
ïëàíåò ïîëó÷åíû îöåíêè ÌÕÏË õàîòè÷åñêîãî âðàùåíèÿ â ãëàâíîì
õàîòè÷åñêîì ñëîå â îêðåñòíîñòè ñåïàðàòðèñû ñèíõðîííîãî ðåçîíàí-
ñà. Çíà÷åíèå ýòîãî ïàðàìåòðà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ýêñöåíòðè-
ñèòåòà îðáèòû ñïóòíèêà è ïàðàìåòðà åãî äèíàìè÷åñêîé àñèììåò-
ðèè. Âûâåäåííûå â ðàáîòå (Øåâ÷åíêî, 2002) ôîðìóëû äëÿ îöåíêè
ÌÕÏË õàîòè÷åñêîãî âðàùåíèÿ íåñôåðè÷íîãî ñïóòíèêà íà ýëëèï-
òè÷åñêîé îðáèòå ïîçâîëÿþò íàõîäèòü âðåìåííîé ìàñøòàá ïðåäñêà-
çóåìîñòè âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ.

Ñîãëàñíî Øåâ÷åíêî (2002) òåîðåòè÷åñêàÿ îöåíêà âðåìåíè ïðåä-
ñêàçóåìîñòè âðàùåíèÿ ñïóòíèêà Ñàòóðíà Ãèïåðèîí ñîñòàâëÿåò ïðè-
ìåðíî 30 ñóòîê, ÷òî òîëüêî â ïîëòîðà ðàçà áîëüøå ïåðèîäà îáðàùå-
íèÿ ñïóòíèêà ïî îðáèòå. Ýòà îöåíêà ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðÿìûìè âû÷èñ-
ëåíèÿìè äëÿ ñëó÷àÿ õàîòè÷åñêîãî âðàùåíèÿ ñïóòíèêà ñ ïàðàìåòðà-
ìè Ãèïåðèîíà â ðàáîòå (Wisdom, Peale, Mignard, 1984).

Âû÷èñëåíèå ìàêñèìàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà ìåòîäîì Øåâ-
÷åíêî (2002) ïðè ìîäåëèðîâàíèè êðèâîé áëåñêà äàëåêîãî ñïóòíè-
êà Ñàòóðíà Ôåáû ïîêàçàëî, ÷òî çíà÷åíèå ÌÕÏË ðàâíî íóëþ (Êóï-
ðèÿíîâ, Øåâ÷åíêî, 2006). Ñëåäîâàòåëüíî âðàùåíèå Ôåáû ÿâëÿåòñÿ
ðåãóëÿðíûì.

Â ðàáîòå (Ìåëüíèêîâ, Øåâ÷åíêî, 2007) íà îñíîâå çíà÷èòåëüíî
бо́льшего îáúåìà äàííûõ î ïàðàìåòðàõ ôèãóð ñïóòíèêîâ ñäåëàíû
âûâîäû î òåîðåòè÷åñêîé âîçìîæíîñòè òðåõ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ñèí-
õðîííîãî ðåçîíàíñà âðàùåíèÿ ñïóòíèêà Ñàòóðíà Ïðîìåòåé. Ïîêà-
çàíî òàêæå, ÷òî óñòîé÷èâîñòü îòíîñèòåëüíî íàêëîíà îñè âðàùåíèÿ
äëÿ îäíîãî èç ýòèõ òèïîâ âðàùåíèÿ îòñóòñòâóåò.

Çàìåòèì, ÷òî áîëüøîå çíà÷åíèå ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû ñïóò-
íèêà Íåïòóíà Íåðåèäû ñëóæèëî îñíîâàíèåì äëÿ ïðåäïîëîæåíèÿ
î õàîòè÷íîñòè åãî âðàùåíèÿ. Îäíàêî íàáëþäåíèÿ ýòîãî ñïóòíèêà
(Grav, Holman, Klavetter, 2003) ïîêàçàëè, ÷òî âðàùåíèå îêàçûâàåò-
ñÿ ðåãóëÿðíûì.
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Глава 10

ЭВОЛЮЦИЯОРБИТ СПУТНИКОВПЛАНЕТ

Ðåçþìå

Îïèñàíèå ýâîëþöèè îðáèò åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ áîëüøèõ
ïëàíåò ñëóæèò ðåøåíèþ ðÿäà çàäà÷, ñìåæíûõ ïî îòíîøåíèþ ê çà-
äà÷å ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ íà îñíîâå íàáëþäåíèé. Ýòî çàäà÷è
âûÿñíåíèÿ ïðîèñõîæäåíèÿ ñïóòíèêîâ, çàäà÷è îá ýâîëþöèè è ïðî-
èñõîæäåíèè âñåé Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû â öåëîì. Óñòàíîâëåíèå êàðòè-
íû ýâîëþöèè ñëóæèò îáúÿñíåíèþ ñòðîåíèÿ ñóùåñòâóþùèõ ñèñòåì
ñïóòíèêîâ.

Â äàííîé ãëàâå ðàññìîòðåíî íåñêîëüêî îñíîâíûõ àñïåêòîâ ýâî-
ëþöèè îðáèò åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ áîëüøèõ ïëàíåò.

Â ðàññìàòðèâàåìîé òåìå èìååòñÿ âåñüìà èíòåðåñíàÿ çàäà÷à ñ ðàç-
âèòûì ðåøåíèåì — ýòî èçó÷åíèå ýâîëþöèè îðáèò ñïóòíèêîâ ïëà-
íåò ïðè äâàæäû îñðåäíåííîé âîçìóùàþùåé ôóíêöèè â ñëó÷àå Õèë-
ëà. Çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ âîçìóùåíèÿ êåïëåðîâñêîé îðáèòû, îáó-
ñëîâëåííûå ïðèòÿæåíèåì Ñîëíöà. Îñíîâíîé îáúåêò èíòåðåñà — ëè-
íèÿ àïñèä îðáèòû ñïóòíèêà. Åå ïîâåäåíèå âî âðåìåíè, à òàêæå, êàê
ñëåäñòâèå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, äâèæåíèå ëèíèè óçëîâ îïèñûâàþò-
ñÿ âåñüìà çàìûñëîâàòûìè ôóíêöèÿìè.

Ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå ýòîé çàäà÷è íà÷àëîñü ñ îòêðûòèÿ íî-
âîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñïóòíèêà. Îòêðûòèå
áûëî ñäåëàíî ïî÷òè îäíîâðåìåííî â 1961 ãîäó ðîññèéñêèì èññëå-
äîâàòåëåì Ì. Ë. Ëèäîâûì è àìåðèêàíñêèì ó÷åíûì Y. Êîzai. Ñ òåõ
ïîð âñå, ÷òî êàñàåòñÿ ýòîé çàäà÷è, íàçûâàåòñÿ ýôôåêòàìè Ëèäîâà–
Êîçàè. Â äàííîé ãëàâå ïîäðîáíî îïèñàíû âñå äåòàëè ýòèõ ýôôåêòîâ.

Êàðòèíà ýâîëþöèÿ îðáèò ñïóòíèêîâ, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ýô-
ôåêòàìè Ëèäîâà–Êîçàè, áûëà ñóùåñòâåííî óñîâåðøåíñòâîâàíà â
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ðàáîòàõ ðîññèéñêîãî ñïåöèàëèñòà Ì. À. Âàøêîâüÿêà ñ ñîàâòîðàìè.
Â äàííîé ãëàâå ïîäðîáíî îïèñàíû ðåçóëüòàòû ýòèõ ðàáîò.

Äðóãîé âàæíûé àñïåêò ýâîëþöèè îðáèò ñïóòíèêîâ áîëüøèõ ïëà-
íåò — ýòî óñòàíîâëåíèå ôàêòîâ ïåðåñå÷åíèÿ îðáèò ñïóòíèêîâ íà
áîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè. Ïåðåñå÷åíèÿ îðáèò ÷ðåâàòû ñáëè-
æåíèÿìè ñïóòíèêîâ, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ñèëüíî âëèÿåò íà ýâîëþ-
öèþ îðáèò. Òàêèå èññëåäîâàíèÿ áûëè âûïîëíåíû àâòîðîì íàñòîÿ-
ùåé êíèãè ñ ñîàâòîðàìè. Â íàñòîÿùåé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû
ýòèõ èññëåäîâàíèé. Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå ñëóæ-
áû ýôåìåðèä îðáèò äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà, Ñàòóðíà, Óðàíà
è Íåïòóíà. Ýòîò ñåðâèñ îðãàíèçîâàí â âèäå âû÷èñëèòåëüíîé ïðî-
ãðàììû, çàïóñêàåìîé ëþáûì ïîëüçîâàòåëåì ÷åðåç Èíòåðíåò. Ïðî-
ãðàììà äàåò òàáëèöû, îïèñûâàþùèå ýâîëþöèþ îðáèò ñïóòíèêîâ íà
áîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè è ïîçâîëÿåò äåòåêòèðîâàòü ïåðåñå÷å-
íèÿ îðáèò. Â ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû âû÷èñëåíèé è îïèñûâàþò-
ñÿ íåêîòîðûå èíòåðåñíûå îáñòîÿòåëüñòâà ñáëèæåíèé îðáèò äàëåêèõ
ñïóòíèêîâ.

10.1. Âîçäåéñòâèå ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ íà ýâîëþöèþ
îðáèò ñïóòíèêîâ ïëàíåò

Ïîä ýâîëþöèåé îðáèò ñïóòíèêîâ ïëàíåò ìû ïîíèìàåì ìåä-
ëåííûå èçìåíåíèÿ îðáèòàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ðàññìàòðèâàåìûå íà
áîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè. Èçó÷åíèå ýâîëþöèè íåïîñðåäñòâåí-
íî ñâÿçàíî ñ âîïðîñàìè ïðîèñõîæäåíèÿ è ñóäüáû Ñîëíå÷íîé ñè-
ñòåìû. Ýòà òåìà íå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé â íàñòîÿùåé êíèãå. Ïîýòî-
ìó ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî îáçîðîì íåêîòîðûõ äîñòèæåíèé â ýòîé
îáëàñòè. Îòìåòèì îäíàêî, ÷òî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ýâîëþöèè îðáèò
ñïóòíèêîâ ïëàíåò íåîáõîäèìû äîñòîâåðíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ,
êîòîðûå ìîãóò áûòü íàéäåíû òîëüêî èç íàáëþäåíèé. Ïîýòîìó ðîëü
íàáëþäåíèé â çàäà÷àõ èññëåäîâàíèÿ ýâîëþöèè îðáèò îêàçûâàåòñÿ
îïðåäåëÿþùåé.

Îïèñàíèå ýâîëþöèè äâèæåíèÿ ðåàëüíûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò Ñîë-
íå÷íîé ñèñòåìû âûïîëíÿåòñÿ ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé ýâîëþöè-
îíèðóþùèõ êåïëåðîâñêèõ îðáèò ñïóòíèêîâ. Ãîâîðÿ î ñâîéñòâàõ ýâî-
ëþöèè, ìû ïîäðàçóìåâàåì ïîâåäåíèå íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðå-
ìåíè òåõ ìîäåëåé äâèæåíèÿ, êîòîðûå ìû ñòðîèì íà îñíîâå íàáëþ-
äåíèé. Ñïåöèôèêà äàííîé çàäà÷è òàêîâà, ÷òî íåáîëüøèå ïåðèîäè-
÷åñêèå îòêëîíåíèÿ ðåàëüíîãî äâèæåíèÿ îò ìîäåëüíîãî çäåñü ìåíåå
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èíòåðåñíû. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ àäåêâàòíîñòè ïîâåäåíèÿ
îñðåäíåííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ îðáèò ðåàëüíîìó äâèæåíèþ íà
áîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè. Ãèïîòåòè÷åñêè ìû ðàñïðîñòðàíÿåì
ïîâåäåíèå ìîäåëåé íà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ, îäíàêî ñîçíàåì, ÷òî íè-
êàêîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íå ÿâëÿåò-
ñÿ òî÷íûì íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè. Âñå âûâîäû îá ýâî-
ëþöèè îðáèò îñòàþòñÿ ïðèáëèæåííûìè è îãðàíè÷åííûìè âî âðå-
ìåíè.

Ðàññìîòðèì, ïî÷åìó æå âîîáùå îðáèòû ýâîëþöèîíèðóþò. Ñïóò-
íèêè ïîä äåéñòâèåì ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû îáðàùàþòñÿ âîêðóã íåå
ïî ïî÷òè êåïëåðîâñêèì îðáèòàì. Íà èõ äâèæåíèå îêàçûâàþò âëèÿ-
íèå è äðóãèå ôàêòîðû. Îñíîâíûå èç íèõ — ýòî íåñôåðè÷íîñòü ïëà-
íåòû, ïðèòÿæåíèå Ñîëíöà è âçàèìíîå ïðèòÿæåíèå ñïóòíèêîâ. Â
áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ äëÿ êîíêðåòíîãî ñïóòíèêà îäíî èç ïåðå÷èñ-
ëåííûõ âîçäåéñòâèé ïðåâàëèðóåò, è ìîæíî ìîäåëèðîâàòü ýâîëþ-
öèþ îðáèòû ñ ó÷åòîì òîëüêî îäíîãî, íàèáîëåå ñóùåñòâåííîãî ôàê-
òîðà. Îäíàêî ñîâìåñòíûé ó÷åò íåñêîëüêèõ ôàêòîðîâ ìîæåò çíà÷è-
òåëüíî èçìåíèòü ýâîëþöèþ îðáèòû.

Ðàññìîòðèì ïîî÷åðåäíî âëèÿíèå êàæäîãî ôàêòîðà íà ýâîëþöèþ
îðáèò åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ áîëüøèõ ïëàíåò ïëàíåò è õàðàêòåð-
íûå äëÿ ðàçíûõ ñïóòíèêîâ ïðîöåññû ýâîëþöèè îðáèò.

10.2. Ýâîëþöèÿ îðáèò ñïóòíèêîâ, ïîäâåðæåííûõ
ïðåèìóùåñòâåííîìó âëèÿíèþ ñæàòèÿ ïëàíåòû

Íåñôåðè÷íîñòü ïëàíåò çàêëþ÷àåòñÿ ãëàâíûì îáðàçîì â èõ äè-
íàìè÷åñêîì ñæàòèè. Âëèÿíèå ýòîãî ñæàòèÿ îïèñûâàåòñÿ âòîðîé
çîíàëüíîé ãàðìîíèêîé ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ
öåíòðàëüíîé ïëàíåòû â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì. Äëÿ ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ýâîëþöèè îðáèò ñïóòíèêîâ îáû÷íî áåðóò òîëüêî ýòîò
÷ëåí ðàçëîæåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî äèíàìè÷åñêîå ñæàòèå ïëàíåòû ÿâëÿåòñÿ ðåøàþ-
ùèì ôàêòîðîì ýâîëþöèè îðáèò òîëüêî äëÿ áëèçêèõ ñïóòíèêîâ ïëà-
íåò. Íà ýâîëþöèþ îðáèò ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåòû åå ñæàòèå îêà-
çûâàåò ñèëüíîå âëèÿíèå íàðÿäó ñ âëèÿíèåì âçàèìíîãî ïðèòÿæåíèÿ
ñïóòíèêîâ.

Êàê ýâîëþöèîíèðóåò îðáèòà, åñëè ïðèíèìàåòñÿ âî âíèìàíèå
òîëüêî ñæàòèå ïëàíåòû, ðàññìîòðåíî âûøå â Ãëàâå 3. Âîñïðîèçâå-
äåì çäåñü ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå òàêóþ ýâîëþöèþ.
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Áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðèíÿòûå â Ãëàâå 3 îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ýëå-
ìåíòîâ êåïëåðîâñêîé îðáèòû:

n — ñðåäíåå äâèæåíèå, ðàçìåðíîñòü ðàäèàí/åä.âðåìåíè;

e — ýêñöåíòðèñèòåò, áåçðàçìåðíûé;

i — íàêëîí (äâóãðàííûé óãîë ìåæäó ïëîñêîñòüþ îðáèòû
è îñíîâíîé ïëîñêîñòüþ Oxy), ðàä.;

M0 — ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ â ýïîõó ( çíà÷åíèå ñðåäíåé àíîìà-
ëèè M â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè — ýïîõó), ðàä.;

ω — óãëîâîå ðàññòîÿíèå ïåðèöåíòðà îò âîñõîäÿùåãî óçëà
îðáèòû, ðàä.;

Ω — äîëãîòà âîñõîäÿùåãî óçëà îðáèòû (óãîë â ïëîñêîñòè
Oxy ìåæäó îñüþ x è ëèíèåé óçëîâ), ðàä.;

t0 — íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè — ýïîõà ýëåìåíòîâ;

t — òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè, íà êîòîðûé âû÷èñëÿþòñÿ
êîîðäèíàòû òåëà.

Íàðÿäó ñî ñðåäíèì äâèæåíèåì n â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà îðáèòû
áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêæå áîëüøóþ ïîëóîñü îðáèòû a, ñâÿçàííóþ
ñ n òðåòüèì çàêîíîì Êåïëåðà

n =

√
µ

a3
,

ãäå µ — ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð ïëàíåòû.
Ðàññìàòðèâàÿ ñæàòèå ïëàíåòû êàê äîìèíèðóþùèé ôàêòîð ýâî-

ëþöèè îðáèòû, ðàñïîëàãàåì îñíîâíóþ êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü
ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè ïëàíåòû.

Ïðè èçó÷åíèè ýâîëþöèè îðáèò ñïóòíèêîâ ïëàíåò âûïîëíÿþò
îïåðàöèþ îñðåäíåíèÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèè ïî áûñòðî èçìåíÿ-
þùèìñÿ àðãóìåíòàì. Â äàííîì ñëó÷àå òàêèì àðãóìåíòîì ÿâëÿåò-
ñÿ ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ M . Â òåîðèè âîçìóùåíèé ïðèìåíÿåòñÿ ðàçëî-
æåíèå âîçìóùàþùåé ôóíêöèè ïî ìàëûì ïàðàìåòðàì. Â ðåçóëüòàòå
âûðàæåíèå äëÿ íåå ïðèíèìàåò âèä ðàçëîæåíèÿ ïî êðàòíûì ñðåäíåé
àíîìàëèè M , àðãóìåíòà ïåðèöåíòðà ω è äîëãîòû âîñõîäÿùåãî óçëà
Ω. Îïåðàöèÿ îñðåäíåíèÿ ïî M ôàêòè÷åñêè ñîñòîèò â îòáðàñûâàíèè
êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèõ ÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ M ïîä çíàêîì òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Äèíàìè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà áîëüøèõ ïëàíåò òàêîâà, ÷òî â åå íåñôå-
ðè÷íîñòè ïðåâàëèðóåò ñæàòèå, è ïðèáëèæåííî ïëàíåòó ìîæíî ñ÷è-

10.2. Эволюция орбит спутников от сжатия планеты 373



òàòü îñåñèììåòðè÷íûì òåëîì. Òîãäà ìû áåðåì â ðàçëîæåíèè âîçìó-
ùàþùåé ôóíêöèè R òîëüêî âòîðóþ çîíàëüíóþ ãàðìîíèêó ñ êîýô-
ôèöèåíòîì J2 è, ïîñëå îñðåäíåíèÿ ïî M , èìååì

R = −µ
r20
a3

J2

2∑
p=0

F20p(i)X
−3,2−2p
0 (e) cos[(2− 2p)ω],

ãäå F20p(i) è X−3,2−2p
0 (e) — ôóíêöèè íàêëîíà è ôóíêöèè ýêñöåíòðè-

ñèòåòà, à r0 — ñðåäíèé ýêâàòîðèàëüíûé ðàäèóñ ïëàíåòû. Ïðèðîäà
îêàçàëàñü òàê óñòðîåííîé, ÷òî ôóíêöèè ýêñöåíòðèñèòåòà X3,−2

0 (e) è
X3,2

0 (e) ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó îñðåäíåííàÿ âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ,
îáóñëîâëåííàÿ âòîðîé çîíàëüíîé ãàðìîíèêîé, ïðèíèìàåò âèä

R = −µ
r20
a3

J2F201(i)X
−3,0
0 (e).

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè íàêëîíà è ôóíê-
öèè ýêñöåíòðèñèòåòà èç Ïðèëîæåíèÿ 3, ïîëó÷èì

R = −µ
r20
a3

J2(1− e2)−3/2

(
3

4
sin2 i− 1

2

)
.

Òàêèì îáðàçîì, â âîçìóùàþùåé ôóíêöèè îñòàëñÿ òîëüêî âåêî-
âîé ÷ëåí. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âîçìóùåíèé åãî íóæíî ïîäñòàâèòü â
óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ îðáèòû ñïóòíèêà.

Ïîñêîëüêó âåêîâîé ÷ëåí íå çàâèñèò îò ýëåìåíòîâ M , ω, Ω, òî
ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ýëåìåíòîâ a, e, i îêàæóòñÿ
ðàâíûìè íóëþ, à ñàìè ýòè ýëåìåíòû íå áóäóò ñîäåðæàòü âåêîâûõ
âîçìóøåíèé. Ïðè ýòîì íå íóæíî çàáûâàòü ïðî ïîñòîÿííóþ âåëè-
÷èíó, êîòîðóþ íóæíî äîáàâèòü ê áîëüøîé ïîëóîñè, êàê ýòî îáúÿñ-
íåíî â ðàçäåëå 3.10 Ãëàâû 3.

Ïðè îïðåäåëåíèè âåêîâûõ âîçìóùåíèé ïîëàãàåì

M = M0+(n+n1)(t−t0), ω = ω0+n2(t−t0), Ω = Ω0+n3(t−t0) .

Åñëè â òåîðèè âîçìóùåíèé îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî âîçìóùåíèÿ ïåð-
âîãî ïîðÿäêà, òî êîýôôèöèåíòû n1, n2, n3 íàéäóòñÿ êàê çíà÷åíèÿ
ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé Ëàãðàíæà îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ M , ω,
Ω, ñîîòâåòñòâåííî, ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íèõ ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèé
a, e, i.
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Â ñëó÷àå âîçìóùåíèé, îáóñëîâëåííûõ âòîðîé çîíàëüíîé ãàðìî-
íèêîé, âûðàæåíèÿ äëÿ n1, n2, n3 èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

n1 = n
3

4
J2

(r0
a

)2 2− 3 sin2 i

(1− e2)3/2
, (10.1)

n2 = n
3

4
J2

(r0
a

)2 4− 5 sin2 i

(1− e2)2
, (10.2)

n3 = −n
3

2
J2

(r0
a

)2 cos i
(1− e2)2

. (10.3)

Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíòû i, ω, Ω ìû îòñ÷èòûâàåì îòíîñèòåëüíî
ýêâàòîðà ïëàíåòû, êîòîðûé ïåðïåíäèêóëÿðåí îñè åå äèíàìè÷åñêîé
ñèììåòðèè, à òàêæå îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ îñíîâíîé îñè Ox è
ëèíèè óçëîâ.

Ñóùåñòâåííûì ñâîéñòâîì âåêîâûõ èçìåíåíèé òðåõ ýëåìåíòîâ
îðáèòû ÿâëÿåòñÿ ìàëîñòü êîýôôèöèåíòîâ n1, n2, n3 ïî ñðàâíåíèþ
ñî ñðåäíèì äâèæåíèåì n.

Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ôîðìóë âèäíî, êàê ýâîëþöèîíèðóåò îð-
áèòà ïîä äåéñòâèåì òîëüêî óêàçàííîãî çäåñü âîçìóùàþùåãî ôàêòî-
ðà. Åñëè ïðåíåáðå÷ü íåáîëüøèìè îòêëîíåíèÿìè îò íåêîòîðîé îïîð-
íîé êåïëåðîâñêîé îðáèòû, òî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïëîñêîñòü îðáèòû
ñïóòíèêà ìåäëåííî ïðåöåññèðóåò ñ ïî÷òè ïîñòîÿííûì íàêëîíîì ê
îñè ñèììåòðèè ïëàíåòû, ëèíèÿ àïñèä òàêæå ìåäëåííî ïðåöåññèðó-
åò, à ñàì ñïóòíèê äâèæåòñÿ ïî ýòîé îðáèòå ñ ÷àñòîòîé îáðàùåíèÿ
âîêðóã ïëàíåòû, ñëåãêà èçìåíåííîé ïî ñðàâíåíèþ ñ êåïëåðîâñêèì
ñðåäíèì äâèæåíèåì. Ñâîéñòâà ïðåöåññèé òàêîâû, ÷òî óçåë îðáèòû
äâèæåòñÿ âñåãäà â ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ äâèæåíèþ ñïóòíèêà,
à ëèíèÿ àïñèä â çàâèñèìîñòè îò íàêëîíà ìîæåò ïîâîðà÷èâàòüñÿ êàê
â îäíó, òàê è â äðóãóþ ñòîðîíó, îñòàâàÿñü íåïîäâèæíîé â ïëîñêîñòè
îñêóëèðóþùåé îðáèòû ïðè åå íàêëîíå, áëèçêîì ê 63 ãðàäóñàì.

Íåñôåðè÷íîñòü ïëàíåòû íå îãðàíè÷èâàåòñÿ åå ñæàòèåì. Äðóãèå
÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû òàêæå
ìîãóò âëèÿòü íà ýâîëþöèþ îðáèòû. Íà ýòîì ýòàïå èçó÷åíèÿ âàæ-
íûì ôàêòîì â òåîðèè âîçìóùåíèé îêàçûâàåòñÿ òî, ÷òî ñ êàêîé áû
òî÷íîñòüþ ìû íè âû÷èñëÿëè âîçìóùåíèÿ îò íåñôåðè÷íîñòè ïëàíå-
òû, ìû íå ïîëó÷èì íè âåêîâûõ íè äàæå ñìåøàííûõ âîçìóùåíèé â
ýëåìåíòàõ a, e, i. Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ñäåëàòü ìåòîäîì ìàòåìàòè-
÷åñêîé èíäóêöèè. Âìåñòî ýòîãî ìû çäåñü ïðîñòî ñîøëåìñÿ íà óæå
öèòèðîâàííóþ âûøå ðàáîòó (Àêñåíîâ, 1966).
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Ñëó÷àé ìàëûõ ýêñöåíòðèñèòåòîâ.

Îïèñàííûå çäåñü ñâîéñòâà ýâîëþöèè îðáèò ñïóòíèêîâ ñæàòîé
ïëàíåòû îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè òîëüêî ïðè çíà÷èòåëüíûõ ýêñ-
öåíòðèñèòåòàõ. Åñëè ýêñöåíòðèñèòåò ìàë è èìååò âåëè÷èíó ïîðÿäêà
J2
(
r0
a

)2
, òî ñâîéñòâà ýâîëþöèè îðáèòû êà÷åñòâåííî ìåíÿþòñÿ. Ïðè

óìåíüøåíèè ýêñöåíòðèñèòåòà êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ â
àðãóìåíòå ïåðèöåíòðà ω ïðèîáðåòàþò âñå áîëüøóþ àìïëèòóäó, è â
èòîãå åãî èçìåíåíèå ñòàíîâèòñÿ ìîíîòîííûì ñî ñêîðîñòüþ îáðà-
ùåíèÿ ñïóòíèêà âîêðóã ïëàíåòû. Â òî æå âðåìÿ êîðîòêîïåðèîäè÷å-
ñêèå âîçìóùåíèÿ ñðåäíåé àíîìàëèè M ïðåâðàùàþò åå èçìåíåíèå èç
ìîíîòîííîãî â ëèáðàöèîííîå îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèÿ M = 0. Ýòîò
ñëó÷àé äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ñæàòîé ïëàíåòû âïåðâûå áûë ïîäðîáíî
èçó÷åí â ðàáîòå (Åìåëüÿíîâ, 2015). Îí ðàññìîòðåí òàêæå â ñïåöè-
àëüíîì ðàçäåëå Ãëàâû 3.

10.3. Ýâîëþöèÿ îðáèò ñïóòíèêîâ ïëàíåò ïîä
äåéñòâèåì ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà

10.3.1. Îñðåäíåíèå âîçìóùàþùåé ôóíêöèè

Ó÷åò âëèÿíèÿ ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà íà äâèæåíèå ñïóòíèêîâ ïëà-
íåò â àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè âåñüìà çàòðóäíåí, îñîáåííî åñëè ýòîò
ôàêòîð ÿâëÿåòñÿ äîìèíèðóþùèì. Çàòðóäíåíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî
êîýôôèöèåíòû âåêîâûõ âîçìóùåíèé ýëåìåíòîâ M , ω, Ω èìåþò òîò
æå ïîðÿäîê ìàëîñòè, ÷òî è äîëãîïåðèîäè÷åñêèå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ
âîçìóùàþùåé ôóíêöèè. Ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà â îáû÷íîé òåîðèè
âîçìóùåíèé ïåðåñòàåò ðàáîòàòü. Ê òîìó æå, ïîêà íå óäàëîñü äîêà-
çàòü îòñóòñòâèå âåêîâûõ è ñìåøàííûõ âîçìóùåíèé âûñîêèõ ïîðÿä-
êîâ, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ñëó÷àå âîçìóùåíèé îò ñæàòèÿ ïëàíåòû.
Îäíàêî ïðèáëèæåííóþ ìîäåëü ýâîëþöèè îðáèò óäàåòñÿ èññëåäî-
âàòü. Âûÿâëåíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýâîëþöèè äàæå áåç ïîëó÷åíèÿ
òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

Ðàçóìååòñÿ, ïðè èçó÷åíèè ýâîëþöèè îðáèò ïîä äåéñòâèåì ïðè-
òÿæåíèÿ Ñîëíöà äâèæåíèå ñïóòíèêà ïëàíåòû ðàññìàòðèâàåòñÿ â
ðàìêàõ îãðàíè÷åííîé çàäà÷è òðåõ òåë. Íà÷àëî êîîðäèíàò ðàñïîëàãà-
þò â öåíòðå ïëàíåòû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Ñîëíöå äâèæåòñÿ âîêðóã
ïëàíåòû ïî çàäàííîé íåâîçìóùåííîé êåïëåðîâñêîé îðáèòå. Óðàâíå-
íèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ ìîæíî âè-
äåòü â Ãëàâå 3.
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Îáû÷íûé ïóòü ïðè ðåøåíèè òàêèõ çàäà÷ — ýòî ìåòîäû òåîðèè
âîçìóùåíèé. Îáùèé õîä ðåøåíèÿ ìåòîäàìè òåîðèè âîçìóùåíèé
îïèñàí â Ãëàâå 3. Ñèëîâóþ ôóíêöèþ U â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ðàç-
áèâàþò íà äâà ñëàãàåìûõ U = V +W , ãäå V åñòü ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ
çàäà÷è Êåïëåðà. Ôóíêöèþ W íàçûâàþò âîçìóùàþùåé.

Ñîãëàñíî òåîðèè âîçìóùåíèé ïåðåõîäÿò îò óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ ê óðàâíåíèÿì Ëàãðàíæà îòíî-
ñèòåëüíî ýëåìåíòîâ îñêóëèðóþùåé êåïëåðîâñêîé îðáèòû. Óðàâíå-
íèÿ ñîäåðæàò âñå òó æå âîçìóùàþùóþ ôóíêöèþ W , îäíàêî åå íóæ-
íî âûðàçèòü ÷åðåç èñêîìûå ýëåìåíòû îñêóëèðóþùåé îðáèòû. Ýòî
ìîæíî ñäåëàòü òîëüêî ïóòåì ðàçëîæåíèÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèè â
ðÿäû ïî ñòåïåíÿì ðàçëè÷íûõ ìàëûõ ïàðàìåòðîâ. Îáùåå ðàçëîæå-
íèå âîçìóùàþùåé ôóíêöèè, îáóñëîâëåííîé ïðèòÿæåíèåì âíåøíå-
ãî òåëà, ðàññìîòðåíî âûøå â Ãëàâå 3. Äëÿ óïðîùåíèÿ ïîíèìàíèÿ
òåîðèè ýâîëþöèè îðáèòû ñïóòíèêà âîñïðîèçâåäåì ýäåñü ýòî ðàçëî-
æåíèå ñíîâà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèé äëÿ êåïëå-
ðîâñêèõ ýëåìåíòîâ a, e, i, M , ω, Ω, à òàêæå äðóãèõ, ñâÿçàííûõ ñ íè-
ìè âåëè÷èí n, λ = M + ω + Ω, ϖ = ω + Ω. Òàêèå æå âåëè÷èíû, íî
îòíîñÿùèåñÿ ê âîçìóùàþùåìó òåëó, ìû îáîçíà÷èëè òåìè æå áóêâà-
ìè, íî ñî øòðèõîì. Ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð âîçìóùàþùåãî òåëà
(ïðîèçâåäåíèå óíèâåðñàëüíîé ãðàâèòàöèîííîé ïîñòîÿííîé íà åãî
ìàññó) îáîçíà÷åí ÷åðåç µ′. Ðàññìàòðèâàåìîå ðàçëîæåíèå èìååò âèä
(Áðóìáåðã, 1967):

W =
µ′

a

∞∑
k=2

k∑
m=0

k∑
p=0

k∑
p′=0

∞∑
q=−∞

∞∑
q′=−∞

(2− δm,0)
( a

a′

)k+1 (k −m)!

(k +m)!
×

×Fkmp(i)Fkmp′(i′)Xk,k−2p
k−2p+q(e)X

k,k−2p′

k−2p′+q′(e
′)× (10.4)

× cos[(k−2p+q)M−(k−2p′+q′)M ′+(k−2p)ω−(k−2p′)ω′+m(Ω−Ω′)].

Çäåñü àðãóìåíò ïîä çíàêîì êîñèíóñà ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç
ñðåäíèå äîëãîòû è äîëãîòû ïåðèöåíòðîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(k−2p+q)M−(k−2p′+q′)M ′+(k−2p)ω−(k−2p′)ω′+m(Ω−Ω′) =

= (k−2p+q)λ−(k−2p′+q′)λ′−qϖ+q′ϖ′+(m−k+2p)Ω−(m−k+2p′)Ω′.

Â ðàçëîæåíèå âõîäÿò ôóíêöèè íàêëîíà Fkmp(i) è ôóíêöèè ýêñ-
öåíòðèñèòåòà Xk,k−2p

k−2p+q(e). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ýâîëþöèè îðáèò
ñïóòíèêîâ âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè ýòèõ ôóíêöèé.
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1. Ïðè ìàëûõ íàêëîíàõ îðáèò ñïðàâåäëèâî òàêîå ñâîéñòâî ôóíê-
öèé íàêëîíà (Áðóìáåðã, 1967), ÷òî

Fkmp(i) = O

(
(sin

i

2
)|k−2p−m|, (cos

i

2
)|k−2p−m|

)
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè âûáðàòü îñíîâíóþ ïëîñêîñòü, ñîâïàäàþ-
ùåé ñ ïëîñêîñòüþ îðáèòû âíåøíåãî òåëà, òî ïîëó÷èòñÿ i′ = 0, à
â ðàçëîæåíèè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè îñòàíóòñÿ òîëüêî òå ÷ëåíû,
äëÿ êîòîðûõ |k − 2p′ −m| = 0.

2. Ïðè íóëåâîì ýêñöåíòðèñèòåòå îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî òå
ôóíêöèè ýêñöåíòðèñèòåòà Xk,k−2p

k−2p+q(e), äëÿ êîòîðûõ q = 0. Ïîýòî-
ìó ïðè êðóãîâîé îðáèòå âíåøíåãî òåëà îñòàþòñÿ òîëüêî ÷ëåíû ñ
q′ = 0.

3. Ïðè k− 2p+ q = 0 ôóíêöèè Xk,k−2p
k−2p+q(e) âûðàæàþòñÿ â êîíå÷-

íîì âèäå áåç èñïîëüçîâàíèÿ ðàçëîæåíèé â ðÿäû ïî ñòåïåíÿì ýêñ-
öåíòðèñèòåòà.

Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò çäåñü òîëüêî ýâîëþöèÿ îðáèòû ñïóò-
íèêà, òî êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèìè èçìåíåíèÿìè ýëåìåíòîâ îðáèòû
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïîýòîìó äëÿ óïðîùåíèÿ çàäà÷è îòáðîñèì âñå
ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå ñðåäíèå äîëãîòû ñïóòíèêà è Ñîëíöà — ýòî
ñàìûå êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèå (áûñòðîîñöèëëèðóþùèå) ÷ëåíû èç
âñåõ ñîäåðæàùèõñÿ â ðàçëîæåíèè. Â ëèòåðàòóðå äàííàÿ îïåðàöèÿ
íàçûâàåòñÿ åùå îñðåäíåíèåì ïî ñðåäíèì äîëãîòàì. Ïîëó÷àåòñÿ òàê
íàçûâàåìîå «äâàæäû îñðåäíåííîå çíà÷åíèå âîçìóùàþùåé ôóíê-
öèè». Îñðåäíåíèå ïî ñðåäíèì äîëãîòàì λ, λ′ çàñòàâëÿåò íàñ ïîëî-
æèòü k − 2p+ q = 0, k − 2p′ + q′ = 0.

Íàðÿäó ñ óêàçàííûì îñðåäíåíèåì âîçìóùàþùåé ôóíêöèè, óïðî-
ñòèì çàäà÷ó ðàññìîòðåíèåì äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ïëàíåòû â ðàìêàõ
êðóãîâîé îãðàíè÷åííîé çàäà÷è òðåõ òåë. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äâèæåíèå
Ñîëíöà ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðîèñõîäÿùèì ïî êðóãîâîé îðáèòå â íåèç-
ìåííîé ïëîñêîñòè. Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì ýâîëþöèþ îðáè-
òû ñïóòíèêà òîëüêî ïîä âëèÿíèåì ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà, òî íè÷òî
íå ìåøàåò íàì âûáðàòü îñíîâíóþ êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü, ñîâïà-
äàþùåé ñ ïëîñêîñòüþ îðáèòû Ñîëíöà. Èç ýòèõ óïðîùåíèé ñëåäó-
åò, ÷òî i′ = 0, e′ = 0. Òîãäà èç óêàçàííûõ âûøå ñâîéñòâ ôóíêöèé
íàêëîíà è ôóíêöèé ýêñöåíòðèñèòåòà ñëåäóåò â ñâîþ î÷åðåäü, ÷òî
â ðàçëîæåíèè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè îñòàíóòñÿ òîëüêî òå ÷ëåíû,
äëÿ êîòîðûõ |k − 2p′ −m| = 0, q′ = 0.
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Ñî÷åòàÿ âñå óêàçàííûå îãðàíè÷åíèÿ íà èíäåêñû ñóììèðîâàíèÿ,
ïðèâåäåì ðàçëîæåíèå âîçìóùàþùåé ôóíêöèè ê ñëåäóþùåìó âèäó:

W (a, e, i, ω) =
µ′

a

∞∑
k=2

′ k∑
p=0

( a

a′

)k+1

×

×Fk0p(i)Fk,0,k/2(0)X
k,k−2p
0 (e)Xk,0

0 (0) cos[(k − 2p)ω], (10.5)

ãäå øòðèõ ó çíàêà ñóììû îçíà÷àåò, ÷òî ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ
òîëüêî ïî ÷åòíûì çíà÷åíèÿì èíäåêñà k.

Ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì âûðàæåíèå äëÿ âîçìóùàþùåé ôóíê-
öèè îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) îíî çàâèñèò òîëüêî îò ýëåìåíòîâ a, e, i, ω,
2) âûðàæàåòñÿ â êîíå÷íîì âèäå îòíîñèòåëüíî e, i, ω,
3) îñòàåòñÿ ðàçëîæåííûì â ðÿä ïî ÷åòíûì ñòåïåíÿì îòíîøåíèÿ
áîëüøèõ ïîëóîñåé îðáèò ñïóòíèêà è Ñîëíöà a/a′.

Ðàññìîòðèì òåïåðü, êàêîé âèä ïðèìóò óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà,
êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü êàê ôóíêöèè âðåìåíè ýëåìåíòû
a, e, i, ω, îïèñûâàþùèå ýâîëþöèþ îðáèòû ñïóòíèêà. Ó÷èòûâàÿ ïåð-
âîå ñâîéñòâî âîçìóùàþùåé ôóíêöèè, ïîëó÷èì

da

dt
= 0,

de

dt
= −

√
1− e2

na2e

∂W

∂ω
,

di

dt
=

cos i

na2 sin i
√
1− e2

∂W

∂ω
,

dΩ

dt
=

1

na2 sin i
√
1− e2

∂W

∂i
, (10.6)

dω

dt
=

√
1− e2

na2e

∂W

∂e
− cos i

na2 sin i
√
1− e2

∂W

∂i
.

Òîò ôàêò, ÷òî òåïåðü âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò òîëüêî
îò a, e, i, ω, ïîçâîëÿåò âûâåñòè òðè ïåðâûõ èíòåãðàëà óðàâíåíèé
Ëàãðàíæà (10.6).

Îäèí èç íèõ ñëåäóåò èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ:

a = const.

×òîáû âûâåñòè âòîðîé èíòåãðàë ñäåëàåì ñëåäóþùèå îïåðàöèè: âòî-
ðîå óðàâíåíèå óìíîæèì ïî÷ëåííî íà

− e cos i√
1− e2

,
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òðåòüå — íà −
√
1− e2 sin i è ñëîæèì ðåçóëüòàòû ïî÷ëåííî. Ïîëó÷èì

− e cos i√
1− e2

de

dt
−
√
1− e2 sin i

di

dt
= 0.

Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ïîëíàÿ ïðîèçâîä-
íàÿ ïî âðåìåíè îò ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèè, ðàçäåëüíî çàâèñÿ-
ùèõ îò e è i, è ìû èìååì

d

dt

(√
1− e2 cos i

)
= 0,

îòêóäà, èíòåãðèðóÿ ïî âðåìåíè, ïîëó÷èì√
1− e2 cos i = c′1, (10.7)

ãäå c′1 — íåçàâèñèìàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ôèçè÷åñêèé ñìûñë èíòåãðàëà (10.7) ñîñòîèò â ïîñòîÿíñòâå ïðî-
åêöèè âåêòîðà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ñïóòíèêà (íîðìèðîâàííîé íà√
a) íà íîðìàëü ê ïëîñêîñòè îðáèòû Ñîëíöà. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåä-

ñòâèåì îñåâîé ñèììåòðèè äâóêðàòíî îñðåäíåííîé çàäà÷è (ò.å. ñëåä-
ñòâèåì íåçàâèñèìîñòè ôóíêöèè W îò Ω).

Òðåòèé èíòåãðàë ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì îïðåäåëåíèÿ ïîëíîé ïðîèç-
âîäíîé îò âîçìóùàþùåé ôóíêöèè W ïî âðåìåíè â ñèëó äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Ëàãðàíæà (10.6). Ïîñêîëüêó W çàâèñèò îò
âðåìåíè òîëüêî ïîñðåäñòâîì ñâîèõ àðãóìåíòîâ a, e, i, ω, òî èìååì

dW

dt
=

∂W

∂a

da

dt
+

∂W

∂e

de

dt
+

∂W

∂i

di

dt
+

∂W

∂ω

dω

dt
.

Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü âõîäÿùèå ñþäà âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ îò
ýëåìåíòîâ ïî âðåìåíè ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì Ëàãðàíæà è ñóììèðóÿ,
ïîëó÷èì

dW

dt
= 0,

îòêóäà, èíòåãðèðóÿ ïî âðåìåíè, èìååì åùå îäèí ïåðâûé èíòåãðàë
óðàâíåíèé Ëàãðàíæà

W (a, e, i, ω) = cw, (10.8)

ãäå cw — åñòü åùå îäíà íåçàâèñèìàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, à
W îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (10.5). Ñîîòíîøåíèå (10.6) ÿâëÿåòñÿ äâó-
êðàòíî îñðåäíåííûì âèäîèçìåíåíèåì èçâåñòíîãî èíòåãðàëà ßêîáè
êðóãîâîé îãðàíè÷åííîé çàäà÷è òðåõ òåë.
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Îòìåòèì, ÷òî âûâîä ýòèõ òðåõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ â äàííîé çàäà-
÷å âïåðâûå âûïîëíåí â ðàáîòå (Ìîèñååâ, 1945), à ñàìî äâóêðàòíîå
îñðåäíåíèå ïîëó÷èëî íàçâàíèå ñõåìû Ãàóññà.

Èç èíòåãðàëà (10.7) ìîæíî âûðàçèòü íàêëîí i êàê ôóíêöèþ îò
ýêñöåíòðèñèòåòà e è c′1. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèÿ äëÿ íàêëîíà â
àðãóìåíò ôóíêöèè W , ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

Φ(e, ω, a, c′1, cw) = 0,

çàäàþùåå ïðè ôèêñèðîâàííûõ ïîñòîÿííûõ a, c′1, cw ýêñöåíòðèñèòåò
e êàê íåÿâíóþ ôóíêöèþ îò ω, ëèáî ω êàê ôóíêöèþ îò e. Îïðåäå-
ëÿÿ ïîñòîÿííûå a, c′1, cw èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ïîëó÷èì ñâîéñòâà
èçìåíåíèÿ ýëåìåíòîâ îðáèòû êîíêðåòíîãî ñïóòíèêà ïîä äåéñòâèåì
ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà, îäíàêî áåç ïðèâÿçêè êî âðåìåíè. Ïîèñê çà-
âèñèìîñòè ýëåìåíòîâ îðáèòû îò âðåìåíè ïðèâîäèò ê êâàäðàòóðàì,
îáðàùåíèå êîòîðûõ â èçâåñòíûõ ýëåìåíòàðíûõ èëè ñïåöèàëüíûõ
ôóíêöèÿõ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé îòíîøåíèÿ a/a′ äî ñèõ ïîð
íå âûïîëíåíî.

10.3.2. ×àñòíûé ñëó÷àé — çàäà÷à Õèëëà

Â óñëîâèÿõ òàêîé ïîêà íåðåøåííîé çàäà÷è åñòåñòâåííû ïîïûòêè
÷òî-íèáóäü óïðîñòèòü, çàìåíÿÿ áîëåå òî÷íûå óðàâíåíèÿ ìåíåå òî÷-
íûìè. Îäèí èç òàêèõ ïóòåé î÷åâèäíî îáóñëîâëèâàåòñÿ òåì ôàêòîì,
÷òî äëÿ âñåõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò áîëüøèå ïîëóîñè îðáèò çíà÷èòåëüíî
ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ ïëàíåòû îò Ñîëíöà. Äåëàÿ îáçîð îðáèò ñïóòíè-
êîâ, íàõîäèì, ÷òî ñàìàÿ áîëüøàÿ âåëè÷èíà îòíîøåíèÿ a/a′ = 0.036

îêàçûâàåòñÿ äëÿ äàëåêîãî ñïóòíèêà Þïèòåðà S/2003 J2. Äëÿ âñåõ
äðóãèõ, îòêðûòûõ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ñïóòíèêîâ, ýòî îòíîøåíèå
çíà÷èòåëüíî ìåíüøå.

Äàëåå ìû îãðàíè÷èâàåì ðàçëîæåíèå âîçìóùàþùåé ôóíêöèè ïî
ñòåïåíÿì îòíîøåíèÿ áîëüøèõ ïîëóîñåé òàê, ÷òî îñòàâëÿåì òîëüêî
ãëàâíûé ÷ëåí, êîòîðûé ñîäåðæèò òðåòüþ ñòåïåíü ýòîãî îòíîøåíèÿ.
Òàêîé âàðèàíò âîçìóùàþùåé ôóíêöèè íàçûâàþò ñëó÷àåì Õèëëà.
Ïîñêîëüêó â ðàçëîæåíèè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè (10.5) ñóììèðî-
âàíèå âåäåòñÿ òîëüêî ïî ÷åòíûì çíà÷åíèÿì èíäåêñà k, òî ñëåäóþ-
ùèé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ïîñëå ãëàâíîãî ñîäåðæèò ïÿòóþ ñòåïåíü îò-
íîøåíèÿ áîëüøèõ ïîëóîñåé îðáèò. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðåíåáðåãà-
åì ìàëîé âåëè÷èíîé (a/a′)2 ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé. Äëÿ ñïóòíè-

10.3. Эволюция орбит спутников планет под действием притяжения Солнца 381



êà Þïèòåðà S/2003 J2 âåëè÷èíà (a/a′)2 = 0.0013. Â èòîãå, âîçìó-
ùàþùàÿ ôóíêöèÿ â ñëó÷àå Õèëëà èìååò âèä

W2 =
µ′

a

( a

a′

)3
F2,0,1(0) X

2,0
0 (0)

2∑
p=0

F20p(i)X
2,2−2p
0 (e) cos[(2− 2p)ω].

(10.9)
Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé íàêëîíà è

ôóíêöèé ýêñöåíòðèñèòåòà, êîòîðûå ìîæíî âçÿòü èç Ïðèëîæåíèÿ
3, ïîëó÷èì

W2 =
µ′

a

( a

a′

)3 3

16

[
2e2 − sin2 i(2 + 3e2) + 5e2 sin2 i cos 2ω +

4

3

]
.

(10.10)
Ïîñòîÿííîå ñëàãàåìîå 4/3 â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ïðàâîé ÷àñòè ñîîò-
íîøåíèÿ (10.10) ìîæíî îòáðîñèòü, ïîñêîëüêó âîçìóùàþùàÿ ôóíê-
öèÿ âõîäèò â óðàâíåíèÿ òîëüêî ïîä çíàêîì ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ïî e, i, ω, è ýòî ñëàãàåìîå ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè äàåò íóëü.

Ïåðå÷èñëèì òå äîïóùåíèÿ è ïðåäïîëîæåíèÿ, êîòîðûå áûëè ñäå-
ëàíû ïðè âûâîäå âîçìóùàþùåé ôóíêöèè (10.10):
– ôóíêöèÿ îñðåäíåíà ïî ñðåäíèì äîëãîòàì ñïóòíèêà è Ñîëíöà,
– ïðåíåáðåãàåì îòíîøåíèåì (a/a′)2 ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé,
– ïëîñêîñòü ïëàíåòîöåíòðè÷åñêîé êðóãîâîé îðáèòû Ñîëíöà ñ÷èòà-
åì îñíîâíîé.

Ïðè ñäåëàííûõ äîïóùåíèÿõ îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì ïåðâûé èí-
òåãðàë óðàâíåíèé Ëàãðàíæà

W2 = c′2,

ãäå c′2 — íåçàâèñèìàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ.

10.3.3. Àíàëèç ñåìåéñòâ âîçìîæíûõ èçìåíåíèé ýêñöåíòðèñèòåòà
e è àðãóìåíòà ïåðèöåíòðà ω ïðè äâàæäû îñðåäíåííîé
âîçìóùàþùåé ôóíêöèè â ñëó÷àå Õèëëà

Èíòåãðàëû

a = const,
√

1− e2 cos i = c′1, W2 = c′2

âïåðâûå è ïî÷òè îäíîâðåìåííî áûëè ïîäâåðãíóòû äåòàëüíîìó àíà-
ëèçó â ðàáîòàõ (Ëèäîâ, 1961; Ëèäîâ 1962; Kozai, 1962) äëÿ îïèñà-
íèÿ ýâîëþöèè îðáèò, ýëåìåíòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíè-
ÿì Ëàãðàíæà (10.6). Ïðè ýòîì â ðàáîòàõ (Ëèäîâ, 1961; Ëèäîâ 1962)
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èçó÷àëàñü ýâîëþöèÿ îðáèò èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ Çåìëè, à â
ðàáîòå (Kozai, 1962) èíòåãðàëû ðàññìàòðèâàëèñü ïî îòíîøåíèþ ê
óðàâíåíèÿì, îïèñûâàþùèì ýâîëþöèþ îðáèòû àñòåðîèäà ïîä âîç-
ìóùàþùèì âëèÿíèåì Þïèòåðà ñ ó÷åòîì â ôóíêöèè (10.5) ñëàãàå-
ìûõ ñ k = 2, 4, 6, 8.

Â ðàáîòå (Ëèäîâ, 1961) êîìáèíàöèåé âòîðîãî è òðåòüåãî èíòå-
ãðàëîâ, áûëî ïîëó÷åíî ñîîòíîøåíèå:

e2
(
2

5
− sin2 i sin2 ω

)
= c2, (10.11)

ãäå c2 — íåçàâèñèìàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, à èíòåãðàë (10.7)
áûë çàïèñàí â âèäå

(1− e2)(1− sin2 i) = c1, (10.12)

ãäå c1 — íåçàâèñèìàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Ïåðâûå èíòåãðàëû óðàâíåíèé Ëàãðàæà (10.11), (10.12) ïîçâîëÿ-

þò âûðàçèòü äâå ïåðåìåííûõ èç òðåõ e, i, ω ÷åðåç îäíó. Ïîäñòàâëÿÿ
èõ âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
äëÿ îäíîé èç ïåðåìåííûõ ý âèäà

dý
dt

= Ý(ý),

ãäå Ý(ý) — èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ ñâîåãî àðãóìåíòà. Ýòî óðàâíåíèå
ïðèâîäèòñÿ ê êâàäðàòóðàì, à îáðàùåíèå êâàäðàòóðû, ò.å. âûðàæå-
íèå ôóíêöèè ý(t), ìîæåò áûòü ñäåëàíî â ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ.
Êåì è êàê ýòî áûëî ñäåëàíî, ðàññìîòðèì íèæå.

Ñîâìåñòíî ðàññìàòðèâàåìûå ñîîòíîøåíèÿ (10.11), (10.12) è èí-
òåãðàë

a = const

ïîçâîëèëè âûâåñòè ðÿä èíòåðåñíûõ ñâîéñòâ ýâîëþöèè îðáèò äàæå
áåç ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ëàãðàíæà. Ýòî áûëî ñäåëàíî âïåðâûå â îá-
ñòîÿòåëüíîé ðàáîòå (Ëèäîâ, 1961), ïîñâÿùåííîé èññëåäîâàíèþ ýâî-
ëþöèè îðáèò ÈÑÇ ïîä äåéñòâèåì ëóííî-ñîëíå÷íûõ âîçìóùåíèé.
Âîñïðîèçâåäåì çäåñü îñíîâíûå è íàèáîëåå èíòåðåñíûå ðåçóëüòà-
òû ýòîé ðàáîòû. Âîñïîëüçóåìñÿ òàêæå èíòåðïðåòàöèÿìè èç êíèãè
(Shevchenko, 2017).

Ïðåæäå âñåãî îïðåäåëèì äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ c1,
c2. Î÷åâèäíî, ÷òî 0 ≤ sin2 i sin2 ω ≤ 1, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî −3/5 ≤
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Ðèñ. 10.1. Îáëàñòè âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïîñòîÿííûõ c1, c2. Îáëàñòü Ë ñî-
äåðæèò çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèå ëèáðàöèîííûì èçìåíåíè-
ÿì ýëåìåíòîâ îðáèòû e, ω, îáëàñòü Ö ñîîòâåòñòâóåò öèðêóëÿöèîííîìó èç-
ìåíåíèþ ω. Ñåìåéñòâà òî÷åê S1, S2 ñîîòâåòñòâóþò ñåìåéñòâàì îðáèò, ïî-

êàçàííûì íà ñëåäóþùèõ ðèñóíêàõ.

c2 ≤ 2/5. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî 0 ≤ c1 ≤ 1. Îäíàêî ñîîòíîøå-
íèÿ (10.11), (10.12) íàêëàäûâàþò áîëåå óçêèå îãðàíè÷åíèÿ. Îáëà-
ñòè âîçìîæíûõ çíà÷åíèé c1, c2 ïîêàçàíû íà ðèñ. 10.1. Ýòè îáëàñòè
îãðàíè÷åíû òðåóãîëüíèêàìè 0AB è ED0. Ïðè ýòîì îäíà èç ñòîðîí
ED çàäàíà êðèâîé ëèíèåé — ãðàôèêîì ôóíêöèè

c1 =
5

3

(
3

5
−
√
−3

5
c2

)2

. (10.13)

Àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî àðãóìåíò ïåðèöåíòðà ω ìîæåò èìåòü îä-
íî èç äâóõ ñâîéñòâ èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè: ìîíîòîííîå öèðêóëÿöè-
îííîå èçìåíåíèå èëè êîëåáàíèÿ ñ îãðàíè÷åííîé àìïëèòóäîé îòíî-
ñèòåëüíî îäíîãî èç çíà÷åíèé 90 èëè 270 ãðàäóñîâ. Òàêèå êîëåáàíèÿ
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íàçûâàþò ëèáðàöèîííûì èçìåíåíèåì. Èõ àìïëèòóäà íå ïðåâûøàåò
âåëè÷èíû arccos

√
2/5. Âïåðâûå ñóùåñòâîâàíèå ëèáðàöèîííûõ èç-

ìåíåíèé àðãóìåíòà ïåðèöåíòðà â äàííîé çàäà÷å áûëî îáíàðóæåíî
è èçó÷åíî â ðàáîòàõ (Ëèäîâ, 1961) è (Kozai, 1962). Ïîýòîìó òàêèå
èçìåíåíèÿ òåïåðü ïðèíÿòî íàçûâàòü ðåçîíàíñîì Ëèäîâà–Êîçàè.

Ñðåäè âîçìîæíûõ èçìåíåíèé àðãóìåíòà ïåðèöåíòðà ω è ýêñöåí-
òðèñèòåòà e âñòðå÷àþòñÿ îñîáûå ñëó÷àè, êîòîðûå ìû ðàññìîòðèì
íèæå. Íàèáîëåå èíòåðåñíû ñëó÷àè, ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûì
ëèíèÿì îáëàñòåé âîçìîæíûõ çíà÷åíèé 0 ≤ c1 ≤ 1, −3/5 ≤ c2 ≤ 2/5.

Âåðòèêàëüíàÿ ëèíèÿ 0A ãðàôèêà íà ðèñ. 10.1 ðàçäåëÿåò îáëàñòü
ëèáðàöèîííûõ èçìåíåíèé ω ïðè c2 < 0 è îáëàñòü öèðêóëÿöèîííûõ
èçìåíåíèé ïðè c2 > 0. Ëèáðàöèîííûå îðáèòû ñóùåñòâóþò òîëüêî
ïðè 0 ≤ c1 ≤ 3/5. Öèðêóëÿöèîííûå äâèæåíèÿ âîçìîæíû äëÿ âñåãî
èíòåðâàëà âîçìîæíûõ çíà÷åíèé 0 ≤ c1 ≤ 1.

Êðèâàÿ ED ñîîòâåòñòâóåò îðáèòàì, ó êîòîðûõ e è i ïîñòîÿííûå,
ñâÿçàííûå ñîîòíîøåíèåì e2 = 1 − 5

3 cos2 i. Ïðè ýòîì ω = ±90 ãðà-
äóñîâ. Ýòè òî÷êè ðàâíîâåñèÿ ñîîòâåòñòâóþò öåíòðàì òàê íàçûâàå-
ìîãî ðåçîíàíñà Ëèäîâà–Êîçàè. Òàêèå îðáèòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
íåèçìåííûå ýëëèïñû, êîòîðûå ïðåöåññèðóþò âîêðóã îñè, ïåðïåíäè-
êóëÿðíîé îñíîâíîé ïëîñêîñòè — ïëîñêîñòè îðáèòû âíåøíåãî òåëà,
ñ ïîñòîÿííûì íàêëîíîì ê íåé.

Îòðåçîê AB ñîîòâåòñòâóåò ýëëèïòè÷åñêèì îðáèòàì ñ ïîñòîÿí-
íûì ýêñöåíòðèñèòåòîì. Îðáèòû ëåæàò â ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ âíåø-
íåãî òåëà. Íàêëîíåíèå ðàâíî íóëþ èëè 180 ãðàäóñîâ. Ëèíèÿ àïñèä
ðàâíîìåðíî âðàùàåòñÿ ñ óâåëè÷èâàþùåéñÿ âåëè÷èíîé ω. Äëÿ ýòèõ
îðáèò âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå 2c1 + 5c2 = 2, îòêóäà, èñïîëüçóÿ
âûðàæåíèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ (10.11), (10.12), âûâîäèì

(5e2 sin2 ω + 2− 2e2) sin2 i = 0.

Çäåñü ïåðâûé ìíîæèòåëü ðàâåí íóëþ òîëüêî â òî÷êå B, ãäå îäíî-
âðåìåííî e = 1 è sinω = 0. Êðîìå òî÷êè B, äëÿ âñåãî îñòàëüíîãî
îòðåçêà AB äîëæíî áûòü sin i = 0.

Îòðåçîê BE ñîîòâåòñòâóåò îðáèòàì ïðè c1 = 0. Ýòî óñëîâèå îò-
íîñèòñÿ ëèáî ê ïîëÿðíûì îðáèòàì (cos i = 0) ëèáî ê ïðÿìîëèíåé-
íûì (e = 1). Â ñëó÷àå ïîëÿðíîé îðáèòû ïðè c1 = 0 ñâÿçü ýêñöåí-
òðèñèòåòà e è àðãóìåíòà ïåðèöåíòðà ω îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

e2
(
2

5
− sin2 ω

)
= c2. (10.14)
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Â ñëó÷àå ïðÿìîëèíåéíîé îðáèòû ïðè c1 = 0 ñâÿçü íàêëîíà i è àð-
ãóìåíòà ïåðèöåíòðà ω îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

2

5
− sin2 i sin2 ω = c2. (10.15)

Ãðàôèêè ýòèõ çàâèñèìîñòåé ïðèâîäÿòñÿ íèæå íà ðèñ. 10.4, 10.5.
Îòðåçîê DA (c2 = 0, 3/5 < c1 < 1) ñîîòâåòñòâóåò êðóãîâûì îð-

áèòàì (e = 0).
Îòðåçîê 0D (c2 = 0, c1 < 3/5) ñîîòâåòñòâóþò òàê íàçûâàåìûì

ñåïàðàòðèñíûì ðåøåíèÿì, ðàçäåëÿþùèì îáëàñòè ëèáðàöèîííûõ è
öèðêóëÿöèîííûõ èçìåíåíèé àðãóìåíòà ïåðèöåíòðà ω. Íà ýòèõ ñå-
ïàðàòðèñàõ ýêñöåíòðèñèòåò àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, âîç-
ìîæíî ïðîõîäÿ ÷åðåç ñâîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, åñëè íà÷àëüíîå
çíà÷åíèå ω ìåíüøå 90 ãðàäóñîâ. Äëÿ ýòèõ îðáèò ñîõðàíÿåòñÿ ñîîò-
íîøåíèå sin2 i sin2 ω = 2/5.

Òî÷êè A, B, E îïðåäåëÿþò ñëåäóþùèå âîçìîæíûå èçìåíåíèÿ.
Òî÷êà A (c1 = 1, c2 = 0) ñîîòâåòñòâóåò êðóãîâîé ýêâàòîðèàëüíîé
îðáèòå (e = 0, sin i = 0). Òî÷êà B (c1 = 0, c2 = 2/5) ñîîòâåòñòâó-
åò ïðÿìîëèíåéíîé îðáèòå (e = 1) ñ ïðîèçâîëüíûì íàêëîíåíèåì è
sinω = 0. Òî÷êà E (c1 = 0, c2 = −3/5) ñîîòâåòñòâóåò ïîëÿðíûì îð-
áèòàì (cos i = 0) ñ ïðîèçâîëüíûì ýêñöåíòðèñèòåòîì è çíà÷åíèåì
ω, óäîâëåòâîðÿþùèì ñîîòíîøåíèþ e2(5 sin2 ω − 2) = 3, ïðè÷åì â
ñëó÷àå e = 1 èìååì ïðÿìîëèíåéíóþ îðáèòó ñ sinω = ±1.

Òî÷êà D (c1 = 3/5, c2 = 0) ñîîòâåòñòâóåò êðóãîâûì îðáèòàì
(e = 0) ñ êðèòè÷åñêèì íàêëîíåíèåì, îïðåäåëÿåìûì ñîîòíîøåíèåì
cos2 i = 3/5. Òàêîå çíà÷åíèå íàêëîíåíèÿ i íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì
èç-çà òîãî, ÷òî òî÷êà D ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé áèôóðêàöèè , òàê ÷òî ïðè
óìåíüøåíèè c1 îò çíà÷åíèÿ 3/5 ïðè c2 < 0 âîçíèêàþò îðáèòû ñ
ëèáðàöèîííûì èçìåíåíèåì ω.

Òî÷êà 0 (c1 = 0, c2 = 0) ñîîòâåòñòâóåò îðáèòàì ñëåäóþùèõ òðåõ
òèïîâ:
1) êðóãîâûå ïîëÿðíûå îðáèòû (e = 0, cos i = 0) ñ ïðîèçâîëüíûì ω,
2) ýëëèïòè÷åñêèå ïîëÿðíûå îðáèòû (cos i = 0) ñ ïðîèçâîëüíûì e è
ñ ïîñòîÿííûì çíà÷åíèåì ω (sin2 ω = 2/5),
3) ïðÿìîëèíåéíûå (e = 1) ñ ïðîèçâîëüíûì íàêëîíåíèåì îðáèòû
ïðè óñëîâèè sin2 i sin2 ω = 2/5.

Êðîìå îñîáåííîñòåé ýâîëþöèè îðáèò íà ãðàíèöàõ îáëàñòåé âîç-
ìîæíûõ çíà÷åíèé ïîñòîÿííûõ c1 è c2, èìåþòñÿ äðóãèå îñîáûå ñëó-
÷àè ýâîëþöèè îðáèò. Îðáèòû ñ íàêëîíåíèåì, áîëüøèì êðèòè÷åñêî-
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ãî (cos2 i = 3/5), ìîãóò èñïûòûâàòü áîëüøèå âàðèàöèè ýêñöåíòðèñè-
òåòà, îñîáåííî áîëüøèå, åñëè îðáèòà áëèçêà ê ñåïàðàòðèñå. Ïðè÷è-
íîé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî êàê ðàç ïðè íàêëîíàõ, áîëüøèõ êðèòè÷åñêîãî,
ïðèñóòñòâóåò ðåçîíàíñ Ëèäîâà – Êîçàè. Â ñëó÷àå, êîãäà íàêëîí ðà-
âåí 90 ãðàäóñîâ, ýêñöåíòðèñèòåò âñåãäà ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå, êàêî-
âî áû íè áûëî åãî íà÷àëüíîå çíà÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, ðàññòîÿíèå
ïåðèöåíòðà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, è òàêèå îðáèòû ñóùåñòâóþò ëèøü
êîíå÷íîå âðåìÿ.

Çàìåòèì, ÷òî âñå ðàññìîòðåííûå çäåñü îñîáûå è êðèòè÷åñêèå
ñëó÷àè ñâîéñòâ èçìåíåíèé ýëåìåíòîâ îðáèòû ñïóòíèêà, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ãðàíèöàì âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïîñòîÿííûõ c1 è c2, èìå-
þò ÷èñòî òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ. Ñðåäè ñóùåñòâóþùèõ ðåàëüíûõ
ñïóòíèêîâ è âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé èõ äâèæåíèÿ òàêèå ñèòóàöèè íå
âñòðå÷àþòñÿ.

Ñîîòíîøåíèÿ (10.11), (10.12) ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü ëèíèè íà êî-
îðäèíàòíîé ïëîñêîñòè (ω, e), îïèñûâàþùèå ýâîëþöèþ îðáèò. Êàæ-
äîé ïàðå ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé ïîñòîÿííûõ c1 è c2 ñîîòâåòñòâó-
åò ëèíèÿ íà ãðàôèêå. Íà îäíîì ðèñóíêå ìîæíî ïîñòðîèòü ñåìåéñòâî
êðèâûõ äëÿ îäíîãî çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííîé c1 è ðÿäà çíà÷åíèé c2.

Ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà òàêèõ ñåìåéñòâ.
Íà ðèñ. 10.2 ïîêàçàíî ñåìåéñòâî ëèíèé, ïîêàçûâàþùèõ èçìåíå-

íèÿ ω, e. Ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèþ c1 = 0.114570821 è ðÿäó
c2 íà âñåì èíòåðâàëå âîçìîæíûõ çíà÷åíèé. Ñåìåéñòâî ýòèõ çíà÷å-
íèé ïîñòîÿííûõ íàíåñåíî òàêæå íà ðèñ. 10.1, ãäå îíî îáîçíà÷åíî
÷åðåç S1. Ñàìàÿ ëåâàÿ òî÷êà, ëåæàùàÿ íà êðèâîé ED, ñîîòâåòñòâóåò
îðáèòå ñ ïîñòîÿííûìè ýëåìåíòàìè e = 0.750346703, i = 59.2 ãðà-
äóñîâ è c2 = −0.190195030. Íà ðèñ. 10.2 ýòîé îðáèòå ñîîòâåòñòâó-
åò òî÷êà — öåíòð ðåçîíàíñà Ëèäîâà – Êîçàè. Âîêðóã ýòîé òî÷êè
êîíöåíòðè÷åñêèìè çàìêíóòûìè êðèâûìè ïîêàçàíû ëèáðàöèîííûå
èçìåíåíèÿ ýëåìåíòîâ ω, e äëÿ äðóãèõ îðáèò ñåìåéñòâà. Ýòèì îð-
áèòàì ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè ñåìåéñòâà S1 íà ðèñ. 10.1, ñëåäóþùèå
ñëåâà íàïðàâî. Äëÿ òî÷êè ñ c2 = 0 íà ðèñ. 10.2 ïóíêòèðíîé ëèíèåé
ïîêàçàíà ñåïàðàòðèñà äâóõ òèïîâ îðáèò. Ñåïàðàòðèñå ñîîòâåòñòâó-
þò çíà÷åíèÿ e = 0.899471307, i = 34.608220202 ãðàäóñîâ. Ñåìåéñòâî
ïðîäîëæàåòñÿ îðáèòàìè ñ öèðêóëÿöèîííûì èçìåíåíèåì ýëåìåíòîâ
ω, e. Íàêîíåö, äëÿ òî÷êè íà ðèñ. 10.1, ëåæàùåé íà ãðàíèöå AB, ñ
c2 = 0.354171672 íà ðèñ. 10.2 ïîêàçàíà ãîðèçîíòàëüíàÿ ëèíèÿ èç-
ìåíåíèÿ ω ñ ïîñòîÿííûì çíà÷åíèåì e = 0.940972465. Ýòî îðáèòà,
ëåæàùàÿ â ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ âíåøíåãî òåëà, ñ i = 0.
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Ðèñ. 10.2. Ñåìåéñòâî îðáèò ñ c1 = 0.114570821 è ðÿäîì çíà÷åíèé
−0.190195030 ≤ c2 ≤ 0.354171672. Ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè îòëîæåíû çíà-
÷åíèÿ ω â ãðàäóñàõ, ïî âåðòèêàëüíîé — çíà÷åíèÿ ýêñöåíòðèñèòåòà e. Íà

ðèñ. 10.1 ýòîìó ñåìåéñòâó ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè íà ëèíèè S1.

Îòìåòèì, ÷òî íà ðèñ. 10.2 ïîêàçàíà ëèøü ïîëîâèíà äèàïàçîíà èç-
ìåíåíèÿ óãëà ω. Âòîðàÿ ïîëîâèíà ñèììåòðè÷íî ïîâòîðÿåò ïåðâóþ
îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèÿ ω = 180 ãðàä.

Äðóãîå ñåìåéñòâî îðáèò ïîêàçàíî íà ðèñ. 10.3. Ýòî èñêëþ÷èòåëü-
íî òîëüêî îðáèòû ñ öèðêóëÿöèîííûì èçìåíåíèåì ýëåìåíòîâ ω, e.
Ýòîìó ñåìåéñòâó ñîîòâåòñòâóåò ñåìåéñòâî òî÷åê S2 íà ðèñ. 10.1 ñ
c1 = 0.719185573. Çíà÷åíèþ c2 = 0 ñîîòâåòñòâóåò êðóãîâàÿ îðáè-
òà ñ e = 0, i = 32.0 ãðàäóñà è ëèíèÿ íà ðèñ. 10.3, ñîâïàäàþùàÿ
ñ ãîðèçîíòàëüíîé îñüþ. Äàëåå äëÿ òî÷åê ñåìåéñòâà, ñëåäóþùèõ íà
ðèñ. 10.1 ñëåâà íàïðàâî, èìååì ñåìåéñòâî ëèíèé íà ðèñ. 10.3, ñëåäó-
þùèõ ñíèçó ââåðõ. Çàâåðøàåò ñåìåéñòâî òî÷êà ñ c2 = 0.112325771

íà ëèíèè AB è ãîðèçîíòàëüíàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 10.3 ñî çíà÷åíèåì
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Ðèñ. 10.3. Ñåìåéñòâî îðáèò ñ c1 = 0.719185573 è ðÿäîì çíà÷åíèé −0 ≤ c2 ≤
0.112325771. Ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè îòëîæåíû çíà÷åíèÿ ω â ãðàäóñàõ, ïî
âåðòèêàëüíîé — çíà÷åíèÿ ýêñöåíòðèñèòåòà e. Íà ðèñ. 10.1 ýòîìó ñåìåéñòâó

ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè íà ëèíèè S2.

e = 0.529919264. Ãîðèçîíòàëüíûå ïðÿìûå íà ðèñ. 10.2, 10.3 îòâå÷à-
þò ãðàíè÷íûì çíà÷åíèÿì ýêñöåíòðèñèòåòà, ðàâíûì

√
1− c1.

Íà ðèñ. 10.3 ïîêàçàíà ëèøü ïîëîâèíà äèàïàçîíà èçìåíåíèÿ óã-
ëà ω. Âòîðàÿ ïîëîâèíà ñèììåòðè÷íî ïîâòîðÿåò ïåðâóþ îòíîñèòåëü-
íî çíà÷åíèÿ ω = 180 ãðàä.

Çàìåòèì, ÷òî ìîæíî ïîäîáðàòü òàêèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è ñî-
îòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ c1, c2, ïðè êîòîðûõ â ïðîöåñ-
ñå ýâîëþöèè îðáèòû ýêñöåíòðèñèòåò e áóäåò èçìåíÿòüñÿ îò âåñüìà
ìàëûõ çíà÷åíèé äî áëèçêèõ ê åäèíèöå.

Îñîáûé ñëó÷àé ïðåäñòàâëÿþò îðáèòû ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè,
äàþùèìè c1 = 0. Ýòî ïîðîæäàåò ëèáî ïîëÿðíûå îðáèòû (sin i = 1),
ëèáî ïðÿìîëèíåéíûå îðáèòû (e = 1). Ñâÿçü e ñ ω â ýòèõ îñîáûõ
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ñëó÷àÿõ äàíà âûøå ñîîòíîøåíèÿìè (10.14), (10.15). Ãðàôèêè âîç-
ìîæíûõ çíà÷åíèé e, ω äëÿ ïîëÿðíûõ îðáèò ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ
c2 â ýòîì ñëó÷àå ïîêàçàíû íà ðèñ. 10.4. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ c2
èìååì òðè ãðàôèêà: îäèí â îáëàñòè ìåæäó ñåïàðàòðèñàìè, äðóãèå
— îò çíà÷åíèé 0 è 180 ãðàäóñîâ â ñòîðîíû ñåïàðàòðèñ. Êàê âèäíî
íà ãðàôèêàõ, âñå òàêèå ïîëÿðíûå îðáèòû â ñâîåé ýâîëþöèè ïðèõî-
äÿò ê çíà÷åíèþ e = 1, ÷òî ïðèâîäèò ê ïàäåíèþ ñïóòíèêà íà ïëàíåòó
çà êîíå÷íîå âðåìÿ, íåçàâèñèìî îò íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé e è ω. Ýòî
ñâîéñòâî ïîëÿðíûõ (è îêîëîïîëÿðíûõ) îðáèò â ëèòåðàòóðå íîñèò
íàçâàíèå «ýôôåêò Ëèäîâà – Êîçàè».

Äëÿ ïðÿìîëèíåéíûõ îðáèò ïðè c1 = 0 çàâèñèìîñòè sin i îò ω

ïîêàçàíû íà ðèñ. 10.5. Ïðÿìîëèíåéíûå îðáèòû ñïóòíèêîâ íå èìå-
þò ïðàêòè÷åñêîãî ñìûñëà. Òàêèå ñïóòíèêè, åñëè áû è áûëè, òî óæå
äàâíî óïàëè áû íà ñâîè ïëàíåòû. Ìû çäåñü âçÿëè ñëó÷àé c1 = 0

òîëüêî äëÿ ïîëíîòû ðàññìîòðåíèÿ äàííîé òåîðèè.
Íàéäåííûå âûøå çàâèñèìîñòè e îò ω íå äàþò ïðåäñòàâëåíèÿ î

òîì, â êàêîì íàïðàâëåíèè ïðîèñõîäèò ýâîëþöèÿ îðáèò. Îñòàåòñÿ
âûÿñíèòü, íà êàêèõ ó÷àñòêàõ ãðàôèêîâ ω óâåëè÷èâàåòñÿ, à íà êàêèõ
óìåíüøàåòñÿ. Äëÿ îòâåòà íåîáõîäèìî ïðèâëå÷ü ïîñëåäíåå èç äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (10.6). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íåãî âìåñòî
ôóíêöèè W óïðîùåííîãî âûðàæåíèÿ ýòîé âîçìóùàþùåé ôóíêöèè
(10.10), ïîëó÷èì ÿâíûé âèä óðàâíåíèÿ äëÿ ω

dω

dt
=

15

4

µ′

µ

( a

a′

)3
n

[
(e2 − sin2 i) sin2 ω +

2

5
(1− e2)

]
, (10.16)

ãäå µ = n2a3. Ó÷èòûâàÿ (10.11), ýòî óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå

dω

dt
=

15

4

µ′

µ

( a

a′

)3
n

[
c2
e2

+ e2
(

sin2 ω − 2

5

)]
.

Îïðåäåëèì òåïåðü âåëè÷èíó ïðîèçâîäíîé dω
dt ïðè ω = π/2. Ïîëó-

÷èì
dω

dt

∣∣∣∣
ω=π/2

=
15

4

µ′

µ

( a

a′

)3
n

(
c2
e2

+
3

5
e2
)
.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà è èç ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî âî âñåõ ñëó÷à-
ÿõ öèðêóëÿöèîííîãî èçìåíåíèÿ ω (c2 > 0), âêëþ÷àÿ ñåïàðàòðè-
ñó (c2 = 0), ω óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïðè âñåõ c2 < 0, èñêëþ÷àÿ ñëó-
÷àé (10.13), ýêñöåíòðèñèòåò e ìîæåò ïðèíèìàòü äâà çíà÷åíèÿ: ìè-
íèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå, ïðè êîòîðûõ dω

dt èìååò ðàçíûå çíàêè.
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Ðèñ. 10.4. Ñåìåéñòâî ïîëÿðíûõ îðáèò ïðè c1 = 0 è ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ c2.
Ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè îòëîæåíû çíà÷åíèÿ ω â ãðàäóñàõ, ïî âåðòèêàëüíîé
— çíà÷åíèÿ ýêñöåíòðèñèòåòà e. Ïóíêòèðíîé ëèíèåé ïîêàçàíû ñåïàðàòðèñû

äâóõ ñåìåéñòâ.

Ïðè ìèíèìàëüíîì çíà÷åíèè ýêñöåíòðèñèòåòà ω óìåíüøàåòñÿ, ïðè
ìàêñèìàëüíîì — óâåëè÷èâàåòñÿ. Âñå ïîëó÷åííûå çäåñü íàïðàâëå-
íèÿ èçìåíåíèÿ ω ïîêàçàíû íà ðèñ. 10.2, 10.3.

Äëÿ îñîáîãî ñëó÷àÿ ïîëÿðíûõ îðáèò (c1 = 0) èìååì sin i = 1, è
óðàâíåíèå äëÿ ω (10.16) ïðèíèìàåò âèä

dω

dt
=

15

4

µ′

µ

( a

a′

)3
n (1− e2)

(
2

5
− sin2 ω

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ïîñëåäîâàòåëüíî ω = 0 è ω = π/2, ïîëó÷àåì òå
íàïðàâëåíèÿ èçìåíåíèÿ ω, êîòîðûå ïîêàçàíû íà ðèñ. 10.4.

Àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ íàïðàâëåíèå èçìåíåíèÿ ω äëÿ ïðÿìîëè-

10.3. Эволюция орбит спутников планет под действием притяжения Солнца 391



Ðèñ. 10.5. Ñåìåéñòâî ïðÿìîëèíåéíûõ îðáèò ïðè c1 = 0 è ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ
c2. Ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè îòëîæåíû çíà÷åíèÿ ω â ãðàäóñàõ, ïî âåðòèêàëü-

íîé — çíà÷åíèÿ sin i.

íåéíûõ îðáèò (c1 = 0). Óðàâíåíèå äëÿ ω â ýòîì ñëó÷àå (e = 1) ïðè-
íèìàåò âèä

dω

dt
=

15

4

µ′

µ

( a

a′

)3
n (1− sin2 i) sin2 ω > 0.

Íàïðàâëåíèå èçìåíåíèÿ ω â ýòîì ñëó÷àå ïîêàçàíî íà ðèñ. 10.5.

10.3.4. Ýâîëþöèÿ îðáèò âî âðåìåíè ïðè äâàæäû îñðåäíåííîé
âîçìóùàþùåé ôóíêöèè â ñëó÷àå Õèëëà

Ðàññìîòðèì òåïåðü, êàê ïîëó÷èòü ôóíêöèè, îïèñûâàþùèå èçìå-
íåíèå ýëåìåíòîâ îðáèò âî âðåìåíè â óñëîâèÿõ äàííîé çàäà÷è. Âû-
ÿñíèëîñü, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèé ïðèâîäèò ê êâàäðàòóðàì, îáðàùå-
íèå êîòîðûõ ìîæåò áûòü âûïîëíåíî òîëüêî ñ ïîìîùüþ ýëëèïòè÷å-
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ñêèõ ôóíêöèé. Åùå â ðàáîòå (Kozai, 1962) áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâà-
íî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è â ïðèáëèæåíèè Õèëëà (k = 2) ìîæåò áûòü
âûðàæåíî ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà. Äëÿ ÷àñò-
íîãî ñëó÷àÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ω = 0,±π/2 ðåøåíèå äëÿ ýëåìåí-
òîâ e, i, ω áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòå (Ãîðäååâà, 1968). Îáùåå ðåøåíèå
äëÿ âñåõ ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ e, i, ω, Ω áûëî ïîñòðîåíî â ðàáîòå (Âàø-
êîâüÿê, 1999) è ïî÷òè îäíîâðåìåííî áûëî îïóáëèêîâàíî â ðàáîòå
(Kinoshita, Nakai, 1999).

Âîñïðîèçâåäåì çäåñü ðåçóëüòàòû ðàáîòû (Âàøêîâüÿê, 1999).
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé íåîáõîäèìî ðåøèòü óðàâíå-

íèÿ Ëàãðàíæà îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ e, i, ω, Ω. Ñäåëàåì óïðîùà-
þùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ âîçìóùàþùåé
ôóíêöèè (10.10) â óðàâíåíèÿ (10.6) è äåëàÿ çàìåíó íåçàâèñèìîé
ïåðåìåííîé âðåìåíè t íà áåçðàçìåðíóþ ïåðåìåííóþ τ ïî ôîðìóëå

τ =
3

16

µ′

µ

( a

a′

)3
n (t− t0) ,

ãäå µ = n2a3, âûâåäåì óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ îñêóëè-
ðóþùåé îðáèòû â ñëåäóþùåì âèäå:

de

dτ
= 10e

√
1− e2 sin2 i sin 2ω, (10.17)

di

dτ
= −10e2

√
1− e2 sin i cos i sin 2ω, (10.18)

dω

dτ
=

2√
1− e2

[5 cos2 i− 1 + e2 + 5(sin2 i− e2) cos 2ω], (10.19)

dΩ

dτ
= 2

cos i√
1− e2

(5e2 cos 2ω − 3e2 − 2). (10.20)

Óðàâíåíèÿ (10.17), (10.18), (10.19) èìåþò äâà èíòåãðàëà (10.11),
(10.12). Èñêëþ÷àÿ ñ ïîìîùüþ ýòèõ èíòåãðàëîâ ïåðåìåííûå i, ω èç
óðàâíåíèÿ (10.17) è ââîäÿ íîâóþ ïåðåìåííóþ z ïî ôîðìóëå

z = e2,

ïîëó÷àåì êâàäðàòóðó äëÿ îïðåäåëåíèÿ τ êàê ôóíêöèþ îò z

τ =
sign(sin 2ω0)

8
√
6

z∫
z0

dζ√
Q(ζ)

, (10.21)

10.3. Эволюция орбит спутников планет под действием притяжения Солнца 393



ãäå
Q(z) = (z1 − z)(z − z2)(z − z3) ≥ 0,

z0 — íà÷àëüíîå çíà÷åíèå e2 ïðè τ = 0 (t = t0),

z1 =
1

2

[
1− c3 +

√
(1 + c3)2 − (20/3)c1

]
,

z2 =
1

2

[
1− c3 −

√
(1 + c3)2 − (20/3)c1

]
,

z3 =
5

2
c2,

c3 =
5

3
(c1 + c2).

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé (10.17) – (10.20) áóäåò çàâèñåòü îò
÷åòûðåõ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ e0, i0, ω0, Ω0 — çíà÷åíèé ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ôóíêöèé â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 (τ = 0). Òðè
íåçàâèñèìûå ïîñòîÿííûå e0, i0, ω0 ìû çàìåíèì äàëåå íà äðóãèå òðè
íåçàâèñèìûå ïîñòîÿííûå z0, c1, c2, ñâÿçàííûå ñ ïåðâûìè ñîîòíîøå-
íèÿìè:

z0 = e20, (10.22)

(1− e20)(1− sin2 i0) = c1, (10.23)

è

e20

(
2

5
− sin2 i0 sin2 ω0

)
= c2. (10.24)

Ïîñòîÿííûå z0, c1, c2 áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äàëåå â ðåøåíèè.
Îáðàùåíèå êâàäðàòóðû (10.21) âûïîëíÿåòñÿ ðàçíûìè ïóòÿìè â

çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ c2.
Ñëó÷àé 0 < c2 < 2/5.
Ýòî ñëó÷àé öèðêóëÿöèîííîãî èçìåíåíèÿ ω. Êîðíè ïîëèíîìà

Q(z) óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

z2 < 0 < z3 ≤ z(τ) ≤ z1,

ãäå z1 è z3 áóäóò ñîîòâåòñòâåííî ìàêñèìóì è ìèíèìóì âåëè÷èíû
e2. Ýêñöåíòðèñèòåò îïðåäåëèòñÿ ôîðìóëîé

e(τ) =
√
z(τ) =

√
z3 − z2k2sn2u

1− k2sn2u
, (10.25)
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ãäå
u = 4

√
6(z1 − z2)τ + u0,

k2 =
z1 − z3
z1 − z2

< 1,

u0 = sign(sin 2ω0)F (φ0, k
2), (10.26)

sin2 φ0 =
(z1 − z2)(z0 − z3)

(z1 − z3)(z0 − z2)
,

à sn u è F (φ, k2) åñòü ñîîòâåòñòâåííî ýëëèïòè÷åñêèé ñèíóñ ßêîáè
è íåïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà ñ ìîäóëåì k.

Ïåðèîä êîëåáàíèé ýêñöåíòðèñèòåòà e äàåòñÿ ôîðìóëîé

Te =
K(k2)

2
√
6(z1 − z2)

, (10.27)

ãäå K(k2) åñòü ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà ñ ìî-
äóëåì k.

Ïåðèîä öèðêóëÿöèè ω â äâà ðàçà áîëüøå ïåðèîäà êîëåáàíèé ýêñ-
öåíòðèñèòåòà e

Tω =
K(k2)√
6(z1 − z2)

. (10.28)

Â ñèëó èíòåãðàëà (10.12) ïåðèîä êîëåáàíèé íàêëîíà i ðàâåí ïåðèî-
äó êîëåáàíèé e.

Ñëó÷àé −3/5 < c2 < 0.
Ýòîò ñëó÷àé õàðàêòåðèçóåòñÿ ëèáðàöèîííûì èçìåíåíèåì ω.

Çäåñü
z3 < 0 < z2 ≤ z(τ) ≤ z1,

ãäå z1 è z2 — ìàêñèìóì è ìèíèìóì âåëè÷èíû e2, ñîîòâåòñòâåííî.
Ýêñöåíòðèñèòåò îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

e(τ) =
√
z(τ) =

√
z2 − z3κ2sn2u

1− κ2sn2u
, (10.29)

ãäå
u = 4

√
6(z1 − z3)τ + u0,

κ2 =
z1 − z2
z1 − z3

< 1,

u0 = sign(sin 2ω0)F (Ψ0, κ
2), (10.30)
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sin2 Ψ0 =
(z1 − z3)(z0 − z2)

(z1 − z2)(z0 − z3)
.

Çäåñü ìîäóëåì ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ κ.
Ïåðèîäû êîëåáàíèé ýêñöåíòðèñèòåòà e, íàêëîíà i è àðãóìåíòà

ïåðèöåíòðà ω ñîâïàäàþò è îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

Te = Ti = Tω =
K(κ2)

2
√
6(z1 − z3)

. (10.31)

Îòìåòèì çäåñü ôàêò, âàæíûé äëÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ âû÷èñëå-
íèé. Ôîðìóëû (10.29) – (10.31) ïîëó÷àþòñÿ èç ôîðìóë (10.25)-
(10.27) çàìåíîé z3 íà z2 è z2 íà z3.

Îñîáûé ñëó÷àé c2 = 0 è c1 < 3/5.
Ýòî ïîãðàíè÷íûé âàðèàíò ìåæäó äâóìÿ ðåøåíèÿìè, ðàññìîò-

ðåííûìè âûøå. Èçìåíåíèå ýëåìåíòîâ e è ω ïðîèñõîäèò âäîëü ñå-
ïàðàòðèñû ñîãëàñíî óðàâíåíèþ

2

5
−
(
1− c1

1− e2

)
sin2 ω = 0.

Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýêñöåíòðèñèòåòà

emax =

√
1− 5

3
c1

äîñòèãàåòñÿ ïðè óãëàõ ω, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ

sin2 ω = 1.

Êîãäà ýêñöåíòðèñèòåò äîñòèãàåò íóëÿ, àðãóìåíò ïåðèöåíòðà èìååò
îäíî èç çíà÷åíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ

sin2 ω =
2

5
(1− c1).

Çàâèñèìîñòü ýëåìåíòîâ e, ω, i îò âðåìåíè äëÿ ýòîãî îñîáîãî ñëó÷àÿ
ïîëó÷åíà â ðàáîòå (Âàøêîâüÿê, Ëèäîâ, 1990). Âîñïðîèçâåäåì çäåñü
ðåçóëüòàò. Áåç íàðóøåíèÿ îáùíîñòè ïîñòàíîâêè çàäà÷è è äëÿ ïðî-
ñòîòû ôîðìóë ïðèìåì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò t0 ýëåìåíòû èìåþò
çíà÷åíèÿ e = emax, ω = 90 ãðàäóñîâ è ââåäåì ïàðàìåòð:

β = −3
√
6

4

µ′

na′3
emax = −3

√
6

4

µ′

µ

( a

a′

)3
emax.
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Òåïåðü çàâèñèìîñòü ýêñöåíòðèñèòåòà îò âðåìåíè äëÿ ýòîãî îñîáîãî
ñëó÷àÿ îïðåäåëèòñÿ ôîðìóëîé

e(t) =
emax

ch[β(t− t0)]
.

Âàæíî îïðåäåëèòü, â êàêîì íàïðàâëåíèè èçìåíÿåòñÿ àðãóìåíò
ïåðèöåíòðà ω â ìîìåíò t0, êîãäà ýêñöåíòðèñèòåò äîñòèãàåò ìàêñè-

ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ e = emax =
√
1− 5

3c1. Â ýòîò ìîìåíò ω = 90

ãðàäóñîâ. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â óðàâíåíèå (10.19), ïîëó÷èì

dω

dt
= 12

√
3

5c1

(
1− 5

3
c1

)
> 0.

Ñëåäîâàòåëüíî ω óâåëè÷èâàåòñÿ â ìîìåíò, êîãäà e = emax. Òîãäà,
êàê âèäíî íà ãðàôèêå ñåïàðàòðèñû íà ðèñ. 10.2, ω óâåëè÷èâàåòñÿ âî
âñå ìîìåíòû âðåìåíè.

Îñîáûé ñëó÷àé c1 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå îðáèòà ïðèíàäëåæèò ê
îäíîìó èç äâóõ òèïîâ: ïîëÿðíûå (sin i = 1) ëèáî ïðÿìîëèíåéíûå
(e = 1). Âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ïðè c1 = 0 è ðàçíûõ çíà-
÷åíèÿõ c2 ðàññìîòðåíû âûøå íà ãðàôèêàõ. Äâèæåíèå ñïóòíèêîâ íà
âñåõ ýòèõ îðáèòàõ ïðèâîäèò ê ïàäåíèþ ñïóòíèêà íà ïëàíåòó. Ïðàê-
òè÷åñêîãî èíòåðåñà òàêèå îðáèòû íå ïðåäñòàâëÿþò. Ïîýòîìó çàâè-
ñèìîñòü ýëåìåíòîâ îò âðåìåíè ìû çäåñü íå ðàññìàòðèâàåì.

Äðóãèå îñîáûå ñëó÷àè.
1. Åñëè c2 = 0 è c1 > 3/5, òî ýêñöåíòðèñèòåò ïîñòîÿííî ðàâåí

íóëþ, à àðãóìåíò ïåðèöåíòðà íå îïðåäåëåí.
2. Åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ òàêîâû, ÷òî ìåæäó ïîñòîÿííûìè c1

è c2 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

c2 = −3

5

(
1−

√
5

3
c1

)2

,

è ïðè ýòîì c1 < 3/5, òî âñå òðè ýëåìåíòà e, ω, i îñòàþòñÿ ïîñòîÿí-

íûìè: ω = ±90 ãðàäóñîâ, e =

√
1−

√
5
3c1.

3. Cëó÷àé c1 = 1 ñîîòâåòñòâóåò êðóãîâîé îðáèòå, ëåæàùåé â
ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ âíåøíåãî òåëà.

4. Â ñëó÷àå, êîãäà c2 = 2
5 (1 − c1), èìååì íàêëîí i = 0, ïîñòîÿí-

íûé ýêñöåíòðèñèòåò, ðàâíûé em =
√
1− c1, è àðãóìåíò ïåðèöåíòðà,

ïîñòîÿííî âîçðàñòàþùèé ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, êîòîðàÿ èçìåíÿåòñÿ
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â ïðåäåëàõ îò 8
√
c1 ïðè ω = k · 180 ãðàäóñîâ äî 20(1 − 3/5c1)/

√
c1

ïðè ω = 90 + k · 180 ãðàäóñîâ, ãäå k — ëþáîå öåëîå ÷èñëî. Ïåðèîä
îáðàùåíèÿ ω, êàê è â îáùåì ñëó÷àå, íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå (10.28).

Íà ýòîì ýòàïå èçëîæåíèÿ ìû èìååì âûðàæåíèÿ äëÿ e(τ) êàê
ôóíêöèè âðåìåíè ïðè âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ ïîñòîÿííûõ c1,
c2, z0. Èñêîìûå ôóíêöèè i(τ), ω(τ) íàéäóòñÿ òåïåðü èç ñîîòíîøå-
íèé

i(τ) = arccos
√

c1
1− e2(τ)

,

ω(τ) = arcsin

√
2
5 − c2

e2(τ)

sin2 i(τ)
.

Òåïåðü îñòàëîñü íàéòè ôóíêöèþ Ω(τ). Ïðîäîëæèì âîñïðîèçâîäèòü
çäåñü ðåçóëüòàòû ðàáîòû (Âàøêîâüÿê, 1999).

Ñíà÷àëà âûïîëíèì äåéñòâèÿ äëÿ ñëó÷àÿ 0 < c2 < 2/5.
Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè (10.26) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñâÿçè ïå-

ðåìåííîé u ñ τ . Çàòåì îïðåäåëèì íîâóþ ïåðåìåííóþ u, ïîëàãàÿ
u = mK(k2)+u, ãäå m — öåëîå ÷èñëî, áëèæàéøåå ê u/K(k2), íå ïðå-
âîñõîäÿùåå ýòîãî ÷èñëà. ×èñëî m çàïîìíèì äëÿ äàëüíåéøèõ äåé-
ñòâèé.

Äàëåå âû÷èñëèì ïîñëåäîâàòåëüíî ïîñòîÿííûå

l2 = k2
1− c1 − z2
1− c1 − z3

,

C =
(5c2 − 2z2)k

2

(1− c1 − z3)K(k2)
, (10.32)

I(l2, k2) =
ΠΠΠ(l2, k2)−K(k2)

l2
,

ãäå ΠΠΠ(l2, k2) — ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë òðåòüåãî ðîäà.
Òåïåðü îïðåäåëèì íåêîòîðóþ ôóíêöèþ J(x, l2, k2) îò ñâîåãî àð-

ãóìåíòà x ñëåäóþùèì îáðàçîì:

J(x, l2, k2) =
Π(φ, l2, k2)− F (φ, k2)

l2
, (10.33)

ãäå φ = arcsin(sn x), ãäå Π(φ, l2, k2), F (φ, k2) — íåïîëíûå ýëëèïòè-
÷åñêèå èíòåãðàëû òðåòüåãî è ïåðâîãî ðîäà, ñîîòâåòñòâåííî.
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Äàëåå îïðåäåëèì ôóíêöèþ Jm(u, l2, k2), çàâèñÿùóþ îò ÷åòíîñòè
÷èñëà m, ôîðìóëîé

Jm(u, l2, k2) =

 J(u, l2, k2), åñëè m− ÷åòíî,

I(l2, k2)− J(K(k2)− u, l2, k2), åñëè m− íå÷åòíî.
(10.34)

Íàêîíåö, ôóíêöèÿ Ω(τ) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Ω(τ) = Ω0 − 4
√
c1sign[cos i(τ)]

{
[1 + C I(l2, k2)]τ+

+
C

4
√

6(z1 − z2)

{
(u0 − u)I(l2, k2)+ (10.35)[

Jm(u, l2, k2)− J(u0, l
2, k2)

]
K(k2)

}}
,

ãäå Ω0 — åùå îäíà íåçàâèñèìàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå öèðêóëÿöèîí-

íîãî èçìåíåíèÿ ω

k2 < l2 < 1.

Ïåðèîä öèðêóëÿöèîííîãî èçìåíåíèÿ Ω îïðåäåëÿåòñÿ ïðèáëè-
æåííîé ôîðìóëîé

TΩ =
π

2
√
c1[1 + CI(l2, k2)]

.

Â ñëó÷àå 3/5 < c2 < 0 (ëèáðàöèÿ ω) çàâèñèìîñòü Ω(τ) îïðåäå-
ëèòñÿ ôîðìóëàìè (10.32) – (10.35), â êîòîðûõ íåîáõîäèìî z2 çàìå-
íèòü íà z1, z3 íà z2, k2 íà κ2, φ0 íà Ψ0, à äëÿ ñâÿçè u ñ τ èñïîëüçîâàòü
ñîîòíîøåíèÿ (10.30).

Â èòîãå, íàéäåííûå çàâèñèìîñòè e(τ), i(τ), ω(τ), Ω(τ) ïðè çàäàí-
íûõ íà íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = t0 (τ = 0) ïðîèçâîëüíûõ
ïîñòîÿííûõ e0, i0, ω0, Ω0 îïèñûâàþò ýâîëþöèþ îðáèòû ñïóòíèêà.

Íàïîìíèì çäåñü, êàêèå äîïóùåíèÿ è ïðåäïîëîæåíèÿ áûëè ñäå-
ëàíû â äàííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è
– íà ñïóòíèê äåéñòâóþò òîëüêî âîçìóùåíèÿ îò ïðèòÿæåíèÿ Ñîëí-
öà,
– âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ îñðåäíåíà ïî ñðåäíèì äîëãîòàì ñïóòíèêà
è Ñîëíöà,
– ïðåíåáðåãàåì îòíîøåíèåì (a/a′)2 ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé,
– ïëîñêîñòü ïëàíåòîöåíòðè÷åñêîé êðóãîâîé îðáèòû Ñîëíöà ñ÷èòà-
åì îñíîâíîé.
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Íà îñíîâå ïîñòðîåííîé òåîðèè Ëèäîâûì (1961) áûëî îáíàðó-
æåíî âàæíîå ñâîéñòâî ýâîëþöèè ñïóòíèêîâûõ îðáèò: ïðè c1 ≈ 0

è i ≈ π/2 ýêñöåíòðèñèòåò ïðèáëèçèòñÿ ê åäèíèöå, ïåðèöåíòðè÷å-
ñêîå ðàññòîÿíèå ñòàíåò ðàâíûì ôèçè÷åñêîìó ðàäèóñó ïëàíåòû, à
ñïóòíèê íåèçáåæíî óïàäåò íà ïîâåðõíîñòü. Ñóùåñòâîâàíèå ãëàâíûõ
ñïóòíèêîâ Óðàíà, êîòîðûå òàêæå ïîäâåðæåíû ýòîìó ýôôåêòó, îáú-
ÿñíåíî Ëèäîâûì (1963) ñòàáèëèçèðóþùèì âëèÿíèåì ñæàòèÿ ïëà-
íåòû (Ëèäîâ, 1963).

10.3.5. Ïðèìåíåíèÿ ïîñòðîåííîé òåîðèè ýâîëþöèè îðáèò ïðè
èçó÷åíèè äèíàìèêè ðåàëüíûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò

Ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü ýâîëþöèè îðáèò ñïóòíèêîâ ïîä äåéñòâè-
åì ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà ìîæåò áûòü èñïûòàíà íà ðåàëüíûõ äàëå-
êèõ ñïóòíèêàõ ïëàíåò, ïîñêîëüêó îíî äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ äî-
ìèíèðóþùèì ôàêòîðì äëÿ ýòèõ ñïóòíèêîâ. Ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ïðè
ýòîì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü ïðèáëèæåííàÿ, òàê êàê èñïîëüçîâàíû
íåêîòîðûå äîïóùåíèÿ è ïðåäïîëîæåíèÿ. Ïîýòîìó âûâîäû òåîðèè
äîëæíû ïðîâåðÿòüñÿ ðàçíûìè ìåòîäàìè.

Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ îðáèòû
ñïóòíèêà êàê ôóíêöèé âðåìåíè, âûïîëíåííîå â ðàáîòå (Âàøêîâüÿê,
1999) áûëî ïðèìåíåíî â ýòîé æå ðàáîòå äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýâîëþ-
öèè îðáèò äâóõ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Óðàíà, îòêðûòûõ â 1997 ãîäó.
Ïîçæå ýòèì ñïóòíèêàì áûëè ïðèñâîåíû èìåíà U16 Êàëèáàí è U17
Ñèêîðàêñà.

Ïðèëîæåíèÿ òåîðèè ýâîëþöèè îðáèò, ðàññìîòðåííîé âûøå, áû-
ëè ñäåëàíû òàêæå â ðàáîòå (Kinoshita, Nakai, 1999) äëÿ äàëåêîãî
ñïóòíèêà Óðàíà U17 Ñèêîðàêñà è äàëåêîãî ñïóòíèêà Íåïòóíà Íåðå-
èäû.

Â îáåèõ óïîìÿíóòûõ ðàáîòàõ ïî çíà÷åíèÿì ýëåìåíòîâ îðáèò,
íàéäåííûõ èç íàáëþäåíèé, áûëè îïðåäåëåíû àìïëèòóäû è ïåðè-
îäû êîëåáàíèé ýêñöåíòðèñèòåòîâ îðáèò ýòèõ äâóõ ñïóòíèêîâ. Â
òàáë. 10.1 ïðèâîäÿòñÿ èñõîäíûå äàííûå è ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
òàêèõ èññëåäîâàíèé. Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ îðáèò áûëè
âçÿòû èç öèðêóëÿðà ÌÀÑ (Marsden, 1998). Îêàçàëîñü, ÷òî îáà ñïóò-
íèêà èìåþò öèðêóëÿöèîííîå èçìåíåíèå àðãóìåíòà ïåðèöåíòðà ω. Â
ðàáîòå (Âàøêîâüÿê, 1999) óêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå
ïî àíàëèòè÷åñêîé ìîäåëè ýâîëþöèè, «ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò» ñ
ðåçóëüòàòàìè êîíòðîëüíîãî ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ýâîëþöè-
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îííûõ óðàâíåíèé (10.17) – (10.20), â êîòîðûå áûëè äîáàâëåíû ÷ëå-
íû, ñîîòâåòñòâóþùèå âëèÿíèþ ñæàòèÿ Óðàíà.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñïóòíèêà U17 Ñèêîðàêñà áûëè ïî-
ëó÷åíû â ðàáîòå (Kinoshita, Nakai, 1999). Ýòè ðåçóëüòàòû âìåñòå
ñ òåì, ÷òî ïîëó÷åíî ïóòåì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé,
òàêæå äàíû â Òàáë. 10.1.

Â ðàáîòå (Kinoshita, Nakai, 1999) äëÿ äàëåêîãî ñïóòíèêà Íåï-
òóíà Íåðåèäû áûëè òàêæå ïîëó÷åíû ïàðàìåòðû ýâîëþöèè îðáè-
òû ïî ôîðìóëàì òåîðèè, ðàññìîòðåííîé âûøå. Ñïóòíèê Íåðåèäà
èìååò î÷åíü áîëüøîé ýêñöåíòðèñèòåò îðáèòû (ïðèìåðíî 0.76). Åãî
äâèæåíèå, êðîìå âîçìóùåíèé îò ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà, ïîäâåðæåíî
òàêæå âëèÿíèþ ïðèòÿæåíèÿ áëèçêîãî ìàññèâíîãî ñïóòíèêà Òðèòîí.
Ïîëó÷åííûå ïàðàìåòðû ýâîëþöèè äëÿ Íåðåèäû ñðàâíèâàëèñü ñ ðå-
çóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è ñ àíàëèòè÷åñêîé òåîðèåé
äâèæåíèÿ ýòîãî ñïóòíèêà, ïîñòðîåííîé â ðàáîòå (Mignard, 1981).
Ýòè ðåçóëüòàòû äàíû â Òàáë. 10.2. Îðáèòà Íåðåèäû èìååò öèðêó-
ëÿöèîííûé õàðàêòåð èçìåíåíèÿ àðãóìåíòà ïåðèöåíòðà ω.

Ïîçæå, ïîñëå ðàáîòû (Kinoshita, Nakai, 1999), ýâîëþöèÿ îðáèòû
Íåðåèäû áûëà èññëåäîâàíà â ðàáîòå (Âàøêîâüÿê, Òåñëåíêî, 2010).
Àâòîðû ýòîé ðàáîòû ïîñòðîèëè áîëåå äåòàëüíóþ ìîäåëü ýâîëþöèè
Íåðåèäû ñ èñïîëüçîâàíèåì áîëåå ñîâåðøåííûõ ìåòîäîâ.

10.4. Óòî÷íåííûå ìîäåëè ýâîëþöèè îðáèò ñïóòíèêîâ
ïëàíåò. ×èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä

Â ðàáîòå (Âàøêîâüÿê, 2005) áûë ðàçðàáîòàí ÷èñëåííî-àíàëè-
òè÷åñêèé ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ ýâîëþöèè îðáèò äàëåêèõ ñïóòíè-
êîâ ïëàíåò-ãèãàíòîâ. Ýòîò ìåòîä ïðåäëîæåí äîâîëüíî äàâíî, è ñ åãî
ïîìîùüþ áûëè ðåøåíû ìíîãèå çàäà÷è äèíàìèêè ñïóòíèêîâ. Èäåÿ
ìåòîäà è ñîîòâåòñòâóþùèå èññëåäîâàíèÿ, âûïîëíåííûå Ì.Ë Ëè-
äîâûì è åãî ó÷åíèêàìè, íàøëè ñâîå îòðàæåíèå â ñòàòüå (Ëèäîâ,
1978). Ñóòü ìåòîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Áåðåì äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî øåñòè ýëåìåíòîâ êåïëåðîâñêîé îðáè-
òû ñ âîçìóùàþùåé ôóíêöèåé, îáóñëîâëåííîé ïðèòÿæåíèåì Ñîëí-
öà. Â ðàçëîæåíèè ïî ñòåïåíÿì îòíîøåíèÿ áîëüøèõ ïîëóîñåé ñïóò-
íèêà è Ñîëíöà áåðåì òîëüêî îñíîâíîé ÷ëåí, òî åñòü ïðèáëèæåíèå
Õèëëà. Ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû Ñîëíöà âû÷èñëÿåì ïî ýëåìåí-
òàì êåïëåðîâñêîé îðáèòû ïëàíåòû.

Óðàâíåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ îðáèòû ñïóòíèêà çàïèñûâàëèñü â ðà-
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Òàáëèöà 10.1. Èñõîäíûå ïàðàìåòðû ñïóòíèêîâ è ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
ïî ýâîëþöèè îðáèò. Îòìåòêà «àíàëèò. òåîðèÿ» îçíà÷àåò, ÷òî ðåçóëüòàòû

ïîëó÷åíû ïî îïèñàííîé âûøå ìîäåëè ýâîëþöèè îðáèò.

Ïàðàìåòð U16 Êàëèáàí U17 Ñèêîðàêñà

Ýïîõà ýëåìåíòîâ 1998, èþëü 6.0 1998, èþëü 6.0

Áîëüøàÿ ïîëóîñü, à.å. 0.047921 0.081643

Ïåðèîä îáðàùåíèÿ, ãðàä./ñóò. 0.047921 0.081643

Ýêñöåíòðèñèòåò 0.82347 0.509386

Íàêëîí (ãåîýêëèïò.), ãðàä. 139.6813 152.6686

ω, ãðàä. 339.4621 18.0055

Ω, ãðàä. 174.9928 255.8085

Èç ðàáîòû (Âàøêîâüÿê, 1999) àíàëèò. òåîðèÿ

emin 0.07686 0.4964

emax 0.2861 0.5848

imin, ãðàä. 139.65 151.72

imax, ãðàä. 142.47 160.46

Tω , ëåò 8272.1 1239.2

TΩ, ëåò 6577.4 1734.1

Èç ðàáîòû (Kinoshita, Nakai, 1999) àíàëèò. òåîðèÿ

emax - 0.603

imax, ãðàä. - 160.5

Tω , ëåò - 1220

TΩ, ëåò - 1780

Èç ðàáîòû (Kinoshita, Nakai, 1999) ÷èñë. èíòåãð.

emax - 0.605

imax, ãðàä. - 160.8

Tω , ëåò - 1350

TΩ, ëåò - 1770

áîòå (Âàøêîâüÿê, 2005) â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå. Èñõîäíûå óðàâ-
íåíèÿ ñîäåðæàëè âñå øåñòü ïåðåìåííûõ. Äàëåå ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä
Öåéïåëÿ äëÿ èñêëþ÷åíèÿ èç óðàâíåíèé ÷ëåíîâ ñ ïåðèîäîì îáðàùå-
íèÿ ñïóòíèêà è ïåðèîäîì îáðàùåíèÿ Ñîëíöà. Ïîñêîëüêó â ìåòîäå
Öåéïåëÿ ýòè êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèå ñëàãàåìûå çàðàíåå íå îòáðàñû-
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Òàáëèöà 10.2. Ïàðàìåòðû ýâîëþöèè îðáèòû ñïóòíèêà Íåïòóíà Íåðåèäû,
ïîëó÷åííûå â ðàáîòå (Kinoshita, Nakai, 1999) ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì
óðàâíåíèé (×èñë. èíòåãð.), ïî àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äâèæåíèÿ ýòîãî ñïóò-
íèêà â ðàáîòå (Mignard, 1981) è ïî ôîðìóëàì òåîðèè ýâîëþöèè â ðàáîòå

(Kinoshita, Nakai, 1999).

Ïàðàìåòð ×èñë. èíòåãð. Mignard, 1981 K.,N., 1999

Tω , ëåò 13600 13400 13670

TΩ, ëåò 17690 15000 17980

Àìïëèòóäà e 0.00546 0.0060 0.00548

Àìïëèòóäà i, ãðàä. 3.123 3.09 3.137

âàþòñÿ, òî â ðåçóëüòèðóþùèõ óðàâíåíèÿ âîçíèêàþò ÷ëåíû ðàçíûõ
ïîðÿäêîâ ïî îòíîøåíèþ ê ìàëîìó ïàðàìåòðó, õàðàêòåðèçóþùåìó
âîçìóùàþùèé ôàêòîð. Â âûøåóêàçàííîé ðàáîòå èñïîëüçîâàëñÿ ìà-
ëûé ïàðàìåòð m, îïðåäåëÿåìûé ñîîòíîøåíèåì

m2 =
µ′

µ

( a

a′

)3
=

(
n′

n

)2

.

Ïîñëå êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé îêàçàëîñü, ÷òî â íîâûõ ïåðå-
ìåííûõ áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû ñïóòíèêà îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, à
èñêîìûõ ôóíêöèé îñòàåòñÿ ÷åòûðå.

Äëÿ Ñîëíöà ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ èñ÷åçàåò èç ðàññìîòðåíèÿ, à áîëü-
øàÿ ïîëóîñü îðáèòû ïðèíÿòà ïîñòîÿííîé. Èñïîëüçóåòñÿ òàêæå ðàç-
ëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì ìàëûõ âåëè÷èí e′, i′. Ýëåìåíòû îðáèòû Ñîëí-
öà e′, i′, ω′, Ω′ ñ÷èòàþòñÿ íåêîòîðûìè çàäàííûìè ôóíêöèÿìè âðå-
ìåíè. Ýòè ôóíêöèè âðåìåíè íàõîäÿòñÿ èç òåîðèè Ëàãðàíæà âåêî-
âûõ âîçìóùåíèé, ãäå èñïîëüçóþòñÿ ýëåìåíòû Ëàãðàíæà, ñâÿçàííûå
ñ ýëåìåíòàìè e′, i′, ω′, Ω′ ñîîòíîøåíèÿìè

h′ = e′ sin(ω′ +Ω′), k′ = e′ cos(ω′ +Ω′),

p′ = sin i′ sinΩ′, q′ = sin i′ cosΩ′.

Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ýëåìåíòîâ ïîëó÷àåòñÿ ñóììà òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé âèäà

ý′j =
N∑

k=1

A
(j)
k

(
sin

cos

)
(ν

(j)
k t+ β

(j)
k ), (10.36)
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ãäå ý′j (j = 1, 2, 3, 4) — îäèí èý ýëåìåíòîâ Ëàãðàíæà, N — ÷èñëî

ïëàíåò â òåîðèè, à A
(j)
k , ν(j)k , β(j)

k (k = 1, 2, ..., N) íåêîòîðûå ÷èñëà —
ïîñòîÿííûå òåîðèè äâèæåíèÿ ïëàíåò, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ èç íàáëþ-
äåíèé. Â ôîðìóëå (10.36) áåðåòñÿ ôóíêöèÿ ñèíóñ äëÿ ýëåìåíòîâ h′,
p′ è êîñèíóñ äëÿ k′,q′.

Ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ â ðàáîòå
(Âàøêîâüÿê, 2005) íå ïðèâîäÿòñÿ, íî ãîâîðèòñÿ, ÷òî îíè ðåøàþòñÿ
çàòåì ìåòîäîì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íà èíòåðâàëàõ âðåìåíè
â íåñêîëüêî òûñÿ÷ îðáèòàëüíûõ ïåðèîäîâ âûøåóïîìÿíóòûõ ñïóò-
íèêîâ.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé äëÿ ñðåä-
íèõ ýëåìåíòîâ íå ñîäåðæàò áûñòðî îñöèëëèðóþùèõ ôóíêöèé, èõ
÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ñ áîëüøèì øàãîì, ïîðÿä-
êà íåñêîëüêèõ îðáèòàëüíûõ ïåðèîäîâ îáðàùåíèÿ ñïóòíèêà, ò.å. ãî-
ðàçäî ýôôåêòèâíåå, ÷åì óðàâíåíèé â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ
èëè â îñêóëèðóþùèõ ýëåìåíòàõ.

Çàìåòèì, ÷òî â ïîëó÷åííûõ òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèÿõ ñîäåð-
æàòñÿ ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ìàëûõ ïàðàìåòðîâ. Îñòàâëåíû ÷ëå-
íû, ïðîïîðöèîíàëüíûå ñëåäóþùèì êîìáèíàöèÿì ìàëûõ âåëè÷èí:
m2, m3, m4, m2e′, m2i′. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â óðàâíåíèÿõ òàêèì îá-
ðàçîì ó÷åíû íå âñå ÷ëåíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå m4, ïîñêîëüêó â èñ-
õîäíîì ðàçëîæåíèè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè âçÿò òîëüêî ãëàâíûé
÷ëåí çàäà÷è Õèëëà.

Â âûøåóêàçàííîé ðàáîòå è ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ, â êîòîðûõ
ïðèìåíÿåòñÿ äàííûé ìåòîä ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè ýâîëþ-
öèîííûõ óðàâíåíèé, äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ äâèæåíèÿ Ñîëíöà èñïîëü-
çîâàëàñü òåîðèÿ âåêîâûõ âîçìóùåíèé ïëàíåò Áðàóýðà-Âóðêîìà, à
÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ òåîðèè äâèæåíèÿ ïëàíåò áûëè
âçÿòû èç ðàáîòû (Øàðàô, Áóäíèêîâà, 1967). Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ
ýëåìåíòîâ îðáèò ñïóòíèêîâ â ðàáîòå (Âàøêîâüÿê, 2005) è â ïîñëåäó-
þùèõ ðàáîòàõ ýòîãî àâòîðà áðàëèñü èç ïóáëèêàöèé MPECs (Minor
Planets Electronic Circulars).

Íà èíòåðâàëàõ âðåìåíè ïîðÿäêà 105 − 106 ëåò ïîëó÷åíû ýêñ-
òðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ýêñöåíòðèñèòåòîâ è íàêëîíåíèé ðÿäà äàëå-
êèõ ñïóòíèêîâ áîëüøèõ ïëàíåò, à òàêæå ïåðèîäû èçìåíåíèÿ àðãó-
ìåíòîâ ïåðèöåíòðîâ è äîëãîò âîñõîäÿùèõ óçëîâ èõ îðáèò.

Íà âðåìåíàõ ïîðÿäêà ïåðèîäîâ öèðêóëÿöèè äîëãîò óçëîâ (102−
103 ëåò) ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî èíòå-
ãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, çàïèñàííûõ îòíîñèòåëüíî ïðÿ-
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ìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò ñïóòíèêà è Ñîëíöà. Ïðè ÷èñëåííîì èíòå-
ãðèðîâàíèè ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû Ñîëíöà âû÷èñëÿëèñü ïî
ñðåäíèì ýëåìåíòàì êåïëåðîâñêèõ îðáèò, âûðàæåííûõ â âèäå ðÿäîâ
ïî ñòåïåíÿì âðåìåíè. Ñàìè ðÿäû áðàëèñü èç ðàáîòû (Bretagnon,
Francou, 1988).

Ðåçóëüòàòû òàêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îðáèò äàëåêèõ ñïóòíèêîâ
ïëàíåò îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ (Âàøêîâüÿê, Òåñëåíêî, 2005; Âàø-
êîâüÿê, Òåñëåíêî, 2008à; Âàøêîâüÿê, Òåñëåíêî, 2008á).

Â äâóõ ðàáîòàõ (Âàøêîâüÿê, Òåñëåíêî, 2009; Âàøêîâüÿê, 2010)
àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä áûë óñîâåðøåíñòâîâàí ïóòåì ó÷åòà äîïîëíè-
òåëüíûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèè. Êðîìå îñíîâ-
íîãî ñëàãàåìîãî, ïðîïîðöèîíàëüíîãî m2, ó÷òåíû òàêæå ÷ëåíû, ïðî-
ïîðöèîíàëüíûå m3 è m4, ñîîòâåòñòâåííî.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäëîæåííîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷åíû óëó÷øåí-
íûå àíàëèòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè äëÿ ýëåìåíòîâ ýâîëþ-
öèîíèðóþùèõ îðáèò ðÿäà äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò-ãèãàíòîâ ïî
ñðàâíåíèþ ñ ðåøåíèåì äâóêðàòíî îñðåäíåííîé çàäà÷è Õèëëà è òåì
ñàìûì äîñòèãíóòî èõ ëó÷øåå ñîãëàñèå ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ â
ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ.

10.5. Ýâîëþöèÿ îðáèò ñïóòíèêîâ ïëàíåò ïðè
ñîâìåñòíîì âëèÿíèè ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ

Ïîïûòêè ïîñòðîèòü òåîðèþ ýâîëþöèè îðáèò ñïóòíèêîâ ïðè ñîâ-
ìåñòíîì âëèÿíèè ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ ïðèâîäÿò ê âåñüìà ñëîæíîé
çàäà÷å.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äàëåå òîëüêî òå ñïóòíèêè, êîòîðûå äâè-
æóòñÿ ïî âíåøíèì îðáèòàì ïî îòíîøåíèþ ê ãëàâíûì ñïóòíèêàì
ïëàíåòû.

Â çàäà÷å îá ýâîëþöèè îðáèò òàêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò îñíîâíûìè
ôàêòîðàìè ÿâëÿþòñÿ:
– íåñôåðè÷íîñòü ïëàíåòû (â îñíîâíîì ýòî åå äèíàìè÷åñêèå ñæà-
òèå),
– ïðèòÿæåíèå Ñîëíöà,
– ïðèòÿæåíèå ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ (íàèáîëåå ìàññèâíûõ ñïóòíèêîâ,
äâèæåíèå êîòîðûõ ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì).

Îñíîâîé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýâîëþöèîííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ÿâ-
ëÿåòñÿ âåêîâàÿ ÷àñòü ïîëíîé âîçìóùàþùåé ôóíêöèè W , êîòî-
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ðàÿ íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ åå íåçàâèñèìîãî îñðåäíåíèÿ ïî âñåì
«áûñòðûì» ïåðåìåííûì — ñðåäíèì ïëàíåòîöåíòðè÷åñêèì äîëãî-
òàì Ñîëíöà, ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ è èññëåäóåìîãî (ïðîáíîãî — ðå-
àëüíîãî èëè ãèïîòåòè÷åñêîãî) ñïóòíèêà, ò.å. èñêëþ÷åíèåì êîðîòêî-
ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòè. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ W çàâèñèò òîëüêî
îò ïÿòè ïëàíåòîöåíòðè÷åñêèõ êåïëåðîâñêèõ ýëåìåíòîâ îðáèòû:
a — áîëüøîé ïîëóîñè,
e — ýêñöåíòðèñèòåòà,
i — íàêëîíåíèÿ,
ω — àðãóìåíòà ïåðèöåíòðà
Ω — äîëãîòû âîñõîäÿùåãî óçëà.

Êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèé Ëàãðàíæà, â ýëåìåíòàõ, â ñèëó íåçà-
âèñèìîñòè W îò ñðåäíåé äîëãîòû ïðîáíîãî ñïóòíèêà, áîëüøàÿ ïî-
ëóîñü åãî îðáèòû îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, à ñàìà ýòà ôóíêöèÿ äàåò íàì
ïåðâûé èíòåãðàë ýâîëþöèîííîé ñèñòåìû W = const.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòûìè çäåñü ê ðàññìîòðåíèþ âîçìóùàþ-
ùèìè ôàêòîðàìè ðàçîáüåì ïîëíóþ âîçìóùàþùóþ ôóíêöèþ íà òðè
ñëàãàåìûõ

W = W0 +W1 +W2,

ãäå W0 îáóñëîâëåíà ñæàòèåì ïëàíåòû (âòîðàÿ çîíàëüíàÿ ãàðìîíè-
êà), W1 — ïðèòÿæåíèåì Ñîëíöà, à W2 — ïðèòÿæåíèåì ãëàâíûõ
ñïóòíèêîâ.

Â ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ îñíîâíîé ïëîñêîñòüþ, ñîâïàäàþùåé ñ
ïëîñêîñòüþ îðáèòû Ñîëíöà ëèáî ñ ïëîñêîñòüþ ýêâàòîðà ïëàíåòû,
ñëàãàåìûå W0 è W2 çàâèñÿò îò ïÿòè ýëåìåíòîâ îðáèòû ñïóòíèêà a,
e, i, ω, Ω. Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà áóäóò èìåòü òîëüêî äâà ïåð-
âûõ èíòåãðàëà a = const, W = const. Èõ îáùåå àíàëèòè÷åñêîå ðåøå-
íèå îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ îðáèòû ïðè ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíûõ
óñëîâèÿõ íå íàéäåíî.

Â ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ äàííîé çàäà÷å, â ñëàãàåìîì W0 âçÿò
âåêîâîé ÷ëåí, çàâèñÿùèé îò íàêëîíà îðáèòû ñïóòíèêà ê ýêâàòîðó
ïëàíåòû è îò åå ýêñöåíòðèñèòåòà. Â ôóíêöèè W1 áåðåòñÿ òîëüêî îñ-
íîâíîé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì îòíîøåíèÿ áîëüøîé ïîëóîñè
ñïóòíèêà ê ðàäèóñó êðóãîâîé îðáèòû Ñîëíöà (ïðèáëèæåíèå Õèë-
ëà). ×òî êàñàåòñÿ ôóíêöèè W2, òî â íàèáîëåå ïðîäâèíóòîé ðàáîòå
ïî äàííîé òåìå (Âàøêîâüÿê, Âàøêîâüÿê, Åìåëüÿíîâ, 2015) èñïîëü-
çóåòñÿ ðàçëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì îòíîøåíèÿ áîëüøîé ïîëóîñè îðáè-
òû âîçìóùàþùåãî ãëàâíîãî ñïóòíèêà ê áîëüøîé ïîëóîñè ñïóòíèêà,
äâèæåíèå êîòîðîãî èññëåäóåòñÿ.
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Èç-çà ñëîæíîñòè çàäà÷è è îáøèðíîñòè ðàáîò ïî ýòîé òåìå ìû
îãðàíè÷èìñÿ çäåñü òîëüêî îáçîðîì ðàáîò, âûïîëíåííûõ ñ 1961 ãîäà
ïî íàñòîÿùåå âðåìÿ, è îïèñàíèåì îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Â ðàáîòàõ Ëèäîâà (1961) è Kozai (1962) âûÿâëåíû ãëàâíûå îñî-
áåííîñòè ýâîëþöèè îðáèò ñïóòíèêîâ ïîä âëèÿíèåì âåêîâûõ âîçìó-
ùåíèé òîëüêî îò âíåøíåé ïðèòÿãèâàþùåé òî÷êè. Ýòî, â ÷àñòíîñòè,
ýôôåêò ñèëüíîãî âîçðàñòàíèÿ ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû ïðè ïîñòî-
ÿííîé áîëüøîé ïîëóîñè ñ îäíîâðåìåííûì óìåíüøåíèåì ðàññòîÿ-
íèÿ ïåðèöåíòðà, âïëîòü äî ïàäåíèÿ ñïóòíèêà íà ïîâåðõíîñòü ïëàíå-
òû. Ýòîò ýôôåêò, ïîëó÷èâøèé íàçâàíèå ìåõàíèçìà Ëèäîâà – Êîçàè,
âîçíèêàåò, êîãäà ñïóòíèêîâàÿ îðáèòà íàêëîíåíà ê ïëîñêîñòè äâèæå-
íèÿ âîçìóùàþùåé òî÷êè íà óãîë, áëèçêèé ê 90 ãðàäóñàì. Ïîñêîëüêó
îðáèòû ïîäàâëÿþùåãî áîëüøèíñòâà èçâåñòíûõ ñïóòíèêîâ äîñòàòî÷-
íî äàëåêè îò îðòîãîíàëüíîãî ðàñïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïëîñêî-
ñòè ãåëèîöåíòðè÷åñêîé îðáèòû ïëàíåòû, ýôôåêò ïàäåíèÿ äëÿ íèõ
ïðîÿâèòüñÿ íå ìîæåò. Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûå è áëèçêèå
ñïóòíèêè Óðàíà. Ïî÷òè ýêâàòîðèàëüíûå è ïî÷òè êðóãîâûå îðáèòû
ýòèõ ñïóòíèêîâ íàêëîíåíû ê ïëîñêîñòè îðáèòû ïëàíåòû íà óãëû,
îòëè÷àþùèåñÿ îò ïðÿìîãî ëèøü íà âåëè÷èíó îêîëî 8 ãðàäóñîâ.

Â ðàáîòå (Ëèäîâ, 1963) áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à îá ýâîëþöèè
ñïóòíèêîâûõ îðáèò ïðè ñîâìåñòíîì âëèÿíèè ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà è
ñæàòèÿ ïëàíåòû. Ïîëó÷åíû îöåíêè ìèíèìàëüíîãî è ìàêñèìàëüíîãî
çíà÷åíèé ýêñöåíòðèñèòåòà ïðè íàëè÷èè îáîèõ âîçìóùàþùèõ ôàê-
òîðîâ. Ýòè çíà÷åíèÿ ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
ïàðàìåòðàìè, õàðàêòåðèçóþùèìè âëèÿíèå ñæàòèÿ ïëàíåòû è ïðè-
òÿæåíèÿ âíåøíåãî òåëà. Â ðàáîòå (Ëèäîâ, 1963) â êà÷åñòâå ïðèìå-
ðà âçÿò ñàìûé óäàëåííûé èç ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà — Îáåðîí.
Äëÿ ýòîãî ñïóòíèêà ïîëó÷èëîñü, ÷òî ñ ó÷åòîì ñîâìåñòíîãî âëèÿíèÿ
ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà è ïðåîáëàäàþùåãî âëèÿíèÿ ñæàòèÿ ïëàíåòû
àìïëèòóäà äîëãîïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé ýêñöåíòðèñèòåòà ñîñòàâ-
ëÿåò ïðèìåðíî 10−5. Cæàòèå Óðàíà ñ èçáûòêîì êîìïåíñèðóåò âåêî-
âûå ñîëíå÷íûå âîçìóùåíèÿ.

Â ðàáîòå (Ëèäîâ, 1963) çàìå÷åíî, ÷òî «ñóùåñòâåííîå èçìåíå-
íèå õàðàêòåðà ýâîëþöèè ïðè ó÷åòå íåöåíòðàëüíîñòè îñíîâíîãî ïî-
ëÿ íå ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì äëÿ ñïóòíèêîâ ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòå-
ìû». Ðàññìîòðåí ïðèìåð ãèïîòåòè÷åñêîãî ñïóòíèêà Çåìëè, ïîäîá-
íîãî Ëóíå, íî ñ íàêëîíåíèåì îðáèòû ê ïëîñêîñòè ýêëèïòèêè 90 ãðà-
äóñîâ. Îöåíêè ïîêàçûâàþò, ÷òî òàêîé ñïóòíèê ìîã áû ñîâåðøèòü
ëèøü 52 îáîðîòà, òî åñòü ïðîñóùåñòâîâàë áû íà îðáèòå ïðèìåðíî 4
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ãîäà. Â òî÷íîì ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è, ïîëó÷åííûì ÷èñëåííûì èíòå-
ãðèðîâàíèåì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå îðáè-
òû ñïóòíèêà ñòàëî ìåíüøå ðàäèóñà Çåìëè ÷åðåç 55 îáîðîòîâ.

Èññëåäîâàíèå ýâîëþöèè ñïóòíèêîâûõ îðáèò ïðè ñîâìåñòíîì
âëèÿíèè ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà è ñæàòèÿ ïëàíåòû ïðîäîëæàëîñü. Â
äàëüíåéøåì äåëàëèñü ïîïûòêè íàéòè ÷àñòíûå ñëó÷àè çàäà÷è, êîãäà
îñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ ìîãëè áû áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíû. Â ðà-
áîòàõ (Ëèäîâ, ßðñêàÿ, 1974) ïåðå÷èñëåíû âñå ÷àñòíûå ñëó÷àè èíòå-
ãðèðóåìîñòè óðàâíåíèé Ëàãðàíæà â äàííîé çàäà÷å. Ñþäà âêëþ÷åíû
ïðåäåëüíûå ñëó÷àè âçàèìíîé îðèåíòàöèè îðáèòû Ñîëíöà, ýêâàòî-
ðà ïëàíåòû è ïëîñêîñòè îðáèòû ñïóòíèêà (êîìïëàíàðíîñòü, îðòî-
ãîíàëüíîñòü). Ðàññìàòðèâàëñÿ è ÷àñòíûé ñëó÷àé êðóãîâîé îðáèòû
ñïóòíèêà.

Ïîèñêè ðåøåíèé ïðè ñïåöèàëüíûõ ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó ïàðà-
ìåòðàìè, õàðàêòåðèçóþùèìè âëèÿíèå ñæàòèÿ ïëàíåòû è ïðèòÿ-
æåíèÿ âíåøíåãî òåëà, ïðîäîëæàëèñü. Óêàçàíèÿ íà ïóáëèêàöèè ïî
ýòèì èññëåäîâàíèÿì ìîæíî íà÷àòü ñ ðàáîò (Âàøêîâüÿê, 1996; 1998à;
1998á; Âàøêîâüÿê, Òåñëåíêî, 2001) è ïðîäîëæèòü â ññûëêàõ, äàííûõ
â ýòèõ ðàáîòàõ. Ðàññìîòðåíû ÷àñòíûå ñëó÷àè ñîîòíîøåíèé ìåæäó:
– íà÷àëüíûìè ýëåìåíòàìè îðáèòû ñïóòíèêà,
– óëîì ìåæäó ïëîñêîñòÿìè îðáèòû Ñîëíöà è ýêâàòîðà ïëàíåòû,
– ïàðàìåòðîì

γ =
µr20J2a

′3
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.

Íàéäåíû ÷àñòíûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ e, ω. Íàé-
äåíû ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ èçìåíåíèé ýòèõ ýëåìåíòîâ. Èññëå-
äîâàíà óñòîé÷èâîñòü ýòèõ ðåøåíèé.

Íåêîòîðûì îñîáåííîñòÿì ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû Óðàíà ïîñâÿùå-
íû ðàáîòû (Âàøêîâüÿê, 2001à,â; Âàøêîâüÿê, Òåñëåíêî, 2002). Ó÷òå-
íî ñîâìåñòíîå âëèÿíèå ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà è ñæàòèÿ ïëàíåòû. Âû-
ÿâëåíû ïðè÷èíû îòñóòñòâèÿ ñïóòíèêîâ â ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêî-
ñòè â íåêîòîðûõ çîíàõ âîêðóã ïëàíåòû. Îòìå÷åíî, ÷òî ýòèìè æå
ïðè÷èíàìè íåëüçÿ îáúÿñíèòü ðàñïðåäåëåíèå îðáèò ïî ðàññòîÿíèÿì
äëÿ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà è Ñàòóðíà.

Â ðàáîòå (Âàøêîâüÿê, Âàøêîâüÿê, Åìåëüÿíîâ, 2015) ïîëó÷åíû
ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ çàäà÷è î âåêîâûõ âîçìóùåíèÿõ îðáèòû
ñïóòíèêà ïðè ñîâìåñòíîì âëèÿíèè òðåõ âîçìóùàþùèõ ôàêòîðîâ
(ñæàòèÿ öåíòðàëüíîé ïëàíåòû, ïðèòÿæåíèÿ åå ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ
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è ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà), îïèñàíû èíòåãðèðóåìûå ñëó÷àè è íàìå÷å-
íû âîçìîæíûå ïóòè èõ èññëåäîâàíèÿ. Â ýòîé íîâîé ýâîëþöèîííîé
îãðàíè÷åííîé çàäà÷å ìíîãèõ òåë íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿ-
åò èçó÷åíèå òîé îáëàñòè îêîëîïëàíåòíîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîé
âëèÿíèå íà ñïóòíèê óêàçàííûõ âîçìóùåíèé ïîïàðíî èëè â ñîâî-
êóïíîñòè ñðàâíèìî ïî âåëè÷èíå. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ òåîðåòè-
÷åñêèõ âûâîäîâ ðàññìîòðåíà ñïóòíèêîâàÿ ñèñòåìà Óðàíà. Äëÿ øè-
ðîêîãî äèàïàçîíà áîëüøèõ ïîëóîñåé îðáèò ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ
ïðèáëèæåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé è ÷èñëåííûõ îöåíîê
âûÿâëåíî âëèÿíèå ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà íà ýâîëþöèþ îðáèò
íåêîòîðûõ åãî ðåàëüíûõ è ãèïîòåòè÷åñêèõ ñïóòíèêîâ.

10.6. Êëàññèôèêàöèÿ îðáèò äàëåêèõ ñïóòíèêîâ
Þïèòåðà, Ñàòóðíà, Óðàíà è Íåïòóíà ïî òèïàì è
ñâîéñòâàì ýâîëþöèè îðáèò

Ñ íà÷àëîì îòêðûòèé â 1997 ãîäó ïåðâûõ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Óðà-
íà, íîâûõ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Íåïòóíà, Þïèòåðà è Ñàòóðíà íà÷à-
ëèñü ðàáîòû ïî êëàññèôèêàöèè òèïîâ ýâîëþöèè èõ îðáèò. Çà îñíî-
âó áûëè ïðèíÿòû ñâîéñòâà ðåøåíèé ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ïðè
îñðåäíåííîé âîçìóùàþùåé ôóíêöèè â ñëó÷àå Õèëëà, ò.å. ãëàâíîãî
ñëàãàåìîãî åå ðàçëîæåíèÿ ïî îòíîøåíèÿì áîëüøèõ ïîëóîñåé îðáèò
ñïóòíèêà è Ñîëíöà. Ýòî òîò ñëó÷àé, êîòîðûé ðàññìîòðåí ïîäðîáíî
â ðàçäåëàõ 10.3.2–10.3.5.

Ñäåëàåì çäåñü êðàòêèé îáçîð ðàáîò è ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ
ïî ýòîé çàäà÷å.

Ïîñëå ïåðâûõ ïðèìåíåíèé íàéäåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé äëÿ
ýëåìåíòîâ e, i, ω, Ω â ðàáîòå (Âàøêîâüÿê, 1999) àâòîð ýòîé ðàáî-
òû ïðîäîëæèë àíàëèç äëÿ âíîâü îòêðûâàåìûõ ñïóòíèêîâ. Àíàëè-
çèðîâàëàñü îðáèòàëüíàÿ ýâîëþöèÿ íîâûõ âíåøíèõ ñïóòíèêîâ Óðà-
íà (Âàøêîâüÿê, 2001à, 2001â), íîâûõ âíåøíèõ ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà
(Âàøêîâüÿê, 2001á), íîâûõ âíåøíèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà (Âàøêî-
âüÿê, 2001ã). Â ðàáîòå (Âàøêîâüÿê, 2003) âûïîëíåí àíàëèç ýâîëþ-
öèè îðáèò íîâûõ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Íåïòóíà. Ñäåëàíî ñðàâíåíèå
îðáèò ëèáðàöèîííîãî òèïà äëÿ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà, Ñàòóð-
íà è Íåïòóíà. Âûÿâëåíû èíòåðåñíûå îñîáåííîñòè ýâîëþöèè ýòèõ
îðáèò. Îñîáåííîñòè âåêîâîé ýâîëþöèè îðáèò ãèïîòåòè÷åñêèõ ñïóò-
íèêîâ Óðàíà. îïèñàíû â ðàáîòå (Âàøêîâüÿê, 2016).

Êðîìå äåëåíèÿ îðáèò íà äâà òèïà ýâîëþöèè: ñ ëèáðàöèîííûì
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èçìåíåíèåì àðãóìåíòà ïåðèöåíòðà è ñ åãî öèðêóëÿöèîííûì èçìå-
íåíèåì, ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïàðàìåòðû ñâîéñòâ ýâîëþöèè. Âåñü-
ìà äåòàëüíûé àíàëèç òèïîâ ýâîëþöèè îðáèò ñäåëàí â ðàáîòå (Cuk,
Burns, 2004). Ðàññìîòðåíû òàêæå ïðèëîæåíèÿ ýòîãî àíàëèçà ê çàäà-
÷å î ïðîèñõîæäåíèè äàëåêèõ ñïóòíèêîâ áîëüøèõ ïëàíåò.

Îñîáûì îêàçàëñÿ ñëó÷àé ýâîëþöèè îðáèòû äëÿ äàëåêîãî ñïóò-
íèêà Þïèòåðà J34 Euporie. Ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèè, îñíîâàííîé
íà ðåøåíèè óðàâíåíèé ïðè îñðåäíåííîé âîçìóùàþùåé ôóíêöèè â
ñëó÷àå Õèëëà è êðóãîâîé îðáèòå Ñîëíöà (ñì. ðàçäåëû 10.3.2–10.3.5)
èçìåíåíèå àðãóìåíòà ïåðèöåíòðà äîëæíî èìåòü öèðêóëÿöèîííûé
õàðàêòåð, ïîñêîëüêó çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé c2 â èíòåãðàëå (10.11),
âû÷èñëåííîé ïî èçâåñòíûì èç íàáëþäåíèé ýëåìåíòàì îðáèòû, ïî-
ëó÷àåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Îäíàêî àíàëèç èçìåíåíèé âî âðåìåíè
îñêóëèðóþùåãî ýëåìåíòà ω, ïîëó÷åííûõ èç ÷èñëåííîãî èíòåãðèðî-
âàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ, ïîêàçû-
âàåò, ÷òî íà èíòåðâàëå âðåìåíè 1000 ëåò ýòîò ýëåìåíò èñïûòûâàåò
êîëåáàíèÿ îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèÿ 90 ãðàäóñîâ ñ àìïëèòóäîé ïðè-
ìåðíî 20 ãðàäóñîâ. Â ðàáîòå (Âàøêîâüÿê, Òåñëåíêî, 2007) èññëå-
äîâàí ýòîò ñëó÷àé. Ïîñòðîåíà ìîäåëü ýâîëþöèè îðáèòû ñïóòíèêà
J34 Euporie ñ îñðåäåíåíèåì âîçìóùàþùåé ôóíêöèè òîëüêî ïî ñðåä-
íåé äîëãîòå ñïóòíèêà. Ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè ýëåìåíòîâ îðáèòû îò
ñðåäíåé äîëãîòû Ñîëíöà. Îêàçàëàñü, ÷òî â ýëåìåíòå ω, âîçìóùåíèÿ,
ñâÿçàííûå ñ ïåðèîäîì îáðàùåíèÿ Ñîëíöà âîêðóã ïëàíåòû, äîìèíè-
ðóþò. Èìåííî ýòè ïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ è îáíàðóæèâàþòñÿ â
èçìåíåíèè îñêóëèðóþùåãî ýëåìåíòà ω.

Â ðàáîòå (Brozovic, Jacobson, 2017) âûïîëíåíî óòî÷íåíèå îðáèò
âñåõ èçâåñòíûõ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòå-
ðà íà îñíîâå íàáëþäåíèé. Ìîäåëèðîâàíèå äâèæåíèÿ ïðîâîäèëîñü
÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Èíòåãðèðîâà-
íèå âûïîëíåíî íå òîëüêî äëÿ èíòåðâàëà âðåìåíè íàáëþäåíèé è
âðåìåíè íåîáõîäèìûõ ýôåìåðèä, íî òàêæå íà èíòåðâàëå âðåìåíè
1000 ëåò äëÿ îïðåäåëåíèÿ òèïîâ ýâîëþöèè îðáèò ñïóòíèêîâ. Îöå-
íåíû èçìåíåíèÿ äîëãîò ïåðèöåíòðîâ. Åñëè ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ àð-
ãóìåíòà ïåðèöåíòðà ìåíüøå, ÷åì ñêîðîñòü ïðåöåññèè óçëà îðáèòû,
òî ñïóòíèê íàçâàí îáðàòíûì öèðêóëÿòîðîì (reverse circulator —
RC). Â ïðîòèâîïîëîæíîé ñèòóàöèè ñïóòíèê íàçûâàþò ïðÿìûì öèð-
êóëÿòîðîì (direct circulator — DC). Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñîîòíîøåíèå
ìåæäó ñêîðîñòüþ èçìåíåíèÿ äîëãîòû ïåðèöåíòðà ñïóòíèêà è äîë-
ãîòû ïåðèöåíòðà ïëàíåòû. Åñëè ýòè ñêîðîñòè ðàâíû, ãîâîðÿò î âå-
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êîâîì ðåçîíàíñå ñïóòíèêà ñ ïëàíåòîé. Â ðàáîòàõ (Cuk, Burns, 2004;
Brozovic, Jacobson, 2017) âû÷èñëÿåòñÿ òàêæå ïàðàìåòð, õàðàêòåðè-
çóþùèé ñòåïåíü áëèçîñòè ñîñòîÿíèÿ ýâîëþöèè îðáèòû ê âåêîâî-
ìó ðåçîíàíñó. Äàíà òàáëèöà, ñîäåðæàùàÿ äëÿ âñåõ äàëåêèõ ñïóòíè-
êîâ Þïèòåðà çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ îñêóëèðóþùèõ îðáèò: ñðåäíèå,
ìèíèìàëüíûå, ìàêñèìàëüíûå, à òàêæå ïåðèîäû èçìåíåíèé äîëãîò
ïåðèöåíòðîâ è äîëãîò óçëîâ. Îòìå÷åí òèï ýâîëþöèè äëÿ êàæäîãî
ñïóòíèêà.

Ïåðå÷èñëåíèå âñåõ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ñ óêàçàíèåì òèïà ýâîëþ-
öèè áûëî áû ñëèøêîì îáúåìíûì äëÿ äàííîãî èçëîæåíèÿ. Ìû ýòè
äàííûå íå ïðèâîäèì. Ïðè íåîáõîäèìîñòè èõ ìîæíî íàéòè â öèòè-
ðîâàííûõ âûøå ðàáîòàõ. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî ñïóòíèêè ãðóïïèðó-
þòñÿ â íåêîòîðûå «êëàñòåðû» ñî ñõîäíûìè òèïàìè ýâîëþöèè îð-
áèò.

10.7. Ýâîëþöèÿ îðáèò è ñáëèæåíèÿ äàëåêèõ
ñïóòíèêîâ ïëàíåò

10.7.1. Ñîâðåìåííûå çíàíèÿ îá ýâîëþöèè îðáèò äàëåêèõ
ñïóòíèêîâ ïëàíåò

Èçó÷åíèå îðáèòàëüíîé ýâîëþöèè è ñáëèæåíèé äàëåêèõ ñïóòíè-
êîâ ñëóæèò öåëè óñòàíîâëåíèÿ èõ ïðîèñõîæäåíèÿ. Ýòî âàæíî òàêæå
äëÿ ïîíèìàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìàòåðèè íà ðàííèõ ñòàäèÿõ ýâîëþ-
öèè Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Âçàèìíîå ïðèòÿæåíèå ñïóòíèêîâ âåñüìà
ñëàáîå èç-çà èõ ìàëûõ ðàçìåðîâ è ìàññ. Îäíàêî íà î÷åíü áîëüøèõ
èíòåðâàëàõ âðåìåíè âçàèìíûå ñáëèæåíèÿ ìîãóò îêàçàòüñÿ äîñòà-
òî÷íî òåñíûìè, ÷òîáû çíà÷èòåëüíî èçìåíèòü îðáèòû ñïóòíèêîâ.

Äâèæåíèå äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò âûçûâàåò áîëüøîé èíòå-
ðåñ èç-çà ðÿäà îñîáåííîñòåé èõ îðáèò. Îðáèòàëüíîå äâèæåíèå äàëå-
êèõ ñïóòíèêîâ ïîäâåðæåíî ñèëüíîìó âëèÿíèþ ïðèòÿæåíèÿ Ñîëí-
öà. Ïëîñêîñòè îðáèò ýòèõ ñïóòíèêîâ, íåïðåðûâíî ìåíÿÿ ñâî¸ ïîëî-
æåíèå â ïðîñòðàíñòâå, íå àññîöèèðóþòñÿ íè ñ ïëîñêîñòüþ ýêâàòîðà,
íè ñ ïëîñêîñòüþ îðáèòû ïëàíåòû. Áîëüøèíñòâî èç ýòèõ ñïóòíèêîâ
äâèæóòñÿ âîêðóã ïëàíåòû â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè ïî îòíîøåíèþ
ê åe îðáèòàëüíîìó äâèæåíèþ. Ýêñöåíòðèñèòåòû îðáèò çíà÷èòåëü-
íû è, âäîáàâîê, ïðåòåðïåâàþò çàìåòíûå èçìåíåíèÿ. Ïåðå÷èñëåííûå
ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äàëåêèå ñïóòíèêè ïîÿâè-
ëèñü âñëåäñòâèå èõ çàõâàòà ïëàíåòîé ñ ãåëèîöåíòðè÷åñêèõ îðáèò. Â
ðàìêàõ ìîäåëè çàäà÷è òðåõ òåë (Ñîëíöå – ïëàíåòà – ñïóòíèê) òàêîé
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çàõâàò ìîæåò áûòü òîëüêî âðåìåííûì. Ïîýòîìó äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ
ãèïîòåçû î çàõâàòå íåîáõîäèìî íàéòè ïðè÷èíó ïåðåõîäà ýòèõ òåë èç
ñîñòîÿíèÿ âðåìåííîãî çàõâàòà ê ñòàáèëüíîìó ñîñòîÿíèþ. Â ðàáîòå
(Grav, Bauer, 2007) óïîìèíàþòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, ïÿòü ïðîöåññîâ,
êîòîðûå ìîãëè ïðèâåñòè ê òàêîìó ïåðåõîäó.

Ïåðâàÿ âîçìîæíàÿ ïðè÷èíà — ñòîëêíîâåíèå âðåìåííî çàõâà÷åí-
íîãî òåëà ñ äðóãèì, óæå ñóùåñòâóþùèì ñïóòíèêîì ïëàíåòû. Âòî-
ðàÿ — çàõâàò, îáóñëîâëåííûé óâåëè÷åíèåì ìàññû ïëàíåòû. Òðåòüÿ
ïðè÷èíà — òîðìîçÿùåå âëèÿíèå ìåæïëàíåòíîãî ãàçà èëè ãàçîâîãî
îáëàêà âîêðóã ïëàíåòû. ×åòâåðòàÿ âîçìîæíàÿ ïðè÷èíà — çàõâàò îä-
íîâðåìåííî äâóõ âçàèìíî ãðàâèòèðóþùèõ òåë. Ïÿòàÿ ïðè÷èíà — çà-
õâàò âî âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ðåçîíàíñà îðáèòàëüíîãî äâè-
æåíèÿ ñïóòíèêà ñ îðáèòàëüíûì äâèæåíèåì ïëàíåòû.

Â ðÿäå ðàáîò, âûïîëíåííûõ â ïîñëåäíèå ãîäû, èññëåäîâàíû ðàç-
ëè÷íûå êîíêðåòíûå ìåõàíèçìû çàõâàòà. Â òîì ÷èñëå, ìåõàíèçì çà-
õâàòà â ðàìêàõ ïðîáëåìû ÷åòûð¸õ òåë – Ñîëíöå, ïëàíåòà, äâîéíîé
àñòåðîèä (Gaspar, Winter, Vieira Neto, 2011), çàõâàòà â ìîäåëè òð¸õ
òåë ïðè äîïîëíèòåëüíîì âëèÿíèè ñîïðîòèâëåíèÿ ãàçà (McGleam,
Hamilton, Agnor, 2007) ëèáî ïðè èçìåíåíèè ìàññû ïëàíåòû (de
Oliveira et al., 2007), çàõâàòà ñ ó÷¸òîì ïðèëèâíîãî ðàçðóøåíèÿ ìåíü-
øåãî òåëà (Philpott, Hamilton, Agnor, 2010), çàõâàòà â ðåçóëüòàòå
âçàèìíûõ ñòîëêíîâåíèé ìàëûõ òåë íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå îáðàçî-
âàíèÿ ðåãóëÿðíûõ ñïóòíèêîâ (Ma, Zheng, Shen, 2009), çàõâàòà âî
âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ ðåçîíàíñà (Cuk, Gladman, 2006), çàõâàòà îáú-
åêòîâ èç ïëàíåòîçèìàëüíîãî äèñêà âî âðåìÿ áëèçêèõ ïðîõîæäåíèé
ïëàíåò þïèòåðèàíñêîé ãðóïïû (Nesvorny, Vokrouhlicky, Morbidelli,
2007a,b), çàõâàòà îáúåêòîâ êîìåòíîãî òèïà íà ðàííèõ ýòàïàõ ôîðìè-
ðîâàíèÿ áîëüøèõ ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû (Jewitt, Haghighipour,
2007).

Çäåñü ìû íå ñòàâèì ñâîåé çàäà÷åé ñîñòàâëåíèå èñ÷åðïûâàþùå-
ãî è ïîäðîáíîãî îáçîðà ðàáîò, ñâÿçàííûõ ñ îðáèòàëüíîé äèíàìè-
êîé íåðåãóëÿðíûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò-ãèãàíòîâ, íî ñ÷èòàëè áû öåëå-
ñîîáðàçíûì îáîçíà÷èòü íåêîòîðûå íàïðàâëåíèÿ ïîäîáíûõ èññëå-
äîâàíèé. Â ðàáîòå (Cuk, Burns, 2004) áûëà ïðåäëîæåíà íîâàÿ ìî-
äåëü âåêîâîé ýâîëþöèè íåðåãóëÿðíûõ ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà, à ðà-
áîòà (Burns et al., 2004) ïîñâÿùåíà ýâîëþöèè îðáèò, áëèçêèõ ê
àïñèäàëüíî-ëèáðàöèîííîé îðáèòå ñïóòíèêà Ñàòóðíà S24 (Kiviuk).
Óêàæåì è íà îáñòîÿòåëüíóþ ðàáîòó (Nesvorny et al., 2003), â êî-
òîðîé, â îñíîâíîì ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè, èññëåäîâàíà «îðáèòàëü-
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íàÿ è ñòîëêíîâèòåëüíàÿ ýâîëþöèÿ» 60 òûñÿ÷ ôèêòèâíûõ ñïóòíè-
êîâ ïëàíåò-ãèãàíòîâ, à òàêæå 50 ðåàëüíûõ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ. Ñ
ïîìîùüþ ðàñ÷åòîâ, âûïîëíåííûõ íà èíòåðâàëå âðåìåíè 108 ëåò,
â ÷àñòíîñòè, âûÿâëåíû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè îðáèò íåðåãóëÿðíûõ
ñïóòíèêîâ, à òàêæå èõ îòäåëüíûå ãðóïïû, àíàëîãè÷íûå ñåìåéñòâàì
àñòåðîèäîâ. Â ðÿäå ðàáîò èññëåäîâàíû íåáåñíî-ìåõàíè÷åñêèå àñïåê-
òû äâèæåíèÿ íåðåãóëÿðíûõ ñïóòíèêîâ, â òîì ÷èñëå, îðáèòàëüíûå è
âåêîâûå ðåçîíàíñû (Beauge, Nesvorny, 2007; Correa et al., 2010), à
òàêæå íàëè÷èå îáëàñòåé ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè,
óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêèìè è õàîòè÷åñêèìè äâèæåíèÿìè (Hinse et al.,
2010; Frouard, Fouchard, Vienne, 2009, 2010; Tsirogiannis, Perdios,
Markellos, 2009).

Àíàëèòè÷åñêèì ìåòîäàì èññëåäîâàíèÿ ýâîëþöèè îðáèò íåðåãó-
ëÿðíûõ ñïóòíèêîâ ïîñâÿùåíû ðàáîòû, óòî÷íÿþùèå èçâåñòíóþ (Ëè-
äîâ, 1961; Lidov 1962, 1963; Kozai, 1962) ìîäåëü äâóêðàòíî îñðåä-
íåííîé çàäà÷è Õèëëà ó÷åòîì ñëàãàåìûõ òðåòüåãî ïîðÿäêà îòíîñè-
òåëüíî ìàëîãî ïàðàìåòðà — îòíîøåíèÿ ñðåäíèõ äâèæåíèé ïëàíåòû
è ñïóòíèêà (Kovalevsky, 1964; Îðëîâ, 1965; Orlov, 1965; Beauge et
al., 2006; Âàøêîâüÿê, Òåñëåíêî, 2009). Óêàæåì, ÷òî äëÿ èññëåäîâà-
íèÿ ýâîëþöèè îðáèò «ñâåðõäàëåêèõ» ñïóòíèêîâ, òàêèõ êàê, íàïðè-
ìåð, ñïóòíèêè Íåïòóíà N10 (Psamathe) è N13 (Neso), ïðåäëîæåí
íåñòàíäàðòíûé «êîíñòðóêòèâíî-àíàëèòè÷åñêèé» ìåòîä ÷åòâ¸ðòîãî
ïîðÿäêà (Âàøêîâüÿê, 2010).

Îòìåòèì òàêæå èññëåäîâàíèÿ îðáèòàëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè ñïóò-
íèêîâ â ïðîìåæóòî÷íûõ îáëàñòÿõ îêîëîïëàíåòíîãî ïðîñòðàíñòâà
ìåæäó îðáèòîé íàèáîëåå äàëåêîãî èç ðåãóëÿðíûõ ñïóòíèêîâ è îð-
áèòîé íàèáîëåå áëèçêîãî èç íåðåãóëÿðíûõ. Â ýòèõ îáëàñòÿõ âðåìå-
íà æèçíè ãèïîòåòè÷åñêèõ ñïóòíèêîâ, õîòÿ è ìåíÿþòñÿ â çàâèñèìî-
ñòè îò ýêñöåíòðèñèòåòîâ è íàêëîíåíèé èõ îðáèò, îäíàêî êîñìîãîíè-
÷åñêè âåñüìà ìàëû (Âàøêîâüÿê, 2001â; Âàøêîâüÿê, Òåñëåíêî, 2002;
Haghighipour, Jewitt, 2006). Â äîïîëíåíèå óêàæåì åùå è îáçîðíî-
áèáëèîãðàôè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ïî äèíàìèêå åñòåñòâåííûõ ñïóò-
íèêîâ ïëàíåò (Óðàëüñêàÿ, 2003).

Äâå èç ïÿòè ðàíåå óêàçàííûõ ïðè÷èí ïîñòîÿííîãî çàõâàòà ñâÿçà-
íû ñ âçàèìíûì ãðàâèòàöèîííûì ïðèòÿæåíèåì ñïóòíèêîâ. Ïîñêîëü-
êó ìàññû ýòèõ òåë âåñüìà ìàëû, ñóùåñòâåííîå èçìåíåíèå ñâîéñòâ
äâèæåíèÿ ìîæåò ïðîèñõîäèòü òîëüêî âñëåäñòâèå äîñòàòî÷íî òåñ-
íûõ âçàèìíûõ ñáëèæåíèé ñïóòíèêîâ. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü äâè-
æåíèå ñïóòíèêà êàê äâèæåíèå ïî îñêóëèðóþùåé êåïëåðîâñêîé îð-
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áèòå. Èç-çà ñèëüíîãî âëèÿíèÿ ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà çíà÷èòåëüíî èç-
ìåíÿþòñÿ ýêñöåíòðèñèòåò è îðèåíòàöèÿ îñêóëèðóþùåé îðáèòû â
ïðîñòðàíñòâå. Ýòî ìîæåò ïðèâîäèòü ê ñáëèæåíèþ è äàæå ê ïåðåñå-
÷åíèþ òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ ðàçíûõ ñïóòíèêîâ. ×òîáû èõ îáíàðó-
æèòü, íåîáõîäèìî ìîäåëèðîâàíèå äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ íà âåñüìà
äëèòåëüíûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè.

Èç-çà îãðàíè÷åííîé òî÷íîñòè íàáëþäåíèé è âåñüìà ìàëûõ âðå-
ìåííûõ èíòåðâàëîâ íàáëþäåíèé áîëüøèíñòâà äàëåêèõ ñïóòíèêîâ
ïëàíåò îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì âû÷èñëÿòü ýôåìåðèäû íà áîëü-
øèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè ñ òî÷íîñòüþ, íåîáõîäèìîé äëÿ äîñòîâåð-
íîãî äåòåêòèðîâàíèÿ ñáëèæåíèé ñïóòíèêîâ. Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ
àíàëèçîì òî÷íîñòè ýôåìåðèä äàëåêèõ ñïóòíèêîâ, âûïîëíåííûì â
ðàáîòå (Emelyanov, 2010). Îäíàêî îðèåíòàöèÿ ýëëèïòè÷åñêîé îñêó-
ëèðóþùåé îðáèòû â ïðîñòðàíñòâå, åå ýêñöåíòðèñèòåò è áîëüøàÿ ïî-
ëóîñü ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ñ ïðèåìëåìîé òî÷íîñòüþ íà äëèòåëü-
íûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè. Ïðè ýòîì ïîëîæåíèå ñïóòíèêà íà ïëàíå-
òîöåíòðè÷åñêîé îðáèòå ìîæåò áûòü èçâåñòíî ñ òî÷íîñòüþ äî 180
ãðàäóñîâ. Ïîýòîìó ìîäåëèðîâàòü íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè
ìîæíî òîëüêî ðàçìåðû, ôîðìó è îðèåíòàöèþ îðáèò. Ìîæíî èçó-
÷àòü òîëüêî ýâîëþöèþ îðáèò, íå çàäàâàÿ âîïðîñà î òîì, ãäå íà îð-
áèòå íàõîäèòñÿ ñàì ñïóòíèê. Òîãäà â çàäà÷å î ñáëèæåíèè ñïóòíèêîâ
ìîæíî îïðåäåëÿòü òîëüêî ìèíèìàëüíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îðáèòà-
ìè, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî ñáëèæåíèÿ ñïóòíèêîâ èìåþò ìåñòî
òîëüêî íà «ñáëèæàþùèõñÿ îðáèòàõ». Ñáëèæåíèÿ ñàìèõ ñïóòíèêîâ
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êàê ñëó÷àéíûé ïðîöåññ.

Îðáèòû ìíîãèõ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ îïðåäåëåíû íà ñòîëü êîðîò-
êèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè, ÷òî äîñòîâåðíîñòü êîíôèãóðàöèé èõ îð-
áèò, ìîäåëèðóåìûõ íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè, ìîæåò áûòü
ñòîëü æå íèçêîé, êàê è òî÷íîñòü âû÷èñëÿåìûõ ïîëîæåíèé ñïóòíè-
êîâ íà îðáèòå. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ñáëèæåíèÿ ñàìèõ îðáèò ìîæíî òàê-
æå ðàññìàòðèâàòü êàê ñëó÷àéíûé ïðîöåññ è îöåíèâàòü ëèøü åãî âå-
ðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè. Ìîæíî ðàññ÷èòûâàòü òàêæå íà ïîâû-
øåíèå äîñòîâåðíîñòè îïèñàíèÿ êîíôèãóðàöèé îðáèò ïðè ïîÿâëå-
íèè íîâûõ íàáëþäåíèé äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò.

Íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè ôàêòû ñáëèæåíèé ñïóòíèêîâ
áåçóñëîâíî òàêæå âëèÿþò íà ýâîëþöèþ êîíôèãóðàöèé îðáèò. Èçó-
÷åíèå ýòèõ ïðîöåññîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñîáóþ çàäà÷ó.

Êàðòèíó ýâîëþöèè îðáèò ñïóòíèêîâ ïëàíåò íåîáõîäèìî ïîñòî-
ÿííî óòî÷íÿòü. Äî ïîäòâåðæäåíèÿ ãèïîòåç åùå äàëåêî.
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10.7.2. Çàäà÷à ïðåäâû÷èñëåíèÿ è äåòåêòèðîâàíèÿ ñáëèæåíèÿ
äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò

Èçëîæåííûå âûøå îáñòîÿòåëüñòâà ïîðîæäàþò àêòóàëüíóþ çà-
äà÷ó èçó÷åíèÿ ýâîëþöèè îðáèò è âîçìîæíûõ ñáëèæåíèé äàëåêèõ
ñïóòíèêîâ ïëàíåò. Â ðàáîòå (Åìåëüÿíîâ, Âàøêîâüÿê, 2012) ñäåëàíà
ïîïûòêà ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Â ÷àñòíîñòè, ðàçðàáîòàí ìåòîä è âû-
÷èñëèòåëüíûå ïðîãðàììû, ïîçâîëÿþùèå ïðåäâû÷èñëÿòü âçàèìíûå
ïàðíûå «ñáëèæåíèÿ îðáèò» äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò íà áîëüøèõ
èíòåðâàëàõ âðåìåíè.

Ðåøåíèå ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è ñîñòîÿëî èç ñëåäóþùèõ ýòà-
ïîâ. Ñíà÷àëà èç íàáëþäåíèé íóæíî îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû äâèæå-
íèÿ ñïóòíèêîâ èëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ. Çàòåì ïî íàéäåííûì ïàðàìåòðàì íóæíî ïðîâåñòè ÷èñëåí-
íîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ íà èíòåðâàëå
âðåìåíè, ïðèåìëåìîì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Äàëåå íóæíî ïîäîáðàòü
ïîäõîäÿùèå äîñòàòî÷íî ïðîñòûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè, êîòîðûå
áóäóò ïðåäñòàâëÿòü ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è äà-
âàòü âîçìîæíîñòü âû÷èñëÿòü ïàðàìåòðû îðáèò íà ëþáûå ìîìåíòû
âðåìåíè íà äëèòåëüíîì èíòåðâàëå. È, íàêîíåö, íóæíî ðàçðàáîòàòü
ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé âû÷èñëÿòü ìèíèìàëüíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
îðáèòàìè íà ëþáûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ýòè ñðåäñòâà ìîæíî áóäåò
ïðèìåíÿòü äëÿ ïîèñêà ìîìåíòîâ «ñáëèæåíèé» îðáèò äàëåêèõ ñïóò-
íèêîâ ïëàíåò è âåðîÿòíûõ ñáëèæåíèé ñïóòíèêîâ.

Ïåðâûé ýòàï âûïîëíåí ðàíåå â ðàáîòàõ (Emelyanov, 2005; Åìå-
ëüÿíîâ, Êàíòåð, 2005) äëÿ âñåõ 107 äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà,
Ñàòóðíà, Óðàíà è Íåïòóíà. Íàéäåííûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ðàçìåùåíû íà ñàéòå ñåðâåðà
ýôåìåðèä ñïóòíèêîâ ïëàíåò MULTI-SAT (Emel’yanov, Arlot, 2008)
ïî àäðåñó http://www.sai.msu.ru/neb/nss/html/multisat/index.html.
×òîáû íàéòè ýòè äàííûå, íóæíî ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîéòè ïî ññûë-
êàì «èíñòðóêöèè», «èñòî÷íèêè», «Îðèãèíàëüíûå ÷èñëåííûå ìîäå-
ëè äâèæåíèÿ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò», «Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èí-
òåãðèðîâàíèÿ...». Çàìåòèì, ÷òî ïàðàìåòðû îðáèò ñïóòíèêîâ ðåãó-
ëÿðíî îáíîâëÿþòñÿ ïî ìåðå ïîÿâëåíèÿ íîâûõ íàáëþäåíèé. Áûëà
âçÿòà ïîñëåäíÿÿ âåðñèþ ýòèõ äàííûõ íà ìîìåíò ïîäãîòîâêè ñòàòüè
(Åìåëüÿíîâ, Âàøêîâüÿê, 2012).

Èçìåíåíèÿ ýëåìåíòîâ îðáèò äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà, Ñà-
òóðíà, Óðàíà è Íåïòóíà íà èíòåðâàëàõ âðåìåíè íåñêîëüêî òûñÿ÷ ëåò
íàéäåíû ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â ðàáî-

10.7. Эволюция орбит и сближения далеких спутников 415



òàõ (Âàøêîâüÿê, Òåñëåíêî, 2008à,á). Â ýòèõ ðàáîòàõ ýâîëþöèÿ îð-
áèò ñïóòíèêîâ èçó÷åíà òàêæå àíàëèòè÷åñêèì è ïîëóàíàëèòè÷åñêèì
ìåòîäàìè. Ââèäó íåáîëüøèõ ðàñõîæäåíèé ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ
òðåìÿ ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè, íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì
èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîñêîëüêó
ïîñëå ïóáëèêàöèè óêàçàííûõ ðàáîò íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äâèæåíèÿ
ðÿäà ñïóòíèêîâ áûëè ïåðåâû÷èñëåíû, â ðàáîòå (Åìåëüÿíîâ, Âàø-
êîâüÿê, 2012) âûïîëíåíî íåçàâèñèìîå ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïî íîâûì çíà÷åíèÿì íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Ïî ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ áûëè ñîñòàâëåíû
òàáëèöû çíà÷åíèé ïÿòè ýëåìåíòîâ îñêóëèðóþùèõ îðáèò âñåõ 107
äàë¸êèõ ñïóòíèêîâ íà èíòåðâàëàõ îò 300 äî 15000 ëåò (äëÿ ñïóòíè-
êîâ ðàçíûõ ïëàíåò) ñ ïîñòîÿííûì øàãîì ïî âðåìåíè. Èíòåðâàë âðå-
ìåíè è øàã â òàáëèöàõ âûáèðàëñÿ òàê, ÷òîáû íà êàæäûé ïåðèîä îá-
ðàùåíèÿ ñïóòíèêà ïîïàäàëî ïî êðàéíåé ìåðå íåñêîëüêî òàáëè÷íûõ
ìîìåíòîâ, à âåñü èíòåðâàë çàêëþ÷àë â ñåáå îäèí èëè áîëåå ïåðèîäîâ
äâèæåíèÿ ëèíèè óçëà è ëèíèè àïñèä îðáèòû. Â ñîñòàâëåííûõ òàá-
ëèöàõ ñîäåðæàòñÿ ñëåäóþùèå ýëåìåíòû êåïëåðîâñêîé îñêóëèðóþ-
ùåé îðáèòû: áîëüøàÿ ïîëóîñü, ýêñöåíòðèñèòåò, íàêëîí ê ïëîñêîñòè
ýêëèïòèêè, äîëãîòà âîñõîäÿùåãî óçëà è óãëîâîå ðàññòîÿíèå ïåðè-
öåíòðà îò âîñõîäÿùåãî óçëà â ýêëèïòè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

10.7.3. Àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå ýâîëþöèè îðáèò ñïóòíèêîâ

Èç òåîðèè äâèæåíèÿ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò ñëåäóåò, ÷òî
èçìåíåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ îñêóëèðóþùèõ ýëåìåíòîâ îðáèòû âî
âðåìåíè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ðÿäàìè.
×ëåíû ýòèõ ðÿäîâ ìû íàçûâàåì «ãàðìîíèêàìè». ×àñòîòû ãàðìî-
íèê ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ñ öåëî÷èñëåííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè êîíå÷íîãî íàáîðà ïîðîæäàþùèõ ÷àñòîò. Ýòè ÷àñòîòû
ïðîèñõîäÿò îò âåêîâûõ è ïåðèîäè÷åñêèõ èçìåíåíèé ñðåäíèõ äîëãîò,
äîëãîò óçëîâ è äîëãîò ïåðèöåíòðîâ îðáèò ñïóòíèêîâ, ïëàíåòû è äðó-
ãèõ òåë, âîçìóùàþùèõ äâèæåíèå ñïóòíèêîâ. Ñðåäè ãàðìîíèê ðàçëî-
æåíèé îñêóëèðóþùèõ ýëåìåíòîâ îðáèò ñïóòíèêîâ èìååòñÿ íåáîëü-
øîå ÷èñëî äîìèíèðóþùèõ è ìíîæåñòâî äðóãèõ ãàðìîíèê, èìåþùèõ
ìåíüøèå àìïëèòóäû, íî ïðèìåðíî îäíîãî è òîãî æå ïîðÿäêà. Çàâè-
ñèìîñòè îò âðåìåíè äîëãîò âîñõîäÿùèõ óçëîâ è àðãóìåíòîâ ïåðè-
öåíòðîâ â ýêëèïòè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, êàê ïðàâèëî, èìåþò
âåêîâûå ÷ëåíû. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî â äîñòàòî÷íî ìíîãî÷èñ-
ëåííîì àíñàìáëå äàëåêèõ ñïóòíèêîâûõ îðáèò ïëàíåò-ãèãàíòîâ èç-
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âåñòíî ëèøü íåñêîëüêî îðáèò ñ ëèáðàöèîííûì èçìåíåíèåì àðãó-
ìåíòîâ ïåðèöåíòðîâ. Ïåðâûå âûÿâëåííûå îìåãà-ëèáðàòîðû — ýòî
ñïóòíèêè Ñàòóðíà S24 (Kiviuq) è S22 (Ijiraq).

Õàðàêòåð èçìåíåíèé îñêóëèðóþùèõ ýëåìåíòîâ îðáèò äàëåêèõ
ñïóòíèêîâ ïëàíåò íå ïîçâîëÿåò ïðàêòè÷åñêè ïðåäñòàâèòü âñå ÷àñòî-
òû ãàðìîíèê êàê êîìáèíàöèè ïîðîæäàþùèõ ÷àñòîò. Øèðîêî ïðè-
ìåíÿåìûé ìåòîä Ôóðüå-àíàëèçà â ýòîì ñëó÷àå íå äàåò ïðèåìëåìîãî
ðåçóëüòàòà. Ïîýòîìó â ðàáîòå (Åìåëüÿíîâ, Âàøêîâüÿê, 2012) áûëà
ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ðàçðàáîòàòü ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé, àï-
ïðîêñèìèðóþùèõ èçìåíåíèÿ ýëåìåíòîâ îðáèò, â âèäå òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèõ ñóìì ñ ðàçëè÷íûìè, íå ñâÿçàííûìè ìåæäó ñîáîé ÷àñòî-
òàìè. Òàêîé ìåòîä áûë ðàçðàáîòàí, àëãîðèòìèçèðîâàí è ïðèìåíåí.

Ôàêòè÷åñêè â ýòîé ðàáîòå áûë ïðåäëîæåí íîâûé îðèãèíàëüíûé
ìåòîä ÷àñòîòíîãî àíàëèçà. Ýòîò ìåòîä îáëàäàåò ñóùåñòâåííîé îñî-
áåííîñòüþ. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà â èññëåäóåìîì ñèãíàëå ïðèñóòñòâó-
åò ðÿä ãàðìîíèê ñ òî÷íî âûðàæåííûìè ÷àñòîòàìè è àìïëèòóäàìè,
ýòè ãàðìîíèêè ðàñïîçíàþòñÿ ñîâåðøåííî òî÷íî. Èõ ÷àñòîòû è àì-
ïëèòóäû âû÷èñëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë â êîìïüþ-
òåðå.

10.7.4. Îïðåäåëåíèå ìèíèìàëüíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó îðáèòàìè
äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò

Îïèñàííûì âûøå ìåòîäîì ÷àñòîòíîãî àíàëèçà áûëè íàéäåíû
àïïðîêñèìèðóþùèå ôóíêöèè ïÿòè ýëåìåíòîâ îñêóëèðóþùèõ îðáèò
âñåõ 107 äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà, Ñàòóðíà, Óðàíà è Íåïòóíà.
Ýòè ôóíêöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ èçó÷åíèÿ ýâîëþöèè îðáèò
ñïóòíèêîâ íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè. Îñòàåòñÿ íåèçó÷åííûì
âîïðîñ î òî÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåìåíòîâ îñêóëèðóþùèõ îðáèò
çà ïðåäåëàìè èíòåðâàëà âðåìåíè èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà-
÷åíèé, ïî êîòîðîé äåëàëàñü àïïðîêñèìàöèÿ. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ëèøü
çàìå÷àíèåì î òîì, ÷òî òî÷íîñòü ìåäëåííî óõóäøàåòñÿ ñ óäàëåíèåì
îò ãðàíèö ýòîãî èíòåðâàëà.

Îäíèì èç ïðèìåíåíèé íàéäåííûõ ôóíêöèé ìîæåò áûòü èçó÷å-
íèå îáñòîÿòåëüñòâ âçàèìíûõ ñáëèæåíèé ñïóòíèêîâ. Ýòè ñáëèæåíèÿ
ìîãóò ïðîèñõîäèòü âåñüìà ðåäêî, îäíàêî íà î÷åíü áîëüøèõ èíòåð-
âàëàõ âðåìåíè íàêàïëèâàåòñÿ ìíîãî ñáëèæåíèé, îíè ìîãóò îïðåäå-
ëÿòü êàðòèíó ýâîëþöèè îðáèò, â ÷àñòíîñòè, ïðåâðàùàòü âðåìåííûé
çàõâàò ñïóòíèêà (ñ ãåëèîöåíòðè÷åñêîé îðáèòû íà ïëàíåòîöåíòðè÷å-
ñêóþ) â ïîñòîÿííûé.
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Ïîñêîëüêó ïîëîæåíèå ñïóòíèêîâ íà îðáèòàõ íà áîëüøèõ èíòåð-
âàëàõ âðåìåíè íå ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî äîñòàòî÷íî òî÷íî, ÷òîáû
âûäåëèòü èõ ñáëèæåíèå, òî îñòàåòñÿ äîâîëüñòâîâàòüñÿ óñòàíîâëå-
íèåì ôàêòîâ ïåðåñå÷åíèÿ èëè «ñáëèæåíèÿ» îðáèò.

Åñëè îñêóëèðóþùèå îðáèòû äâóõ ñïóòíèêîâ â êàêîé-òî ìîìåíò
âðåìåíè èìåþò ó÷àñòêè, êîòîðûå áëèçêè â ïðîñòðàíñòâå, òî ñóùå-
ñòâóåò âîçìîæíîñòü òåñíîãî ñáëèæåíèÿ ñàìèõ ñïóòíèêîâ. Ïðåäñòàâ-
ëÿåò èíòåðåñ çàäà÷à óñòàíîâëåíèÿ âñåõ ôàêòîâ «ñáëèæåíèÿ» èëè ïå-
ðåñå÷åíèÿ îðáèò ïàð ñïóòíèêîâ íà íåêîòîðîì äîñòàòî÷íî áîëüøîì
èíòåðâàëå âðåìåíè. Òàê ìû ïðèõîäèì ê çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ ìèíè-
ìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ìåæäó äâóìÿ ñîôîêóñíûìè ýë-
ëèïñàìè, çàäàííûìè ïÿòüþ ïàðàìåòðàìè. Â ëèòåðàòóðå äëÿ îáîçíà-
÷åíèÿ ýòîé âåëè÷èíû óñòàíîâèëñÿ àíãëîÿçû÷íûé òåðìèí Minimum
Orbital Intersection Distance (MOID).

Àëãîðèòì ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èñêîìîãî ìèíèìàëüíîãî
ðàññòîÿíèÿ ìîæåò áûòü î÷åíü ïðîñòûì. Ñëåäóåò ðàçìåòèòü ðàâíî-
ìåðíî êàæäóþ îðáèòó òî÷êàìè è âû÷èñëèòü ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âñå-
ìè ïàðàìè òî÷åê íà äâóõ ðàçíûõ ýëëèïñàõ. Çàòåì âûáðàòü ìèíè-
ìàëüíîå èç ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé. ßñíî, ÷òî òàêîé ñïîñîá ïîòðå-
áóåò çíà÷èòåëüíîãî âðåìåíè âû÷èñëåíèé è äàñò îãðàíè÷åííûé ïî
òî÷íîñòè ðåçóëüòàò.

Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ MOID ðàññìîòðåíà â ðàáîòå (Baluev, Khol-
shevnikov, 2005). Àâòîðàìè ýòîé ðàáîòû ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà-
÷è ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé òðèãîíîìåòðè÷åñêî-
ãî ïîëèíîìà âîñüìîé ñòåïåíè. Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
áûëà èñïîëüçîâàíà âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîãðàììà, ëþáåçíî ïðåäîñòàâ-
ëåííàÿ àâòîðàìè ðàáîòû (Baluev, Kholshevnikov, 2005). Â êà÷åñòâå
âõîäíûõ äàííûõ ïðîãðàììû äëÿ êàæäîãî èç äâóõ ñïóòíèêîâ çàäà-
þòñÿ ýëåìåíòû èõ êåïëåðîâñêèõ îðáèò: áîëüøàÿ ïîëóîñü a, ýêñöåí-
òðèñèòåò e, íàêëîí i, óãëîâîå ðàññòîÿíèå ïåðèöåíòðà îò âîñõîäÿùå-
ãî óçëà ω, äîëãîòà âîñõîäÿùåãî óçëà Ω. Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ïðî-
ãðàììû îêàçûâàþòñÿ çíà÷åíèÿ èñòèííûõ àíîìàëèé äëÿ òî÷åê êàæ-
äîé îðáèòû, ìåæäó êîòîðûìè äîñòèãàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå
è ñàìî âû÷èñëåííîå çíà÷åíèå ýòîãî ðàññòîÿíèÿ.

Ñ ïîìîùüþ óêàçàííîé âû÷èñëèòåëüíîé ïðîãðàììû áûëà ñîñòàâ-
ëåíà ïðîöåäóðà îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îð-
áèòàìè ïàð ñïóòíèêîâ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîìåíòîâ âðåìåíè
ñ çàäàííûì øàãîì íà çàäàííîì èíòåðâàëå. Ýëåìåíòû îðáèò âû÷èñ-
ëÿþòñÿ ïî íàéäåííûì àïïðîêñèìèðóþùèì ôóíêöèÿì, êàê ýòî îïè-
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ñàíî âûøå. Ïðîöåäóðà òàêæå âûäåëÿåò ñëó÷àè, êîãäà ìåæäó äâóìÿ
ïîñëåäîâàòåëüíûìè ìîìåíòàìè âðåìåíè ïðîèñõîäèëè ïåðåñå÷åíèÿ
îðáèò, êàê äâóõ ëèíèé â ïðîñòðàíñòâå.

10.7.5. Ïðåäëàãàåìûé èíòåðíåò-ðåñóðñ èññëåäîâàíèÿ ýâîëþöèè
îðáèò è ñáëèæåíèé äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò

Âñå îïèñàííûå âûøå ìåòîäèêè è ïðîöåäóðû ðåàëèçîâàíû â âè-
äå âû÷èñëèòåëüíîé ïðîãðàììû, ïîëüçîâàíèå êîòîðîé îðãàíèçîâà-
íî ÷åðåç Èíòåðíåò. Èíòåðôåéñ ñ ïðîãðàììîé óñòðîåí íà ñòðàíèöàõ
ñïåöèàëüíîãî ñàéòà â Èíòåðíåòå. Ïîëüçîâàòåëþ ïîñëå âûáîðà ñè-
ñòåìû ñïóòíèêîâ ïî èìåíè ïëàíåòû ïðåäëàãàþòñÿ ñëåäóþùèå äåé-
ñòâèÿ.

1. Âûâîä íà ýêðàí íà îòäåëüíîé ñòðàíèöå ïàðàìåòðîâ òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ, àïïðîêñèìèðóþùèõ èçìåíåíèå ïÿòè ýëå-
ìåíòîâ êåïëåðîâñêîé îñêóëèðóþùåé îðáèòû îäíîãî äàëåêîãî ñïóò-
íèêà ïëàíåòû, âûáðàííîãî èç ïðåäëàãàåìîãî ñïèñêà. Êðîìå êîýô-
ôèöèåíòîâ è ÷àñòîò, âûäàþòñÿ íåêîòîðûå ñîïóòñòâóþùèå äàííûå.

2. Âûâîä íà ýêðàí íà îòäåëüíîé ñòðàíèöå òàáëèöû çíà÷åíèé âñåõ
ïÿòè ýëåìåíòîâ êåïëåðîâñêîé îñêóëèðóþùåé îðáèòû âûáðàííîãî
ñïóòíèêà ñ çàäàííûì øàãîì ïî âðåìåíè íà çàäàííîì èíòåðâàëå. Ïî
æåëàíèþ ïîëüçîâàòåëÿ, âìåñòî ýëåìåíòîâ e, i, ω, Ω, ìîãóò âûäàâàòü-
ñÿ ôóíêöèè ýëåìåíòîâ e sinω, e cosω, sin i sinΩ, sin i cosΩ. Â êîíöå
òàáëèöû âûâîäÿòñÿ òàêæå ìèíèìàëüíîå, ñðåäíåå è ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèÿ áîëüøîé ïîëóîñè, ýêñöåíòðèñèòåòà.

3. Âûâîä íà ýêðàí íà îòäåëüíîé ñòðàíèöå òàáëèöû çíà÷åíèé ìè-
íèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îðáèòàìè (MOID) äâóõ âûáðàííûõ
ñïóòíèêîâ ñ çàäàííûì øàãîì ïî âðåìåíè íà çàäàííîì èíòåðâàëå.
Â òàáëèöå âûäàþòñÿ òàêæå çíà÷åíèÿ âçàèìíîãî íàêëîíà äâóõ îð-
áèò. Ïîñëå ýòîé òàáëèöû âûäàåòñÿ ñïèñîê ìîìåíòîâ âñåõ ïåðåñå÷å-
íèé äâóõ îðáèò, ñëó÷èâøèõñÿ íà çàäàííîì èíòåðâàëå âðåìåíè. Ýòè
ìîìåíòû âû÷èñëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî øàãà ïî âðåìåíè â òàáëèöå
çíà÷åíèé ìèíèìàëüíûõ ðàññòîÿíèé.

Ïðåäëàãàåìûé èíòåðíåò-ðåñóðñ äîñòóïåí â «Ñëóæáå åñòåñòâåí-
íûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò» ïî àäðåñó
http://www.sai.msu.ru/neb/nss/html/multisat/index.html
Íóæíî ïðîéòè ïî ññûëêå
«Outer Natural Satellites Orbits Ephemerides» â êîíöå ñòðàíèöû.
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10.7.6. Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ ìèíèìàëüíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó
îðáèòàìè ñïóòíèêîâ

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðèìåð âû÷èñëåíèé çàâèñèìîñòè îò âðåìå-
íè ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îðáèòàìè äâóõ ñïóòíèêîâ. Äëÿ
ïàðû ñïóòíèêîâ J6 (Himalia) è J7 (Elara) ýòà çàâèñèìîñòü ïîêàçà-
íà íà ðèñ. 10.6, à äëÿ ñïóòíèêîâ J6 (Himalia) è J8 (Pasiphae) — íà
ðèñ. 10.7. Òî÷êàìè íà îñè âðåìåíè ïîêàçàíû ìîìåíòû ïåðåñå÷åíèé
îðáèò.

Ðèñ. 10.6. Èçìåíåíèå ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îðáèòàìè (MOID)
ñïóòíèêîâ J6 (Himalia) è J7 (Elara). Òî÷êàìè ïîêàçàíû ìîìåíòû ïåðåñå-
÷åíèé äâóõ îðáèò. Ëèíèè ãðàôèêîâ íå äîñòèãàþò íóëåâûõ çíà÷åíèé èç-çà

äèñêðåòíîñòè îïîðíûõ òî÷åê ãðàôèêà.

Çàìåòèì, ÷òî ñïóòíèêè J6 (Himalia) è J8 (Pasiphae) ïðèíàäëåæàò
ê ðàçíûì ñåìåéñòâàì îðáèò äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà. Áîëüøèå
ïîëóîñè èõ îðáèò îòëè÷àþòñÿ ïðèìåðíî âäâîå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ïåðåñå÷åíèÿ îðáèò ýòèõ ñïóòíèêîâ ñëó÷àþòñÿ òàê æå ÷àñòî, êàê è
ïåðåñå÷åíèÿ îðáèò äâóõ ñïóòíèêîâ J6 (Himalia) è J7 (Elara), ïðè-
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Ðèñ. 10.7. Èçìåíåíèå ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îðáèòàìè (MOID)
ñïóòíèêîâ J6 (Himalia) è J8 (Pasiphae). Òî÷êàìè ïîêàçàíû ìîìåíòû ïåðåñå-
÷åíèé äâóõ îðáèò. Ëèíèè ãðàôèêîâ íå äîñòèãàþò íóëåâûõ çíà÷åíèé èç-çà

äèñêðåòíîñòè îïîðíûõ òî÷åê ãðàôèêà.

íàäëåæàùèõ ê îäíîé ãðóïïå è èìåþùèõ ïðèìåðíî ðàâíûå áîëüøèå
ïîëóîñè îðáèò.

Äëÿ âñåõ 54 îòêðûòûõ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà áûëè âûïîë-
íåíû âû÷èñëåíèÿ âçàèìíûõ ðàññòîÿíèé è ìîìåíòîâ ïåðåñå÷åíèé
îðáèò ïî âñåì 1431 êîìáèíàöèÿì ïàð ñïóòíèêîâ íà èíòåðâàëå âðå-
ìåíè òûñÿ÷ó ëåò ñ 2010 ïî 3010 ãîä. Òîëüêî äëÿ 155 èç 1431 êîìáè-
íàöèé ïàð ñïóòíèêîâ íå ñëó÷èëîñü íè îäíîãî ïåðåñå÷åíèÿ îðáèò íà
ýòîì èíòåðâàëå âðåìåíè. Äëÿ îñòàëüíûõ ïàð ñëó÷èëîñü îò 2 äî 330
ïåðåñå÷åíèé. Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïåðåñå÷åíèé 330 îêàçàëîñü
ó îðáèò ñïóòíèêîâ J33 (Euanthe) è J40 (Mneme). Ýêñòðåìàëüíûå
çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ýâîëþöèîíèðóþùèõ îðáèò ýòèõ ñïóòíèêîâ, à
òàêæå ïåðèîäû öèðêóëÿöèè óçëîâ è àðãóìåíòîâ ïåðèöåíòðîâ âåñü-
ìà áëèçêè ìåæäó ñîáîé, êàê ýòî ìîæíî âèäåòü èç äàííûõ, ïðèâåäåí-
íûõ, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå (Âàøêîâüÿê, Òåñëåíêî, 2008a). Äëÿ âñåõ
ðàññìîòðåííûõ ïàð ñïóòíèêîâ áûëè âû÷èñëåíû òàêæå ñóììàðíûå
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ïðîìåæóòêè âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðûõ âçàèìíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæ-
äó îðáèòàìè íå ïðåâûøàëè 100 òûñ. êì. Òîëüêî â 214 ïàðàõ èç 1431
îðáèòû ñïóòíèêîâ íå ïðèáëèæàëèñü äðóã ê äðóãó áëèæå 100 òûñ. êì
íà ðàññìàòðèâàåìîì èíòåðâàëå â òûñÿ÷ó ëåò. Â îñòàëüíûõ ïàðàõ îð-
áèòû íàõîäèëèñü íà áîëåå áëèçêîì ðàññòîÿíèè â òå÷åíèå ñóììàð-
íîãî âðåìåíè îò 2 äî 313 ëåò. Ìàêñèìàëüíîå ñóììàðíîå âðåìÿ ñáëè-
æåíèé íà ðàññòîÿíèÿ ìåíåå 100 òûñ. êì îêàçàëîñü 313 ëåò äëÿ ïà-
ðû J23 (Kalyke) è S/2003 J9. Äëÿ ýòîé ïàðû äîñòàòî÷íî áëèçêèìè
îêàçûâàþòñÿ ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ íàêëîíåíèé, à òàêæå ïåðèî-
äû öèðêóëÿöèè óçëîâ è àðãóìåíòîâ ïåðèöåíòðîâ: 160◦ ≤ i ≤ 168◦,
87.4 ãîäà, 80.4 ãîäà, è 158◦ ≤ i ≤ 167◦, 86.8 ãîäà, 76.6 ãîäà, ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ íà òîì æå èíòåðâàëå âðåìåíè â òû-
ñÿ÷ó ëåò áûëè ñäåëàíû äëÿ 38 äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà. Â 703
êîìáèíàöèÿõ ïàð ñïóòíèêîâ òîëüêî 46 íå èìåëè ïåðåñå÷åíèé îðáèò.
Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé — 124 èìåëè îðáèòû ñïóòíèêîâ
S19 (Ymir) è S/2007 S3. Äëÿ ýòîé ïàðû äîñòàòî÷íî áëèçêèìè îêàçû-
âàþòñÿ ëèøü ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ íàêëîíåíèé: 169◦ ≤ i ≤ 176◦

è 171◦ ≤ i ≤ 177◦ ñîîòâåòñòâåííî (Âàøêîâüÿê, Òåñëåíêî, 2008b). Â
41 ïàðå îðáèòû íå ñáëèæàëèñü íà ðàññòîÿíèÿ ìåíüøèå 100 òûñ. êì.
Ìàêñèìàëüíîå ñóììàðíîå âðåìÿ ñáëèæåíèé îðáèò — 149 ëåò îêà-
çàëîñü ó ïàðû ñïóòíèêîâ S/2004 S12 è S/2004 S13.

Àíàëîãè÷íûé àíàëèç äëÿ 9 äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Óðàíà ñëåäóåò
äåëàòü íà áîëüøåì èíòåðâàëå âðåìåíè, ïîñêîëüêó ïåðèîäû îáðàùå-
íèé ëèíèé óçëîâ è ëèíèé àïñèä îðáèò ýòèõ ñïóòíèêîâ çíà÷èòåëü-
íî áîëüøå, ÷åì ó îðáèò ñïóòíèêîâ Þïèòåðà è Ñàòóðíà. Ìû âçÿëè
èíòåðâàë âðåìåíè 4 òûñ. ëåò, íà÷èíàÿ ñ 2010 ãîäà. Èç 36 êîìáèíà-
öèé ïàð ñïóòíèêîâ òîëüêî äëÿ 10 ïàð îðáèòû íå ïåðåñåêàëèñü è íå
«ñáëèæàëèñü» íà ðàññòîÿíèå ìåíåå 100 òûñ. êì. Ìàêñèìàëüíîå ÷èñ-
ëî ïåðåñå÷åíèé — 91 èìåëè îðáèòû ñïóòíèêîâ U19 (Setebos) è U21
(Trinculo). Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ áîëü-
øîé ïîëóîñè îðáèòû ñïóòíèêà U19 áîëåå ÷åì âäâîå ïðåâûøàþò
ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ äëÿ U21. Ïî-âèäèìîìó, ìàêñèìàëüíîå
äëÿ ñèñòåìû Óðàíà ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé îðáèò ýòîé ïàðû îáóñëîâëå-
íî âîçìîæíîñòüþ çàìåòíîãî âîçðàñòàíèÿ ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû
U19 äî çíà÷åíèÿ, ïðèìåðíî ðàâíîãî 0.7. Ìàêñèìàëüíîå ñóììàðíîå
âðåìÿ ñáëèæåíèé îðáèò 485 ëåò íà èññëåäóåìîì èíòåðâàëå â 4 òûñ.
ëåò îêàçàëîñü ó ïàðû ñïóòíèêîâ U16 (Ñaliban) è U21 (Trinculo).

Ãîðàçäî ìåíüøå ïåðåñå÷åíèé è ñáëèæåíèé èñïûòûâàþò îðáèòû
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6 äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Íåïòóíà, âêëþ÷àÿ N2 (Nereid). Èññëåäîâàíèÿ
áûëè ïðîâåäåíû íà èíòåðâàëå âðåìåíè 8 òûñ. ëåò, ïîñêîëüêó ïåðè-
îäû îáðàùåíèé ëèíèé óçëîâ è ëèíèé àïñèä îðáèò äàëåêèõ ñïóòíè-
êîâ Íåïòóíà âåñüìà âåëèêè. Ñ îðáèòîé Nereid áûëî 6 ïåðåñå÷åíèé
òîëüêî îðáèòû ñïóòíèêà N9 (Halimede). Îðáèòû îñòàëüíûõ 5 äà-
ëåêèõ ñïóòíèêîâ èìåëè âçàèìíûå ïåðåñå÷åíèÿ è «ñáëèæåíèÿ» íà
ðàññòîÿíèÿ ìåíåå 100 òûñ. êì. Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé —
73 íà èíòåðâàëå âðåìåíè 8 òûñ. ëåò èìåëè ñïóòíèêè N10 (Psamathe)
è N13 (Neso). Ýòî íàèáîëåå óäàë¸ííûå îò Íåïòóíà ñïóòíèêè, äëÿ
êîòîðûõ ñîëíå÷íûå âîçìóùåíèÿ ïðèâîäÿò ê âåñüìà çàìåòíîé ýâî-
ëþöèè èõ îðáèò è, â ÷àñòíîñòè, ê âîçðàñòàíèþ ýêñöåíòðèñèòåòîâ
äî âåëè÷èí, ïðèìåðíî ðàâíûõ 0.87. Îòìåòèì, ÷òî îðáèòà ñïóòíè-
êà N13 îáëàäàåò ëèáðàöèîííûì èçìåíåíèåì àðãóìåíòà ïåðèöåíòðà,
íàõîäÿñü â óñëîâèÿõ èçâåñòíîãî ðåçîíàíñà Ëèäîâà – Êîçàè. Íàïðî-
òèâ, àðãóìåíò ïåðèöåíòðà îðáèòû ñïóòíèêà N10 èçìåíÿåòñÿ öèðêó-
ëÿöèîííî. Ïî-âèäèìîìó, ïîäîáíîå êà÷åñòâåííîå ðàçëè÷èå â ýâîëþ-
öèè äàííûõ îðáèò âìåñòå ñ âîçìîæíîñòüþ èõ ñèëüíîãî «âûòÿãèâà-
íèÿ» ñïîñîáñòâóåò îòíîñèòåëüíî ÷àñòûì îðáèòàëüíûì ïåðåñå÷åíè-
ÿì ýòîé ïàðû. Ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ «ñáëèæåíèé» — 167 ëåò, íà ðàñ-
ñòîÿíèå ìåíåå 100 òûñ. êì áûëî ó îðáèò ñïóòíèêîâ N9 (Halimede) è
N12 (Laomedeia). Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî â îòëè÷èå îò âñåõ âûøå-
óêàçàííûõ ïàð ñïóòíèêîâ ñ îáðàòíûìè äâèæåíèÿìè, îäèí èç ñïóò-
íèêîâ ýòîé ïàðû N12 äâèæåòñÿ ïî îðáèòå ñ íàêëîíåíèåì, ìåíüøèì
90◦. Ýòî ïðèâîäèò ê «âñòðå÷íîìó» äâèæåíèþ óçëîâ îðáèò, ÷òî, ïî-
âèäèìîìó, òàêæå ñïîñîáñòâóåò èõ ÷àñòûì ïåðåñå÷åíèÿì â ïðîöåññå
ýâîëþöèè.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçðàáîòàííûé ìåòîä è âû÷èñëèòåëüíûå ïðî-
ãðàììû ïîçâîëÿþò ïðîèçâîäèòü ðàçíîîáðàçíûå è îáøèðíûå èññëå-
äîâàíèÿ âçàèìíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåùåíèé, à òàêæå èçìå-
íåíèé ðàçìåðîâ è ôîðìû ýâîëþöèîíèðóþùèõ îðáèò äàëåêèõ ñïóò-
íèêîâ Þïèòåðà, Ñàòóðíà, Óðàíà è Íåïòóíà. Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû
òîëüêî äåìîíñòðèðóþò âîçìîæíîñòè ïðåäëàãàåìûõ ñðåäñòâ.

10.7.7. Çàêëþ÷åíèå

Ýâîëþöèÿ îðáèò äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷è-
òåëüíûìè âîçìóùåíèÿìè â èõ äâèæåíèè ñî ñòîðîíû Ñîëíöà. Ýòè
âîçìóùåíèÿ âûçûâàþò ñóùåñòâåííûå èçìåíåíèÿ ýëåìåíòîâ îñêó-
ëèðóþùèõ êåïëåðîâñêèõ îðáèò. Îäíàêî èçìåíåíèÿ ýêñöåíòðèñèòå-
òîâ è íàêëîíîâ îðáèò îãðàíè÷åíû èçâåñòíûìè ïðåäåëàìè. Âçàèì-
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íîå ïðèòÿæåíèå ñïóòíèêîâ âåñüìà ìàëî â ñèëó èõ ìàëûõ ðàçìåðîâ
è ìàññ. Îäíàêî íà î÷åíü áîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè âçàèìíûå
ñáëèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ìîãóò áûòü íàñòîëüêî òåñíûìè, ÷òî èõ îðáè-
òû ìîãóò ïðåòåðïåòü áîëüøèå èçìåíåíèÿ. Ñáëèæåíèÿ ìîãóò ïîâëè-
ÿòü íà ñòàòóñ òàêîãî íåáåñíîãî òåëà êàê ñïóòíèêà ïëàíåòû. Äåòåêòè-
ðîâàíèå ñáëèæåíèé ñïóòíèêîâ âåñüìà çàòðóäíåíî ââèäó íåâîçìîæ-
íîñòè äîñòàòî÷íî òî÷íîãî âû÷èñëåíèÿ èõ ïîëîæåíèé íà î÷åíü äëè-
òåëüíûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè. Ïåðñïåêòèâíûì ïóòåì èññëåäîâàíèé
â ýòîì íàïðàâëåíèè ìîæåò áûòü ïðåäâû÷èñëåíèå âçàèìíûõ êîíôè-
ãóðàöèé îðáèò äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò. Ðàçðàáîòàííûå è ïðåäëà-
ãàåìûå â äàííîé ðàáîòå ìåòîäû è ñðåäñòâà âû÷èñëåíèé ïðèçâàíû
ïîìî÷ü â ïðîäâèæåíèè íà ýòîì ïóòè.

Ïî êðàéíåé ìåðå, óæå ñåé÷àñ ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî îðáèòû àí-
ñàìáëÿ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ íà èíòåðâàëàõ âðåìåíè â íåñêîëüêî òû-
ñÿ÷ ëåò èìåþò ìíîãîêðàòíûå ïåðåñå÷åíèÿ è «ñáëèæåíèÿ», ïðè êî-
òîðûõ ìîãóò ñáëèæàòüñÿ è ñàìè ñïóòíèêè.

Êëàññèôèêàöèÿ ñïóòíèêîâ ïî îòäåëüíûì ãðóïïàì íåïîñðåä-
ñòâåííî íå ñâÿçàíà ñ âîçìîæíûìè ñáëèæåíèÿìè ñïóòíèêîâ, ïðè-
íàäëåæàùèõ ðàçíûì ãðóïïàì.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ýâîëþöèîííàÿ çàäà÷à òðåáóåò áîëåå äåòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïðîâåðèòü ñóùåñòâóþùèå ãèïî-
òåçû î ïðîèñõîæäåíèè äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò.

10.8. Óòî÷íåíèå òåîðèè âåêîâûõ âîçìóùåíèöé
Ëàïëàñà – Ëàãðàíæà

Â ðàáîòå (Íèêîí÷óê, 2012) ðàçðàáîòàí ìåòîä âû÷èñëåíèÿ âå-
êîâûõ âîçìóùåíèé â çàäà÷å äâèæåíèÿ ñèñòåìû ìàëûõ òåë âîêðóã
ìàññèâíîãî öåíòðàëüíîãî òåëà. Ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêîé òåî-
ðèåé Ëàïëàñà – Ëàãðàíæà, îñíîâàííîé íà ëèíåéíûõ óðàâíåíèÿõ,
ó÷òåíû ÷ëåíû òðåòüåé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî ýêñöåíòðèñèòåòîâ è
íàêëîíîâ îðáèò. Ñîîòâåòñòâóþùåå óòî÷íåíèå ðåøåíèÿ îêàçûâàåòñÿ
ñóùåñòâåííûì ïðè èçó÷åíèè ýâîëþöèè îðáèò íà áîëüøèõ èíòåðâà-
ëàõ âðåìåíè. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä áûë ïðèìåíåí äëÿ èññëåäîâàíèÿ
äâèæåíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà. Ïîêàçàíî, ÷òî íà èíòåðâàëàõ
âðåìåíè áîëüøå 100 ëåò âêëàä ïîëó÷åííûõ äîïîëíèòåëüíûõ âåêî-
âûõ âîçìóùåíèé äëÿ ñïóòíèêà Ìèðàíäà èìååò ïîðÿäîê âåëè÷èíû
ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû, ÷òî â ëèíåéíîé ìåðå ñîñòàâëÿåò íåñêîëü-
êî òûñÿ÷ êèëîìåòðîâ. Äëÿ äðóãèõ ñïóòíèêîâ ýôôåêò ó÷åòà íåëèíåé-
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íûõ ÷ëåíîâ îêàçûâàåòñÿ ìåíüøèì. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè
îáùåé àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äâèæåíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà
íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü íåëèíåéíûå ÷ëåíû â óðàâíåíèÿõ äëÿ âåêî-
âûõ âîçìóùåíèé. Ñîîòâåòñòâóþùèé ìåòîä ïîñòðîåí, èññëåäîâàí è
ïðåäëîæåí â ðàáîòå (Íèêîí÷óê, 2012).
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Глава 11

ФИЗИЧЕСКИЕ ПАРАМЕТРЫ СПУТНИКОВ
ПЛАНЕТ

Ðåçþìå

Ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñïóòíèêîâ ïëàíåò îïðåäåëÿþò íåïîñðåä-
ñòâåííî, åñëè ýòî âîçìîæíî, íàïðèìåð, ïðè íàáëþäåíèÿõ ñ êîñìè-
÷åñêèõ àïïàðàòîâ (ÊÀ) ñ ïîìîùüþ îïòè÷åñêèõ è ðàäèîòåõíè÷åñêèõ
ñðåäñòâ èçìåðåíèé. Ýòî äîâîëüíî äîðîãîñòîÿùèé ïóòü. Çäåñü ìû
ðàññìîòðèì íåñêîëüêî äðóãèõ ñïîñîáîâ. Ñâåòîîòðàæàòåëüíûå ñâîé-
ñòâà ïîâåðõíîñòåé ñïóòíèêîâ îïðåäåëÿþòñÿ íåêîòîðûìè ôèçè÷å-
ñêèìè ïàðàìåòðàìè, íàïðèìåð, àëüáåäî. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ âûïîëíÿþò ìîäåëèðîâàíèå ýòèõ ñâîéñòâ ïî ðåçóëüòàòàì íàçåì-
íûõ ôîòîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé. Â äàííîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì,
êàê ýòî äåëàåòñÿ.

Èçìåðåíèå çâåçäíûõ âåëè÷èí ñïóòíèêîâ íå äàåò íàì òî÷íîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ íè î ðàçìåðàõ, íè î ìàññàõ ýòèõ çàãàäî÷íûõ òåë.
Îäíàêî, ïðèíèìàÿ ñìåëûå ãèïîòåçû îá àëüáåäî ïîâåðõíîñòè è î
ïëîòíîñòè âåùåñòâà ñïóòíèêîâ, ìîæíî äàâàòü îöåíêè èõ ðàìåðîâ è
ìàññ. Èç-çà ïðèáëèæåííîñòè ïðèíèìàåìûõ ãèïîòåç ìîæíî ñèëüíî
îøèáèòüñÿ. Â ðàçíûõ ñïðàâî÷íûõ èñòî÷íèêàõ èíôîðìàöèè ÷àñòî
èìåííî òàêèå äàííûå ïðèâîäÿòñÿ çà íåèìåíèåì áîëåå äîñòîâåðíûõ.
Îïðåäåëåíèå ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ìîæíî äåëàòü êîñâåííî, ïî
ïðîÿâëåíèÿì ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñïóòíèêîâ â èõ äâèæåíèè. Ïðè-
ìåð òàêèõ äåéñòâèé ðàññìîòðåí â êîíöå ýòîé ãëàâû.

Óààêæåì çäåñü åùå, ÷òî çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ ôèçè÷åñêèõ ïàðà-
ìåòðîâ åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò ñîáðàíû è ïðèâîäÿòñÿ â
Ïðèëîæåíèè 7. Äàííûå îáÿçàòåëüíî ñíàáæàþòñÿ ññûëêàìè íà èñ-
òî÷íèêè.
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Ñîâåðøåííî îñîáûé ñëó÷àé äåòåêòèðîâàíèÿ âóëêàíîâ íà ñïóò-
íèêå Þïèòåðà Èî ïî ôîòîìåòðèè ñïóòíèêà âî âðåìÿ åãî ïîêðûòèé
è çàòìåíèé äðóãèì ñïóòíèêîì îïèñàí êðàòêî â ñëåäóþùåì çäåñü
ñïåöèàëüíîì ðàçäåëå.

11.1. Ââåäåíèå

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî èñòî÷íèêîâ çíàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåò-
ðîâ ñïóòíèêîâ ïëàíåò. Äî íà÷àëà êîñìè÷åñêèõ ìèññèé ê äðóãèì
ïëàíåòàì èññëåäîâàíèÿ âåëèñü ñ ïîìîùüþ íàçåìíûõ íàáëþäåíèé.
Íàáëþäåíèÿ ñ ïîìîùüþ êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ (ÊÀ) äàþò îãðîì-
íîå êîëè÷åñòâî íîâîé èíôîðìàöèè î ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ñïóò-
íèêîâ. Äëÿ ýòîãî íà áîðòó óñòàíàâëèâàþò îïòè÷åñêèå è ðàäèîòåõ-
íè÷åñêèå ñðåäñòâà èçìåðåíèé. Íàçåìíûå îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ
ÊÀ âûïîëíÿþòñÿ ñ î÷åíü âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Ýòî ïîçâîëÿåò îïðå-
äåëÿòü ìàññû ñïóòíèêîâ ïî èõ ãðàâèòàöèîííîìó âëèÿíèþ íà äâè-
æåíèå ÊÀ. Êàæäàÿ íîâàÿ êîñìè÷åñêàÿ ìèññèÿ äàåò íîâóþ âåðñèþ
ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñïóòíèêîâ. Íåäîñòàòêîì òàêèõ èññëåäîâà-
íèé ÿâëÿåòñÿ êðàòêîâðåìåííîñòü èçìåðåíèé ñ ïîìîùüþ ÊÀ. Îäíà-
êî íåêîòîðûå äàííûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû òîëüêî ïóòåì äîëãîâðå-
ìåííûõ ñèñòåìàòè÷åñêèõ èçìåðåíèé. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü êðàò-
êîâðåìåííûì èçìåðåíèÿì ñ áîðòà ÊÀ íàçåìíûå íàáëþäåíèÿ ìîãóò
ïðîâîäèòüñÿ ïîñòîÿííî.

Ñóùåñòâóþò äâà ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûõ ñïîñîáà ïîëó÷åíèÿ äàí-
íûõ î ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ñïóòíèêîâ. Ïåðâûé — íåïîñðåäñòâåí-
íîå èçìåðåíèå ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Òàê èçìåðÿþò, íàïðèìåð,
ÿðêîñòü èëè çâåçäíóþ âåëè÷èíó îáúåêòà. Ôîòîìåòðèÿ ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ðàçëè÷íûõ ôèëüòðîâ è ñïåêòðàëüíûå èçìåðåíèÿ äàþò èí-
ôîðìàöèþ î ñâîéñòâàõ âåùåñòâà ïîâåðõíîñòè. Äðóãîé ñïîñîá îïðå-
äåëåíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ — êîñâåííûé, ïî ïðîÿâëåíèÿì ôè-
çè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñïóòíèêîâ â èõ äâèæåíèè. Àñòðîìåòðè÷åñêèå íà-
áëþäåíèÿ îäíîãî ñïóòíèêà ïîçâîëÿþò îïðåäåëÿòü ìàññó äðóãîãî,
êîòîðûé âëèÿåò íà äâèæåíèå ñâîèì ãðàâèòàöèîííûì ïðèòÿæåíè-
åì. Ïðàêòè÷åñêè ïîñòóïàþò òàê: ïðè îïðåäåëåíèè ïàðàìåòðîâ äâè-
æåíèÿ ïî íàáëþäåíèÿì â ÷èñëî óòî÷íÿåìûõ ïàðàìåòðîâ âêëþ÷àþò
ìàññû ñïóòíèêîâ. Íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ
â Ãëàâå 6 íàñòîÿùåé êíèãè. Çàìåòèì, ÷òî ôàêòè÷åñêè èç-çà î÷åíü
ìàëûõ ìàññ ñïóòíèêîâ ïðîÿâëåíèå èõ âçàèìíîãî ïðèòÿæåíèÿ â ðå-
çóëüòàòàõ íàáëþäåíèé íàõîäèòñÿ íà ïðåäåëå òî÷íîñòè íàáëþäåíèé.
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Åäèíñòâåííûé óäà÷íûé ñëó÷àé îïðåäåëåíèÿ ìàññû îäíîãî ñïóòíè-
êà ïî àñòðîìåòðè÷åñêèì íàáëþäåíèÿì äðóãîãî îïèñàí çäåñü íèæå â
ñïåöèàëüíîì ðàçäåëå.

Îïðåäåëåíèå äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ïî àñòðîìåòðè÷åñêèì íàáëþ-
äåíèÿì ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü òàêæå ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû ïëàíåòû:
åå ìàññó, ïàðàìåòðû åå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ. Ýòî òàêæå äåëàåòñÿ
ïóòåì âêëþ÷åíèÿ èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ â ÷èñëî óòî÷íÿåìûõ. Ïðè
ýòîì íåîáõîäèì ó÷åò âñåõ ñóùåñòâåííûõ âîçìóùàþùèõ ôàêòîðîâ,
÷òîáû âëèÿíèå íåó÷òåííîãî âîçìóùåíèÿ íå ïðèâåëî ê èñêàæåíèÿì
â îïðåäåëåíèè èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ. Ïî àñòðîìåòðè÷åñêèì íàáëþ-
äåíèÿì ñïóòíèêîâ ìîæíî îïðåäåëÿòü íå òîëüêî ïàðàìåòðû ãðàâèòà-
öèîííîãî ïîëÿ ïëàíåòû, íî è ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå âÿçêî-
óïðóãèå ñâîéñòâà òåë ïëàíåòû è ñïóòíèêà. Íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî
óðàâíåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ â êîíöå Ãëàâû 3.

Ñâåòîîòðàæàòåëüíûå ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòåé ñïóòíèêîâ òàêæå
îòíîñÿòñÿ ê ôèçè÷åñêèì ïàðàìåòðàì. Ìîäåëèðîâàíèå ýòèõ ñâîéñòâ
ïî ðåçóëüòàòàì ôîòîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé — ñëîæíàÿ çàäà÷à.
Ïàðàìåòðû ñâåòîîòðàæàòåëüíûõ ñâîéñòâ íåêîòîðûõ ñïóòíèêîâ ïðè-
âîäÿòñÿ â Ãëàâå 7, ãäå îïèñàí ïðîöåññ, â êîòîðîì ñâåòîîòðàæàòåëü-
íûå ñâîéñòâà èñïîëüçóþòñÿ.

Ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñïóòíèêîâ ïëàíåò â ðàìêàõ äàííîé êíè-
ãè ÿâëÿþòñÿ ñïðàâî÷íîé èíôîðìàöèåé. Ýòè äàííûå äîëæíû ïîñòî-
ÿííî îáíîâëÿòüñÿ ïî ìåðå ïîÿâëåíèÿ íîâûõ ñâåäåíèé. Â Ïðèëîæå-
íèè 7 äàåòñÿ íåêîòîðàÿ òåêóùàÿ âåðñèÿ ïàðàìåòðîâ. Âñå çíà÷åíèÿ
ñíàáæåíû ññûëêàìè íà èñòî÷íèêè èíôîðìàöèè.

Îïðåäåëåíèå ôîòîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñïóòíèêîâ íå îòíî-
ñèòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ê èõ äèíàìèêå. Îäíàêî, ïîñêîëüêó ôîòî-
ìåòðè÷åñêèå äàííûå îáû÷íî ñîïóòñòâóþò ðåçóëüòàòàì àñòðîìåòðè-
÷åñêèõ èçìåðåíèé è ïóáëèêóþòñÿ âìåñòå ñ íèìè, òî îïðåäåëåíèå
çâåçäíûõ âåëè÷èí ñïóòíèêîâ èíîãäà ñîïóòñòâóåò èçó÷åíèþ äèíà-
ìèêè. Ïðèìåð òàêîé äåÿòåëüíîñòè îïèñàí íèæå â ýòîé ãëàâå â îò-
äåëüíîì ðàçäåëå.

11.2. Ñïðàâî÷íèê ïî ôèçè÷åñêèì ïàðàìåòðàì
ñïóòíèêîâ ïëàíåò

Â Ïðèëîæåíèè 7 äàþòñÿ ñäåäóþùèå ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû ïî-
÷òè âñåõ èçâåñòíûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò: ðàäèóñû èëè ïîëóîñè ýëëèï-
ñîèäà, ïðèáëèæàþùåãî ôîðìó, ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð ñïóòíè-
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êà, çâåçäíàÿ âåëè÷èíà âèäèìîãî ñ Çåìëè ñïóòíèêà â ñðåäíþþ îï-
ïîçèöèþ ïëàíåòû. Êàæäîå ïðèâåäåííîå çíà÷åíèå ñíàáæåíî öèòèðî-
âàíèåì èñòî÷íèêà äàííûõ, à ñîîòâåòñòâóþùèå áèáëèîãðàôè÷åñêèå
ññûëêè äàíû â êîíöå ïðèëîæåíèÿ.

Ïðèâåäåííûå çíà÷åíèÿ ïðîèñõîäÿò èç ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ îïðå-
äåëåíèÿ. Ýòî íàçåìíûå èçìåðåíèÿ ðàçìåðîâ, èçìåðåíèÿ ñ ïîìîùüþ
êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ, à òàêæå êîñâåííûå îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ ïî âëèÿíèþ ñïóòíèêîâ íà äâèæåíèå êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà èëè
íà äðóãîé ñïóòíèê. Ñïîñîá èçìåðåíèÿ ìîæíî íàéòè â öèòèðóåìîé
ëèòåðàòóðå.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ìíîãèõ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò ðàçìåðû è
ìàññû èçâåñòíû âåñüìà ïðèáëèæåííî. Îíè îïðåäåëåíû ïî çâåçä-
íûì âåëè÷èíàì â íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îá àëüáåäî è ïëîòíî-
ñòè âåùåñòâà ñïóòíèêîâ.

Äëÿ êàæäîé ãðóïïû ñõîäíûõ ïî ñâîéñòâàì ñïóòíèêîâ äàííûå
ïðèâîäÿòñÿ â îòäåëüíûõ òàáëèöàõ.

11.3. Äåòåêòèðîâàíèå âóëêàíîâ íà ñïóòíèêå Þïèòåðà
Èî ñ ïîìîùüþ íàçåìíîé ôîòîìåòðèè

Èçâåñòåí è õîðîøî èçó÷åí ýôôåêò óìåíüøåíèÿ ÿðêîñòè ñïóò-
íèêîâ âî âðåìÿ èõ âçàèìíûõ ïîêðûòèé è çàòìåíèé. Ýòîìó ïîñâÿ-
ùåíà Ãëàâà 7 íàñòîÿùåé êíèãè. Â ðåçóëüòàòå ôîòîìåòðè÷åñêèõ íà-
áëþäåíèé ñïóòíèêà Þïèòåðà Èî îäíàæäû áûë îáíàðóæåí íåîáû÷-
íûé ýôôåêò ðåçêîãî óìåíüøåíèÿ ÿðêîñòè ñ ïîñëåäóþùèì âîññòà-
íîâëåíèåì ïðåäøåñòâóþùåãî óðîâíÿ. Ýòî áûëî â ïðîöåññå ïîêðû-
òèÿ ñïóòíèêà Èî äðóãèì ñïóòíèêîì Þïèòåðà — Åâðîïîé 20 ôåâðà-
ëÿ 1991 ãîäà ïðè íàáëþäåíèÿõ íà îáñåðâàòîðèè European Southern
Observatory (ESO). Èçìåðåíèå ñâåòîâîãî ïîòîêà äåëàëîñü ñ ôèëü-
òðîì, ïðîïóñêàþùèì èíôðàêðàñíûé ñâåò ñ äëèíîé âîëíû 3.8 µm.
Íà ðèñ. 11.1 âîñïðîèçâåäåí ãðàôèê ðåçóëüòàòîâ ýòèõ èçìåðåíèé èç
ïóáëèêàöèè (Descamps et al., 1992). Èçìåðÿëñÿ ñóììàðíûé ñâåòî-
âîé ïîòîê îò ñïóòíèêîâ Èî è Åâðîïà. Èíòåðïðåòàöèÿ íàáëþäàåìî-
ãî ÿâëåíèÿ áûëî íàéäåíà. Ïðåäøåñòâóþùèå íàáëþäåíèÿ ñ êîñìè-
÷åñêîãî àïïàðàòà Âîÿäæåð ïîêàçàëè, ÷òî íà ñïóòíèêå Èî èìåþòñÿ
äåéñòâóþùèå âóëêàíû. Ñàìûé êðóïíûé èç íèõ, Ëîêè, â èíôðàêðàñ-
íîì ñâåòå «ñèÿåò» íà ñïóòíèêå, êàê êðóïíûé ôîíàðü. Â ìîìåíòû åãî
çàñëîíåíèÿ äðóãèì ñïóòíèêîì, ñâåòîâîé ïîòîê óìåíüøàåòñÿ ðåçêî
è òàêæå ðåçêî çàòåì âîññòàíàâëèâàåòñÿ. Íà ãðàôèêå çàìåòíû òàê-
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Ðèñ. 11.1. Ðåçóëüòàòû ôîòîìåòðèè ñïóòíèêîâ Þïèòåðà âî âðåìÿ ïîêðûòèÿ
ñïóòíèêà Èî ñïóòíèêîì Åâðîïà. Ðèñóíîê èç ðàáîòû (Descamps et al., 1992).

æå èçìåíåíèÿ áëåñêà ïðè ïîêðûòèè äðóãîãî âóëêàíà íà ñïóòíèêå —
Ïåëå.

Çàìåòèì, ÷òî ïðîÿâëåíèå âóëêàíîâ íà ñïóòíèêå Èî â ôîòîìåò-
ðè÷åñêèõ íàáëþäåíèÿõ áûëî çàìå÷åíî åùå ðàíåå è îïóáëèêîâàíî
â ðàáîòå (Goguen et al., 1988). Â ðàáîòå (Descamps et al., 1992) ïî
ïîñòðîåííîé êðèâîé áëåñêà ñïóòíèêîâ áûëè óòî÷íåíû êîîðäèíàòû
âóëêàíà Ëîêè.

Áîëåå ïîäðîáíî îá îïèñàííûõ èññëåäîâàíèÿõ ìîæíî óçíàòü èç
öèòèðîâàííûõ çäåñü ðàáîò.

11.4. Îöåíêè ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ äàëåêèõ
ñïóòíèêîâ ïëàíåò

11.4.1. Îñîáåííîñòè äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò

Äàëåêèå ñïóòíèêè ïëàíåò — ñîâåðøåííî îñîáåííûå îáúåêòû
Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Ýòî ÿñíî ïî ðÿäó îáñòîÿòåëüñòâ. Ïåðâîå: èç
128 èçâåñòíûõ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà,
Ñàòóðíà, Óðàíà è Íåïòóíà 118 (92%) îòêðûòû ïîñëå 1998 ãîäà. Âòî-
ðîå: äëÿ 11 äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ýôå-
ìåðèäû èçâåñòíû ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëîâèíû îáîðîòà ñïóòíèêà âî-
êðóã ïëàíåòû (Emelyanov, 2010; Brozovic, Jacobson, 2017). Ïîýòîìó
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èõ ìîæíî ñ÷èòàòü ïîòåðÿííûìè. Òðåòüå: çà èñêëþ÷åíèåì ñïóòíèêà
Ñàòóðíà Ôåáû è ñïóòíèêà Þïèòåðà Ãèìàëèè, íè ê îäíîìó èç äà-
ëåêèõ ñïóòíèêîâ íå ïðèáëèæàëèñü êîñìè÷åñêèå àïïàðàòû íàñòîëü-
êî, ÷òîáû ìîæíî áûëî óâèäåòü èõ ðàçìåðû èëè îïðåäåëèòü ìàññó
ñïóòíèêà ïî åãî ãðàâèòàöèîííîìó âëèÿíèþ íà äâèæåíèå êîñìè÷å-
ñêîãî àïïàðàòà. ×åòâåðòîå: â îòëè÷èå îò ðåãóëÿðíûõ ñïóòíèêîâ, êî-
òîðûå îáðàçîâàëèñü èç ïðîòîïëàíåòíîãî ãàçî-ïûëåâîãî äèñêà âìå-
ñòå ñ ïëàíåòîé è èìåþò ïî÷òè êðóãîâûå îðáèòû ñ ìàëûì íàêëîíîì
ê ïëîñêîñòè ýêâàòîðà ïëàíåòû, îðáèòû äàëåêèõ ñïóòíèêîâ èìåþò
çíà÷èòåëüíûå ýêñöåíòðèñèòåòû è âåñüìà ðàçíîîáðàçíûå íàêëîíû ê
ïëîñêîñòè îðáèòû ïëàíåòû. Ïîýòîìó äàëåêèå ñïóòíèêè ÷àñòî íàçû-
âàþò íåðåãóëÿðíûìè ñïóòíèêàìè. Áîëüøèíñòâî èç íèõ èìååò äâè-
æåíèå, îáðàòíîå ïî îòíîøåíèþ ê îðáèòàëüíîìó äâèæåíèþ ïëàíåòû.
Íåðåãóëÿðíûå ñïóòíèêè íå ìîãëè îáðàçîâàòüñÿ èç ïðîòîïëàíåòíîãî
îáëàêà íà ñîâðåìåííûõ îðáèòàõ. Ïîýòîìó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíè
çàõâà÷åíû ñ îðáèò âîêðóã Ñîëíöà â ðàííþþ ýïîõó ôîðìèðîâàíèÿ
Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû.

Çà èñêëþ÷åíèåì ñïóòíèêà Þïèòåðà Ãèìàëèè è ñïóòíèêà Ñàòóð-
íà Ôåáû, ðàçìåðû è ìàññû äàëåêèõ ñïóòíèêîâ íåïîñðåäñòâåííî íè-
êàê íå èçìåðÿëèñü. Íèêàêèå íàáëþäåíèÿ íå äàþò íàì òàêèõ äàííûõ.
Âïðî÷åì, â íåêîòîðûõ ñïðàâî÷íûõ èñòî÷íèêàõ èíôîðìàöèè, íàïðè-
ìåð, JPL Solar System Dynamics (https://ssd.jpl.nasa.gov/), ìîæíî
íàéòè çíà÷åíèÿ äèàìåòðîâ è ìàññ âñåõ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ áîëüøèõ
ïëàíåò. Êàê æå áûëè íàéäåíû ýòè çíà÷åíèÿ? Íåïîñðåäñòâåííî èç
íàáëþäåíèé ìû èìååò òîëüêî èçìåðåíèÿ èõ ÿðêîñòè (çâåçäíîé âå-
ëè÷èíû). Îäíàêî, åñëè ïðèíÿòü î÷åíü ñìåëóþ ãèïîòåçó î ñâåòîîò-
ðàæàòåëüíûõ ñâîéñòâàõ ïîâåðõíîñòè ñïóòíèêîâ (àëüáåäî), òî ìîæ-
íî âû÷èñëèòü èõ ðàçìåðû. À åñëè ïðèíÿòü åùå áîëåå ñìåëóþ ãè-
ïîòåçó î ïëîòíîñòè âåùåñòâà, èç êîòîðîãî îíè ñîñòîÿò, òî ìîæíî
âû÷èñëèòü è ìàññû ñïóòíèêîâ. Â èòîãå çíà÷åíèÿ ìàññ ïîëó÷àþòñÿ
ñ òî÷íîñòüþ íå ëó÷øå, ÷åì 100–200%. Åñëè âçÿòü ìàññó äàëåêîãî
ñïóòíèêà èç ñïðàâî÷íèêà, òî ìîæíî îøèáèòüñÿ â íåñêîëüêî ðàç.

Åäèíñòâåííûé ñëó÷àé, êîãäà ìàññà ñïóòíèêà áûëà îïðåäåëåíà
íåïîñðåäñòâåííî ïî åãî ãðàâèòàöèîííîìó âëèÿíèþ íà äðóãîé ñïóò-
íèê, äâèæåíèå êîòîðîãî íàáëþäàëîñü ñ Çåìëè, ýòî îïðåäåëåíèå ìàñ-
ñû ñïóòíèêà Þïèòåðà Ãèìàëèè, ñäåëàííîå â ðàáîòå (Emelyanov,
2005). Ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð Ãèìàëèè ïîëó÷èëñÿ ðàâíûì 0.28±
0.04 êì3/c2, ÷òî ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò çíà÷åíèÿ 0.45 êì3/c2,
äàííîãî â JPL Solar System Dynamics (https://ssd.jpl.nasa.gov/). Ïî-
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äðîáíåå ýòà ðàáîòà èçëîæåíà íèæå â ñïåöèàëüíîì ðàçäåëå. Â ðàáîòå
(Åìåëüÿíîâ, Âàøêîâüÿê, Øåðåìåòüåâ, 2007) ïîêàçàíî, ÷òî ïî íàçåì-
íûì íàáëþäåíèÿì íåâîçìîæíî òàêèì æå îáðàçîì ïîëó÷èòü ìàññó
íèêàêîãî äðóãîãî ñïóòíèêà.

Äëÿ ðÿäà íåðåãóëÿðíûõ ñïóòíèêîâ âûïîëíåíû ñïåöèàëüíûå ôî-
òîìåòðè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ ïîëó÷åíû ñâå-
òîîòðàæàòåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ïîâåðõíîñòåé. Ýòè ðåçóëüòàòû
îïóáëèêîâàíû â äîñòóïíûõ íàó÷íûõ æóðíàëàõ. Îäíàêî ýòè äàííûå
êàñàþòñÿ ëèøü íåáîëüøîé äîëè (31%) âñåõ îòêðûòûõ ê íàñòîÿùå-
ìó âðåìåíè äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò. Äëÿ áîëüøèíñòâà ñïóòíè-
êîâ, îòêðûòûõ ïîñëå 1998 ãîäà, àáñîëþòíûå çâåçäíûå âåëè÷èíû è
äðóãèå ôîòîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû, îñíîâàííûå íà íàáëþäåíèÿõ,
â íàó÷íûõ æóðíàëàõ íå îïóáëèêîâàíû.

Ââèäó íåäîñòàòî÷íîñòè îïóáëèêîâàííûõ ðåçóëüòàòîâ ôîòîìåò-
ðèè äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò â ðàáîòå (Åìåëüÿíîâ, Óðàëüñêàÿ,
2011) áûëà ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà îïðåäåëèòü ôîòîìåòðè÷åñêèå ïà-
ðàìåòðû ñïóòíèêîâ ïî òåì ôîòîìåòðè÷åñêèì äàííûì, êîòîðûìè
ñíàáæàþòñÿ àñòðîìåòðè÷åñêèå ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé, ïóáëèêóå-
ìûå â Minor Planet Circulars (MPC). Öåííîñòü ýòèõ äàííûõ ñîñòîèò
â òîì, ÷òî îíè èìåþòñÿ äëÿ âñåõ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ.

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ïðåäñòàâëåíû ìåòîäû è ðåçóëüòàòû îïðåäå-
ëåíèÿ ôîòîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ âñåõ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Þïè-
òåðà, Ñàòóðíà, Óðàíà è Íåïòóíà ïî äàííûì íàáëþäåíèé, îïóáëèêî-
âàííûì â MPC. Â ðàáîòå (Grav, Bauer, 2007) óêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòè
ðåçóëüòàòû «íå î÷åíü íàäåæíû äëÿ ñåðüåçíûõ ïðèëîæåíèé», íî, çà
íåèìåíèåì äðóãèõ èñòî÷íèêîâ äàííûõ äëÿ âñåõ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ
ïëàíåò, ìîæíî äîâîëüñòâîâàòüñÿ òåì, ÷òî ïîëó÷èëîñü â ðàáîòå (Åìå-
ëüÿíîâ, Óðàëüñêàÿ, 2011).

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå äàåòñÿ êðàòêèé îáçîð ïóáëèêàöèé ôîòî-
ìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò.

11.4.2. Îáçîð èìåþùèõñÿ ôîòîìåòðè÷åñêèõ äàííûõ äëÿ äàëåêèõ
ñïóòíèêîâ ïëàíåò

Âîñïðîèçâåäåì çäåñü îáçîð, ïðåäñòàâëåííûé â ñòàòüå (Åìåëüÿ-
íîâ, Óðàëüñêàÿ, 2011).

Ôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè 10-òè äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò,
èçâåñòíûõ åùå äî 1998 ãîäà, îïóáëèêîâàíû âî ìíîãèõ ðàáîòàõ.

Äâà íåðåãóëÿðíûõ ñïóòíèêà J6 Ãèìàëèÿ è S9 Ôåáà îêàçàëèñü
â ïîëå çðåíèÿ êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ (ÊÀ). Ðàññìîòðèì êðàòêî
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íàéäåííûå ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà ýòèõ äâóõ ñïóòíèêîâ. Êîñìè÷å-
ñêèé àïïàðàò «Êàññèíè» ïîëó÷èë èçîáðàæåíèÿ Ãèìàëèè, èç êîòî-
ðûõ Ãðóïïà îáðàáîòêè íàáëþäåíèé Êàññèíè âî ãëàâå ñ Ê. Ïîðêî
îïðåäåëèëà åå ðàçìåðû ïî äâóì îñÿì 150± 20 è 120± 20 êì (Porco
et al., 2003). Îòðàæàòåëüíàÿ ñïîñîáíîñòü Ãèìàëèè, àëüáåäî, îêàçà-
ëàñü î÷åíü íèçêîé: 0.05 ± 0.01. Ýòà âåëè÷èíà ñðàâíèìà ñ àëüáå-
äî êðóïíûõ àñòåðîèäîâ-òðîÿíöåâ Þïèòåðà, îïðåäåëåííûõ â ðàáî-
òå (Fernandez et al., 2003), è â ñî÷åòàíèè ñ ñåðûì öâåòîì ñïóòíèêà
(Degewij, Zellner, Andersson, 1980; Degewij, Cruikshank, Hartmann,
1980) ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü áîãàòà óãëåðîäîì.
Ýòî ñâîéñòâåííî àñòåðîèäàì Ñ-òèïà, êîòîðûå ðàñïðîñòðàíåíû ãëàâ-
íûì îáðàçîì âî âíåøíåé ÷àñòè Ãëàâíîãî ïîÿñà àñòåðîèäîâ.

Èç íåðåãóëÿðíûõ ñïóòíèêîâ ñèñòåìû Ñàòóðíà õîðîøî èññëåäî-
âàí ñïóòíèê Ôåáà. Ïðîëåò êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ Voyager è Cassini
ïîçâîëèë îïðåäåëèòü åãî ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð, êîòîðûé îêà-
çàëñÿ ðàâíûì 0.5517±0.0007 êì3/ñ2 (Rappaport et al., 2005). Ïîâåðõ-
íîñòü Ôåáû äîñòàòî÷íî òåìíàÿ ñî ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì àëüáåäî
â ñïåêòðàëüíîé ïîëîñå V ðàâíûì 0.081±0.002 (Simonelli et al., 1999).
Îäíàêî àëüáåäî ìåíÿåòñÿ âäîëü ïîâåðõíîñòè ïðèìåðíî âäâîå, ïîêà-
çûâàÿ ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå ìàòåðèàëîâ, èç êîòîðûõ ñëîæåí ýòîò
ñïóòíèê. Êîìáèíèðóÿ ýòè äàííûå ñ èçâåñòíûìè ðàçìåðàìè, ïîëó-
÷åííûìè ñ ïîìîùüþ êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà Voyager (ñðåäíèé ðà-
äèóñ 110 êì), áûëà îïðåäåëåíà ïëîòíîñòü Ôåáû, êîòîðàÿ îêàçàëàñü
ðàâíîé 1630±45 êã/ì3. Ýòî íàìíîãî áîëüøå, ÷åì ïëîòíîñòü ðåãóëÿð-
íûõ ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà, êîòîðàÿ ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 1300 êã/ì3,
íî ìåíüøå ïëîòíîñòè Òðèòîíà è Ïëóòîíà 1900 êã/ì3.

Òàêàÿ ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü õàðàêòåðíà äëÿ ñìåñè âîäÿíîãî ëüäà è
êàìíÿ. Äðóãèå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò íàëè÷èå æåëåçîñîäåðæà-
ùèõ è êðåìíèåâûõ ìèíåðàëîâ, óãëåêèñëîòû è îðãàíè÷åñêèõ ñîåäè-
íåíèé â ñîñòàâå Ôåáû (Buratti et al., 2008). Íà ôîòîãðàôèÿõ Ôå-
áû âèäíà ñèëüíî êðàòåðèðîâàííàÿ äðåâíåéøàÿ ïîâåðõíîñòü, çíà÷è-
òåëüíî îòëè÷àþùàÿñÿ îò ïîâåðõíîñòè àñòåðîèäîâ, ÷òî óêàçûâàåò íà
åå ïðîèñõîæäåíèå âíå ñèñòåìû Ñàòóðíà. Ïî-âèäèìîìó, çàõâàò ñïóò-
íèêà ïðîèçîøåë èç âíåøíèõ îáëàñòåé Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû, âîçìîæ-
íî, èç ïîÿñà Êîéïåðà.

Â ðàáîòå (Grav et al., 2003) ïðîâåäåíà BVRI ôîòîìåòðèÿ 13 äà-
ëåêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà, èç êîòîðûõ òîëüêî 8 ÿâëÿþòñÿ íîâûìè,
îòêðûòûìè ïîñëå 1998 ãîäà. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå èç íàáëþäåíèé
ñïåêòðû, àâòîðû öèòèðîâàííîé ðàáîòû èäåíòèôèöèðîâàëè Ïàñèôå
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è Ãèìàëèþ êàê àñòåðîèäû Ñ-òèïà, Àíàíêå è Ôåìèñòî êàê àñòåðîèäû
Ð-òèïà, â òî âðåìÿ êàê Êàðìå, Ñèíîïå è Êàëëèðîå ïîäîáíû àñòåðî-
èäàì D-òèïà. Àñòåðîèäû ñ íèçêèì àëüáåäî è êðàñíîâàòûì öâåòîì,
îòíåñåííûå ê D- è P-òèïàì (D-òåëà áîëåå êðàñíûå), ÿâëÿþòñÿ íàè-
áîëåå äðåâíèìè, ìàëîèçìåíåííûìè òåëàìè Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Òà-
êèå ñâîéñòâà èìåþò ñèëèêàòû, áîãàòûå óãëåðîäîì èëè îðãàíè÷åñêè-
ìè âåùåñòâàìè. Ýòè òèïû àñòåðîèäîâ õàðàêòåðíû äëÿ âíåøíåé ÷à-
ñòè Ãëàâíîãî ïîÿñà àñòåðîèäîâ è èìåþò íèçêèå àëüáåäî 0.04− 0.06,
òàê æå êàê è àñòåðîèäû-òðîÿíöû Þïèòåðà è «ìåðòâûå» êîìåòû.
Öâåòà ñàìûõ ÿðêèõ âíåøíèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà ïîêàçûâàþò, ÷òî
ãðóïïà ñïóòíèêîâ ñ ïðÿìûì äâèæåíèåì êðàñíåå è áîëåå êîìïàêòíà
â öâåòå, ÷åì ñïóòíèêè ñ îáðàòíûì äâèæåíèåì. Èíôðàêðàñíàÿ ôî-
òîìåòðèÿ òàêæå ïîêàçàëà, ÷òî 4 ÷ëåíà ñåìåéñòâà Ãèìàëèè (Ãèìà-
ëèÿ, Ýëàðà, Ëåäà è Ëèñèòåÿ) èìåþò îäíîðîäíûå öâåòà ñî ñðåäíè-
ìè ïîêàçàòåëÿìè öâåòîâ J −H = 0.34 ± 0.02, H −K = 0.27 ± 0.02,
J −K = 0.65± 0.02. Äëÿ ñëàáûõ ñïóòíèêîâ ñî çâåçäíîé âåëè÷èíîé
áîëåå 24 íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü òî÷íûå ôîòîìåòðè÷åñêèå äàííûå,
òàê êàê äëÿ íèõ èçâåñòíû òîëüêî èõ çâåçäíûå âåëè÷èíû.

Óíèêàëüíûé ðÿä ôîòîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé 7-ìè äàëåêèõ
ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà (S9, S19, S20, S21, S22, S26 è S29) ïîëó÷åí â
ðàáîòå (Bauer et al., 2006) â ÿíâàðå 2005 ã. íà 200-äþéìîâîì Ïàëî-
ìàðñêîì òåëåñêîïå (Palomar 200-inch telescope) è 4-ìåòðîâîì òåëå-
ñêîïå Áëàíêî (Cerro Tololo Inter-American Observatory’s 4-m Blanco
telescope) â äâóõ ôèëüòðàõ B è R.

Ðåçóëüòàòû ôîòîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé 13-òè äàëåêèõ ñïóò-
íèêîâ Ñàòóðíà, âêëþ÷àÿ Ôåáó, äàþòñÿ â ðàáîòàõ (Grav et al., 2003;
Grav, Bauer, 2007). Ýòî ñïóòíèêè S9, S19, S20, S21, S22, S23, S24,
S25, S26, S27, S28, S29 è S30. Èññëåäîâàíèÿ íåðåãóëÿðíûõ ñïóòíè-
êîâ Ñàòóðíà ïîêàçàëè çíà÷èòåëüíûå ðàçëè÷èÿ â öâåòàõ îò íåéòðàëü-
íîãî öâåòà S9 Ôåáû è S25 Ìóíäèëôàðè äî óìåðåííî êðàñíîãî öâåòà
S26 Àëüáèîðèêñà è S22 Èäæèðàêà. Â ñðåäíåì îíè ÿâëÿþòñÿ áîëåå
êðàñíûìè, ÷åì íåðåãóëÿðíûå ñïóòíèêè Þïèòåðà, íî íå ïîêàçûâà-
þò ïðèñóòñòâèÿ íà ïîâåðõíîñòè î÷åíü êðàñíîãî ìàòåðèàëà, êîòîðûé
íàáëþäàåòñÿ â Ïîÿñå Êîéïåðà. Èõ öâåòà ïîäîáíû àêòèâíûì êîìåò-
íûì ÿäðàì è «ìåðòâûì» êîìåòàì.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè èçâåñòíû 9 äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Óðàíà.
Ôîòîìåòðèÿ èññëåäîâàíà òîëüêî äëÿ 6-òè èç íèõ (U16, U17, U18,
U19, U20, U21). Ýòè íåðåãóëÿðíûå ñïóòíèêè Óðàíà èìåþò øèðî-
êèé äèàïàçîí öâåòîâ îò ñàìîãî ñèíåãî ê ñàìîìó êðàñíîìó. Â ðàáî-
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òå (Maris et al., 2001) èññëåäîâàíû U16 Êàëèáàí è U17 Ñèêîðàêñà.
Îáà ñïóòíèêà îêàçàëèñü â ñðåäíåì êðàñíîãî öâåòà, ïðè÷åì U17 Ñè-
êîðàêñà íåìíîãî ãîëóáåå, ÷åì U16 Êàëèáàí. Â ðàáîòå (Romon et al.,
2001) ïîêàçàíî, ÷òî ñïóòíèê U17 Ñèêîðàêñà áîëåå ïîõîæ íà òðàíñ-
íåïòóííûå îáúåêòû è Êåíòàâðîâ, ÷åì íà «òðîÿíöåâ» è íåðåãóëÿð-
íûå ñïóòíèêè Þïèòåðà. Ôîòîìåòðè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ äàëåêèõ
ñïóòíèêîâ Óðàíà áûëè ïðîäîëæåíû òàêæå â ðàáîòå (Maris, Carraro,
Parisi, 2007).

Â ðàáîòå (Grav et al., 2004) àâòîðû îïðåäåëèëè àáñîëþòíóþ
çâåçäíóþ âåëè÷èíó â ñïåêòðàëüíîé ïîëîñå V è ïîêàçàòåëè öâåòà
B–V è V–R äëÿ 6-òè äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Óðàíà, êîòîðûå îêàçàëèñü
ïîõîæèìè íà òàêèå æå âåëè÷èíû ñïóòíèêîâ Þïèòåðà è Ñàòóðíà.
Èõ öâåòà äåëÿòñÿ íà äâå ãðóïïû. Îäíà ãðóïïà íåéòðàëüíîãî öâåòà
ñîäåðæèò U18 Ïðîñïåðî è U19 Ñåòåáîñ. Äðóãàÿ ãðóïïà ñëàáî êðàñ-
íàÿ è ñîäåðæèò äâà áîëüøèõ ñïóòíèêà Óðàíà — U17 Êàëèáàí è U17
Ñèêîðàêñó.

Èç 6-òè íåðåãóëÿðíûõ ñïóòíèêîâ Íåïòóíà òîëüêî äëÿ N2 Íåðå-
èäû, îòêðûòîé â 1949 ãîäó, èìåþòñÿ íàäåæíûå ôîòîìåòðè÷åñêèå
äàííûå. Àëüáåäî N2 Íåðåèäû îêàçàëîñü ðàâíûì 0.2 (Thomas, Veverka,
Helfenstein, 1991). Ýòî çíà÷èòåëüíî âûøå, ÷åì àëüáåäî âíóòðåí-
íèõ ñïóòíèêîâ Íåïòóíà (0.06), ìàëûõ âíóòðåííèõ ñïóòíèêîâ Óðà-
íà (0.07), J6 Ãèìàëèè (0.05) è S9 Ôåáû (0.08). Â ðàáîòå (Schaefer,
Schaefer, 2000) àâòîðû íà îñíîâå 224 ôîòîìåòðè÷åñêèõ èçìåðåíèé
N2 Íåðåèäû â ïîëîñàõ VBRI îïðåäåëèëè öâåò ñïóòíèêà, à Brown
et al. (1999), èñïîëüçóÿ èíôðàêðàñíûå ñïåêòðû, ïîêàçàëè, ÷òî N2
Íåðåèäà èìååò âîäÿíîé ëåä.

Â ðàáîòå (Grav et al., 2004) îïðåäåëåíû ôîòîìåòðè÷åñêèå ïàðà-
ìåòðû N2 Íåðåèäû è îäíîãî èç 5-òè íîâûõ íåðåãóëÿðíûõ ñïóòíèêîâ
Íåïòóíà N9 Ãàëèìåäû. Íàáëþäàåìûå öâåòà N2 Íåðåèäû è N9 Ãàëè-
ìåäû ïðèáëèçèòåëüíî îäèíàêîâû è ïîçâîëÿþò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
ñîñòàâû èõ ïîâåðõíîñòåé ïîäîáíû. Èçó÷åíèå âîçìîæíîñòè ñòîëê-
íîâåíèé ìåæäó íåðåãóëÿðíûìè ñïóòíèêàìè Íåïòóíà ïîêàçûâàåò,
÷òî N2 Íåðåèäà è N9 Ãàëèìåäà èìåëè âûñîêóþ âåðîÿòíîñòü ñòîëê-
íîâåíèÿ îêîëî 4.5 ìëðä ëåò íàçàä è, âåðîÿòíî, N9 Ãàëèìåäà ÿâëÿ-
åòñÿ ôðàãìåíòîì N2 Íåðåèäû (Grav, Holman, 2004). Îáà ñïóòíèêà
èìåþò íåéòðàëüíûé öâåò, à öâåòà, àëüáåäî è ñïåêòðû ïîäîáíû ýòèì
æå õàðàêòåðèñòèêàì U4 Îáåðîíà è U2 Óìáðèýëÿ è íåêîòîðûì îáú-
åêòàì ïîÿñà Êîéïåðà.

Â èòîãå äàííîãî îáçîðà âèäíî, ÷òî ôîòîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû
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èçâåñòíû òîëüêî äëÿ 8-ìè èç 46 (17%) íîâûõ íåðåãóëÿðíûõ ñïóò-
íèêîâ Þïèòåðà, äëÿ 12-òè èç 37 (32%) íîâûõ íåðåãóëÿðíûõ ñïóò-
íèêîâ Ñàòóðíà, äëÿ 6-òè èç 9-òè íåðåãóëÿðíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà è
îäíîãî èç 5-òè íîâûõ íåðåãóëÿðíûõ ñïóòíèêîâ Íåïòóíà. Äëÿ 97 äà-
ëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò, íå ñ÷èòàÿ ñïóòíèêîâ Ïëóòîíà, ïóáëèêàöèè
ôîòîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïîêà íå îáíàðóæåíû.

Ââèäó òàêîé îãðàíè÷åííîñòè èìåþùèõñÿ äàííûõ ïî ôîòîìåò-
ðèè äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò â ðàáîòå (Åìåëüÿíîâ, Óðàëüñêàÿ,
2011) áûëà ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà îïðåäåëèòü ôîòîìåòðè÷åñêèå ïà-
ðàìåòðû âñåõ ñïóòíèêîâ ïî ôîòîìåòðè÷åñêèì äàííûì, ïóáëèêóå-
ìûì â Minor Planet Circulars (MPC).

11.4.3. Ôîòîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò

Â ïðîöåññå àñòðîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé ñïóòíèêîâ ïëàíåò ìî-
æåò âûïîëíÿòüñÿ òàêæå è ôîòîìåòðèÿ ñïóòíèêîâ. Â òàáëèöàõ, ïóá-
ëèêóåìûõ â Minor Planet Circulars (MPC), äàþòñÿ àñòðîìåòðè÷å-
ñêèå êîîðäèíàòû ñïóòíèêîâ. Êðîìå òîãî, â ñïåöèàëüíîé êîëîíêå
íàáëþäàòåëè ñîîáùàþò îöåíêè âèäèìûõ çâåçäíûõ âåëè÷èí ñïóò-
íèêîâ. Ýòè îöåíêè äàþòñÿ äàëåêî íå äëÿ âñåõ ìîìåíòîâ âðåìåíè,
äëÿ êîòîðûõ èçìåðåíû êîîðäèíàòû. Çâåçäíûå âåëè÷èíû ñíàáæàþò-
ñÿ òàêæå ïðèçíàêîì òîé ñïåêòðàëüíîé ïîëîñû, â êîòîðîé âåëèñü íà-
áëþäåíèÿ. Â îñíîâíîì èñïîëüçóþòñÿ ôèëüòðû ñ ïîëîñîé ïðîïóñêà-
íèÿ R, íî äëÿ íåêîòîðûõ íàáëþäåíèé — ñ ïîëîñîé V.

Òàêèì îáðàçîì, èç íàáëþäåíèé ïîëó÷àþò çâåçäíóþ âåëè÷èíó
ñïóòíèêà m, èçìåðåííóþ â íåêîòîðîé ñïåêòðàëüíîé ïîëîñå. Ýòà âå-
ëè÷èíà çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ íàáëþäàòåëÿ äî ñïóòíèêà ∆, ðàññòî-
ÿíèÿ ñïóòíèêà äî Ñîëíöà r è óãëà ôàçû α (îáúåêòîöåíòðè÷åñêèé
óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèÿìè íà íàáëþäàòåëÿ è íà èñòî÷íèê ñâåòà).
Ïîýòîìó èçìåðåííóþ çâåçäíóþ âåëè÷èíó ñïóòíèêà ñëåäóåò çàïè-
ñàòü êàê ôóíêöèþ òðåõ àðãóìåíòîâ m(r,∆, α). Àáñîëþòíàÿ çâåçä-
íàÿ âåëè÷èíà ñïóòíèêà m(1, 1, α), íåçàâèñÿùàÿ îò ðàññòîÿíèé, ìî-
æåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå

m(1, 1, α) = m(r,∆, α)− 5 log(r ∆), (11.1)

ãäå ðàññòîÿíèÿ r è ∆ âûðàæåíû â àñòðîíîìè÷åñêèõ åäèíèöàõ.

Íàïîìíèì çäåñü î ñîîòíîøåíèè ìåæäó ðàçíîñòüþ çâåçäíûõ âå-
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ëè÷èí m1 è m2 ëþáûõ äâóõ îáúåêòîâ è îòíîøåíèåì ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ñâåòîâûõ ïîòîêîâ E1 è E2

m1 −m2 = −2.5 log
E1

E2
, (11.2)

êîòîðîå ìîæåò áûòü ïîëåçíûì ïðè ôîòîìåòðè÷åñêèõ èññëåäîâàíè-
ÿõ. Çàìåòèì îäíî èíòåðåñíîå ñâîéñòâî, ñëåäóþùåå èç ñîîòíîøíå-
íèÿ (11.2). Åñëè óâåëè÷èòü ñâåòîâîé ïîòîê E1 â 1+ε ðàç, òî ïðè äî-
ñòàòî÷íî ìàëûõ ε ðàçíîñòü çâåçäíûõ âåëè÷èí m1 −m2 óìåíüøèòñÿ
íà ε.

Çàâèñèìîñòü àáñîëþòíîé çâåçäíîé âåëè÷èíû ñïóòíèêà îò óã-
ëà ôàçû îïðåäåëÿåòñÿ äîëåé íåîñâåùåííîé ÷àñòè âèäèìîãî äèñêà,
à òàêæå ñâåòîîòðàæàòåëüíûìè ñâîéñòâàìè ïîâåðõíîñòè. Òåëà Ñîë-
íå÷íîé ñèñòåìû èìåþò ðàçíîîáðàçíûå ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà. Äëÿ
ïëàíåò è ñïóòíèêîâ, èìåþùèõ àòìîñôåðó, èíòåíñèâíîñòü îòðàæåí-
íîãî ñâåòà ñëàáî çàâèñèò îò óãëà ôàçû. Äëÿ øåðîõîâàòûõ ïîâåðõ-
íîñòåé õàðàêòåðåí ðåçêèé âñïëåñê ÿðêîñòè ñïóòíèêà ïðè íóëåâîì
óãëå ôàçû.

Îòíîñèòåëüíî ïðîèñõîæäåíèÿ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò â îñ-
íîâíîì ðàññìàòðèâàåòñÿ ãèïîòåçà îá èõ çàõâàòå ñ ãåëèîöåíòðè÷å-
ñêèõ îðáèò (Gladman et al., 2001; Grav, Bauer, 2007). Åñëè ýòà ãèïî-
òåçà âåðíà, òî ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà ñïóòíèêîâ ìîæíî ñ÷èòàòü àíàëî-
ãè÷íûìè ñâîéñòâàì àñòåðîèäîâ. Òîãäà äëÿ ñïóòíèêîâ ìîæíî ïðèìå-
íèòü äâóõïàðàìåòðè÷åñêóþ ôîòîìåòðè÷åñêóþ ñèñòåìó, ïðèíÿòóþ
Êîìèññèåé 20 Ìåæäóíàðîäíîãî Àñòðîíîìè÷åñêîãî Ñîþçà â 1985
ãîäó (Marsden, 1986) äëÿ àñòåðîèäîâ. Ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ýòó
ìîäåëü, èìååò âèä (Bowell et al., 1989):

m(1, 1, α) = H − 2.5 log[(1−G)Φ1(α) +GΦ2(α)]. (11.3)

Äâà ïàðàìåòðà H è G õàðàêòåðèçóþò êîíêðåòíûé ñïóòíèê. Ïðè
ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñâåòîîòðàæàòåëüíûå ñâîéñòâà ñïóòíèêà íå
çàâèñÿò îò óãëà âðàùåíèÿ. Åñëè ïîâåðõíîñòü ñïóòíèêà íåîäíîðîä-
íà, òî ïðèíèìàþò íåêîòîðûå ñðåäíèå ïî óãëó âðàùåíèÿ çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðîâ.

Ôóíêöèÿ Φ1(α) ñîîòâåòñòâóåò ðåçêîé çàâèñèìîñòè ÿðêîñòè ñïóò-
íèêà îò óãëà ôàçû (îáû÷íî ýòî òåëà ñ íèçêèì çíà÷åíèåì àëüáåäî),
à ôóíêöèÿ Φ2(α) — ñëàáîé çàâèñèìîñòè (ñ âûñîêèì çíà÷åíèåì àëü-
áåäî). Ýòè ôóíêöèè âû÷èñëÿþòñÿ èç ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

Φi = WΦ′
i + (1−W )Φ′′

i (i = 1, 2),
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W = exp[−90.56 tg2(α/2)],

Φ′
i = 1− Ci sinα

0.119 + 1.341 sinα− 0.754 sin2 α
,

Φ′′
i = exp

{
−Ai [tg(α/2)]

Bi

}
,

A1 = 3.332, B1 = 0.631, C1 = 0.986,

A2 = 1.862, B2 = 1.218, C2 = 0.238.

Ôóíêöèè Φ1, Φ2 îïðåäåëåíû ýìïèðè÷åñêè.
Ïðè äàííûõ ïàðàìåòðàõ H è G ôîòîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîçâî-

ëÿåò âû÷èñëèòü çâåçäíóþ âåëè÷èíó ñïóòíèêà ïðè ëþáîì óãëå ôàçû.
Äëÿ íàãëÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ôîòîìåòðè÷å-

ñêîé ìîäåëè íà ðèñ. 11.2 äàþòñÿ ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ïðèðàùåíèÿ
çâåçäíîé âåëè÷èíû êàê ôóíêöèè îò óãëà ôàçû α

∆m = −2.5 log [(1−G)Φ1(α) +GΦ2(α)]

ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà G.
Åñëè èçìåðåíèÿ çâåçäíîé âåëè÷èíû m(r,∆, α) äåëàëèñü â ñïåê-

òðàëüíûõ ïîëîñàõ R, V èëè B, òî ïàðàìåòðàì H è G, íàéäåííûì ñî-
ãëàñíî ôîòîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè (11.3), áóäóò ïðèñâîåíû ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èíäåêñû — HR, GR, HV , GV èëè HB , GB .

11.4.4. Îïðåäåëåíèå ôîòîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñïóòíèêîâ ïî
ðåçóëüòàòàì ôîòîìåòðèè

Ïàðàìåòðû G è H ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ðåçóëüòàòàì ôîòîìåò-
ðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé ñïóòíèêîâ. Ôîðìàëüíî äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íû
äâà èçìåðåíèÿ çâåçäíîé âåëè÷èíû ïðè ðàçíûõ óãëàõ ôàçû. Íà ïðàê-
òèêå ôîòîìåòðè÷åñêèå èçìåðåíèÿ äåëàþòñÿ ñ ïîãðåøíîñòüþ. Ïîýòî-
ìó æåëàòåëüíî èìåòü êàê ìîæíî áîëüøå èçìåðåíèé ïðè ðàâíîìåð-
íîì ðàñïðåäåëåíèè ïî çíà÷åíèÿì óãëà ôàçû. ×òîáû îïðåäåëèòü ïà-
ðàìåòðû G è H èç ìíîæåñòâà íàáëþäåíèé, ïî êàæäîìó èçìåðåíèþ
ñîñòàâëÿþò óñëîâíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ,
÷òîáû íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ
(ÌÍÊ). Îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ G è H óñëîâíûå óðàâíåíèÿ ïî-
ëó÷àòñÿ íåëèíåéíûìè. Ìîæíî ñîñòàâèòü ëèíåéíûå óñëîâíûå óðàâ-
íåíèÿ, åñëè îïðåäåëÿòü ïàðàìåòðû a1, a2, ñâÿçàííûå ñ G è H ñîîò-
íîøåíèÿìè

H = −2.5 log(a1 + a2), G =
a2

a1 + a2
. (11.4)
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Ðèñ. 11.2. Ïðèíÿòàÿ ôîòîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü: çàâèñèìîñòü ïðèðàùåíèÿ àá-
ñîëþòíîé çâåçäíîé âåëè÷èíû ñïóòíèêà îò óãëà ôàçû ïðè ðàçëè÷íûõ çíà-

÷åíèÿõ ïàðàìåòðà G.

Îòíîñèòåëüíî a1, a2 óñëîâíûå óðàâíåíèÿ çàïèøóòñÿ â âèäå

10−0.4m(1,1,α(i)) = a1Φ1(α
(i)) + a2Φ2(α

(i)) (i = 1, 2, ..., N),

ãäå m(1, 1, α(i)) — àáñîëþòíàÿ çâåçäíàÿ âåëè÷èíà ñïóòíèêà, ïîëó-
÷åííàÿ ïðè óãëå ôàçû α(i), à N — ÷èñëî èçìåðåíèé. Àáñîëþòíàÿ
çâåçäíàÿ âåëè÷èíà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ðåçóëüòàòó êàæäîãî èçìåðåíèÿ
ïî ôîðìóëå (11.1).

Ïîñëå òîãî, êàê ñîñòàâëåíû âñå óñëîâíûå óðàâíåíèÿ, íàõîäÿò
îöåíêè ïàðàìåòðîâ ïî ÌÍÊ. Ïðè ýòîì ïîëó÷àþòñÿ íå òîëüêî çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, íî òàêæå ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ âåëè÷èíà îòêëîíå-
íèé èçìåðåííîé àáñîëþòíîé çâåçäíîé âåëè÷èíû îò åå ìîäåëüíîãî
çíà÷åíèÿ ïî âñåì íàáëþäåíèÿì. Ýòó âåëè÷èíó, îáîçíà÷àåìóþ ÷åðåç
σ, ìîæíî ñ÷èòàòü òî÷íîñòüþ îïðåäåëåíèÿ çâåçäíîé âåëè÷èíû ñïóò-
íèêà èç ôîòîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé äëÿ äàííîãî ñïóòíèêà.
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Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ a1, a2 ïî ÌÍÊ, ôîòîìåòðè÷å-
ñêèå ïàðàìåòðû ñïóòíèêà G è H ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëàì
(11.4). Ïðè ýòîì σ áóäåò õàðàêòåðèçîâàòü òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ ïà-
ðàìåòðà H , à òàêæå ïîëó÷àåìûõ èç ìîäåëè çíà÷åíèé àáñîëþòíîé
çâåçäíîé âåëè÷èíû.

11.4.5. Èñõîäíûå äàííûå è ðåçóëüòàòû îïðåäåëåíèÿ
ôîòîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñïóòíèêîâ

Àñòðîìåòðè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ âñåõ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò
îïóáëèêîâàíû â Minor Planet Circulars (MPC). Ýòè íàáëþäåíèÿ ñî-
áðàíû òàêæå â áàçå äàííûõ NSDC (Natural Satellites Data Center)
(Arlot, Emelyanov, 2009). Áàçà äàííûõ NSDC ðàñïîëîæåíà â èíòåð-
íåòå ïî àäðåñàì:
http://www.sai.msu.ru/neb/nss/html/obspos/index.html,
http://nsdb.imcce.fr/obspos/.
×àñòü àñòðîìåòðè÷åñêèõ èçìåðåíèé ñíàáæåíà çíà÷åíèÿìè íàáëþ-
äàåìîé çâåçäíîé âåëè÷èíû ñïóòíèêà. Èç äàííûõ íàáëþäåíèé áû-
ëè âûáðàíû îöåíêè çâåçäíûõ âåëè÷èí ñïóòíèêîâ. Êàæäîå çíà÷åíèå
ïðèâÿçàíî ê ìîìåíòó íàáëþäåíèÿ. Îöåíêè ñäåëàíû â îñíîâíîì â
ñïåêòðàëüíîé ïîëîñå R. Èìååòñÿ íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî èçìåðåíèé
â ñïåêòðàëüíîé ïîëîñå V. Îäíàêî îíè âåñüìà ìàëî÷èñëåííû è ïî-
ýòîìó íåïðèãîäíû äëÿ îïðåäåëåíèÿ èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ. Ïîýòî-
ìó âñå íàøè ðåçóëüòàòû îòíîñÿòñÿ ê ñïåêòðàëüíîé ïîëîñå R. Äëÿ
êàæäîãî íàáëþäåíèÿ ïî çàäàííîìó ìîìåíòó âðåìåíè èç ýôåìåðèä
îïðåäåëÿëèñü ðàññòîÿíèÿ r, ∆ è óãîë ôàçû α, âû÷èñëÿëàñü àáñî-
ëþòíàÿ çâåçäíàÿ âåëè÷èíà ñïóòíèêà è ñîñòàâëÿëîñü óñëîâíîå óðàâ-
íåíèå, êàê îïèñàíî âûøå. Çàòåì ïî ÌÍÊ ïîëó÷àëèñü îöåíêè ôîòî-
ìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ.

Äëÿ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà J6 – J13, ñïóòíèêà Ñàòóðíà S9 Ôåáû,
ñïóòíèêà Íåïòóíà N2 Íåðåèäû â ïóáëèêàöèÿõ èìåþòñÿ äîñòàòî÷íî
íàäåæíûå çíà÷åíèÿ ôîòîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Äëÿ ýòèõ ñïóò-
íèêîâ îöåíêè ïàðàìåòðîâ íå äåëàëècü.

Äëÿ ÷àñòè ñïóòíèêîâ îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû íå óäàëîñü èç-çà
íåäîñòàòî÷íîãî êîëè÷åñòâà ôîòîìåòðè÷åñêèõ èçìåðåíèé äëÿ ðàç-
íûõ çíà÷åíèé óãëà ôàçû. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ìû îïðåäåëÿëè òîëüêî
ñðåäíþþ àáñîëþòíóþ çâåçäíóþ âåëè÷èíó ñïóòíèêà ïî èìåþùèìñÿ
äàííûì.

Â èòîãå ïàðàìåòðû G è H îïðåäåëåíû äëÿ 70 äàëåêèõ ñïóòíèêîâ
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Þïèòåðà, Ñàòóðíà è Óðàíà. Äëÿ îñòàëüíûõ 27 äàëåêèõ ñïóòíèêîâ
îïðåäåëåíà ñðåäíÿÿ àáñîëþòíàÿ çâåçäíàÿ âåëè÷èíà.

Àíàëèç ðàçëè÷íûõ íàáëþäåíèé ñïóòíèêîâ ïëàíåò ïîêàçûâàåò,
÷òî ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé äåëàåòñÿ ïðè íåêîòîðûõ
ñðåäíèõ çíà÷åíèÿõ óãëà ôàçû α∗. Äëÿ Þïèòåðà ýòîò óãîë ïðèáëè-
æåííî ðàâåí 6 ãðàä., äëÿ Ñàòóðíà — 3 ãðàä., äëÿ Óðàíà — 1 ãðàä., äëÿ
Íåïòóíà — 0.8 ãðàä. Ïîýòîìó, ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîñòðîåííûõ ôî-
òîìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé ñïóòíèêîâ âû÷èñëÿëèñü òàêæå àáñîëþòíûå
çâåçäíûå âåëè÷èíû m(1, 1, α∗) äëÿ óêàçàííûõ ñðåäíèõ óãëîâ ôàçû, à
òàêæå âèäèìûå çâåçäíûå âåëè÷èíû ñïóòíèêîâ, ïðèâåäåííûå ê ïëà-
íåòíûì ðàññòîÿíèÿì â ñðåäíþþ îïïîçèöèþ m0(α

∗). Ïîñëåäíåå çíà-
÷åíèå óäîáíî èìåòü äëÿ ïðîñòîé îöåíêè íàèáîëåå âåðîÿòíîé âèäè-
ìîé çâåçäíîé âåëè÷èíû ñïóòíèêà.

Äëÿ ñïóòíèêîâ, ó êîòîðûõ âìåñòî ïàðàìåòðîâ áûëà îïðåäåëå-
íà ñðåäíÿÿ àáñîëþòíàÿ çâåçäíàÿ âåëè÷èíà, îíà îòîæäåñòâëÿëàñü ñ
m(1, 1, α∗), ïî êîòîðîé òàêæå âû÷èñëÿëàñü âåëè÷èíà m0(α

∗) — çíà-
÷åíèå m(r,∆, α) â ñðåäíþþ îïïîçèöèþ.

Âñå ïîëó÷åííûå ôîòîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû 97 äàëåêèõ ñïóò-
íèêîâ Þïèòåðà, Ñàòóðíà, Óðàíà è Íåïòóíà ðàçìåùåíû íà ñàéòå
NSDC ïî àäðåñàì:
http://www.sai.msu.ru/neb/nss/html/multisat/index.html
http://nsdb.imcce.fr/multisat/index.html
â ðàçäåëå «Ïàðàìåòðû è êîíñòàíòû».

Çàìåòèì, ÷òî óêàçàííîå çäåñü êîëè÷åñòâî ñïóòíèêîâ ñ îïðåäå-
ëåííûìè ïàðàìåòðàìè, êàê îïèñàíî âûøå, ñîîòâåòñòâóåò ïóáëèêà-
öèè (Åìåëüÿíîâ, Óðàëüñêàÿ, 2011). Â äàëüíåéøåì, ïî ìåðå îáíîâ-
ëåíèÿ äàííûõ íà ñàéòå NSDC, ÷èñëî ñïóòíèêîâ ñ îïðåäåëåííûìè
ïàðàìåòðàìè ìîæåò óâåëè÷èòüñÿ.

Ïðèìåðû ñðàâíåíèÿ ìîäåëüíûõ çàâèñèìîñòåé m(1, 1, α) ñ ðå-
çóëüòàòàìè íàáëþäåíèé, ïî êîòîðûì îíè ïîëó÷åíû, ïðèâîäÿòñÿ
íà ðèñ. 11.3–11.6.

Åñëè èìåþòñÿ íåçàâèñèìî îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ àëüáåäî ñïóò-
íèêîâ, òî ïî ôîòîìåòðè÷åñêîìó ïàðàìåòðó H ìîæíî íàéòè îöåí-
êè èõ ðàçìåðîâ. Äëÿ îöåíêè ðàäèóñîâ ñôåðè÷åñêèõ òåë â ðàáîòå
(Bowell et al., 1989) ïðåäëàãàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

log pB = 6.521− 2 log(2Rs)− 0.4HB ,

log pV = 6.259− 2 log(2Rs)− 0.4HV ,
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Ðèñ. 11.3. Àáñîëþòíûå çâåçäíûå âåëè÷èíû ñïóòíèêà J22 Ãàðïàëèêå, âûâå-
äåííûå èç äàííûõ MPC (òî÷êè) äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé óãëà ôàçû, è óòî÷-

íåííàÿ ôîòîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü ýòîãî ñïóòíèêà (ëèíèÿ).

ãäå Rs — ðàäèóñ ñïóòíèêà, pB è pV — ïðèíèìàåìûå çíà÷åíèÿ ãåî-
ìåòðè÷åñêîãî àëüáåäî ñïóòíèêà â ñïåêòðàëüíûõ ïîëîñàõ B è V, à
HB è HR — ôîòîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñïåê-
òðàëüíûõ ïîëîñàõ. Â ýòèõ ôîðìóëàõ ñëåäóåò çàäàâàòü ãåîìåòðè÷å-
ñêîå àëüáåäî, îïðåäåëåííîå äëÿ íóëåâîãî óãëà ôàçû.

Â ñëó÷àÿõ, êîãäà íàáëþäåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ â ñïåêòðàëüíîé ïî-
ëîñå R, ìîæíî èñïîëüçîâàòü àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå

log pR = 6.114− 2 log(2Rs)− 0.4HR, (11.5)

êîòîðîå ëåãêî âûâîäèòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëû, ïðåäëî-
æåííîé â ðàáîòå (Jewitt, Haghighipour, 2007).

Ïî íàéäåííûì çíà÷åíèÿì ðàäèóñîâ ñïóòíèêîâ ìîæíî îïðåäå-
ëèòü èõ ãðàâèòàöèîííûå ïàðàìåòðû èëè ìàññû, åñëè ïðèíÿòü íåêî-
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Ðèñ. 11.4. Àáñîëþòíûå çâåçäíûå âåëè÷èíû ñïóòíèêà J28 Àâòîíîå, âûâåäåí-
íûå èç äàííûõ MPC (òî÷êè) äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé óãëà ôàçû, è óòî÷íåííàÿ

ôîòîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü ýòîãî ñïóòíèêà (ëèíèÿ).

òîðûå ãèïîòåòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè âåùåñòâà ñïóòíèêîâ ρ.
Ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð ñïóòíèêà Gm ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå

Gm =
4

3
GρπR3

s, (11.6)

ãäå G — ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Ñëåäóÿ îïèñàííûì çäåñü âîçìîæíîñòÿì äëÿ îöåíêè ðàçìåðîâ è

ãðàâèòàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ ñïóòíèêîâ, íàìè áûëè ïðåäïðèíÿòû
ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëàì (11.5), (11.6). Ïîñêîëü-
êó çíà÷åíèÿ pR è ρ ìîãóò áûòü òîëüêî ãèïîòåòè÷åñêèìè, ìû ïðèíÿ-
ëè íåêîòîðûå âñòðå÷àþùèåñÿ â ëèòåðàòóðå çíà÷åíèÿ. Äëÿ ñïóòíè-
êîâ Þïèòåðà ìû âçÿëè pR = 0.04, ρ = 2.6 ã/ñì3, äëÿ ñïóòíèêîâ Ñà-
òóðíà pR = 0.06, ρ = 2.3 ã/ñì3, äëÿ ñïóòíèêîâ Óðàíà pR = 0.04, ρ =

1.5 ã/ñì3, äëÿ ñïóòíèêîâ Íåïòóíà pR = 0.04, ρ = 1.5 ã/ñì3. Åñëè
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Ðèñ. 11.5. Àáñîëþòíûå çâåçäíûå âåëè÷èíû ñïóòíèêà S20 Ïàëèàê, âûâåäåí-
íûå èç äàííûõ MPC (òî÷êè) äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé óãëà ôàçû, è óòî÷íåííàÿ

ôîòîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü ýòîãî ñïóòíèêà (ëèíèÿ).

âîçíèêíåò íåîáõîäèìîñòü ïîëó÷èòü ðàçìåðû è ãðàâèòàöèîííûå ïà-
ðàìåòðû êàêèõ-ëèáî ñïóòíèêîâ äëÿ äðóãèõ ãèïîòåòè÷åñêèõ çíà÷å-
íèé pR è ρ, èõ ìîæíî ëåãêî ïåðåâû÷èñëèòü ïî ïðèâåäåííûì âûøå
ôîðìóëàì.

Âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ðàçìåùåíû â áàçå äàííûõ åñòåñòâåí-
íûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò NSDC (Arlot, Emelyanov, 2009), äîñòóïíîé
÷åðåç èíòåðíåò ïî àäðåñàì:
http://www.sai.msu.ru/neb/nss/html/multisat/paramhr.htm
http://nsdb.imcce.fr/multisat/paramhr.htm

11.4.6. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ðàçíûìè àâòîðàìè

Èç àñòðîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé äàëåêèõ ñïóòíèêîâ áîëüøèõ
ïëàíåò, îïóáëèêîâàíûõ â MPC, â ðàáîòå (Åìåëüÿíîâ, Óðàëüñêàÿ,
2011) áûëè îïðåäåëåíû ïàðàìåòðû G è H äëÿ 70 äàëåêèõ ñïóòíè-
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Ðèñ. 11.6. Àáñîëþòíûå çâåçäíûå âåëè÷èíû ñïóòíèêà S22 Èäæèðàê, âûâå-
äåííûå èç äàííûõ MPC (òî÷êè) äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé óãëà ôàçû, è óòî÷-

íåííàÿ ôîòîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü ýòîãî ñïóòíèêà (ëèíèÿ).

êîâ Þïèòåðà, Ñàòóðíà, Óðàíà è Íåïòóíà. Åùå äëÿ 27 äàëåêèõ ñïóò-
íèêîâ èç íàáëþäåíèé íàéäåíû èõ ñðåäíèå àáñîëþòíûå çâåçäíûå âå-
ëè÷èíû.

Ôîòîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû áûëè íàéäåíû äëÿ 46 äàëåêèõ
ñïóòíèêîâ Þïèòåðà. Òîëüêî äëÿ 8 èç íèõ èìåþòñÿ ôîòîìåòðè÷å-
ñêèå äàííûå â ðàáîòå (Grav et al., 2003). Â ýòîé ðàáîòå ïàðàìåòð H

îïðåäåëåí äëÿ ñïåêòðàëüíîé ïîëîñû V. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ
â òàáë. 11.1 äàþòñÿ çíà÷åíèÿ HV è ïîêàçàòåëÿ öâåòà V – R èç ðà-
áîòû (Grav et al., 2003) è íàéäåííûå â ðàáîòå (Åìåëüÿíîâ, Óðàëü-
ñêàÿ, 2011) çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ HR è GR äëÿ 8 äàëåêèõ ñïóòíèêîâ
Þïèòåðà. Ïðèâåäåííûå â ýòîé è ñëåäóþùèõ òàáëèöàõ ïîãðåøíî-
ñòè ÿâëÿþòñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íûìè îøèáêàìè (1σ) ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ïàðàìåòðîâ.

Èç 37 äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà, äëÿ êîòîðûõ áûëè îïðåäå-
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Òàáëèöà 11.1. Ôîòîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû âîñüìè äàëåêèõ ñïóòíèêîâ
Þïèòåðà, îïóáëèêîâàííûå â ðàáîòå (Grav et al., 2003), è ðåçóëüòàòû ðà-
áîòû (Åìåëüÿíîâ, Óðàëüñêàÿ, 2011) äëÿ ýòèõ ñïóòíèêîâ. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðå-
çóëüòàòîâ çíà÷åíèÿ HV ìîæíî ïðèâåñòè ê ñïåêòðàëüíîé ïîëîñå R ñ ïîìî-

ùüþ ïîêàçàòåëåé öâåòà V – R.

Åìåëüÿíîâ,

Ñïóòíèêè Grav et al. 2003 Óðàëüñêàÿ, 2011

N íàçâàíèå HV V −R HR GR

J17 Callirrhoe 13.92± 0.02 0.50± 0.02 14.00± 0.17 0.40

J18 Themisto 12.94± 0.01 0.46± 0.01 14.30± 0.40∗ −
J19 Megaclite 15.12± 0.05 0.41± 0.07 14.65± 0.18 0.17

J20 Taygete 15.63± 0.04 0.52± 0.04 15.10± 0.25 0.21

J22 Harpalyke 16.03± 0.12 0.62± 0.22 15.33± 0.29 −0.03

J23 Kalyke 15.28± 0.04 0.70± 0.05 14.88± 0.21 −0.08

J26 Iocaste 15.27± 0.03 0.36± 0.04 14.96± 0.21 0.03

J27 Praxidike 15.24± 0.03 0.34± 0.03 14.44± 0.45 −0.20

ëåíû ôîòîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû, òîëüêî äëÿ 12 èìåþòñÿ àíàëî-
ãè÷íûå äàííûå â ðàáîòàõ (Grav et al., 2003; Bauer et al., 2006; Grav,
Bauer, 2007). Äàííûå ðàáîòû (Grav, Bauer, 2007) âìåñòå ñ ðåçóëüòà-
òàìè ðàáîòû (Åìåëüÿíîâ, Óðàëüñêàÿ, 2011) ïðèâåäåíû â òàáë. 11.2.

Èç íàáëþäåíèé, ñîäåðæàùèõñÿ â MPC, áûëè îïðåäåëèëè ôîòî-
ìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû äëÿ 9 äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Óðàíà è 5 äàëå-
êèõ ñïóòíèêîâ Íåïòóíà. Èç ýòèõ ñïóòíèêîâ òîëüêî äëÿ 6 ñïóòíèêîâ
Óðàíà è îäíîãî ñïóòíèêà Íåïòóíà â ðàáîòå (Grav et al., 2004) äàþòñÿ
çíà÷åíèÿ HV è ïîêàçàòåëÿ öâåòà V-R. Ýòè äàííûå âìåñòå ñ ðåçóëü-
òàòàìè ðàáîòû (Åìåëüÿíîâ, Óðàëüñêàÿ, 2011) äàþòñÿ â òàáë. 11.3.
Äëÿ ñïóòíèêà N9 Ãàëèìåäà â ðàáîòå (Grav et al., 2004) îïóáëèêîâà-
íû äâà âàðèàíòà ïàðàìåòðîâ. Ïåðâûé èç íèõ ïîëó÷åí èç íàáëþäå-
íèé, âûïîëíåííûõ íà 6.5-ìåòðîâîì òåëåñêîïå Clay â îáñåðâàòîðèè
Magellan. Âòîðîé âàðèàíò (ïîìå÷åí â òàáëèöå çíà÷êîì **) ïîëó÷åí
ñ ïîìîùüþ 10-ìåòðîâîãî òåëåñêîïà Keck II.

Â òàáë. 11.1 è 11.3 çâåçäî÷êîé ïîìå÷åíû ñëó÷àè, êîãäà ïàðàìåòð
G íå îïðåäåëÿëñÿ, è âìåñòî HR äàíû çíà÷åíèÿ m(1, 1, α∗).

Èç ñðàâíåíèÿ äàííûõ â Òàáë. 11.1, 11.2 è 11.3 ìîæíî ñäåëàòü âû-
âîä, ÷òî ðåçóëüòàòû îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà HR äëÿ ðàññìîòðåííûõ
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Òàáëèöà 11.2. Ôîòîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû 12-òè äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Ñà-
òóðíà, îïóáëèêîâàííûå â äâóõ ðàáîòàõ. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ çíà÷å-
íèÿ HV ìîæíî ïðèâåñòè ê ñïåêòðàëüíîé ïîëîñå R ñ ïîìîùüþ ïîêàçàòåëåé

öâåòà V – R.

Åìåëüÿíîâ,

Ñïóòíèêè Grav and Bauer 2007 Óðàëüñêàÿ, 2011

N íàçâàíèå HR GR HR GR

S19 Ymir 11.81± 0.02 0.01± 0.06 11.97± 0.14 0.25

S20 Paaliaq 11.27± 0.04 −0.04± 0.12 11.62± 0.20 0.78

S21 Tarvos 12.61± 0.07 0.19± 0.15 12.65± 0.22 0.77

S22 Ijiraq 12.85± 0.12 −0.14± 0.22 13.03± 0.27 0.64

S23 Suttungr 14.08± 0.08 0.68± 0.46 14.50± 0.22 1.69

S24 Kiviuq 12.43± 0.16 0.27± 0.32 12.32± 0.29 0.61

S25 Mundilfari 14.28± 0.08 0.95± 0.52 14.43± 0.29 1.48

S26 Albiorix 10.87± 0.01 0.42± 0.06 11.15± 0.39 0.81

S27 Skathi 14.04± 0.11 0.64± 0.52 14.26± 0.14 1.20

S28 Erriapo 13.27± 0.15 0.57± 0.34 13.28± 0.25 0.27

S29 Siarnaq 10.24± 0.02 0.27± 0.04 9.91± 0.10 −0.30

S30 Thrymr 13.73± 0.08 −0.22± 0.30 14.01± 0.19 0.48

ñïóòíèêîâ â ðàáîòàõ ðàçíûõ àâòîðîâ â îñíîâíîì ñîãëàñóþòñÿ â ïðå-
äåëàõ îøèáîê 3σ. ×òî êàñàåòñÿ ïàðàìåòðà GR, òî îí â ðàáîòå (Åìå-
ëüÿíîâ, Óðàëüñêàÿ, 2011) ñëóæèë ñîãëàñóþùèì ïàðàìåòðîì ìîäå-
ëè. Åãî çíà÷åíèÿ â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íå ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ
äëÿ âûâîäîâ î ñâîéñòâàõ ïîâåðõíîñòåé ñïóòíèêîâ. Èç ãðàôèêîâ, ïî-
êàçûâàþùèõ ïðèìåðû ñîãëàñîâàíèÿ ìîäåëè ñ íàáëþäåíèÿìè, âèä-
íî, ÷òî òî÷íîñòè èñïîëüçóåìûõ ôîòîìåòðè÷åñêèõ èçìåðåíèé ÿâíî
íåäîñòàòî÷íî äëÿ óâåðåííîãî îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà G.

11.4.7. Âûâîäû îá îöåíêàõ ôîòîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ
äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò

Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû, âûïîëíåííîé àâòîðàìè ñòàòüè (Åìåëüÿíîâ,
Óðàëüñêàÿ, 2011), èç íàáëþäåíèé, îïóáëèêîâàííûõ â MPC, ïîëó÷å-
íû ïàðàìåòðû ôîòîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè, ò.å. àáñîëþòíàÿ çâåçäíàÿ
âåëè÷èíà H ïðè íóëåâîì óãëå ôàçû è ñîãëàñóþùèé ïàðàìåòð G

äëÿ âñåõ 97 äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà, Ñàòóðíà, Óðàíà è Íåïòó-

11.4. Оценки физических параметров далеких спутников планет 453



Òàáëèöà 11.3. Ôîòîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû øåñòè äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Óðà-
íà è îäíîãî ñïóòíèêà Íåïòóíà, îïóáëèêîâàííûå â ðàáîòàõ (Grav et al., 2004)
è (Åìåëüÿíîâ, Óðàëüñêàÿ, 2011). Äëÿ ñðàâíåíèÿ çíà÷åíèÿ HV ìîæíî ïðè-

âåñòè ê ñïåêòðàëüíîé ïîëîñå R ñ ïîìîùüþ ïîêàçàòåëåé öâåòà V – R.

Åìåëüÿíîâ,

Ñïóòíèêè Grav et al. 2003 Óðàëüñêàÿ, 2011

N íàçâàíèå HV V −R HR GR

U16 Caliban 9.16± 0.04 0.57± 0.03 8.86± 0.21 1.14

U17 Sycorax 7.50± 0.04 0.62± 0.01 7.59± 0.19 1.45

U18 Prospero 10.56± 0.05 0.39± 0.04 10.28± 0.14 1.22

U19 Setebos 10.57± 0.05 0.35± 0.03 10.12± 0.21 −0.28

U20 Stephano 11.69± 0.17 0.67± 0.22 11.13± 0.20 −0.13

U21 Trinculo 11.92± 0.18 0.35± 0.19 12.42± 0.22 1.25

N9 Halimede 9.01± 0.07 0.29± 0.08 9.44± 0.29∗ −
- 9.74± 0.08 0.47± 0.12∗∗ − −

íà. Íàéäåííûå ïàðàìåòðû îòíîñÿòñÿ ê ñïåêòðàëüíîé ïîëîñå R. Òî÷-
íîñòü îïðåäåëåíèÿ àáñîëþòíûõ çâåçäíûõ âåëè÷èí äëÿ áîëüøèíñòâà
ñïóòíèêîâ ñîñòàâëÿåò 0.1–0.3. Òî÷íîñòè èñïîëüçîâàííûõ íàáëþäå-
íèé îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íî äëÿ óâåðåííîãî îïðåäåëåíèÿ ïàðà-
ìåòðà G. Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé H ñ ðåçóëüòàòàìè ôî-
òîìåòðèè, îïóáëèêîâàííûìè äðóãèìè àâòîðàìè äëÿ 27 ñïóòíèêîâ,
ïîêàçûâàåò ðàçëè÷èÿ, íå ïðåâûøàþùèå 3σ. Ïî íàéäåííûì çíà÷å-
íèÿì ïàðàìåòðà H , ãèïîòåòè÷åñêèì çíà÷åíèÿì àëüáåäî è ïëîòíî-
ñòè âåùåñòâà îïðåäåëåíû ðàçìåðû ñïóòíèêîâ è èõ ãðàâèòàöèîííûå
ïàðàìåòðû.

11.5. Îïðåäåëåíèå ìàññû Ãèìàëèè ïî
àñòðîìåòðè÷åñêèì íàáëþäåíèÿì äðóãèõ
ñïóòíèêîâ

×òîáû ðåøàòü ïðîáëåìû ïðîèñõîæäåíèÿ è ýâîëþöèè Ñîëíå÷-
íîé ñèñòåìû, íàì íåîáõîäèìî çíàòü ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû ïëàíåò
è ñïóòíèêîâ, à òàêæå ñâîéñòâà èõ îðáèòàëüíûõ äâèæåíèé.

Äàëåêèå ñïóòíèêè ïëàíåò — î÷åíü ìàëûå íåáåñíûå òåëà. Ïî íà-
áëþäåíèÿì ñ Çåìëè äëÿ íèõ ìîæíî îïðåäåëèòü òîëüêî çâåçäíûå
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âåëè÷èíû. Ìàññû äàëåêèõ ñïóòíèêîâ, èõ ðàçìåðû è àëüáåäî îñòà-
þòñÿ íåèçâåñòíûìè. Îäíàêî, åñëè ïðèíÿòü êàêóþ-ëèáî ãèïîòåçó î
ñâåòîîòðàæàòåëüíûõ ñâîéñòâàõ ïîâåðõíîñòè ñïóòíèêîâ, òî ìîæíî
âû÷èñëèòü èõ ðàçìåðû. Åñëè ïðèíÿòü åùå è ãèïîòåçó î ïëîòíîñòè
âåùåñòâà, èç êîòîðîãî îíè ñîñòîÿò, òî ìîæíî âû÷èñëèòü è ìàññû
ñïóòíèêîâ.

Çíàíèå ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ñòàíîâèòñÿ âåñü-
ìà âàæíûì, ó÷èòûâàÿ ìàññîâîå îòêðûòèå íîâûõ òàêèõ ñïóòíèêîâ â
êîíöå XX è íà÷àëå XXI âåêîâ. Ìàññà òîëüêî îäíîãî äàëåêîãî ñïóò-
íèêà Ñàòóðíà — S9 Ôåáû áûëà îïðåäåëåíà íåïîñðåäñòâåííî ïðè
ïðîëåòå âáëèçè Ñàòóðíà êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà «Êàññèíè» â èþíå
2004 ãîäà (Jacobson, 2004).

Ìàññà äàëåêîãî ñïóòíèêà Þïèòåðà Ãèìàëèè áûëà ïðåäìåòîì
îñîáîãî âíèìàíèÿ â ðàáîòå (Christou, 2005). Àâòîð ýòîé ðàáîòû ïðî-
äåìîíñòðèðîâàë ñïîñîáíîñòü Ãèìàëèè ðàññåèâàòü ãðóïïó ñïóòíèêîâ
ñ áëèçêèìè îðáèòàìè íà áîëüøîì èíòåðâàëå âðåìåíè è ïîêàçàë, ÷òî
ýòî ðàññåèâàíèå êðèòè÷åñêè çàâèñèò îò ìàññû Ãèìàëèè.

Èññëåäîâàòåëÿì èçâåñòåí íåçàâèñèìûé ìåòîä äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ìàññ ñïóòíèêîâ, äâèæåíèå êîòîðûõ ïîäâåðæåíî âëèÿíèþ ïðèòÿæå-
íèÿ äðóãèõ ñïóòíèêîâ. Òàêîé îáùèé ïîäõîä áûë, â ÷àñòíîñòè, ïðè-
ìåíåí ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ ìàññ àñòåðîèäîâ âî âðåìÿ èõ âçàèìíûõ
ñáëèæåíèé (Michalak, 2001). Âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ ìàññ òàêèì
ñïîñîáîì ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó òî÷íîñòüþ
íàáëþäåíèé è âåëè÷èíîé âçàèìíûõ âîçìóùåíèé íåáåñíûõ òåë.

Ïîïûòêà îïðåäåëåíèÿ ìàññû ñïóòíèêà Þïèòåðà Ãèìàëèè íåïî-
ñðåäñòâåííî ïî åãî ãðàâèòàöèîííîìó âëèÿíèþ íà äðóãîé ñïóòíèê,
äâèæåíèå êîòîðîãî íàáëþäàëîñü ñ Çåìëè, áûëà ñäåëàíà â ðàáîòå
(Emelyanov, 2005à).

Ñíà÷àëà áûëà ïðèíöèïèàëüíî îöåíåíà âîçìîæíîñòü îïðåäåëå-
íèÿ ìàññ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà ðàññìàòðèâàåìûì ñïîñîáîì.
Èç ðàññìîòðåíèÿ áûëè èñêëþ÷åíû ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî îòêðû-
òûå ñïóòíèêè, òàê êàê ïî îöåíêàì èõ çâåçäíûõ âåëè÷èí áûëî ÿñ-
íî, ÷òî îíè èìåþò âåñüìà ìàëûå ìàññû. Áûëè âçÿòû äâå íåçàâèñè-
ìûå ãðóïïû ñïóòíèêîâ. Ïåðâàÿ ãðóïïà — ñïóòíèêè íà ðàññòîÿíèÿõ
10–13 ìëí êì îò ïëàíåòû. Ýòî ñïóòíèêè Ãèìàëèÿ (J6), Ýëàðà (J7),
Ëèñèòåÿ (J10) è Ëåäà (J13). Âòîðóþ ãðóïïó ñîñòàâëÿþò ñïóòíèêè
íà ðàññòîÿíèÿõ 20–25 ìëí êì, ýòî Ïàñèôå (J8), Ñèíîïå (J9), Êàðìå
(J11) è Àíàíêå (J12). Ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ìàññû
ñàìîãî ìàññèâíîãî â êàæäîé ãðóïïå ñïóòíèêà ïî åãî âîçìóùåíè-
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ÿì, îêàçûâàåìûì íà äâèæåíèå îñòàëüíûõ. Â ïåðâîé ãðóïïå ýòî áûë
ñïóòíèê Ãèìàëèÿ (J6), à âî âòîðîé — ñïóòíèê Ïàñèôå (J8).

Äàëåå áûëè ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ èñ-
êóññòâåííî ñîçäàííûõ íàáëþäåíèé, òàê íàçûâàåìûõ «ñèìóëÿöèé».
Èñïîëüçîâàëàñü ìîäåëü äâèæåíèÿ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà, ïî-
ñòðîåííàÿ íà îñíîâå âñåõ èìåþùèõñÿ íàáëþäåíèé è îïóáëèêîâàí-
íàÿ â ñòàòüå (Emelyanov, 2005á).

Äëÿ ñïóòíèêîâ êàæäîé èç äâóõ ãðóïï íà îñíîâå ìîäåëè äâèæå-
íèÿ áûëè âû÷èñëåíû ãåîöåíòðè÷åñêèå ïðÿìûå âîñõîæäåíèÿ è ñêëî-
íåíèÿ ñïóòíèêîâ íà èíòåðâàëå âðåìåíè ñ 1905 ïî 2003 ãîä ñ ùàãîì
90 ñóòîê. Ê ðåçóëüòàòàì òàêèõ èñêóññòâåííûõ íàáëþäåíèé ïðèáàâ-
ëÿëèñü ñëó÷àéíûå îøèáêè, ïîëó÷åííûå äàò÷èêîì ñëó÷àéíûõ ÷è-
ñåë, ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è çàäàííîé äèñïåðñè-
åé. Ìàññà òîëüêî ñàìîãî ìàññèâíîãî ñïóòíèêà ïîëàãàëàñü îòëè÷íîé
îò íóëÿ. Äëÿ Ãèìàëèè (J6) áûëî âçÿòî çíà÷åíèå ãðàâèòàöèîííîãî
ïàðàìåòðà, ðàâíîå 0.45 êì3/c2, äëÿ Ïàñèôå (J8) — 0.013 êì3/c2. Ýòî
òå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå áûëè èçâåñòíû â òî âðåìÿ èç ïóáëèêàöèé.

Ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ
äâèæåíèÿ èç íàáëþäåíèé, îïèñàííûé â Ãëàâå 6. Â ÷èñëî óòî÷íÿå-
ìûõ ïàðàìåòðîâ âêëþ÷àëèñü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ðåøåíèÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ è ãðàâèòàöèîííûé
ïàðàìåòð Gm íàèáîëåå ìàññèâíîãî èç íèõ. Ñîâìåñòíî óòî÷íÿëèñü
ïàðàìåòðû äëÿ ÷åòûðåõ ñïóòíèêîâ â êàæäîé ãðóïïå. Âàðüèðîâàëàñü
äèñïåðñèÿ îøèáîê íàáëþäåíèé â ïðåäåëàõ 0.2 ñåêóíäû äóãè. Ïî ìå-
òîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ) âû÷èñëÿëàñü îöåíêà òî÷íîñòè
îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ.

Íà îñíîâå òàêèõ «ñèìóëÿöèé» ïîëó÷èëèñü ñëåäóþùèå ðåçóëü-
òàòû. Íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ìàññ ñïóòíèêîâ îòëè÷àëèñü îò èõ ìî-
äåëüíûõ çíà÷åíèé ìåíüøå, ÷åì èõ îøèáêè, îöåíåííûå ïî ÌÍÊ.
Áûëî îïðåäåëåíî ñîîòíîøåíèå ìåæäó ìîäåëüíûìè îøèáêàìè íà-
áëþäåíèé è îøèáêîé îïðåäåëåíèÿ ìàññû âîçìóùàåìîãî ñïóòíèêà.
Îøèáêà íàáëþäåíèé îïðåäåëÿëàñü êàê óãëîâîå ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó òî÷íûì è îøèáî÷íûì ãåîöåíòðè÷åñêèìè ïîëîæåíèÿìè ñïóò-
íèêà. Âû÷èñëÿëàñü ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ âåëè÷èíà σd ýòèõ îøèáîê.
Ïî ÌÍÊ îïðåäåëÿëàñü ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ âåëè÷èíà σGm îøèáîê
ãðàâèòàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ âîçìóùàþùèõ ñïóòíèêîâ. Ïîëó÷èëèñü
ñëåäóþùèå ÷èñëåííûå ñîîòíîøåíèÿ: äëÿ Ãèìàëèè (J6)

σGm = 0.031 σd,
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äëÿ Ïàñèôå (J8)
σGm = 0.32 σd.

Çäåñü σd âûðàæåíû â ñåêóíäàõ äóãè, à σGm â êì3/c2.
Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî åñëè, íàïðèìåð, îøèáêà íà-

áëþäåíèé ñîñòàâëÿåò 0.2 ñåêóíäû äóãè, òî îøèáêà îïðåäåëåíèÿ ãðà-
âèòàöèîííîãî ïàðàìåòðà Ãèìàëèè (J6) áóäåò 0.0062 êì3/c2, ÷òî ñî-
ñòàâëÿåò 1.4 % îò ìîäåëüíîãî çíà÷åíèÿ. Äëÿ Ïàñèôå (J8) â ýòîì
ñëó÷àå îøèáêà áóäåò 0.064 êì3/c2, ÷òî â ïÿòü ðàç áîëüøå ïðåäïîëà-
ãàåìîãî çíà÷åíèÿ Gm.

Èññëåäîâàíèÿ, ïðîâåäåííûå íà «ñèìóëÿöèÿõ», ïðåäñòàâëÿþò
èäåàëüíûé ñëó÷àé ðåøåíèÿ ïðîáëåìû. Ïðè îïðåäåëåíèè ïàðàìåò-
ðîâ íà îñíîâå ðåàëüíûõ íàáëþäåíèé ñëåäóåò îæèäàòü áîëåå ãðó-
áûõ ðåçóëüòàòîâ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî òî÷íîñòü ñåãîäíÿøíèõ íàçåìíûõ
íàáëþäåíèé äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 0.2 ñåêóíäû
äóãè, ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî îïðåäåëåíèå ìàññû Ïàñèôå (J8) òàêèì
ïóòåì íåâîçìîæíî. Îäíàêî äëÿ Ãèìàëèè (J6) îñòàåòñÿ íàäåæäà ýòî
ñäåëàòü.

Äàëåå â ðàáîòå (Emelyanov, 2005à) âûïîëíåíî èññëåäîâàíèå ÷óâ-
ñòâèòåëüíîñòè íàáëþäåíèé ê âàðèàöèè ìàññû âîçìóùàþùåãî ñïóò-
íèêà. Îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè Φ(t) â çàâèñèìîñòè îò
âðåìåíè t

Φ(t) =

√(
∂α

∂m

)2

+

(
∂δ

∂m

)2

. (11.7)

Áîëüøèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ÷óâñòâèòåëüíîñòè îçíà÷àþò óëó÷øå-
íèå òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ èñêîìîé ìàññû. Îêàçàëîñü, ÷òî ðåçêèé
ðîñò ôóíêöèè ÷óâñòâèòåëüíîñòè âîçíèêàåò ïîñëå ñëó÷àåâ ñáëèæå-
íèÿ äâóõ ñïóòíèêîâ. Íàèáîëåå çíà÷èòåëüíûé ðîñò ôóíêöèè âîç-
íèê, êîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó Ãèìàëèåé (J6) è Ýëàðîé (J7) óïàëî äî
çíà÷åíèÿ 65031 êì. Ýòî ïðîèçîøëî 15 èþëÿ 1949 ãîäà. Ýòî çíà÷è-
òåëüíîå ñáëèæåíèå, åñëè ó÷èòûâàòü, ÷òî ñðåäíåå ðàññòîÿíèå îáîèõ
ñïóòíèêîâ äî ïëàíåòû ñîñòàâëÿåò îêîëî 12 ìëí êì. Ñïóòíèê Ëè-
ñèòåÿ (J10) ïîñëå åãî îòêðûòèÿ â 1938 ãîäó èñïûòûâàåò äâà ðåç-
êèõ ñáëèæåíèÿ ñ Ãèìàëèåé (J6): 9 èþëÿ 1954 ãîäà — íà ðàññòîÿíèå
454216 êì è 19 íîÿáðÿ 1954 ãîäà — íà ðàññòîÿíèå 168891 êì.

Ýêñïåðèìåíòû íà èñêóññòâåííûõ íàáëþäåíèÿõ ïîêàçàëè, ÷òî
íàèëó÷øèé ñîñòàâ íàáëþäåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàññû âîçìóùà-
þùåãî ñïóòíèêà ïîëó÷àåòñÿ òîãäà, êîãäà èíòåðâàëû âðåìåíè íà-
áëþäåíèé äî è ïîñëå ñáëèæåíèÿ îäèíàêîâû. Òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ
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Òàáëèöà 11.4. Ðåçóëüòàòû îïðåäåëåíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïàðàìåòðà Gm Ãè-
ìàëèè (J6) ïðè ðàçëè÷íûõ ñîñòàâàõ íàáëþäåíèé. Îáîçíà÷åíèÿ: NJ7 — îá-
ùåå ÷èñëî èñïîëüçîâàííûõ íàáëþäåíèé Ýëàðû (J7); N ′J7 — ÷èñëî èñïîëü-
çîâàííûõ íàáëþäåíèé Ýëàðû (J7), âûïîëíåííûõ äî 1949 ãîäà; NJ10 — ÷èñ-

ëî èñïîëüçîâàííûõ íàáëþäåíèé Ëèñèòåè (J10).

N N ′ N σd σGm Gm

J7 J7 J10 ñåê.äóãè êì3/c2 êì3/c2

326 38 143 0.564 0.039 0.270

326 38 - 0.551 0.041 0.310

315 36 136 0.529 0.038 0.278

315 36 - 0.521 0.039 0.297

280 24 120 0.454 0.037 0.278

280 24 - 0.442 0.039 0.284

ìàññû óëó÷øàåòñÿ ñ ðîñòîì âåëè÷èíû ýòèõ èíòåðâàëîâ. Î÷åâèäíî,
÷òî ïðè ìåíüøèõ ðàññòîÿíèÿõ òåñíîãî ñáëèæåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ áîëåå
òî÷íûé ðåçóëüòàò îïðåäåëåíèÿ ìàññû.

×òî êàñàåòñÿ îïðåäåëåíèÿ ìàññû Ãèìàëèè (J6), òî òî÷íîñòü îêà-
çàëàñü íåèçìåííîé ïðè äîáàâëåíèè íàáëþäåíèé Ëèñèòåè (J10) ê
íàáëþäåíèÿì Ýëàðû (J7). Ðåøàþùèì îêàçàëîñü èñêëþ÷èòåëüíîå
ñáëèæåíèå Ãèìàëèè (J6) è Ýëàðû (J7) 15 èþëÿ 1949 ãîäà.

Áàçà äàííûõ íàáëþäåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàññû Ãèìàëèè (J6)
áûëà òà æå, ÷òî è ïðè îïðåäåëåíèè ïàðàìåòðîâ îðáèò ñïóòíèêîâ â
ðàáîòå (Emelyanov, 2005á). Èç ðÿäà íàáëþäåíèé áûëè èñêëþ÷åíû
íåêîòîðûå ÿâíî íåòî÷íûå äàííûå. Áûëî ïðåäïðèíÿòî èññëåäîâà-
íèå çàâèñèìîñòè ðåçóëüòàòà îïðåäåëåíèÿ ìàññû ñïóòíèêà îò ñîñòà-
âà èñïîëüçóåìûõ íàáëþäåíèé. Ðàññìàòðèâàëèñü íåñêîëüêî âàðèàí-
òîâ ñîñòàâà äàííûõ. Ðåçóëüòàòû ïîêàçàíû â òàáë. 11.4. Çäåñü ìîæíî
ñäåëàòü âûâîä, ÷òî çàâèñèìîñòü ïîëó÷àåìîãî çíà÷åíèÿ îò ñîñòàâà
íàáëþäåíèé äîñòàòî÷íî ñëàáàÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ îøèáêîé, ÷òî ñâè-
äåòåëüñòâóåò î íàäåæíîñòè ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà.

Ïî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû (Emelyanov, 2005à) áûëî ñäåëàíî çàêëþ-
÷åíèå, ÷òî íàèáîëåå äîñòîâåðíûì çíà÷åíèåì ãðàâèòàöèîííîãî ïàðà-
ìåòðà äàëåêîãî ñïóòíèêà Þïèòåðà Ãèìàëèè (J6), íàéäåííûì èç íà-
áëþäåíèé, ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå: 0.28±0.04 êì3/c2. Ïîëó÷åííîå çíà-
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÷åíèå ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò çíà÷åíèÿ 0.45 êì3/c2, äàííîãî â
JPL Solar System Dynamics (https://ssd.jpl.nasa.gov/).

Â ðàáîòå (Åìåëüÿíîâ, Âàøêîâüÿê, Øåðåìåòüåâ, 2007) ïîêàçàíî,
÷òî ïî íàçåìíûì íàáëþäåíèÿì íåâîçìîæíî òàêèì æå îáðàçîì ïî-
ëó÷èòü ìàññó íèêàêîãî äðóãîãî äàëåêîãî ñïóòíèêà Þïèòåðà, Ñàòóð-
íà, Óðàíà è Íåïòóíà.

Ïîñëå ðàáîòû (Emelyanov, 2005à) ñïóñòÿ 12 ëåò ïîÿâèëàñü ðàáî-
òà (Brozovic, Jacobson, 2017) ïî îïðåäåëåíèþ ìàññû äàëåêîãî ñïóò-
íèêà Þïèòåðà Ãèìàëèè (J6). Èñïîëüçîâàí îáøèðíûé íàáîð íàáëþ-
äåíèé íà çíà÷èòåëüíî áîČëüøåì èíòåðâàëå âðåìåíè, ÷åì ýòî áûëî
ñäåëàíî â ðàáîòå (Emelyanov, 2005à). Áûëè âçÿòû 129 íàáëþäåíèé
Ýëàðû (J7), âûïîëíåííûõ äî 1949 ãîäà è 1876 íàáëþäåíèé âñåãî
íà èíòåðâàëå âðåìåíè ìåæäó 1905 è 2016 ãîäàìè. Èñïîëüçîâàëèñü
44 íàáëþäåíèé Ëèñèòåè (J10) äî åå ñáëèæåíèÿ ñ Ãèìàëèåé (J6) è
772 íàáëþäåíèé âñåãî íà èíòåðâàëå âðåìåíè ìåæäó 1938 è 2016 ãî-
äàìè. Ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå ôîðìàëüíîå çíà÷åíèå ãðàâèòàöèîííîãî
ïàðàìåòðà Ãèìàëèè (J6): Gm = 0.13± 0.02 êì3/c2 (îöåíêà òî÷íîñòè
ïî ïðàâèëó 1σ). Îäíàêî â ðàáîòå (Brozovic, Jacobson, 2017) ñäåëà-
íî çàêëþ÷åíèå, ÷òî ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð Ãèìàëèè (J6) ìîæåò
çàêëþ÷àòüñÿ â ïðåäåëàõ 0.13− 0.28 êì3/c2.

Â ýòîé ðàáîòå ñäåëàíà òàêæå îöåíêà ïëîòíîñòè âåùåñòâà ñïóò-
íèêà Þïèòåðà Ãèìàëèè (J6) íà îñíîâå ñðåäíèõ ðàçìåðîâ ñïóòíè-
êà ïî ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèé ñ êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà «Êàññèíè»
(Porco et al., 2003). Ðàäèóñ Ãèìàëèè (J6) áûë ïðèíÿò ðàâíûì 67.5
êì. Îêàçàëîñü, ÷òî åñëè âçÿòü Gm = 0.13 êì3/c2, òî ïëîòíîñòü ïî-
ëó÷èòñÿ ðàâíîé 1.55 ã/ñì3. Ïðè Gm = 0.28 êì3/c2, ïëîòíîñòü ðàâíà
2.26 ã/ñì3.
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Глава 12

СОВРЕМЕННЫЕМОДЕЛИ ДВИЖЕНИЯ
СПУТНИКОВ ПЛАНЕТ.

ИНФОРМАЦИОННЫЕ РЕСУРСЫ

Ðåçþìå

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùèå àñïåêòû íàó÷íî-
îðãàíèçàöèîííîé äåÿòåëüíîñòè. Êàê è çà÷åì ñîçäàþòñÿ íîâûå âåð-
ñèè è âàðèàíòû ìîäåëåé äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ? ßñíî, ÷òî ìîäåëè
äâèæåíèÿ åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò, ñîçäàâàåìûå íà îñíîâå
íàáëþäåíèé, ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî è ðåçóëüòàòîì è ñðåäñòâîì
èññëåäîâàíèé. Ïîñêîëüêó îíè ñîçäàþòñÿ äëÿ êàêèõ-òî ïîòåíöèàëü-
íûõ ïîëüçîàòåëåé, âàæíî çíàòü, êàê îáåñïå÷èâàåòñÿ äîñòóï ïîòðå-
áèòåëåé ê ñîçäàâàåìûì ñðåäñòâàì èññëåäîâàíèé. Ýòî ðàññìàòðèâà-
åòñÿ â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ êíèãè.

Êàêèå ñóùåñòâóþò â íàñòîÿùåå âðåìÿ îáùåäîñòóïíûå áàçû äàí-
íûõ è ñðåäñòâà âû÷èñëåíèÿ ýôåìåðèä åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ ïëà-
íåò? Îñíîâíûå èç íèõ ïåðå÷èñëÿþòñÿ íèæå. Äàåòñÿ îïèñàíèå ñðåä-
ñòâà âû÷èñëåíèÿ ýôåìåðèä MULTI-SAT, ðàçðàáîòàííîãî àâòîðîì
íàñòîÿùåé êíèãè. Îáúÿñíÿåòñÿ, êàêèå òèïû êîîðäèíàò ñïóòíèêà
ìîæåò âûäàâàòü ñåðâåð ýôåìåðèä MULTI-SAT. Â ñïåöèàëüíîì ðàç-
äåëå ðàññêàçûâàåòñÿ, êàêèå êîíêðåòíî ìîäåëè äâèæåíèÿ çàëîæåíû
â MULTI-SAT è êòî èõ ðàçðàáîòàë. Ïðèâîäÿòñÿ òàêæå èñòî÷íèêè è
àâòîðû ìîäåëåé äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ, çàëîæåííûå â ñëóæáó ýôåìå-
ðèä HIRIZONS àìåðèêàíñêîãî èíñòèòóòà Jet Propulsion Laboratory
(JPL), California Institute of Technology.

Â êîíöå ãëàâû óïîìèíàåòñÿ ïîíÿòèå âèðòóàëüíîé îáñåðâàòîðèè.
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12.1. Âàðèàíòû è ñìåíà âåðñèé òåîðèé äâèæåíèÿ è
ýôåìåðèä ñïóòíèêîâ ïëàíåò

Èñòîðèÿ ðàçðàáîòêè òåîðèé äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ áîëüøèõ ïëà-
íåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû âåñüìà îáøèðíà. Ïîïûòêè ìîäåëèðîâàòü
äâèæåíèå ñïóòíèêîâ íà÷àëèñü ñ ìîìåíòà èõ îòêðûòèÿ. Â ïðîøëûå
âåêà òàêèå òåîðèè îïèðàëèñü íà ìîäåëè êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ. Â
ïðîöåññå ðàçâèòèÿ òåîðèè ê ìîäåëè êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ äîáàâ-
ëÿëèñü âîçìóùåíèÿ îò ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ. Âåñüìà øèðîêî ïðèìå-
íÿëàñü è äî ñèõ ïîð ïðèìåíÿåòñÿ ìîäåëü ïðåöåññèðóþùåãî ýëëèï-
ñà. Â ïîïûòêàõ ïîñòðîèòü íàèáîëåå òî÷íóþ àíàëèòè÷åíñêóþ òåî-
ðèþ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ïëàíåòû èññëåäîâàòåëè âûâîäèëè ÷ðåçâû-
÷àéíî îáúåìíûå ôîðìóëû. Òàêèå àíàëèòè÷åñêèå ìîäåëè îäíîâðå-
ìåííî ñëóæèëè êàê äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýôåìåðèä, òàê è äëÿ îïèñàíèÿ
ýâîëþöèè îðáèò.

Ñ ïîÿâëåíèåì áûñòðîäåéñòâóþùèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí îá-
ùàÿ çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ïëàíåò ðàçäåëè-
ëàñü íà äâå ìåòîäè÷åñêè ðàçëè÷íûå ïðîáëåìû â ñîîòâåòñòâèè ñ ïî-
ñòàâëåííûìè öåëÿìè.

Ïåðâàÿ è áëèæàéøàÿ öåëü — ïîëó÷åíèå ýôåìåðèä íà áëèæàé-
øåå âðåìÿ äëÿ ïðîâåäåíèÿ íîâûõ íàáëþäåíèé è äëÿ îñóùåñòâëå-
íèÿ êîñìè÷åñêèõ ìèññèé. Èíòåðâàë âðåìåíè, íà êîòîðîì ìîäåëè-
ðîâàëîñü äâèæåíèå ñïóòíèêà, â ýòîì ñëó÷àå îòíîñèòåëüíî íåâåëèê.
Ïîýòîìó âåñüìà ýôôåêòèâíûì îêàçàëîñü âûïîëíåíèå ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íà áûñò-
ðîäåéñòâóþùèõ êîìïüþòåðàõ. Ïðîñòîòà ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ, êîãäà
íóæíî çàïðîãðàììèðîâàòü ëèøü âû÷èñëåíèå ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâ-
íåíèé äâèæåíèÿ, ïîâåëà ïî ýòîìó ïóòè ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé.

Íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíàÿ ïðîáëåìà ïîÿâëÿåòñÿ ïðè ïîïûòêàõ
óòî÷íÿòü ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ èç íàáëþäåíèé, êîãäà íóæíî âû-
÷èñëÿòü åùå è ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí ïî
óòî÷íÿåìûì ïàðàìåòðàì. Çäåñü ïðèáàâëÿåòñÿ òðóäíîñòü, ñâÿçàííàÿ
ñ òåì, ÷òî â ýòîé çàäà÷å ìîäåëèðîâàòü äâèæåíèå ñïóòíèêà íóæíî
íà âñåì èíòåðâàëå âðåìåíè íàáëþäåíèé. Äëÿ íåêîòîðûõ ñïóòíèêîâ
ýòîò èíòåðâàë óæå äîñòèãàåò 300 ëåò. Íî è ýòè ïðîáëåìû â îñíîâ-
íîì ðåøàþòñÿ ìåòîäàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Äðóãàÿ öåëü ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ïëàíåò — îïè-
ñàòü ýâîëþöèþ îðáèò íà ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîì èíòåðâàëå âðåìå-
íè. Ýòî íåîáõîäèìî äëÿ âûÿñíåíèÿ èñòîðèè îáðàçîâàíèÿ ïëàíåò è
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ñïóòíèêîâ, à òàêæå äëÿ âûÿñíåíèÿ èõ ñóäüáû â áóäóùåì. Â òàêîé
ïîñòàíîâêå ðåøåíèå ìåòîäàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ âåñüìà
çàòðóäíåíî, à ïðè íåêîòîðûõ âàðèàíòàõ çàäà÷è ïðîñòî íåâîçìîæíî.
Çäåñü ïðåïÿòñòâèÿìè ñòàíîâÿòñÿ íåïîìåðíî áîëüøèå çàòðàòû âðå-
ìåíè âû÷èñëåíèé, íåâîçìîæíîñòü äîñòîâåðíîé îöåíêè òî÷íîñòè ðå-
øåíèÿ è, âîîáùå, îãðàíè÷åííîñòü òî÷íîñòè. Ïðè ýòèõ îáñòîÿòåëü-
ñòâàõ ìû âûíóæäåíû ïðèáåãàòü ê ïîïûòêàì ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷å-
ñêîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Çà èñêëþ-
÷åíèåì íåñêîëüêèõ ïðîñòåéøèõ ìåõàíè÷åñêèõ ìîäåëåé òî÷íîå àíà-
ëèòè÷åñêîå ðåøåíèÿ îáùåé çàäà÷è ïîëó÷èòü íåâîçìîæíî. Ê òîìó
æå íèêàêîå ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå íå áóäåò ñïðà-
âåäëèâî íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè. Âñå æå àíàëèòè÷åñêèå
ìåòîäû äàþò âîçìîæíîñòü ñòðîèòü ìîäåëè ýâîëþöèè îðáèò íà âåñü-
ìà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè.

Ïðîáëåìû ýâîëþöèè îáèò ñïóòíèêîâ ïëàíåò ðàññìîòðåíû âûøå
â ñïåöèàëüíîé Ãëàâå 10. Çäåñü æå ðàññêàç áóäåò ïîñâÿùåí òåîðèÿì è
ìîäåëÿì äâèæåíèÿ, êîòîðûå ñòðîèëèñü ñ öåëüþ âû÷èñëåíèÿ íàèáî-
ëåå òî÷íûõ ýôåìåðèä ñïóòíèêîâ ïëàíåò. Ïóòü, íà êîòîðîì çäåñü äî-
ñòèãàåòñÿ ïðîãðåññ, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Â êàêîé-òî òåêóùèé ìî-
ìåíò óæå ñóùåñòâóåò ìîäåëü äâèæåíèÿ, îñíîâàííàÿ íà âñåõ èìåþ-
ùèõñÿ íà ýòîò ìîìåíò íàáëþäåíèÿõ. Íàáëþäàòåëè ïðîäîëæàþò íà-
áëþäàòü, ïîëó÷àþò íîâûå àñòðîìåòðè÷åñêèå äàííûå è ïóáëèêóþò
èõ â äîñòóïíûõ íàó÷íûõ èçäàíèÿõ. Íàñòóïàåò âðåìÿ, êîãäà ïîÿâëÿ-
åòñÿ âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü íîâóþ âåðñèþ ìîäåëè äâèæåíèÿ è ýôå-
ìåðèä êîíêðåòíîé ãðóïïû ñïóòíèêîâ. Èññëåäîâàòåëè, êîòîðûå çà-
íèìàþòñÿ ýòèì ñèñòåìàòè÷åñêè, ïîëüçóÿñü ñèòóàöèåé, ñîçäàþò íî-
âóþ ìîäåëü. Îáû÷íî îíà ðåàëèçóåòñÿ â âèäå äîñòóïíûõ ñðåäñòâ âû-
÷èñëåíèé ýôåìåðèä è îêàçûâàåòñÿ â ðàñïîðÿæåíèè âñåõ æåëàþùèõ
ýòèì âîñïîëüçîâàòüñÿ. Èíîãäà íàáëþäàòåëè â ñâîåé ðàáîòå êîîïå-
ðèðóþòñÿ ñ êîëëåãàìè, óìåþùèìè ñòðîèòü òåîðèè äâèæåíèÿ, è ñîâ-
ìåñòíî ïóáëèêóþò íîâóþ ìîäåëü äâèæåíèÿ. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ «âëà-
äåëüöû» íàáëþäåíèé îáëàäàþò ïðåèìóùåñòâîì ïî ñðàâíåíèþ ñî
ñâîèìè íå ìåíåå ñïîñîáíûêè êîëëåãàìè. Ïðè ñìåíå âåðñèé òî âðå-
ìÿ, â êîòîðîå ìîäåëü äâèæåíèÿ îñòàåòñÿ ñàìîé òî÷íîé è ëó÷øåé â
ìèðå, áûâàåò âåñüìà ðàçëè÷íûì. Íåêîòîðûå òåîðèè ñìåíÿþòñÿ íî-
âûìè ÷åðåç ãîä-äâà, à íåêîòîðûå «æèâóò» è ïî 20 ëåò.

Â ýòîé ñìåíå âåðñèé ìîäåëåé äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ âåñüìà âàæ-
íû äâà îáñòîÿòåëüñòâà. Âî-ïåðâûõ, ïðàâèëüíûì ïîëîæåíèåì äåë ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíîâðåìåííîå íàëè÷èå äâóõ-òðåõ íåçàâèñèìî ïîñòðîåííûõ
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ìîäåëåé. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðîâåðèòü è îöåíèòü òî÷íîñòü ñðåäñòâ âû-
÷èñëåíèÿ ýôåìåðèä. Åñëè ñóùåñòâóþò òðè ìîäåëè, äâå èç êîòîðûõ
äàþò áëèçêèå ìåæäó ñîáîé ðåçóëüòàòû, à ðåçóëüòàòû òðåòüåé ìî-
äåëè ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò ðåçóëüòàòîâ ïåðâûõ äâóõ, ñòàíî-
âÿòñÿ ñîìíèòåëüíûìè äîñòîèíñòâà ýòîé òðåòüåé ìîäåëè. Âî-âòîðûõ,
íåîáõîäèìî îñòàâëÿòü â äîñòóïå ïðåäøåñòâóþùèå ìîäåëè äâèæå-
íèÿ ñïóòíèêîâ. Ìíîãèå íîâûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå íà
îñíîâå êàêîé-òî òåîðèè äâèæåíèÿ ñïóòíèêà, èíîãäà íóæäàþòñÿ â
âîñïðîèçâåäåíèè è ïðîâåðêå. ×òîáû âû÷èñëåíèÿ ïîëó÷èëèñü ñîãëà-
ñîâàííûìè, íóæíî ïðèìåíÿòü òå ñðåäñòâà, êîòîðûå óæå èñïîëüçî-
âàëèñü ðàíåå.

Íåêîòîðûå êîíñòðóêòîðû ìîäåëåé äâèæåíèÿ âðåìÿ îò âðåìåíè
ñîâåðøåíñòâóþò ñâîè ïðîèçâåäåíèÿ ÷àùå âñåãî çà ñ÷åò ðàñøèðå-
íèÿ íàáëþäàòåëüíîé áàçû. Òîãäà ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå âåðñèè òîé æå
ñàìîé ìîäåëè. Â íåêîòîðûå ïåðèîäû âðåìåíè ìîãóò ñóùåñòâîâàòü
äâå èëè áîëåå ñîâåðøåííûõ ìîäåëåé äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ, ïîñòðî-
åííûõ ðàçíûìè àâòîðàìè. Òîãäà ìû ãîâîðèì íå î âåðñèÿõ, à î ðàç-
ëè÷íûõ âàðèàíòàõ ìîäåëåé.

×òî êàñàåòñÿ íàáîðà ó÷èòûâàåìûõ âîçìóùàþùèõ ôàêòîðîâ è
òî÷íîñòè ïðèìåíÿåìûõ ìåòîäîâ, òî íóæíî îòñëåæèâàòü, ÷òîáû ïðè-
ìåíÿåìûå äîïóùåíèÿ òåîðèè è ïðèáëèæåííîñòü ìåòîäîâ âû÷èñ-
ëåíèé íå óõóäøàëè ìîäåëü áîëåå, ÷åì îøèáêè íàáëþäåíèé. Ïðè
ýòîì íå äîñòàòî÷íî îöåíèâàòü òî÷íîñòü îïðåäåëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ.
Äëÿ êàæäîãî îòáðîøåííîãî âîçìóùàþùåãî ôàêòîðà íóæíî âûÿñ-
íèòü åãî âëèÿíèå íà òî÷íîñòü ýôåìåðèä. Îáû÷íî êîíñòðóêòîðû ìî-
äåëåé äâèæåíèÿ äîáèâàþòñÿ, ÷òîáû òåîðèÿ áûëà çàâåäîìî òî÷íåå
íàáëþäåíèé.

Òåïåðü ÿñíî, ÷òî êàê òîëüêî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïðèìå-
íèòü äëÿ èññëåäîâàíèé èëè äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ íóæä òåîðèþ äâè-
æåíèÿ èëè ñðåäñòâà âû÷èñëåíèé ýôåìåðèä êîíêðåòíîãî ñïóòíèêà,
íóæíî âûÿñíÿòü, êàêàÿ âåðñèÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàèáîëåå òî÷íàÿ,
äîñòîâåðíàÿ è, âîîáùå, ñàìàÿ ïîäõîäÿùàÿ. Êðèòåðèåâ âûáîðà çäåñü
íåñêîëüêî. Äîñòîâåðíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì èñïîëüçîâàííûõ
íàáëþäåíèé è èíòåðâàëîì âðåìåíè íàáëþäåíèé. Íóæíî âûÿñíèòü,
íàñêîëüêî óäîáíà ðåàëèçàöèÿ ìîäåëè äëÿ ïðèìåíåíèÿ, êàêàÿ ìî-
äåëü ëó÷øå âñåãî ïîäõîäèò äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Íóæ-
íî çíàòü, êàê îðãàíèçîâàí äîñòóï ê òîé èëè èíîé ìîäåëè äâèæåíèÿ
ñïóòíèêà. Ýòîé ïîñëåäíåé ïðîáëåìå ïîñâÿùåí ñëåäóþùèé ðàçäåë
íàøåé êíèãè.

12.1. Варианты и смена версий теорий движения 467



12.2. Ñðåäñòâà îáåñïå÷åíèÿ äîñòóïà ê áàçàì äàííûõ,
ìîäåëÿì äâèæåíèÿ è ýôåìåðèäàì ñïóòíèêîâ
ïëàíåò

Â ñîâðåìåííóþ ýïîõó èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé âîçìîæíî-
ñòè èñïîëüçîâàíèÿ ïëîäîâ òðóäà êîíñòðóêòîðîâ ìîäåëåé äâèæåíèÿ
ñïóòíèêîâ ïëàíåò âåñüìà ðàçíîîáðàçíû è âåëèêè. Åñòåñòâåííûì îá-
ðàçîì ïðîèñõîäèò òåõíè÷åñêîå ñëèÿíèå áàç äàííûõ, ñðåäñòâ ðåøå-
íèÿ çàäà÷ è ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ. Ðàññìîòðèì,
êàê ýòî ðåàëèçóåòñÿ íà äåëå.

Ñíà÷àëà óêàæåì íà òðè îñíîâíûõ ïðèåìà ðåøåíèÿ çàäà÷, ñâÿ-
çàííûõ ñ áàçàìè äàííûõ è ñðåäñòâàìè âû÷èñëåíèÿ ýôåìåðèä. Â èñ-
õîäíîì ñîñòîÿíèè ýòè ñðåäñòâà ñîñòîÿò èç äâóõ ýëåìåíòîâ: ôàéëû
äàííûõ è êîìïüþòåðíûå ïðîãðàììû, îáåñïå÷èâàþùèå èñïîëüçîâà-
íèå ýòèõ äàííûõ. Ïðèåìû ðàáîòû ïîëüçîâàòåëÿ èëëþñòðèðóþòñÿ íà
ðèñ. 12.1.

Ïåðâûé ïðèåì çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîëüçîâàòåëü êîïèðó-
åò â ñâîé êîìïüþòåð âñå íåîáõîäèìûå ôàéëû è âñòàâëÿåò â ñâîþ
ïðîãðàììó ðåøåíèÿ çàäà÷è òå ïîäïðîãðàììû, êîòîðûå îáåñïå÷è-
âàþò äîñòóï ê äàííûì. Ïðîãðàììà ïîëüçîâàòåëÿ ðåøàåò çàäà÷ó
è ïî ìåðå íàäîáíîñòè ñàìà îáðàùàåòñÿ ê ïîäïðîãðàììàì çà äàí-
íûìè. Âñå ïðîèñõîäèò âíóòðè îäíîé ïðîãðàììû ðåøåíèÿ çàäà÷è.
Õîðîøèì ïðèìåðîì òàêèõ ñðåäñòâ ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà ïðîãðàìì è
äàííûõ SPICE ðàçâèòîé â àìåðèêàíñêîì èíñòèòóòå Jet Propulsion
Laboratory (Acton et al., 2015). Åå ìîæíî íàéòè â Èíòåðíåòå ïî àä-
ðåñó https://naif.jpl.nasa.gov/naif/toolkit.html

Âòîðîé ïðèåì ñîñòîèò â òîì, ÷òî áàçà äàííûõ ðàçìåùåíà âñåãî íà
îäíîì êîìïüþòåðå â ìèðå. Òàì æå íàõîäèòñÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðî-
ãðàììà, îáåñïå÷èâàþùàÿ äîñòóï ê äàííûì ÷åðåç èíòåðíåò. Îáû÷íî
ýòî òàê íàçûâàåìûé Web-ñåðâåð. Ïîëüçîâàòåëü, ñèäÿ çà ñâîèì êîì-
ïüþòåðîì, çàïóñêàåò â ðàáîòó îäèí èç Web-áðàóçåðîâ (íå íàõîæó
ïîäõîäÿùåãî ðóññêîÿçû÷íîãî òåðìèíà) è îáùàåòñÿ ñ ñîîòâåòñòâó-
þùèì Web-ñåðâåðîì ÷åðåç ñòðàíèöû èíòåðíåòà. Ïðîãðàììà Web-
áðàóçåðà (Internet Explorer, Microsoft Edge, ...) ïîçâîëÿåò ïîëüçîâà-
òåëþ ñôîðìèðîâàòü çàïðîñ è ïîëó÷èòü èíòåðåñóþùèå åãî äàííûå
â âèäå ôàéëîâ. Çàòåì ïîëüçîâàòåëü ìîæåò çàïóñòèòü ïðîãðàììó ðå-
øåíèÿ ñâîåé çàäà÷è, êîòîðàÿ áóäåò èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûå òàêèì
îáðàçîì ôàéëû. Â ìèðå ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî òàêèõ ñðåäñòâ è îíè
îïèñàíû íèæå.
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Òðåòèé ïðèåì — ýòî, êîãäà âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîãðàììà ïîëüçî-
âàòåëÿ â ïðîöåññå ñâîåé ðàáîòû ñàìà îáðàùàåòñÿ ÷åðåç èíòåðíåò
ê áàçå äàííûõ, ðàñïîëîæåííîé â äðóãîì êîìïüþòåðå èëè äàæå â
äðóãîé ñòðàíå, ñàìà áåðåò èç óäàëåííîãî êîìïüþòåðà íåîáõîäèìûå
äàííûå è ïðîäîëæàåò âû÷èñëåíèÿ. Äëÿ ýòîãî íà óäàëåííîì êîìïüþ-
òåðå äîëæíà ôóíêöèîíèðîâàòü ïðîãðàììà, êîòîðàÿ íàçâàåòñÿ Web-
ñåðâèñ. Ýòîò ïðèåì ïðèìåíÿþò â îñíîâíîì ïîëüçîâàòåëè âûñîêîé
êîìïüþòåðíîé êîìïåòåíöèè.

Îòìåòèì, ÷òî îïèñàííûå òðè ìåòîäà ïðèìåíÿþòñÿ êàê äëÿ âû-
áîðêè èç áàç äàííûõ, òàê è äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýôåìåðèä ñïóòíèêîâ
ïëàíåò.

Òåïåðü îõàðàêòåðèçóåì îòäåëüíî ýëåìåíòû èíôîðìàöèîííûõ
òåõíîëîãèé íàó÷íîãî ïðîöåññà èçó÷åíèÿ äèíàìèêè ñïóòíèêîâ ïëà-
íåò íà îñíîâå íàáëþäåíèé.

Èñõîäíûì ýëåìåíòîì ÿâëÿþòñÿ áàçû äàííûõ. Â íàøåì ñëó÷àå
ýòî â îñíîâíîì áàçû äàííûõ íàáëþäåíèé ñïóòíèêîâ. Çäåñü îäíîâðå-
ìåííî ñóùåñòâóþò äâà ïîäõîäà. Ïåðâûé èç íèõ — ñòðåìëåíèå àâòî-
ìàòèçèðîâàòü ïðîöåññ èñïîëüçîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé. Ýòî
íåèçáåæíî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè óíèôèêàöèè ôîðìû ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ. Óíèôèêàöèÿ ñâÿçàíà ñ íåêîòîðîé ïðåäâà-
ðèòåëüíîé îáðàáîòêîé äàííûõ íà îñíîâå òåõ èëè èíûõ ìåòîäîâ è
ìîäåëåé ñèñòåì êîîðäèíàò è øêàë âðåìåíè. Â ðåçóëüòàòå äàííûå
îêàçûâàþòñÿ çàâèñèìûìè îò ìîäåëåé. Ïðè óòî÷íåíèè ìîäåëè äàí-
íûå íàáëþäåíèé áóäóò óæå äðóãèìè. Ýòî ïðèâîäèò ê òðóäíîñòÿì, à
èíîãäà è ê íåäîðàçóìåíèÿì. Íàïðèìåð, ïðè ïåðåâîäå èñõîäíûõ êî-
îðäèíàò ñïóòíèêîâ, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ñòàðîãî çâåçäíîãî êà-
òàëîãà â ñèñòåìå ýêâàòîðèàëüíûõ êîîðäèíàò ýïîõè B1950, â ñèñòå-
ìó êîîðäèíàò ýïîõè J2000 ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëè÷íûå ìîäåëè
ïðåöåññèè. Åñëè êîîðäèíàòû ïîìåùåíû â áàçó äàííûõ óæå èñïðàâ-
ëåííûìè çà ïðåöåññèþ, òî íå áóäåò âîçìîæíîñòè ïåðåîáðàáîòàòü
èõ ñ äðóãîé ìîäåëüþ ïðåöåññèè. Åùå õóæå áûâàþò ñèòóàöèè, êîãäà
íåèçâåñòíî, êàêèå ðåäóêöèè áûëè ñäåëàíû, ïåðåä òåì êàê ðåçóëüòà-
òû áûëè ïîìåùåíû â áàçó äàííûõ. Ïî ýòèì ïðè÷èíàì ïðèìåíÿåòñÿ
è äðóãîé ïîäõîä — ïîìåùàòü â áàçó äàííûõ ðåçóëüòàòû íàáëþäå-
íèé ñïóòíèêîâ ïëàíåò â òîì ñîñòàâå è â òîé ôîðìå, êàê ýòî áûëî
äàíî íàáëþäàòåëÿìè. Äàííûå äîëæíû ñîïðîâîæäàòüñÿ îáúÿñíåíè-
ÿìè, âçÿòûìè èç òîãî æå èñòî÷íèêà.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìååòñÿ íå ìíîãî áàç äàííûõ íàáëþäåíèé
ñïóòíèêîâ ïëàíåò, äîñòóïíûõ ÷åðåç èíòåðíåò. Íå âäàâàÿñü â ïîäðîá-
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Ðèñ. 12.1. Òðè ïðèåìà ðàáîòû ïîëüçîâàòåëÿ ñ áàçàìè äàííûõ è ñëóæáàìè
ýôåìåðèä ñïóòíèêîâ ïëàíåò. Ñìîòðèòå îáúÿñíåíèÿ â òåêñòå.

íîñòè ñîñòàâà äàííûõ, ïåðå÷èñëèì îáùåäîñòóïíûå â Èíòåðíåòå áà-
çû äàííûõ íàáëþäåíèé.

Ïðåæäå âñåãî ýòî áàçà äàííûõ, ñîçäàâàåìàÿ ïðè ñîòðóäíè÷åñòâå
Ãîñóäàðñòâåííîãî àñòðîíîìè÷åñêîãî èíñòèòóòà èìåíè Ï. Ê. Øòåðí-
áåðãà Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì. Â. Ëî-
ìîíîñîâà (ÃÀÈØ ÌÃÓ) è Èíñòèòóòà íåáåñíîé ìåõàíèêè è âû÷èñ-
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ëåíèÿ ýôåìåðèä (Institut deMécanique céleste et de calcul des éphémérides
— IMCCE), Ïàðèæ, Ôðàíöèÿ. Îíà èìååò àááðåâèàòóðó NSDB —
Natural Satellites Database. Àäðåñ äîñòóïà ê ýòîé áàçå äàííûõ òàêîé:
http://www.sai.msu.ru/neb/nss/html/obspos/index.html — íà ñàéòå
ÃÀÈØ ÌÃÓ è http://nsdb.imcce.fr/obspos/obsindhr.htm
— íà ñàéòå IMCCE. Çàìåòèì, ÷òî ñòðàíèöû ýòîé áàçû äàííûõ â Èí-
òåðíåòå ñîñòàâëåíû íà òðåõ ÿçûêàõ: ðóññêîì, àíãëèéñêîì è ôðàí-
öóçñêîì. Îáúÿâëåíèå î ñîçäàíèè áàçû äàííûõ NSDB è êðàòêîå åå
îïèñàíèå îïóáëèêîâàíî â ðàáîòå (Arlot, Emelyanov, 2009). Áàçà äàí-
íûõ íàáëþäåíèé ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Ïåðâàÿ, óñëîâíî îáîçíà÷à-
åìàÿ êàê NSDB1, ñîñòàâëÿåòñÿ óæå äàâíî. Èñïîëüçóåòñÿ ïðèíöèï
ðàçìåùåíèÿ äàííûõ íàáëþäåíèé òî÷íî â òîì ñîñòàâå è âèäå, êàê
îíè áûëè îïóáëèêîâàíû. Ôàêòè÷åñêè ýòî öèôðîâûå êîïèè òàáëèö
äàííûõ, êîòîðûå âçÿòû èç ïóáëèêàöèé. Îíè ñîïðîâîæäàþòñÿ íåîá-
õîäèìûìè äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ îïèñàíèÿìè, âçÿòûìè òàêæå èç ïóá-
ëèêàöèé. Âòîðàÿ ÷àñòü — Standard astrometric data ñîäåðæèò òå æå
äàííûå, ÷òî è NSDB1, íî äàííûå èìåþò ñòàäàðòèçîâàííóþ ôîðìó.
Â ýòîé áàçå äàííûõ ïðåäëàãàþòñÿ ñðåäñòâà äëÿ âûáîðêè äàííûõ èç
áàçû. Àäðåñ äîñòóïà ê ýòîé áàçå äàííûõ òàêîé:
http://nsdb.imcce.fr/nsdb/home.html

Â áàçå äàííûõ NSDB ñîáðàíû âñå îïóáëèêîâàííûå íàáëþäåíèÿ
âñåõ èçâåñòíûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò. Åùå ïîäðîáíåå NSDB îïèñàíà
íèæå.

Äðóãàÿ áàçà äàííûõ íàáëþäåíèé ñîäåðæèòñÿ íà ñàéòå Öåíòðà
ìàëûõ ïëàíåò (Minor planet center — MPC). Ýòà áàçà äàííûõ îãðà-
íè÷èâàåòñÿ íàáëþäåíèÿìè òîëüêî äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò. Òóäà
ïîìåùàþòñÿ ðåçóëüòàòû, ïóáëèêóåìûå â öèðêóëÿðàõ MPC. Ôîð-
ìàò äàííûõ íàáëþäåíèé â ýòîé áàçå ñòàíäàðòíûé. Îí ïðèìåðíî òà-
êîé æå, êàê è äëÿ ïóáëèêàöèè íàáëþäåíèé ìàëûõ ïëàíåò. Îïèñà-
íèå ôîðìàòà äàííûõ ìîæíî íàéòè íà ñàéòå MPC. Àäðåñà ñòðàíèö
íà ýòîì ñàéòå èíîãäà èçìåíÿþòñÿ, ïîýòîìó ïðèâåäåì çäåñü ñíà÷àëà
àäðåñ îáùåãî äîñòóïà ê ñàéòó MPC:
http://minorplanetcenter.net/iau/mpc.html
Ôàèë ñ íàáëþäåíèÿìè äàëåêèõ ñïóòíèêîâ áîëüøèõ ïëàíåò ìîæíî
ñêîïèðîâàòü ñî ñòðàíèöû ïî àäðåñó
http://www.minorplanetcenter.net/iau/ECS/
MPCAT-OBS/MPCAT-OBS.html
Äëÿ ýòîãî íóæíî ïîéòè ïî ññûëêå
Natural outer irregular satellites of the giant planets.
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Íåêîòîðûå îáñåðâàòîðèè èìåþò ñâîè áàçû äàííûõ íàáëþäåíèé
ñïóòíèêîâ ïëàíåò. Ïðèìåð òàêîé áàçû — ýòî Áàçà äàííûõ íàáëþ-
äåíèé ïëàíåò è èõ ñïóòíèêîâ Ïóëêîâñêîé îáñåðâàòîðèè (Pulkovo
Database of Observations of Planets and Their Satellites). Àäðåñ â Èí-
òåðíåòå http://puldb.ru/db/sdb.php
Áîëåå îáùàÿ áàçà äàííûõ íàáëþäåíèé òåë Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû Ïóë-
êîâñêîé îáñåðâàòîðèè èìååò àäðåñ http://puldb.ru/db/index.php
Ñòðàíèöû äîñòóïà ê ýòîé áàçå äàííûõ ïîçâîëÿþò âûáðàòü íàáëþ-
äåíèÿ êîíêðåòíîãî ñïóòíèêà íà çàäàííûå ãîäû íàáëþäåíèé èëè çà
âñå ãîäû.

Ìîðñêàÿ îáñåðâàòîðèÿ Ñîåäèíåííûõ øòàòîâ Àìåðèêè (United
States Naval Observatory — USNO) Flagstaff èìååò ñâîþ áàçó äàí-
íûõ íàáëþäåíèé ïëàíåò è ñïóòíèêîâ. Íà ñòðàíèöå ïî àäðåñó
http://www.usno.navy.mil/USNO/astrometry/
optical-IR-prod/solsys/fastt-plansat
ìîæíî ïîëó÷èòü äîñòóï ê íàáëþäåíèÿì, âûïîëíåííûì íà òåëå-
ñêîïå, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ Flagstaff Astrometric Scanning Transit
Telescope. Äîñòóï äîëæåí îñóùåñòâëÿòüñÿ ïî ññûëêàì, îáîçíà÷àþ-
ùèì ãîäû. Çàìåòèì, ÷òî äîñòóï ê ýòèì ñòðàíèöàì ñ íàáëþäåíèÿ-
ìè îòêðûò òîëüêî ñ êîìïüþòåðîâ, ðàñïîëîæåííûõ âíå òåððèòîðèè
Ðîññèè.

Ðåçóëüòàòû àñòðîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé ïëàíåò è ñïóòíèêîâ,
âûïîëíÿåìûõ íà îáñåðâàòîðèè Table Mountain, Êàëèôîðíèÿ, ÑØÀ,
äîñòóïíû â Èíòåðíåòå íà ñòðàíèöå
https://ssd.jpl.nasa.gov/dat/planets/ccd1.tmo.html.

Êðîìå áàç äàííûõ íàáëþäåíèé ñïóòíèêîâ ïëàíåò ìîãóò áûòü ïî-
ëåçíûìè áàçû äàííûõ ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñïóòíèêîâ. Òàêèõ áàç
äàííûõ òàêæå íåìíîãî â äîñòóïå ÷åðåç èíòåðíåò. Óêàæåì òîëüêî
íåêîòîðûå èç íèõ. Â ðàìêàõ áàçû äàííûõ NSDB (ÃÀÈØ ÌÃÓ –
IMCCE) èìåþòñÿ ñòðàíèöû «Ïàðàìåòðû è êîíñòàíòû». Äëÿ äîñòó-
ïà òóäà íóæíî ñíà÷àëà âîéòè â NSDB ïî óêàçàííûì âûøå àäðåñàì,
à çàòåì ïðîéòè ïî ññûëêàì: Áàçû äàííûõ — Ïàðàìåòðû è êîíñòàí-
òû. Äàëåå ìîæíî ïîïàñòü íà ñòðàíèöû:
– Ìàññû ñïóòíèêîâ,
– Ðàçìåðû ñïóòíèêîâ,
– Ôîòîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ñïóòíèêîâ,
– Ïàðàìåòðû âðàùåíèÿ ñïóòíèêîâ.

Äðóãîé èñòî÷íèê äàííûõ î ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ñïóòíèêîâ
ïëàíåò – ýòî ñïðàâî÷íî-èíôîðìàöèîííàÿ ñèñòåìà Äèíàìèêà Ñîë-

472 Глава 12. Информационные ресурсы по естественным спутникам планет



íå÷íîé ñèñòåìû ëàáîðàòîðèè Jet Propulsion Laboratory Êàëèôîð-
íèéñêîãî òåõíîëîãè÷åñêîãî èíñòèòóòà, ÑØÀ. Îíà äîñòóïíà â Èí-
òåðíåòå ïî àäðåñó https://ssd.jpl.nasa.gov/.

Èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ ñïåöèàëèçèðîâàííàÿ áèáëèîãðàôè÷åñêàÿ
áàçà äàííûõ ïî åñòåñòâåííûì ñïóòíèêàì ïëàíåò, ñîçäàííàÿ â ðàìêàõ
NSDB (ÃÀÈØ ÌÃÓ - IMCCE). ×òîáû ïîïàñòü òóäà ÷åðåç Èíòåð-
íåò, íóæíî âîéòè ñíà÷àëà â NSDB ïî îäíîìó èç àäðåñîâ, óêàçàííûõ
âûøå, à çàòåì ïðîéòè ïî ññûëêàì: Áàçû äàííûõ — Áèáëèîãðàôèÿ.

Êîíå÷íî, âñþ áèáëèîãðàôèþ ïî èññëåäîâàíèÿì åñòåñòâåííûõ
ñïóòíèêîâ ïëàíåò îõâàòûâàåò áèáëèîãðàôè÷åñêàÿ áàçà äàííûõ ïî
àñòðîíîìèè The SAO/NASA Astrophysics Data System Abstract
Service. Äîñòóï äëÿ ïîèñêà áèáëèîãðàôèè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî àä-
ðåñó http://adsabs.harvard.edu/abstract_service.html

Òåïåðü ðàññìîòðèì èìåþùèåñÿ ñðåäñòâà âû÷èñëåíèÿ ýôåìåðèä
åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò, äîñòóïíûå ÷åðåç èíòåðíåò. Çàìå-
òèì, ÷òî òàêèå ñðåäñòâà íàçûâàþò åùå ñëóæáàìè ýôåìåðèä èëè ïðî-
ñòî ýôåìåðèäàìè.

Îäíèì èç íàèáîëåå ðàçâèòûõ ñðåäñòâ âû÷èñëåíèÿ ýôåìåðèä
ñïóòíèêîâ ïëàíåò ÿâëÿåòñÿ ñåðâåð MULTI-SAT. Îí ñîçäàí, ïîääåð-
æèâàåòñÿ è ñîïðîâîæäàåòñÿ ñîâìåñòíî: Èíñòèòóòîì íåáåñíîé ìåõà-
íèêè è âû÷èñëåíèÿ ýôåìåðèä (IMCCE), Ïàðèæ, Ôðàíöèÿ è Îòäå-
ëîì íåáåñíîé ìåõàíèêè ÃÀÈØ ÌÃÓ. Îáúÿâëåíèå î ñîçäàíèè ñëóæ-
áû MULTI-SAT è êðàòêîå åå îïèñàíèå ñîäåðæèòñÿ â ïóáëèêàöèè
(Emel’yanov, Arlot, 2008). Àäðåñà äîñòóïà ê ñëóæáå MULTI-SAT ñëå-
äóþùèå:
http://nsdb.imcce.fr/multisat/ — íà ñàéòå IMCCE
http://www.sai.msu.ru/neb/nss/html/multisat/ — íà ñàéòå ÃÀÈØ
ÌÃÓ.
Áîëåå ïîäðîáíî ýòî ñðåäñòâî ðàññìîòðåíî íèæå.

Äðóãèì ðàçâèòûì ñðåäñòâîì âû÷èñëåíèÿ ýôåìåðèä ñïóòíèêîâ
ïëàíåò ÿâëÿåòñÿ ñåðâåð ýôåìåðèä HORIZONS JPL NASA, ÑØÀ
(Giorgini et al., 1996), ïðåäîñòàâëÿþùèé äîñòóï ê ýôåìåðèäàì ÷åðåç
Web-ñòðàíèöû Èíòåðíåòà. Àäðåñ ñòðàíèöû çàïðîñà ýôåìåðèä:
http://ssd.jpl.nasa.gov/horizons.cgi
Ýòî ñðåäñòâî âû÷èñëåíèÿ ýôåìåðèä íå òîëüêî åñòåñòâåííûõ ñïóò-
íèêîâ ïëàíåò, íî òàêæå ïî÷òè âñåõ òåë Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû.

Íà ñòðàíèöàõ Èíòåðíåòà Minor Plant Center (MPC) èìååòñÿ
ñëóæáà âû÷èñëåíèÿ ýôåìåðèä äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò. Äîñòóï

12.2. Доступ к базам данных и эфемеридам спутников 473



òóäà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî àäðåñó
http://www.minorplanetcenter.net/iau/NatSats/NaturalSatellites.html

Â Èíñòèòóòå ïðèêëàäíîé àñòðîíîìèè Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íà-
óê (ÈÏÀ ÐÀÍ), Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Ðîññèÿ ðàçðàáîòàíû îðèãèíàëü-
íûå ìîäåëè äâèæåíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò (Êîñìîäàìèàí-
ñêèé, 2009; Ïîðîøèíà, 2013).

Çíà÷èòåëüíûì äîñòèæåíèåì â ìîäåëèðîâàíèè äâèæåíèÿ ïëàíåò
íà îñíîâå íàáëþäåíèé ÿâëÿåòñÿ ñåðèÿ ðàáîò EPM, âûïîëíÿåìàÿ â
ÈÏÀ ÐÀÍ. Ýôåìåðèäû EPM (Ephemeris of Planets and Moon) âêëþ-
÷àþò âûñîêîòî÷íûå îðáèòû ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû, Ñîëíöà,
Ëóíû, òð¸õ êðóïíåéøèõ àñòåðîèäîâ (Öåðåðà, Ïàëëàäà, Âåñòà) è ÷å-
òûð¸õ òðàíñíåïòóíîâûõ îáúåêòîâ (Ýðèäà, Ìàêåìàêå, Õàóìåÿ, Ñåä-
íà). Êðîìå òîãî, â EPM âêëþ÷åíà ýôåìåðèäà ôèçè÷åñêîé ëèáðàöèè
Ëóíû è ðàçíîñòü äèíàìè÷åñêîãî è çåìíîãî âðåìåíè TT-TDB. Ýôå-
ìåðèäû EPM îõâàòûâàþò èíòåðâàë âðåìåíè áîëåå 400 ëåò (1787–
2214). Äåòàëüíîå îïècàíèå ýôåìåðèä EPM ñîäåðæèòñÿ íà ñàéòå
http://iaaras.ru/dept/ephemeris/epm/.

Â ÈÏÀ ÐÀÍ áûë ñîçäàí èíòåðàêòèâíûé ñàéò äëÿ ðàñ÷¸òà ýôå-
ìåðèä ïëàíåò è åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ. Àäðåñ ñàéòà:
http://iaaras.ru/dept/ephemeris/online/.
Ïîääåðæèâàþòñÿ ðàçíûå íàáîðû âåëè÷èí äëÿ âûáîðà âû÷èñëÿåìûõ
âåëè÷èí: äàòû íàáëþäåíèé è âû÷èñëåííûå âåëè÷èíû â ðàçíûõ ôîð-
ìàòàõ, íà÷àëüíàÿ äàòà è øàã, êîîðäèíàòû ãåîöåíòðè÷åñêèå è òîïî-
öåíòðè÷åñêèå äëÿ ðàçëè÷íûõ ïóíêòîâ íà Çåìëå è ò.ä. Äëÿ ðàñ÷¸-
òà ýôåìåðèä ïëàíåò è åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà, Ñàòóðíà,
Óðàíà è Íåïòóíà èñïîëüçóþòñÿ ìîäåëè, îñíîâàííûå íà ÷èñëåííîì
èíòåãðèðîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ðàçðàáî-
òàííûå â ÈÏÀ ÐÀÍ, êðîìå òîãî â öåëÿõ ñðàâíåíèÿ òåîðèé òàêæå äî-
ñòóïíû òåîðèè ðàçíûõ äðóãèõ àâòîðîâ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñïóò-
íèêîâ, à òàêæå âåðñèè ðàçíûõ âàðèàíòîâ ýôåìåðèä ïëàíåò DE è
INPOP (óêàçàíû â «ññûëêàõ» â êîíöå èíòåðàêòèâíîãî ñàéòà).

Îòìåòèì, ÷òî ôîðìû çàïðîñà ýôåìåðèä íà ñòðàíèöàõ ñåðâåðîâ
ýôåìåðèä MULTI-SAT, HORIZONS, MPC è ÈÏÀ ñóùåñòâåííî ðàç-
ëè÷àþòñÿ. Âàæíûì ðàçëè÷èåì ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî çíà÷àùèõ öèôð, êî-
òîðûå âûäàþòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè ýôåìåðèä. Ñåðâåð MPC âûäàåò
òîïîöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ñïóòíèêîâ ñ òî÷íîñòüþ äî åäèíèö
ñåêóíä äóãè, ñåðâåð HORIZONS — ñ òî÷íîñòüþ äî 0.001 ñåêóíä äó-
ãè, à ñåðâåðû MULTI-SAT è ÈÏÀ — 6 çíà÷àùèõ öèôð ïîñëå çàïÿ-
òîé â ñåêóíäàõ äóãè. Ýòè ñâîéñòâà íå îòðàæàþò ñîîòíîøåíèå òî÷-
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íîñòåé ýôåìåðèä, âûäàâàåìûõ ðàçíûìè ñëóæáàìè. Ýòî òîëüêî èõ
òåõíè÷åñêèå âîçìîæíîñòè è îãðàíè÷åíèÿ.

12.3. Âîçìîæíîñòè ñåðâåðà ýôåìåðèä MULTI-SAT

Îäíî èç íàèáîëåå ðàçâèòûõ ñðåäñòâ, ïðåäîñòàâëÿþùèõ ýôåìå-
ðèäû ñïóòíèêîâ ïëàíåò, ÿâëÿåòñÿ ñåðâåð ýôåìåðèä MULTI-SAT. Îí
ñîçäàâàëñÿ è ðàçâèâàëñÿ, íà÷èíàÿ ñ 2002 ãîäà, íà îñíîâå ýôåìåðèä-
íûõ ñðåäñòâ, êîòîðûå ðàçðàáàòûâàëèñü â Ãîñóäàðñòâåííîì àñòðî-
íîìè÷åñêîì èíñòèòóòå èìåíè Ï.Ê. Øòåðíáåðãà Ìîñêîâñêîãî ãîñó-
äàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà (ÃÀÈØ ÌÃÓ).
Ïðè ñîòðóäíè÷åñòâå ñ Èíñòèòóòîì íåáåñíîé ìåõàíèêè è âû÷èñëå-
íèÿ ýôåìåðèä (Institut de Mécanique céleste et de calcul des éphémérides
— IMCCE), Ïàðèæ, Ôðàíöèÿ ýòà ñëóæáà ýôåìåðèä ñïóòíèêîâ ïëà-
íåò ïîñòîÿííî ïîääåðæèâàåòñÿ è ðàçâèâàåòñÿ. Ïðè îòêðûòèè íî-
âûõ ñïóòíèêîâ, èõ ýôåìåðèäû äîáàâëÿþòñÿ â ñåðâåð. Ïðè ïîÿâëå-
íèè íîâûõ, áîëåå ñîâåðøåííûõ ìîäåëåé äâèæåíèÿ, îíè âíîñÿòñÿ â
èíñòðóìåíòàðèé ñëóæáû. Ñîîáùåíèå î ñîçäàíèè ñåðâåðà ýôåìåðèä
MULTI-SAT îïóáëèêîâàíî â ðàáîòå (Emel’yanov, Arlot, 2008).

Âàæíûì ñâîéñòâîì ñåðâåðà MULTI-SAT ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí
ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ýôåìåðèäû íå òîëüêî ñïóòíèêîâ, íî òàêæå
ýôåìåðèäû âñåõ áîëüøèõ ïëàíåò îò Ìåðêóðèÿ äî Ïëóòîíà, à òàê-
æå ýôåìåðèäû Ñîëíöà è Ëóíû.

Â ìèðå ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ñëóæáû ýôåìåðèä ñïóòíèêîâ
ïëàíåò. Ñåðâåð ýôåìåðèä MULTI-SAT èìååò îñîáåííîñòè è ïðå-
èìóùåñòâà ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè àíàëîãàìè. Ïåðå÷èñëèì çäåñü
ãëàâíûå èç íèõ.

1. Ýôåìåðèäû âû÷èñëÿþòñÿ äëÿ âñåõ åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ
Ìàðñà, Þïèòåðà, Ñàòóðíà, Óðàíà, Íåïòóíà è Ïëóòîíà, äëÿ êîòîðûõ
èìåþòñÿ êåì-íèáóäü ðàçðàáîòàííûå ìîäåëè äâèæåíèÿ íà îñíîâå íà-
áëþäåíèé.

2. Çàïðîñ ýôåìåðèä îñóùåñòâëÿåòñÿ ñî ñòðàíèö èíòåðíåòà â
óäîáíîé ôîðìå ñ áîëüøèì ðàçíîîáðàçèåì âûáîðà ñèñòåì êîîðäè-
íàò, øêàë âðåìåíè, òèïîâ âûäàâàåìûõ âåëè÷èí.

3. Èìååòñÿ âîçìîæíîñòü ââîäèòü òàáëèöó ðåçóëüòàòîâ íàáëþäå-
íèé ñïóòíèêîâ è ìãíîâåííî ïîëó÷àòü ðàçíîñòè «O – C» — ðåçóëü-
òàò ñðàâíåíèÿ íàáëþäåíèé ñ òåîðèåé. ×èñëî íàáëþäåíèé íå îãðà-
íè÷åíî.
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4. Èìååòñÿ âîçìîæíîñòü ãðàôè÷åñêîãî ïîêàçà âèäèìîãî ðàñïî-
ëîæåíèÿ ñïóòíèêîâ îòíîñèòåëüíî ïëàíåòû.

5. Ìîæíî ïîëó÷àòü ïðÿìîóãîëüíûå ïëàíåòîöåíòðè÷åñêèå êîîð-
äèíàòû ñïóòíèêîâ, ýëåìåíòû îñêóëèðóþùèõ êåïëåðîâñêèõ îðáèò è
èõ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ.

6. Âû÷èñëÿþòñÿ íå òîëüêî êîîðäèíàòû ñïóòíèêîâ, íî òàêæå àñò-
ðîìåòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ïëàíåò.

7. Ìîæíî âûáðàòü îäíó èç äåñÿòè ñîâðåìåííûõ ïëàíåòíûõ òåî-
ðèé, ðàçðàáîòàííûõ â IMCCE, JPL NASA, Èíñòèòóòå ïðèêëàäíîé
àñòðîíîìèè ÐÀÍ (Ïèòüåâà, 2013; Pitjeva, Pavlov, 2017).

8. Âû÷èñëÿþòñÿ ýôåìåðèäû âçàèìíûõ çàòìåíèé ñïóòíèêîâ. Ïðè
ýòîì âûäàþòñÿ ãåëèîöåíòðè÷åñêèå îòíîñèòåëüíûå êîîðäèíàòû ñïóò-
íèêîâ ïðè ñïåöèàëüíîì ñïîñîáå âû÷èñëåíèÿ ñâåòîâîãî âðåìåíè.

9. Ìîæíî ïîëó÷èòü ýôåìåðèäû è îáñòîÿòåëüñòâà âñåõ âçàèìíûõ
ïîêðûòèé è çàòìåíèé ñïóòíèêîâ, à òàêæå çàòìåíèé ñïóòíèêîâ ïëà-
íåòîé.

10. Âûäàþòñÿ ðàçëè÷íûå âåëè÷èíû, ñîïóòñòâóþùèå ýôåìåðèäàì
ñïóòíèêîâ: âèäèìûå çâåçäíûå âåëè÷èíû ñïóòíèêîâ, ïëàíåòîöåí-
òðè÷åñêèå óãëîâûå êîîðäèíàòû ñïóòíèêîâ, Çåìëè è Ñîëíöà, ñîë-
íå÷íàÿ ôàçà, âèäèìûå ðàçìåðû ïëàíåòû, ãîðèçîíòàëüíûå êîîðäè-
íàòû ñïóòíèêîâ â ìåñòå íàáëþäåíèÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîäðîáíåå âîçìîæíîñòè âûáîðà âàðèàíòîâ
øêàë âðåìåíè è ñèñòåì êîîðäèíàò.

Âðåìÿ ìîæåò áûòü çàäàííûì â øêàëå UTC èëè â øêàëå TT.
Â ìåíþ âûáîðà ýïîõè ýêâàòîðà è ðàâíîäåíñòâèÿ ãåîýêâàòîðè-

àëüíîé íåáåñíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðåäëàãàþòñÿ ñëåäóþùèå ðàç-
äåëû:

J2000 — ñèñòåìà êîîðäèíàò îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì ïëàíåòíîé òåî-
ðèè. Äëÿ òåîðèé, ðàçðàáîòàííûõ â JPL (DE405/LE405,
DE406/LE406, ...), IMCCE (INPOP) èëè ÈÏÀ ÐÀÍ (EPM-2015)
ýòî ñèñòåìà ICRF. Åñëè âûáðàíà ïëàíåòíàÿ òåîðèÿ VSOP87 èëè
DE200, òî ñèñòåìà êîîðäèíàò áóäåò ñîîòâåòñòâóþùåé ýòèì òåîðè-
ÿì.

ICRF — âñå èñõîäíûå êîîðäèíàòû ïåðåâîäÿòñÿ â ýòó ñèñòåìó. Åñëè
âûáðàíà ïëàíåòíàÿ òåîðèÿ DE200/LE200 èëè VSOP87, òî êîîðäè-
íàòû ñïóòíèêîâ èëè ïëàíåòû ïåðåâîäÿòñÿ ñíà÷àëà â ñèñòåìó FK5
òàê, êàê îïèñàíî â ðàáîòå (Standish,1982), à çàòåì â ñèñòåìó ICRF,
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èñïîëüçóÿ ôîðìóëû ïåðåõîäà, îïèñàííûå â ðàáîòå (Feissel, Mignard,
1998).

FK5 — äåëàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ê ýòîé ñèñòåìå ñîãëàñíî ïðåäïèñà-
íèþ â ðàáîòàõ, óêàçàííûõ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.

Mean of the date (IAU76) — ñíà÷àëà êîîðäèíàòû ïðåîáðàçóþòñÿ
ê ñèñòåìå FK5, à çàòåì ê ñèñòåìå ýêâàòîðà è ðàâíîäåíñòâèÿ ýïîõè
äàòû ïî ôîðìóëàì ïðåöåññèè, ïðåäïèñàííûì ïîñòàíîâëåíèåì IAU
â 1976 ãîäó.

True of the date (IAU76, IAU80) — ñíà÷àëà êîîðäèíàòû ïðåîáðà-
çóþòñÿ ê ñðåäíåìó ýêâàòîðó è ðàâíîäåíñòâèþ ýïîõè äàòû, êàê îïè-
ñàíî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, à çàòåì — ê èñòèííîìó ýêâàòîðó è ðàâ-
íîäåíñòâèþ ïóòåì ó÷åòà íóòàöèè ïî àëãîðèòìó, ïðåäïèñàííîìó ïî-
ñòàíîâëåíèåì IAU 1980 (Seidelmann, 1982).

Apparent (IAU76, IAU80) — ýòî òàêîå æå ïðåîáðàçîâàíèå ê èñòèí-
íîìó ýêâàòîðó è ðàâíîäåíñòâèþ, êàê îïèñàíî â ïðåäûäóùåì ïóíê-
òå, îäíàêî êîîðäèíàòû áóäóò óæå íå àñòðîìåòðè÷åñêèìè, à âèäè-
ìûìè. Êàê ïîëó÷àþòñÿ âèäèìûå êîîðäèíàòû, îïèñàíî â ñïðàâî÷-
íèêàõ (Explanatory Supplement to the Astronomical Almanac, 1992;
Introduction aux éphémérides Astronomiques , 1997). Ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî
â ñåðâåðå MULTI-SAT ïðè âêëþ÷åíèè ó÷åòà íóòàöèè ïî ñòàíäàðòó
IAU80 íà ñàìîì äåëå èñïîëüçóþòñÿ áîëåå òî÷íûå äàííûå î âðàùå-
íèè Çåìëè. Êàê ýòî äåëàåòñÿ, îïèñàíî â êîíöå Ãëàâû 5.

B1950 — êîîðäèíàòû ïðåîáðàçóþòñÿ ê ñèñòåìå, îñíîâàííîé íà
çâåçäíîì êàòàëîãå FK4. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ ôîðìóëû è àë-
ãîðèòì, ðåêîìåíäîâàííûå ðåçîëþöèåé ÌÀÑ è îïèñàííûå â ðàáî-
òå (Aoki S., Soma M., Kinoshita H., Inoue, 1983). Ýòî ïðåîáðàçîâà-
íèå ïðèíèìàåò âî âíèìàíèå E-÷ëåí â âûðàæåíèè äëÿ àáåððàöèè è
çàâèñèò îò âðåìåíè íàáëþäåíèÿ èëè ýôåìåðèäû.

B1900 — àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó, òîëüêî ïîñëå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ êîîðäèíàò â ñèñòåìå FK4 îíè äîïîëíèòåëüíî ïåðåâîäÿòñÿ
â ñèñòåìó ñðåäíåãî ýêâàòîðà è ðàâíîäåíñòâèÿ ýïîõè B1900 ïî ôîð-
ìóëàì ïðåöåññèè Íüþêîìà.

Èìåþòñÿ åùå ïóíêòû ìåíþ, äàþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, àíàëîãè÷-
íûå ïðåäûäóùèì ïóíêòàì, íî ñ ìîäåëüþ ïðåöåññèè ïî Íüþêî-
ìó è íóòàöèè ñîãëàñíî ðåçîëþöèè ÌÀÑ 1948 ãîäà. Ýòî ñëåäóþ-
ùèå ïóíêòû: Mean of Date (Newcomb), Mean of Jan 1 of the
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year (Newcomb), True of Date (Newcomb, IAU1948), Apparent
(Newcomb, IAU1948).

Ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî â ñåðåâåðå MULTI-SAT âñå ýôåìåðèäû â ñè-
ñòåìå âèäèìûõ êîîðäèíàò âû÷èñëÿþòñÿ áåç ó÷åòà èñêðèâëåíèÿ ëó-
÷à ñâåòà, âûçâàííîãî ãðàâèòàöèåé Ñîëíöà.

Çàìåòèì, ÷òî äðóãèå ñèñòåìû êîîðäèíàò, êðîìå ICRF, â ïîñëåä-
íåå âðåìÿ óæå íå èñïîëüçóþòñÿ. Îäíàêî ñåðâåð MULTI-SAT äà-
åò âîçìîæíîñòü ïðåîáðàçîâàòü ýôåìåðèäû ê ñèñòåìàì, êîòîðûå èñ-
ïîëüçîâàëèñü â ïðîøëûå âåêà. Ýòî äåëàåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî
áûëî ñðàâíèâàòü ñ ýôåìåðèäàìè ðåçóëüòàòû ñòàðûõ íàáëþäåíèé,
îïóáëèêîâàííûõ â ñòàòüÿõ ïðîøëûõ âåêîâ.

Â ñåðâåðå ýôåìåðèä ñïóòíèêîâ ïëàíåò MULTI-SAT íà çàäàííûå
ìîìåíòû âðåìåíè âûäàþòñÿ ëèáî ïðÿìûå âîñõîæäåíèÿ è ñêëîíåíèÿ
âûáðàííîãî ñïóòíèêà èëè ïëàíåòû, ëèáî ðàçíîñòè êîîðäèíàò äâóõ
òåë (ñïóòíèêà è ïëàíåòû èëè äâóõ ñïóòíèêîâ), íàçûâàåìûå îòíîñè-
òåëüíûìè êîîðäèíàòàìè. Ïðè ýòîì îòíîñèòåëüíûå êîîðäèíàòû ìî-
ãóò áûòü äèôôåðåíöèàëüíûìè èëè òàíãåíöèàëüíûìè, êàê îïèñàíî â
Ãëàâå 5.

Â ñïåöèàëüíîì ìåíþ ñåðâåðà MULTI-SAT ïðåäëàãàþòñÿ íà âû-
áîð ñëåäóþùèå âàðèàíòû òèïîâ âûäàâàåìûõ äàííûõ.

Alpha, Delta (h, m, s.decimals) — íà çàäàííûå ìîìåíò âðåìåíè
âûäàþòñÿ ïðÿìûå âîñõîæäåíèÿ è ñêëîíåíèÿ.

Delta(Alpha), Delta(Delta) (arcsec) — íà çàäàííûå ìîìåíòû âðå-
ìåíè âûäàþòñÿ ðàçíîñòè ïðÿìûõ âîñõîæäåíèé è ñêëîíåíèé äâóõ
òåë.

Diff. X, Y (arcsec) — íà çàäàííûå ìîìåíòû âðåìåíè âûäàþò-
ñÿ îòíîñèòåëüíûå äèôôåðåíöèàëüíûå êîîðäèíàòû X = ∆α cos δ,
Y = ∆δ, ãäå ∆α, ∆δ — ðàçíîñòè ïðÿìûõ âîñõîæäåíèé è ñêëîíåíèé
äâóõ òåë, à δ — ñêëîíåíèå òåëà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî îïðåäåëåíû
îòíîñèòåëüíûå êîîðäèíàòû.

Diff. S(arcsec), Position angle (degrees) — àíàëîãè÷íî ïðåäûäó-
ùåìó ïóíêòó, îäíàêî âìåñòî X,Y âûäàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå âçà-
èìíîå óãëîâîå ðàññòîÿíèå è ïîçèöèîííûé óãîë.

Diff. Inclination (deg), A, B (arcsec) — âûäàþòñÿ äèôôåðåíöèàëü-
íûå îòíîñèòåëüíûå êîîðäèíàòû â íåáåñíîé îòíîñèòåëüíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò A,B, ïîâåðíóòîé íà ïîçèöèîííûé óãîë ïîëþñà ïëàíåòû
I , òàê ÷òî ñâÿçü êîîðäèíàò äàåòñÿ ôîðìóëàìè X = A ·cos I+B ·sin I ,
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Y = −A · sin I +B · cos I . Ïîçèöèîííûé óëîë ïîëþñà ïëàíåòû I âû-
äàåòñÿ ïåðåä êîîðäèíàòàìè A,B.

Tang. X, Y (arcsec),
Tang. S(arcsec), Position angle (degrees),
Tang. Inclination (deg), A, B (arcsec) — àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì
ïóíêòàì, íî êîîðäèíàòû âûäàþòñÿ òàíãåíöèàëüíûå (ñì. îáúÿñíåíèå
â Ãëàâå 5).

Pseudo-heliocentric X, Y
Pseudo-heliocentric S, Position angle — àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì
ïóíêòàì, íî êîîðäèíàòû âûäàþòñÿ ãåëèîöåíòðè÷åñêèå ïðè ñïåöè-
àëüíîì ïîðÿäêå îïðåäåëåíèÿ ñâåòîâîãî âðåìåíè äëÿ ìîäåëèðîâà-
íèÿ âçàèìíûõ çàòìåíèé äâóõ ñïóòíèêîâ. Îáúÿñíåíèå òàêèõ êîîð-
äèíàò äàíî â Ãëàâå 5.

x, y, z, Vx, Vy, Vz Geo-equatorial — âûäàþòñÿ ïðÿìîóãîëüíûå
êîîðäèíàòû è êîìïîíåíòû ñêîðîñòè âûáðàííîãî ñïóòíèêà îòíîñè-
òåëüíî öåíòðà ïëàíåòû èëè îòíîñèòåëüíî äðóãîãî âûáðàííîãî ñïóò-
íèêà. Îñè êîîðäèíàò âçàèìíî ïàðàëëåëüíû îñÿì ãåîýêâàòîðèàëü-
íîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

x, y, z, Vx, Vy, Vz Geo-ecliptic — àíàëî÷è÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíê-
òó, íî îñè êîîðäèíàò ñîîòâåòñòâóþò ãåîýêëèïòèêå.

x, y, z, Vx, Vy, Vz Geo-planetocentric — àíàëî÷è÷íî ïðåäûäóùåìó
ïóíêòó, íî îñè êîîðäèíàò ñîîòâåòñòâóþò ïëîñêîñòè ýêâàòîðà ïëà-
íåòû. Â ýòîé ñèñòåìå îñü x íàïðàâëåíà â âîñõîäÿùèé óçåë ýêâàòîðà
ïëàíåòû íà ãåîýêâàòîðå.

Kepler osculat. orbit(geo-equat.) — âûäàþòñÿ ýëåìåíòû êåïëåðîâ-
ñêîé îñêóëèðóþùåé îðáèòû ñ ìîìåíòîì îñêóëÿöèè ñîîòâåòñòâó-
þùèì çàäàííîìó ìîìåíòó âðåìåíè. Ýëåìåíòû îòíîñÿòñÿ ê ãåîýê-
âàòîðèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Â êîíöå òàáëèöû âûäàþòñÿ ìè-
íèìàëüíîå, ñðåäíåå è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñðåäíåãî äâèæåíèÿ,
áîëüøîé ïîëóîñè, ýêñöåíòðèñèòåòà è íàêëîíà îðáèòû.

Kepler osculat. orbit(geo-eclipt.) — àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó
ïóíêòó, îäíàêî ñèñòåìà êîîðäèíàò ãåîýêëèïòè÷åñêàÿ.

Kepler osculat. orbit(planeto-equat.) — àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó
ïóíêòó, îäíàêî ñèñòåìà êîîðäèíàò ïëàíåòîýêâàòîðèàëüíàÿ.
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R, Alpha, Delta Geo-planetocentric — ïëàíåòîöåíòðè÷åñêèå ðàñ-
ñòîÿíèå (â êì), ïðÿìîå âîñõîæäåíèå è ñêëîíåíèå (â ãðàäóñàõ) â
ãåîýêâàòðèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Plan-equat.lat.,long.,sideral of sat. — ñèäåðè÷åñêèå øèðîòà è äîë-
ãîòà ñïóòíèêà îòíîñèòåëüíî ïëàíåòíîãî ýêâàòîðà. Äîëãîòà îòñ÷èòû-
âàåòñÿ îò âîñõîäÿùåãî óçëà ýêâàòîðà ïëàíåòû íà ïëîñêîñòè çåìíîãî
ýêâàòîðà.

Plan-equat.lat.Earth.,lat.long.synodic of sat. — ïëàíåòîöåíòðè÷å-
ñêèå øèðîòà Çåìëè îòíîñèòåëüíî ýêâàòîðà ïëàíåòû, ñèíîäè÷åñêèå
ïëàíåòîöåíòðè÷åñêèå øèðîòà è äîëãîòà ñïóòíèêà â ïëàíåòîýêâàòî-
ðèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Äîëãîòà ñïóòíèêà îòñ÷èòûâàåòñÿ îò-
íîñèòåëüíî ïðîåêöèè ðàäèóñ-âåêòîðà Çåìëè íà ýêâàòîð ïëàíåòû.

Plan-equat.lat.Sun,lat.long.heliocentr.of sat. — ïëàíåòîöåíòðè÷å-
ñêèå øèðîòà Ñîëíöà îòíîñèòåëüíî ýêâàòîðà ïëàíåòû, ïëàíåòîöåí-
òðè÷åñêèå øèðîòà è äîëãîòà ñïóòíèêà â ïëàíåòîýêâàòîðèàëüíîé ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò. Äîëãîòà ñïóòíèêà îòñ÷èòûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî
ïðîåêöèè ðàäèóñ-âåêòîðà Ñîëíöà íà ýêâàòîð ïëàíåòû.

Topoc.alt.,azim.of sat.,alt.,azim.of the Sun — òîïîöåíòðè÷åñêèå óã-
ëîâûå êîîðäèíàòû ñïóòíèêà: âûñîòà íàä ãîðèçîíòîì, àçèìóò, ÷àñî-
âîé óãîë. Òîïîöåíòðè÷åñêèå óãëîâàÿ âûñîòà è àçèìóò Ñîëíöà. Ôàçà
Ëóíû (0.0 — äëÿ íîâîëóíèÿ, 1.0 — äëÿ ïîëíîëóíèÿ). Åñëè â êà÷å-
ñòâå òî÷êè íàáëþäåíèé âûáðàí ãåîöåíòð, òî äëÿ êîîðäèíàò âûäàþò-
ñÿ íóëåâûå çíà÷åíèÿ. Ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî ïðè ïåðåâîäå êîîðäèíàò â
ãîðèçîíòàëüíóþ ñèñòåìó äëÿ çàäàííîãî íàçåìíîãî ïóíêòà ó÷èòûâà-
åòñÿ òîëüêî ïðåöåññèÿ îñè âðàùåíèÿ Çåìëè. Àòìîñôåðíàÿ ðåôðàê-
öèÿ íå ó÷èòûâàåòñÿ. Ãðàâèòàöèîííîå èñêðèâëåíèå ëó÷à ñâåòà òàêæå
íå ó÷èòûâàåòñÿ.

Dist.Sun.-Plan.,app.plan.R,Phase,magn.of sat. — ãåîöåíòðè÷åñêîå
óãëîâîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïëàíåòîé è Ñîëíöåì, âèäèìûé óëîâîé
ðàäèóñ ïëàíåòû, çâåçäíàÿ âåëè÷èíà âûáðàííîãî ñïóòíèêà.

Ñäåëàåì íåñêîëüêî âàæíûõ çàìå÷àíèé îòíîñèòåëüíî òèïîâ ðàç-
ëè÷íûõ äàííûõ, êîòîðûå âûäàþòñÿ ñåðâåðîì ýôåìåðèä ñïóòíèêîâ
ïëàíåò MULTI-SAT.

1. Ïëàíåòîöåíòðè÷åñêèå ïëàíåòîýêâàòîðèàëüíûå êîîðäèíàòû
Çåìëè è Ñîëíöà ïîçâîëÿþò ïðåäâû÷èñëÿòü ïåðèîäû âîçìîæíûõ
âçàèìíûõ ïîêðûòèé è çàòìåíèé ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ áîëüøèõ ïëà-
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íåò. Ïîñêîëüêó îðáèòû ýòèõ ñïóòíèêîâ ëåæàò âáëèçè ïëîñêîñòè ýê-
âàòîðà ïëàíåòû, òî âçàèìíûå ÿâëåíèÿ ïðîèñõîäÿò èìåííî â òå ïå-
ðèîäû âðåìåíè, êîãäà øèðîòû Çåìëè è Ñîëíöà áëèçêè ê íóëþ.

2. Ñèíîäè÷åñêàÿ ïëàíåòîöåíòðè÷åêñêàÿ äîëãîòà ñïóòíèêà (îò-
ñ÷èòûâàåìàÿ îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ íà Çåìëþ) â ñëó÷àå ñèí-
õðîííîãî âðàùåíèÿ ñïóòíèêà ïîçâîëÿåò ñðàçó îïðåäåëèòü, êàêîé
ñòîðîíîé ïîâåðíóò ñïóòíèê ê íàáëþäàòåëþ. Ôàêòè÷åñêè öåíòðàëü-
íûé âèäèìûé ìåðèäèàí íà ñïóòíèêå èìååò â ëþáîé ìîìåíò âðå-
ìåíè ñïóòíèêîãðàôè÷åñêóþ äîëãîòó, ðàâíóþ âûäàâàåìîé ñèíîäè-
÷åñêîé ïëàíåòîöåíòðè÷åñêîé äîëãîòå ñïóòíèêà ïëþñ 180 ãðàäóñîâ.
Ñïóòíèêîãðàôè÷åñêàÿ äîëãîòà ñèíõðîííîãî ñïóòíèêà îòñ÷èòûâàåò-
ñÿ íà òåëå ñïóòíèêà îò íàïðàâëåíèÿ íà ïëàíåòó â ñòîðîíó, ïðîòèâî-
ïîëîæíóþ âðàùåíèþ ñïóòíèêà. Ïðîùå ãîâîðÿ, åñëè ñèíîäè÷åñêàÿ
ïëàíåòîöåíòðè÷åñêàÿ äîëãîòà ñïóòíèêà ðàâíà íóëþ, òî äëÿ íàçåì-
íîãî íàáëþäàòåëÿ ñïóòíèê ðàñïîëîæåí ïåðåä ïëàíåòîé. Åñëè ýòà
äîëãîòà ðàâíà 180 ãðàäóñîâ, òî ñïóòíèê íàõîäèòñÿ ïîçàäè ïëàíåòû.

3. Åñëè ìû õîòèì îïðåäåëèòü îðèåíòàöèþ îñè âðàùåíèÿ ïëàíå-
òû ïî îòíîøåíèþ ê íàçåìíîìó íàáëþäàòåëþ, ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïî
äâóì âûäàâàåìûõ óãëàì. Ïåðåä êîîðäèíàòàìè A,B (ñì. âûøå) âû-
äàåòñÿ ïîçèöèîííûé óëîë ïîëþñà ïëàíåòû I . Íàêëîí îñè âðàùåíèÿ
ïëàíåòû ê êàðòèííîé ïëîñêîñòè ðàâåí ïëàíåòîöåíòðè÷åñêîé ïëàíå-
òîýêâàòîðèàëüíîé øèðîòå Çåìëè (ñì. âûøå). Åñëè ýòîò óãîë ïîëî-
æèòåëüíûé, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñåâåðíûé ïîëþñ ïëàíåòû îòêëîíåí ê
íàáëþäàòåëþ. Â ÷àñòíîñòè, òàê ìîæíî îïðåäåëèòü âèäèìóþ ñ Çåì-
ëè îðèåíòàöèþ êîëåö Ñàòóðíà.

4. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ íàáëþäåíèé ñïóòíèêîâ âàæíî çíàòü óãîë ñîë-
íå÷íîé ôàçû è ôàçû Ëóíû è çâåçäíóþ âåëè÷èíó ñïóòíèêà. Ýòè âå-
ëè÷èíû âûäàþòñÿ ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ïóíêòà ìåíþ (ñì.
âûøå).

12.4. Òåîðèè è ìîäåëè â ñåðâåðå ýôåìåðèä
MULTI-SAT

Ñîçäàòåëè òåîðèé è ìîäåëåé äâèæåíèÿ åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ
ïëàíåò ïîñòîÿííî òðóäÿòñÿ íàä ðàçðàáîòêîé âñå íîâûõ âåðñèé. Ïðî-
ãðåññ â ýòîì äåëå îáåñïå÷èâàåòñÿ â îñíîâíîì ïîÿâëåíèåì íîâûõ
ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé. Åñòåñòâåííî ñòðåìëåíèå èññëåäîâàòåëåé
èñïîëüçîâàòü ñàìûå ïîñëåäíèå âåðñèè. Îäíàêî ïðè ñðàâíåíèè ðå-
çóëüòàòîâ ðàçëè÷íûõ ðàáîò ïðèõîäèòñÿ èíîãäà èñïîëüçîâàòü òàêæå
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ïðåäøåñòâóþùèå âåðñèè ìîäåëåé äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ïëàíåò. Ïî-
ýòîìó â ñëóæáå ýôåìåðèä MULTI-SAT (ÃÀÈØ ÌÃÓ — IMCCE)
îñòàâëåíà âîçìîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ýôåìåðèä ñ ïîìîùüþ íåêîòî-
ðûõ ïðåäøåñòâóþùèõ âåðñèé.

Ñîâðåìåííûå è ñàìûå ñîâåðøåííûå ìîäåëè äâèæåíèÿ ñïóòíè-
êîâ ïëàíåò ïðèìåíÿþòñÿ â ñëóæáàõ ýôåìåðèä MULTI-SAT (ÃÀÈØ
ÌÃÓ — IMCCE) (Emel’yanov, Arlot, 2008) è HORIZONS JPL NASA,
ÑØÀ (Giorgini et al., 1996).

Íà ñòðàíèöàõ ñëóæáû ýôåìåðèä MULTI-SAT èìååòñÿ òàáëèöà, â
êîòîðîé äàåòñÿ ñïèñîê âñåõ âîçìîæíûõ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ìîäåëåé
äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ. Ðàçóìååòñÿ, ïî óìîë÷àíèþ â ñëóæáå âêëþ÷å-
íû ñàìûå ïîñëåäíèå è ñîâåðøåííûå âåðñèè äëÿ êàæäîãî ñïóòíèêà.
Íàèáîëåå çíà÷èìûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìîäåëåé äâèæåíèÿ ÿâëÿ-
þòñÿ ñëåäóþùèå:
– ïåðèîä âðåìåíè è òèïû èñïîëüçîâàííûõ íàáëþäåíèé,
– ïåðèîä âðåìåíè ïðåäñòàâëåíèÿ ýôåìåðèä,
– òèï ìîäåëè.
Çäåñü òèï ìîäåëè ìîæåò áûòü îäíèì èç ñëåäóþùèõ: ÷èñëåííîå èí-
òåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ äâèæå-
íèÿ, àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî èíòå-
ãðèðîâàíèÿ, ïðåöåññèðóþùèé ýëëèïñ èëè áîëåå ñëîæíàÿ êîìáèíà-
öèÿ ìåòîäîâ.

Ïðèâåäåì çäåñü îïèñàíèå òîëüêî òåõ ìîäåëåé, êîòîðûå â ñëóæ-
áå ýôåìåðèä MULTI-SAT ïðåäëàãàþòñÿ ïî óìîë÷àíèþ, êàê ñàìûå
ñîâåðøåííûå. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ðàññìîòðèâàþòñÿ òàêæå àëü-
òåðíàòèâíûå ìîäåëè. Íåêîòîðûå ìîäåëè ïîñòðîåíû ñðàçó äëÿ ðÿ-
äà ñïóòíèêîâ â íåêîòîðûõ ãðóïïàõ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåò ñî-
îòâåòñòâîâàòü ïëàíåòàì (îò Þïèòåðà äî Ïëóòîíà) è òèïàì ñïóòíè-
êîâ: ãëàâíûå, áëèçêèå, äàëåêèå. Â îáîçíà÷åíèÿõ íåêîòîðûõ ìîäåëåé
áóäåò óêàçàí âûáîð â ìåíþ â ñëóæáå ýôåìåðèä MULTI-SAT. Àâòî-
ðû óêàçàíû çäåñü íèæå â îïèñàíèÿõ ìîäåëåé. Äàëåå êàëåíäàðíûå
äàòû ïðèâîäèì â ôîðìå ÃÃÃÃ/ÌÌ/ÄÄ (ãîä, ìåñÿö, äåíü).

Ñïóòíèêè Ìàðñà Ôîáîñ è Äåéìîñ.
Âûáîð èç ìåíþ Lainey et al. (2015). Ìîäåëü ïîñòðîåíà ôðàíöóç-

ñêèì èññëåäîâàòåëåì Âàëåðè Ëåíååì (Valery Lainey) â IMCCE, Ïà-
ðèæ, Ôðàíöèÿ. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðåøàëèñü
ìåòîäîì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Èñïîëüçîâàëèñü âñå íàçåì-
íûå íàáëþäåíèÿ íà èíòåðâàëå âðåìåíè 1877–2014 ãã., à òàêæå íà-
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áëþäåíèÿ ñ êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ (ÊÀ), âêëþ÷àÿ ïîñëåäíèå äàí-
íûå ñ ÊÀ Mars Explorer (MEX). Ïåðèîä âðåìåíè ïðåäñòàâëåíèÿ
ýôåìåðèä ñ 1869/12/31 ïî 2123/07/03. Ñîîáùåíèå î ñîçäàíèè ìî-
äåëè îïóáëèêîâàíî â ñòàòüå (Arlot et al., 2017). Ýòà ìîäåëü îòëè÷à-
åòñÿ îò òîé, êîòîðàÿ îïóáëèêîâàíà â ðàáîòå (Lainey, Dehant, Patzold,
2007), òîëüêî ñîñòàâîì èñïîëüçóåìûõ íàáëþäåíèé.

Ãàëèëååâû ñïóòíèêè Þïèòåðà.
Âûáîð èç ìåíþ J1-J4 Lainey 2009, V2.0. Ìîäåëü ïîñòðîåíà ôðàí-

öóçñêèì èññëåäîâàòåëåì Âàëåðè Ëåíååì â IMCCE, Ïàðèæ, Ôðàí-
öèÿ. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðåøàëèñü ìåòîäîì
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Èñïîëüçîâàëèñü âñå íàçåìíûå ôîòî-
ãðàôè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ è íàáëþäåíèÿ íà ìåðèäèàííîì êðóãå íà
èíòåðâàëå âðåìåíè 1891–2007, àñòðîìåòðè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ôîòî-
ìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé ñïóòíèêîâ âî âðåìÿ èõ âçàèìíûõ ïîêðû-
òèé è çàòìåíèé 1973–2003 ãã (êàæäûå 6 ëåò). Ïåðèîä âðåìåíè ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ýôåìåðèä ñ 1903/06/01 ïî 2043/02/13. Ñîîáùåíèå î ñî-
çäàíèè ìîäåëè îïóáëèêîâàíî â ðàáîòå (Lainey et al., 2009).

Áëèçêèå ñïóòíèêè Þïèòåðà.
Âûáîð èç ìåíþ J5,J14–J16 Adjusted on (Jacobson, 2009). Ìîäåëü

ïîñòðîåíà àâòîðîì â ðàáîòå (Åìåëüÿíîâ, 2015) ïóòåì óòî÷íåíèÿ ïà-
ðàìåòðîâ ïðåöåññèðóþùåãî ýëëèïñà íà îñíîâå ýôåìåðèä ýòèõ ñïóò-
íèêîâ, âû÷èñëåííûõ ïî òåîðèè èç ïóáëèêàöèè (Jacobson. 2013). Èí-
òåðâàë âðåìåíè ýôåìåðèä ñïóòíèêîâ îãðàíè÷åí òîëüêî èíòåðâàëîì
âðåìåíè ïëàíåòíûõ ýôåìåðèä.

Äàëåêèå ñïóòíèêè Þïèòåðà. Âîñåìü äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Þïè-
òåðà (J6–J13). Ìîäåëü îïóáëèêîâàíà â ðàáîòå (Emelyanov, 2005).
Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðåøàëèñü ìåòîäîì ÷èñ-
ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîñëå ïóáëèêàöèè ìîäåëü íåîäíîêðàòíî
ïåðåóòî÷íÿëàñü íà îñíîâå áîëåå øèðîêèõ ðÿäîâ íàáëþäåíèé. Äëÿ
íàñòîÿùåé âåðñèè ýôåìåðèä èñïîëüçîâàëèñü íàçåìíûå íàáëþäåíèÿ
1905–2016 ãã. Èíòåðâàë âðåìåíè ïðåäñòàâëåíèÿ ýôåìåðèä ñ 1905 ïî
2049 ãîä.

Íîâûå äàëåêèå ñïóòíèêè Þïèòåðà. Ìîäåëü îïóáëèêîâàíà â
ðàáîòå (Åìåëüÿíîâ, Êàíòåð, 2005). Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ ðåøàëèñü ìåòîäîì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîñëå
ïóáëèêàöèè ìîäåëü íåîäíîêðàòíî ïåðåóòî÷íÿëàñü íà îñíîâå áîëåå
øèðîêèõ ðÿäîâ íàáëþäåíèé. Èñïîëüçîâàëèñü íàçåìíûå íàáëþäå-
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íèÿ íà ðàçíûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè äëÿ ðàçíûõ ñïóòíèêîâ (îò 30
ñóò. äî 12 ëåò). Ïîñëåäíèå èñïîëüçîâàííûå íàáëþäåíèÿ âûïîëíå-
íû â 2018 ãîäó. Èíòåðâàë âðåìåíè ïðåäñòàâëåíèÿ ýôåìåðèä äëÿ
áîëüøèíñòâà ýòèõ ñïóòíèêîâ ñ 1974 ïî 2049 ãîä. Äëÿ íåêîòîðûõ
ñïóòíèêîâ èíòåðâàë ìåíüøå.

Ãëàâíûå ñïóòíèêè Ñàòóðíà.
Âûáîð èç ìåíþ S1–S8 by Lainey et al. (2015). Ìîäåëü ïîñòðîå-

íà ôðàíöóçñêèì èññëåäîâàòåëåì Âàëåðè Ëåíååì â IMCCE, Ïàðèæ,
Ôðàíöèÿ. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðåøàëèñü ìå-
òîäîì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Èñïîëüçîâàëèñü âñå íàçåìíûå
íàáëþäåíèÿ íà èíòåðâàëå âðåìåíè c 1885 ïî 2009 ãîä, àñòðîìåò-
ðè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ôîòîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé âçàèìíûõ ÿâ-
ëåíèé â 1995 è â 2009 ã, íàáëþäåíèÿ ñ ÊÀ Cassini 2004–2012 ãã.
Ñîîáùåíèå î ñîçäàíèè ìîäåëè îïóáëèêîâàíî â ðàáîòå (Arlot et al.,
2017). Ïåðèîä âðåìåíè ïðåäñòàâëåíèÿ ýôåìåðèä ñ 1950/01/01 ïî
2048/01/01.

Ñïóòíèêè Ñàòóðíà, ñîîðáèòàëüíûå ãëàâíûì. Åëåíà S12, Òåëå-
ñòî S13, Êàëèïñî S14, Ïîëèäåâê S34.
Âûáîð èç ìåíþ Lainey et al. (2015). Àâòîð V. Lainey (ñì. âûøå).
Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðåøàëèñü ìåòîäîì ÷èñ-
ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Èñïîëüçîâàëèñü íàçåìíûå íàáëþäåíèÿ
1980–1996 ãã. è íàáëþäåíèÿ ñ ÊÀ Cassini 2004–2012 ãã. Ïåðèîä âðå-
ìåíè ïðåäñòàâëåíèÿ ýôåìåðèä ñ 1950/01/01 ïî 2049/05/16. Ñîîá-
ùåíèå î ñîçäàíèè ìîäåëè îïóáëèêîâàíî â ðàáîòå (Arlot et al., 2017).

Áëèçêèå ñîîðáèòàëüíûå ñïóòíèêè Ñàòóðíà. Âûáîð èç ìåíþ
äëÿ S10, S11 by Nicholson et al. (1992). Ñïóòíèêè S10 Janus, S11
Epimetheus. Àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ. Èíòåðâàë âðåìåíè ýôåìåðèä
ñïóòíèêîâ îãðàíè÷åí òîëüêî èíòåðâàëîì âðåìåíè ïëàíåòíûõ ýôå-
ìåðèä. Îïóáëèêîâàíà â ðàáîòå (Nicholson et al., 1992).

Áëèçêèå ñïóòíèêè Ñàòóðíà Âûáîð èç ìåíþ äëÿ S15-S18 Jacob-
son et al. (2008). Ñïóòíèêè Àòëàñ S15, Ïðîìåòåé S16, Ïàíäîðà S17,
Ïàí S18, Ìåòîíà S32, Ïàëëåíà S33, Äàôíèñ S35. Ìîäåëü ïðåöåñ-
ñèðóþùåãî ýëëèïñà. Îñíîâàíà íà íàáëþäåíèÿõ ñ ÊÀ Cassini 2004–
2012 ãã. Èíòåðâàë âðåìåíè ýôåìåðèä ñïóòíèêîâ îãðàíè÷åí òîëüêî
èíòåðâàëîì âðåìåíè ïëàíåòíûõ ýôåìåðèä. Îïóáëèêîâàíà â ðàáîòå
(Jacobson et al., 2008).

Äàëåêèé ñïóòíèê Ñàòóðíà Ôåáà. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-
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íèÿ äâèæåíèÿ ðåøàëèñü ìåòîäîì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Èñ-
ïîëüçîâàëèñü íàçåìíûå íàáëþäåíèÿ 1898–2012 ãã. è íàáëþäåíèÿ ñ
ÊÀ Cassini 2004–2012 ãã. Ïåðèîä âðåìåíè ïðåäñòàâëåíèÿ ýôåìå-
ðèä ñ 1875/07/01 ïî 2022/06/30. Ñîîáùåíèå î ñîçäàíèè ìîäåëè
îïóáëèêîâàíî â ðàáîòå (Desmars et al., 2013).

Íîâûå äàëåêèå ñïóòíèêè Ñàòóðíà. Ìîäåëü îïóáëèêîâàíà â ðà-
áîòå (Åìåëüÿíîâ, Êàíòåð, 2005). Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ ðåøàëèñü ìåòîäîì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Èñïîëü-
çîâàëèñü íàçåìíûå íàáëþäåíèÿ íà ðàçíûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè äëÿ
ðàçíûõ ñïóòíèêîâ (îò 30 ñóò. äî 12 ëåò). Ïîñëå ïóáëèêàöèè ìîäå-
ëè íåîäíîêðàòíî ïåðåóòî÷íÿëàñü íà îñíîâå áîëåå øèðîêèõ ðÿäîâ
íàáëþäåíèé. Ïåðèîä âðåìåíè ïðåäñòàâëåíèÿ ýôåìåðèä äëÿ áîëü-
øèíñòâà ýòèõ ñïóòíèêîâ ñ 1974 ïî 2049. Äëÿ íåêîòîðûõ ñïóòíèêîâ
èíòåðâàë ìåíüøå.

Ãëàâíûå ñïóòíèêè Óðàíà. Âûáîð èç ìåíþ Lainey et al. (2015).
Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðåøàëèñü ìåòîäîì ÷èñ-
ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Èñïîëüçîâàëèñü íàçåìíûå íàáëþäåíèÿ
1874–2012 ãã., íàáëþäåíèÿ ñ ÊÀ Voyager 2 è àñòðîìåòðè÷åñêèå ðå-
çóëüòàòû ôîòîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé âçàèìíûõ ÿâëåíèé 2007–
2008 ãã. Ïåðèîä âðåìåíè ïðåäñòàâëåíèÿ ýôåìåðèä ñ 1847/01/00 ïî
2145/01/02. Ïåðâàÿ âåðñèÿ ìîäåëè îïóáëèêîâàíà â ðàáîòå (Lainey,
2008). Ïåðåóòî÷íåííàÿ ìîäåëü íà îñíîâå áîëåå øèðîêîãî ðÿäà íà-
áëþäåíèé îïóáëèêîâàíà â ðàáîòå (Arlot et al., 2017).

Ãëàâíûå ñïóòíèêè Óðàíà. Àëüòåðíàòèâíàÿ ìîäåëü. Âûáîð èç ìå-
íþ Emelyanov, Nikonchuk 2013. Ìîäåëü îïóáëèêîâàíà â ðàáî-
òå (Emelyanov, Nikonchuk, 2013). Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ ðåøàëèñü ìåòîäîì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Èñïîëü-
çîâàëèñü íàçåìíûå íàáëþäåíèÿ 1787–2008 ãã., íàáëþäåíèÿ ñ ÊÀ
Voyager 2 è àñòðîìåòðè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ôîòîìåòðè÷åñêèõ íàáëþ-
äåíèé âçàèìíûõ ÿâëåíèé 2007–2008 ãã. Ïåðèîä âðåìåíè ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ýôåìåðèä ñ 1787/02/12 ïî 2032/01/09.

Áëèçêèå ñïóòíèêè Óðàíà. Ìîäåëü ïðåöåññèðóþùåãî ýëëèïñà.
Ïàðàìåòðû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ (Jacobson, 1998; Pascu et al.,
1998). Ìîäåëü ïîñòðîåíà íà îñíîâå íàáëþäåíèé ñ êîñìè÷åñêîãî òå-
ëåñêîïà HST â 1994 ã è íàáëþäåíèé ÊÀ Voyager-2 â 1985–1986 ãã.
Ïðåäñòàâëåíèå ýôåìåðèä îãðàíè÷åíî ïî âðåìåíè òîëüêî ïëàíåòíû-
ìè ýôåìåðèäàìè.
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Íîâûå äàëåêèå ñïóòíèêè Óðàíà. Ìîäåëü îïóáëèêîâàíà â ðàáî-
òå (Åìåëüÿíîâ, Êàíòåð, 2005). Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâè-
æåíèÿ ðåøàëèñü ìåòîäîì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Èñïîëüçîâà-
ëèñü íàçåìíûå íàáëþäåíèÿ äëÿ ðàçíûõ ñïóòíèêîâ íà ðàçíûõ èíòåð-
âàëàõ âðåìåíè. Ïîñëå ïóáëèêàöèè ìîäåëè ìîãëè ïåðåóòî÷íÿòüñÿ íà
îñíîâå áîëåå øèðîêèõ ðÿäîâ íàáëþäåíèé. Ïîñëåäíèé ãîä íàáëþäå-
íèé 2016. Ïåðèîä âðåìåíè ïðåäñòàâëåíèÿ ýôåìåðèä äëÿ ñïóòíèêîâ
U16, U17 ñ 1974 ïî 2049 ãîä, äëÿ îñòàëüíûõ ñ 1974 ïî 2026 ãîä.

Ñïóòíèê Íåïòóíà Òðèòîí. Âûáîð èç ìåíþ Emelyanov et al.
(2015). Àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñïóòíèêà ïîñòðîåíà íà îñíîâå âñåõ
íàçåìíûõ íàáëþäåíèé, âûïîëíåííûõ ñ 1847 ïî 2012 ã., è íàáëþ-
äåíèÿõ ñ ÊÀ Voyager-2. Ïðåäñòàâëåíèå ýôåìåðèä îãðàíè÷åíî ïî
âðåìåíè òîëüêî ïëàíåòíûìè ýôåìåðèäàìè. Îïóáëèêîâàíà â ðàáîòå
(Emelyanov, Samorodov, 2015).

Äàëåêèé ñïóòíèê Íåïòóíà Íåðåèäà. Ìîäåëü îïóáëèêîâàíà â
ðàáîòå (Emelyanov, Arlot, 2011). Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ ðåøàëèñü ìåòîäîì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ìîäåëü
ïîñëå ïóáëèêàöèè ïåðåóòî÷íÿëàñü. Èñïîëüçîâàëèñü íàçåìíûå íà-
áëþäåíèÿ ñ 1949 ïî 2017 ã. è íàáëþäåíèÿ ñ ÊÀ Voyager-2. Ïåðèîä
âðåìåíè ïðåäñòàâëåíèÿ ýôåìåðèä ñ 1920 ïî 2049 ãîä.

Áëèçêèå ñïóòíèêè Íåïòóíà. Ìîäåëü ïðåöåññèðóþùåãî ýëëèïñà.
Ïàðàìåòðû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ (Owen, Vaughan, Synnott, 1991;
Pascu et al., 2004; Jacobson, 2009). Ìîäåëü ïîñòðîåíà íà îñíîâå íà-
áëþäåíèé ñ êîñìè÷åñêîãî òåëåñêîïà HST â 1997 ã è íàáëþäåíèé ÊÀ
Voyager-2. Ïðåäñòàâëåíèå ýôåìåðèä îãðàíè÷åíî ïî âðåìåíè òîëüêî
ïëàíåòíûìè ýôåìåðèäàìè.

Ñïóòíèêè Ïëóòîíà. Ìîäåëü îïóáëèêîâàíà â ðàáîòå (Beauvalet et
al., 2013). Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðåøàëèñü ìåòî-
äîì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Èñïîëüçîâàëèñü íàáëþäåíèÿ ñ íà-
çåìíîãî òåëåñêîïà VLT-UT4 è êîñìè÷åñêîãî òåëåñêîïà HST ñïóò-
íèêà Õàðîí íà èíòåðâàëå âðåìåíè 1992–2010 ãã, à äëÿ ñïóòíèêîâ
Íèêòà è Ãèäðà íà èíòåðâàëå 2002–2006 ãã. Ïåðèîä âðåìåíè ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ýôåìåðèä ñ 1950/01/01 ïî 2029/12/31.

12.5. Òåîðèè è ìîäåëè â ñåðâåðå ýôåìåðèä JPL
Ñîâðåìåííûå è ñàìûå ñîâåðøåííûå ìîäåëè äâèæåíèÿ ñïóòíè-

êîâ ïëàíåò ïðèìåíÿþòñÿ â cåðâåðå ýôåìåðèä òåë Ñîëíå÷íîé ñèñòå-
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ìû HORIZONS, ðàçðàáîòàííîì â JPL NASA, ÑØÀ (Giorgini et al.,
1996). Ñïèñîê âñåõ ïóáëèêàöèé, â êîòîðûõ îïèñàíû ìîäåëè äâèæå-
íèÿ, ïðèâåäåí â Èíòåðíåòå íà ñòðàíèöå
https://ssd.jpl.nasa.gov/?sat_ephem
Ñäåëàåì êðàòêèé îáçîð ýòèõ ìîäåëåé.

Ìîäåëè ïîñòðîåíû íà îñíîâå âñåõ èìåþùèõñÿ íàçåìíûõ íàáëþ-
äåíèé è íàáëþäåíèé ñ ïîìîùüþ êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ. Äëÿ áîëü-
øîé ÷àñòè ìîäåëåé, ñîçäàííûõ Jacobson R. A. è Brozovic M., ññûëêè
íà ïóáëèêàöèè íå ïðèâîäÿòñÿ. Äàíû òîëüêî èäåíòèôèêàòîðû ìîäå-
ëåé äëÿ îòîæäåñòâëåíèÿ ýôåìåðèä.

Äëÿ ñïóòíèêîâ Ìàðñà Ôîáîñ è Äåéìîñ èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ,
îïèñàííàÿ â ðàáîòå (Jacobson, Lainey, 2014) è îñíîâàííàÿ íà âñåõ
èìåþùèõñÿ íàçåìíûõ íàáëþäåíèé è íàáëþäåíèé ñ ïîìîùüþ êîñ-
ìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðåøàþòñÿ ìåòîäàìè ÷èñ-
ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Äëÿ Ãàëèëååâûõ è áëèçêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà ïðèìåíÿåòñÿ ìî-
äåëü JUP310. Ññûëêà íà ïóáëèêàöèþ íå ïðèâîäèòñÿ.

Ìîäåëü äâèæåíèÿ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà îïèñàíà â ðàáî-
òå (BrozovicČ, Jacobson, 2017). Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðåøàþòñÿ ìåòî-
äàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Äëÿ ãëàâíûõ, áëèçêèõ è äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà ïðèìåíÿ-
þòñÿ îðèãèíàëüíûå ìîäåëè SAT389, SAT393 è SAT368. Ññûëêè íà
ïóáëèêàöèè íå ïðèâîäÿòñÿ.

Ìîäåëü äâèæåíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà îïóáëèêîâàíà â
ðàáîòå (Jacobson, 2014). Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðåøàþòñÿ ìåòîäàìè
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Äëÿ áëèçêèõ ñïóòíèêîâ Óðàíà ïîñòðîåíà ìîäåëü URA091, äëÿ
äàëåêèõ — ìîäåëü URA112. Ññûëêè íà ïóáëèêàöèè íå ïðèâîäÿòñÿ.

Ìîäåëü äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ Íåïòóíà Òðèòîí, Ïðîòåé è Íåðå-
èäà îïóáëèêîâàíà â ðàáîòå (Jacobson, 2009).

Äëÿ âíóòðåííèõ ñïóòíèêîâ Íåïòóíà èñïîëüçóåòñÿ îðèãèíàëüíàÿ
ìîäåëü NEP088. Ññûëêà íà ïóáëèêàöèþ íå ïðèâîäèòñÿ.

Ìîäåëü äâèæåíèÿ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Íåïòóíà îïóáëèêîâàíà â
ðàáîòå (Brozovic, Jacobson, Sheppard, 2011).

Íà îñíîâå äàííûõ, ïîëó÷åííûõ ñ ÊÀ New Horizons, ïîñòðîåíû
íîâûå ìîäåëè äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ Ïëóòîíà (Jacobson, Brozovic,
Buie, Porter, et al., 2015).
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12.6. Ñïóòíèêè ïëàíåò â âèðòóàëüíûõ îáñåðâàòîðèÿõ
Â ìèðå ðàçðàáàòûâàþòñÿ òàê íàçûâàåìûå Âèðòóàëüíûå îáñåð-

âàòîðèè (ÂÎ). Ïîêà åùå íåò ÷åòêî óñòîÿâøåãîñÿ ïîíèìàíèÿ ýòî-
ãî òåðìèíà. ×àùå âñåãî âèðòóàëüíîé îáñåðâàòîðèåé íàçûâàþò íà-
áîð èíñòðóìåíòîâ äëÿ ðàáîòû ñ ðåñóðñàìè àñòðîíîìè÷åñêèõ äàí-
íûõ. Äàííûå ñîçäàþò ñàìè àñòðîíîìû — ýêñïåðòû â ñîîòâåòñòâó-
þùèõ îáëàñòÿõ. Âèðòóàëüíàÿ îáñåðâàòîðèÿ àêêóìóëèðóåò ñâåäåíèÿ
îá ýòèõ ðåñóðñàõ, îïèñûâàåò èõ, êëàññèôèöèðóåò è ðàçðàáàòûâàåò
ìåòîäû äîñòóïà ê íèì: ôîðìàòû, ñòàíäàðòû è ò.ï.

Ïîïûòêè íàéòè âèðòóàëüíóþ îáñåðâàòîðèþ, ñîäåðæàùóþ ñïóò-
íèêè ïëàíåò, äàþò åäèíñòâåííûé ðåçóëüòàò — ýòî Âèðòóàëüíàÿ îá-
ñåðâàòîðèÿ Èíñòèòóòà íåáåñíîé ìåõàíèêè è âû÷èñëåíèÿ ýôåìåðèä
(Institut de Mécanique céleste et de calcul des éphémérides — IMCCE), Ïà-
ðèæ, Ôðàíöèÿ. Äîñòóï â ýòó âèðòóàëüíóþ îáñåðâàòîðèþ îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ ïî àäðåñó http://vo.imcce.fr/.

Áîëüøàÿ ÷àñòü êîìïîíåíò ýòîé ÂÎ íàõîäèòñÿ â ñòàäèè ðàçðàáîò-
êè. Ïîïûòêè íàéòè çäåñü ñðåäñòâà, êàñàþùèåñÿ ñïóòíèêîâ ïëàíåò,
ïðèâîäÿò òîëüêî ê âîçìîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ýôåìåðèä ñïóòíèêîâ
ïëàíåò â òàáëè÷íîì âèäå. Àäðåñ ýòîãî ñðåäñòâà
http://vo.imcce.fr/webservices/skybot/?forms=resolver.
Íàáîð ñïóòíèêîâ â ýòîé âèðòóàëüíîé îëáñåðâàòîðèè âåñüìà îãðà-
íè÷åí. Ýòî ñïóòíèêè Ìàðñà (2), Ãàëèëååâû ñïóòíèêè Þïèòåðà (4),
ãëàâíûå ñïóòíèêè Ñàòóðíà (8), ãëàâíûå ñïóòíèêè Óðàíà (5), ñïóò-
íèêè Íåïòóíà Òðèòîí è Íåðåèäà, íåêîòîðûå áëèçêèå ñïóòíèêè Óðà-
íà (3), áëèçêèå ñïóòíèêè Íåïòóíà (6). Ýòè 30 îáúåêòîâ ñîñòàâëÿþò
íåáîëüøóþ ÷àñòü îò âñåõ èçâåñòíûõ 189 ñïóòíèêîâ ïëàíåò.

12.7. Ñòàíäàðòû ôóíäàìåíòàëüíîé àñòðîíîìèè
Íàó÷íàÿ äåÿòåëüíîñòü â îáëàñòè äèíàìèêè Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû

ðàçâèâàåòñÿ è ïðàêòèêóåòñÿ âî ìíîãèõ êðóïíûõ íàó÷íûõ öåíòðàõ è
â îòäåëüíûõ ëàáîðàòîðèÿõ ìèðà. Ñîâðåìåííàÿ òåõíîëîãèÿ íàó÷íûõ
èññëåäîâàíèé ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ îñíîâíûõ ïðàêòè÷åñêèõ äåé-
ñòâèé:
— ïðîèçâîäñòâî íàáëþäåíèé,
— íàêîïëåíèå è ñîïðîâîæäåíèå áàç äàííûõ,
— ñîñòàâëåíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîãðàìì äëÿ îáðàáîòêè äàííûõ.

Êàæäîå èõ ýòèõ äåéñòâèé îñóùåñòâëÿåòñÿ â îãðîìíîé ñåòè áîëü-
øèõ è ìàëûõ êîëëåêòèâîâ èññëåäîâàòåëåé. Óñòàíàâëèâàþòñÿ îòíî-
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øåíèÿ ñîòðóäíè÷åñòâà ñ ñîïóòñòâóþùèì ñîïåðíè÷åñòâîì. Îñíîâ-
íûå ìîòèâàöèè äâå: ìàòåðèàëüíîå îáåñïå÷åíèå è óäîâëåòâîðåíèå
àìáèöèé. Óñëîâèåì îïòèìàëüíîãî âåäåíèÿ äåë â ìèðîâîì ìàñøòà-
áå ÿâëÿåòñÿ ãèáêàÿ êîîðäèíàöèÿ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé. Äëÿ ýòî-
ãî ÷àùå öåëåíàïðàâëåííî, à èíîãäà è ñòèõèéíî ñîçäàþòñÿ ñðåäñòâà
êîîðäèíàöèè: ìåæäóíàðîäíûå Öåíòðû, Ñîâåòû è Ñîþçû. Îäíîé èç
ôóíêöèé òàêèõ öåíòðîâ ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ñòàíäàðòîâ. Ñòàíäàð-
òû íåîáõîäèìû äëÿ ñîãëàñîâàííîñòè íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé, ñîïî-
ñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ. ×àñòî ñòàíäàðòû äèêòóþòñÿ êàêèì-íèáóäü
íàèáîëåå ñèëüíûì è äîìèíèðóþùèì íàó÷íûì öåíòðîì. Èíîãäà
ñòàíäàðòû óñòàíàâëèâàþòñÿ â ðåçóëüòàòå ñîçäàíèÿ êðóïíîãî êîì-
ïëåêñà äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé íåáåñíûõ òåë, îñíîâàííûõ íà áîëü-
øîé áàçå äàííûõ íàáëþäåíèé.

Ïåðå÷èñëèì íàèáîëåå êðóïíûå íàó÷íûå ïðåäïðèÿòèÿ â îáëàñòè
äèíàìèêè òåë Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû.

Ìåæäóíàðîäíûé àñòðîíîìè÷åñêèé ñîþç (ÌÀÑ) — International
astronomical union (IAU) íà ñâîèõ ðåãóëÿðíûõ àññàìáëåÿõ óòâåð-
æäàåò ïðåäëîæåíèÿ àñòðîíîìè÷åñêèõ ñòàíäàðòîâ. Àäðåñ â Èíòåð-
íåòå: https://www.iau.org/

Öåíòð ìàëûõ ïëàíåò — Minor planet center (MPC) ñîäåðæèò è
ñîïðîâîæäàåò áàçó äàííûõ âñåõ íàáëþäåíèé ìàëûõ òåë — àñòåðîè-
äîâ, êàðëèêîâûõ ïëàíåò, êîìåò, äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò. MPC ñî-
áèðàåò äàííûå, îáåñïå÷èâàåò ìîäåëèðîâàíèå äâèæåíèÿ ìàëûõ òåë,
à òàêæå ïðåäîñòàâëÿåò ìèðîâîìó ñîîáùåñòâó öåëûé ðÿä ñðåäñòâ èñ-
ñëåäîâàíèé: ýôåìåðèäíûå âû÷èñëèòåëüíûå ïðîãðàììû è ñðåäñòâà
àíàëèçà äàííûõ. Êàê äîìèíèðóþùåå íàó÷íîå ïðåäïðèÿòèå MPC
îêàçûâàåòñÿ èñòî÷íèêîì è ïðîâîäíèêîì ñòàíäàðòîâ â ñâîåé îáëà-
ñòè. Àäðåñ MPC â Èíòåðíåòå:
https://minorplanetcenter.net/iau/mpc.html

Â ÷àñòíîñòè, MPC óñòàíàâëèâàåò ñòàíäàðòíûé ôîðìàò ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé ìàëûõ òåë è ñòàíäàðò íàçíà÷åíèÿ
êîäîâ îáñåðâàòîðèé. Îá ýòèõ ñòàíäàðòàõ ìîæíî óçíàòü â Èíòåðíåòå
ïî àäðåñàì:
https://minorplanetcenter.net/iau/info/ObsFormat.html
https://minorplanetcenter.net/iau/lists/ObsCodesF.html

Íàâèãàöèîííî-âñïîìîãàòåëüíûé èíôîðìàöèîííûé ôîíä —Navi-
gation and Ancillary Information Facility (NAIF) Íàöèîíàëüíî-
ãî óïðàâëåíèÿ ïî àýðîíàâòèêå è èññëåäîâàíèþ êîñìè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà Ñîåäèíåííûõ øòàòîâ Àìåðèêè — National Aeronautics and
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Space Administration (NASA) áûë ñîçäàí â Ëàáîðàòîðèè ðåàêòèâíî-
ãî äâèæåíèÿ - Jet Propulsion Laboratory (JPL), California Institute of
Technology äëÿ ðóêîâîäñòâà ðàçðàáîòêîé è âíåäðåíèåì èíôîðìàöè-
îííîé ñèñòåìû ”SPICE”(The SPICE Toolkit). SPICE èñïîëüçóåòñÿ
â òå÷åíèå âñåãî æèçíåííîãî öèêëà ïëàíåòàðíûõ íàó÷íûõ ìèññèé
ÍÀÑÀ, ÷òîáû ïîìî÷ü ó÷åíûì è èíæåíåðàì ðàçðàáàòûâàòü ìèññèè,
ïëàíèðîâàòü íàó÷íûå íàáëþäåíèÿ, àíàëèçèðîâàòü íàó÷íûå äàííûå
è âûïîëíÿòü ðàçëè÷íûå èíæåíåðíûå ôóíêöèè, ñâÿçàííûå ñ ïîëåò-
íûìè ïðîåêòàìè. Êîìàíäà NAIF çàíèìàåòñÿ âîïðîñàìè ïðîèçâîä-
ñòâà âûñîêîòî÷íîé, ÷åòêî çàäîêóìåíòèðîâàííîé è ëåãêî èñïîëüçó-
åìîé èíôîðìàöèè, íåîáõîäèìîé ó÷åíûì è èíæåíåðàì. Ýòî îñíîâ-
íûå çàäà÷è êîìàíäû NAIF.

Ïàêåò ñðåäñòâ SPICE ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé áàç äàííûõ è âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ ïðîãðàìì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ôóíäàìåíòàëüíîé àñòðî-
íîìèè.
Àäðåñ NAIF â Èíòåðíåòå: https://naif.jpl.nasa.gov/naif/about.html
Àäðåñ SPICE â Èíòåðíåòå:
https://naif.jpl.nasa.gov/naif/aboutspice.html
Ñîâåðøåííî åñòåñòâåííî, ÷òî â ñèñòåìå NAIF-SPICE óñòàíàâëèâà-
þòñÿ ñîâåðøåííî ÷åòêèå è ñòðîãèå ñòàíäàðòû áàç äàííûõ è ïðî-
ãðàììíûõ ñðåäñòâ âû÷èñëåíèé. Ýòè ñòàíäàðòû îáåñïå÷èâàþò ôóíê-
öèîíèðîâàíèå âñåõ ÷àñòåé ñèñòåìû. Ïðîãðàììû, ïðåäîñòàâëÿåìûå
â ñèñòåìå SPICE, çàïèñàíû â íåñêîëüêèõ âàðèàíòàõ â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ÿçûêàìè ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ôîðòðàí, Ñè è íåêîòîðûõ
äðóãèõ. Åñòåñòâåííî, ÷òî èññëåäîâàòåëè âñåãî ìèðà, èñïîëüçóþùèå
ýòè ïðåäîñòàâëÿåìûå ñðåäñòâà, âûíóæäåíû ñëåäîâàòü ñòàíäàðòàì
NAIF-SPICE.

Ñòàíäàðòû ôóíäàìåíòàëüíîé àñòðîíîìèè - Standards of Funda-
mental Astronomy (SOFA) Ýòî ñëóæáà ñ çàäà÷åé óñòàíîâèòü è
ïîääåðæèâàòü äîñòóïíûé è àâòîðèòåòíûé íàáîð àëãîðèòìîâ è ïðî-
öåäóð, ðåàëèçóþùèõ ñòàíäàðòíûå ìîäåëè, èñïîëüçóåìûå â ôóíäà-
ìåíòàëüíîé àñòðîíîìèè. Ñëóæáà óïðàâëÿåòñÿ ìåæäóíàðîäíîé êî-
ìèññèåé, Ñîâåòîì SOFA, íàçíà÷åííîé Îòäåëîì A Ôóíäàìåíòàëü-
íàÿ àñòðîíîìèÿ Ìåæäóíàðîäíîãî àñòðîíîìè÷åñêîãî ñîþçà (ÌÀÑ)
— IAU Division A — Fundamental Astronomy. SOFA òàêæå òåñíî ñî-
òðóäíè÷àåò ñ Ìåæäóíàðîäíîé ñëóæáîé âðàùåíèÿ Çåìëè è ñèñòåì
îòñ÷åòà (IERS). Àëãîðèòìû è ïðîãðàììû â ñëóæáå SOFA çàïèñàíû
íà ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ôîðòðàí è Ñè (ANSI C).
Àäðåñ SOFA â Èíòåðíåòå: http://www.iausofa.org/
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Ìåæäóíàðîäíàÿ ñëóæáà âðàùåíèÿ Çåìëè è ñèñòåì îòñ÷åòà —
International Earth Rotation and Reference System Service (IERS).
Îñíîâíûìè çàäà÷àìè IERS ÿâëÿþòñÿ îáñëóæèâàíèå àñòðîíîìè÷å-
ñêèõ, ãåîäåçè÷åñêèõ è ãåîôèçè÷åñêèõ ñîîáùåñòâ ïóòåì ïðåäîñòàâ-
ëåíèÿ äàííûõ è ñòàíäàðòîâ, êàñàþùèõñÿ âðàùåíèÿ Çåìëè è ñèñòåì
îòñ÷åòà. Àäðåñ IERS â Èíòåðíåòå:
https://www.iers.org/IERS/EN/Home/home_node.html
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Приложение 1

НОМЕНКЛАТУРА СПУТНИКОВ ПЛАНЕТ

Ïðèâîäèìûå çäåñü äàííûå âêëþ÷àþò â ñåáÿ ïðèíÿòûå Ìåæäóíà-
ðîäíûì àñòðîíîìè÷åñêèì ñîþçîì (ÌÀÑ) íàçâàíèÿ è íîìåðà åñòå-
ñòâåííûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò. Ðóññêîÿçû÷íûå íàçâàíèÿ ñïóòíèêîâ
ñîîòâåòñòâóþò ïðèíÿòîé â ðóññêîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå òåðìèíîëî-
ãèè äëÿ ìèôîëîãè÷åñêèõ ïåðñîíàæåé. Äàþòñÿ òàêæå îáñòîÿòåëüñòâà
îòêðûòèÿ êàæäîãî ñïóòíèêà: ãîä îòêðûòèÿ, ññûëêà íà ïóáëèêàöèþ
ñîîáùåíèÿ îá îòêðûòèè. ×òîáû ëåã÷å èäåíòèôèöèðîâàòü òèï ñïóò-
íèêà, ïðèâîäÿòñÿ ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ áîëüøîé ïîëóîñè. Â ñî-
îòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòûì ÌÀÑ ïðàâèëîì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðÿìîãî è
îáðàòíîãî äâèæåíèÿ (ñì. Ãëàâó 9) ñïóòíèêè ñ îáðàòíûì (ðåòðîãðàä-
íûì) äâèæåíèåì â íèæåñëåäóþùèõ òàáëèöàõ èìåþò ñïåöèàëüíóþ
ïîìåòêó.

Íîìåíêëàòóðà ïóòíèêîâ Ìàðñà

Òàáëèöà Ï1.1. Íîìåíêëàòóðà ñïóòíèêîâ Ìàðñà.

Íîìåð Ëàòèíñêîå Ðóññêîå Ãîä Á. ïîëóîñü

íàçâàíèå íàçâàíèå îòêðûòèÿ îðáèòû, êì

M1 Phobos Ôîáîñ 1877 9380.

M2 Deimos Äåéìîñ 1877 23460.

495



Ñîîáùåíèå îá îòêðûòèè ñïóòíèêîâ Ìàðñà

Rodgers John, Thompson R. W., Hall Asaph Letter to the Hon. R.W.
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Asaph. Washington: U.S. Naval Observatory, [1877]. United
States Naval Observatory. 1877.

Ïóáëèêàöèÿ ïåðâûõ íàáëþäåíèé ñïóòíèêîâ Ìàðñà,
âûïîëíåííûõ Àçàôîì Õîëëîì

Hall A. Observations of the satellites of Mars, made with the 26-inch
refractor of the U.S. Naval Observatory, Washington. Astronomi-
sche Nachrichten. 1877. V. 91. No. 2161. P. 11–14.

Íîìåíêëàòóðà ñïóòíèêîâ Þïèòåðà

Òàáëèöà Ï1.2: Íîìåíêëàòóðà ñïóòíèêîâ Þïèòåðà. Äëÿ ñïóòíè-
êîâ áåç íàçâàíèÿ äàíû âðåìåííûå îáîçíà÷åíèÿ. Â êâàäðàòíûõ
ñêîáêàõ äàíû íîìåðà áèáëèîãðàôè÷åñêèõ ññûëîê íà ïóáëèêà-
öèè ñîîáùåíèé îá îòêðûòèÿõ. Ñïèñîê áèáëèîãðàôèè äàí ïîñëå
òàáëèöû. Â ãðàôå Á. ïîëóîñü çíàêîì r îòìå÷åíû ñïóòíèêè ñ îá-
ðàòíûì (ðåòðîãðàäíûì) äâèæåíèåì.

Íî- Ëàòèíñêîå Ðóññêîå Ãîä Á. ïîëóîñü

ìåð íàçâàíèå íàçâàíèå îòêðûòèÿ îðáèòû, êì

J1 Io Èî 1610 Ã.Ãàëèëåé 421800 -

J2 Europa Åâðîïà 1610 Ã.Ãàëèëåé 671100 -

J3 Ganymede Ãàíèìåä 1610 Ã.Ãàëèëåé 1070400 -

J4 Callisto Êàëëèñòî 1610 Ã.Ãàëèëåé 1882700 -

J5 Amalthea Àìàëüòåÿ 1892 [1] 181400 -

J6 Himalia Ãèìàëèÿ 1904 [2] 11461000 -

J7 Elara Ýëàðà 1904 [2] 11741000 -

J8 Pasiphae Ïàñèôå 1908 [3] 23624000 r

J9 Sinope Ñèíîïå 1914 [4] 23939000 r

J10 Lysithea Ëèñèòåÿ 1938 [5] 11717000 -
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Íî- Ëàòèíñêîå Ðóññêîå Ãîä Á. ïîëóîñü

ìåð íàçâàíèå íàçâàíèå îòêðûòèÿ îðáèòû, êì

J11 Carme Êàðìå 1938 [5] 23404000 r

J12 Ananke Àíàíêå 1951 [6] 21276000 r

J13 Leda Ëåäà 1975 [7] 11165000 -

J14 Thebe Òåáà 1979 [8] 221900 -

J15 Adrastea Àäðàñòåÿ 1979 [9] 129000 -

J16 Metis Ìåòèäà 1979 [10] 128000 -

J17 Callirrhoe Êàëëèðîå 1999 [11] 24103000 r

J18 Themisto Ôåìèñòî 2000 [12] 7400000 -

J19 Megaclite Ìåãàêëèòå 2000 [12] 23493000 r

J20 Taygete Òàéãåòå 2000 [12] 23280000 r

J21 Chaldene Õàëäåíå 2000 [12] 23100000 r

J22 Harpalyke Ãàðïàëèêå 2000 [12] 20858000 r

J23 Kalyke Êàëèêå 2000 [12] 23566000 r

J24 Iocaste Èîêàñòå 2000 [12] 21061000 r

J25 Erinome Ýðèíîìå 2000 [12] 23196000 r

J26 Isonoe Èñîíîå 2000 [12] 23155000 r

J27 Praxidike Ïðàêñèäèêå 2000 [12] 20907000 r

J28 Autonoe Àâòîíîå 2001 [13] 24046000 r

J29 Thyone Òèîíå 2001 [13] 20939000 r

J30 Hermippe Ãåðìèïïå 2001 [13] 21131000 r

J31 Aitne Ýòíå 2001 [13] 23229000 r

J32 Eurydome Ýâðèäîìå 2001 [13] 22865000 r

J33 Euanthe Ýâàíòå 2001 [13] 20797000 r

J34 Euporie Ýâïîðèå 2001 [13] 19304000 r

J35 Orthosie Îðòîçèå 2001 [13] 20720000 r

J36 Sponde Ñïîíäå 2001 [13] 23487000 r

J37 Kale Êàëå 2001 [13] 23217000 r

J38 Pasithee Ïàçèòå 2001 [13] 23004000 r

J39 Hegemone Ãåãåìîíå 2003 [14] 23947000 r

J40 Mneme Ìíåìå 2003 [15] 21069000 r
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Íî- Ëàòèíñêîå Ðóññêîå Ãîä Á. ïîëóîñü

ìåð íàçâàíèå íàçâàíèå îòêðûòèÿ îðáèòû, êì

J41 Aoede Àîéäå 2003 [16] 23981000 r

J42 Thelxinoe Òåëüêñèíîå 2003 [17] 21162000 r

J43 Arche Àðõå 2002 [18] 22931000 r

J44 Kallichore Êàëëèõîðå 2003 [19] 24043000 r

J45 Helike Ãåëèêå 2003 [16] 21263000 r

J46 Carpo Êàðïî 2003 [20] 16989000 -

J47 Eukelade Ýâêåëàäå 2003 [16] 23661000 r

J48 Cyllene Êèëëåíå 2003 [21] 23951000 r

J49 Kore Êîðå 2003 [21] 24011000 r

J50 Herse Ãåðñå 2003 [21] 22992000 r

J51 S/2010 J 1 — 2010 [22] 23189718 r

J52 S/2010 J 2 — 2010 [23] 20790825 r

J53 Dia Äèÿ 2000 [24] 12297000 -

— S/2003 J 2 — 2003 [16] 29541000 r

J60 S/2003 J 3 — 2003 [16] 20221000 r

— S/2003 J 4 — 2003 [16] 23930000 r

J57 S/2003 J 5 — 2003 [16] 23495000 r

— S/2003 J 9 — 2003 [19] 23384000 r

— S/2003 J 10 — 2003 [19] 23041000 r

— S/2003 J 12 — 2003 [19] 17582000 r

J58 S/2003 J 15 — 2003 [21] 22627000 r

— S/2003 J 16 — 2003 [21] 20957000 r

J55 S/2003 J 18 — 2003 [21] 20514000 r

J61 S/2003 J 19 — 2003 [20] 23533000 r

— S/2003 J 23 — 2003 [25] 23563000 r

J72 S/2011 J 1 — 2012 [26] 20691211 r

J56 S/2011 J 2 — 2012 [26] 23233215 r

J54 S/2016 J 1 — 2017 [27] 20595483 r

J62 Valetudo Âàëåòóäî 2018 [29] 18928094 -

J59 S/2017 J 1 — 2017 [28] 23483978 r
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Íî- Ëàòèíñêîå Ðóññêîå Ãîä Á. ïîëóîñü

ìåð íàçâàíèå íàçâàíèå îòêðûòèÿ îðáèòû, êì

J63 S/2017 J 2 — 2018 [30] 23240956 r

J64 S/2017 J 3 — 2018 [31] 20639315 r

J65 S/2017 J 4 — 2018 [32] 11494801 -

J66 S/2017 J 5 — 2018 [33] 23169389 r

J67 S/2017 J 6 — 2018 [34] 22394681 r

J68 S/2017 J 7 — 2018 [35] 20571457 r

J69 S/2017 J 8 — 2018 [36] 23174445 r

J70 S/2017 J 9 — 2018 [37] 21429954 r

J71 S/2018 J 1 — 2018 [38] 11453003 r

Ññûëêè íà ñîîáùåíèÿ îá îòêðûòèÿõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà
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∗ IAUC — International Astronomical Union Circular
∗∗ MPEC — Minor Planet Electronic Circulars - IAU Minor Planet

Center
∗∗∗ CBAT IAU — Central Bureau for Astronomical Telegrams IAU

Circular

Íîìåíêëàòóðà ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà

Òàáëèöà Ï1.3: Íîìåíêëàòóðà ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà. Äëÿ ñïóòíè-
êîâ áåç íàçâàíèÿ äàíû âðåìåííûå îáîçíà÷åíèÿ. Â êâàäðàòíûõ
ñêîáêàõ äàíû íîìåðà áèáëèîãðàôè÷åñêèõ ññûëîê íà ïóáëèêà-
öèè ñîîáùåíèé îá îòêðûòèÿõ. Ñïèñîê áèáëèîãðàôèè äàí ïîñëå
òàáëèöû. Â ãðàôå Á. ïîëóîñü çíàêîì r îòìå÷åíû ñïóòíèêè ñ îá-
ðàòíûì (ðåòðîãðàäíûì) äâèæåíèåì. Ñïóòíèê S6 Òèòàí áûë îò-
êðûò Ãþéãåíñîì (Õðèñòèàí Ãþéãåíñ âàí Çóéëèõåì). Ñïóòíèêè
S3 Òåôèÿ, S4 Äèîíà, S5 Ðåÿ è S8 ßïåò îòêðûë Êàññèíè (Êàñ-
ñèíè Äæîâàííè Äîìåíèêî). Ñïóòíèêè S1 Ìèìàñ è S2 Ýíöåëàä
áûëè îòêðûòû Ãåðøåëåì (Ãåðøåëü Óèëüÿì).

Íî- Ëàòèíñêîå Ðóññêîå Ãîä Á. ïîëóîñü

ìåð íàçâàíèå íàçâàíèå îòêðûòèÿ îðáèòû, êì

S1 Mimas Ìèìàñ 1789 185600 -

S2 Enceladus Ýíöåëàä 1789 238100 -

S3 Tethys Òåôèÿ 1684 294700 -

S4 Dione Äèîíà 1684 377400 -

S5 Rhea Ðåÿ 1672 527100 -

S6 Titan Òèòàí 1655 1221900 -

S7 Hyperion Ãèïåðèîí 1848 [1] 1464100 -

S8 Iapetus ßïåò 1671 3560800 -
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Íî- Ëàòèíñêîå Ðóññêîå Ãîä Á. ïîëóîñü

ìåð íàçâàíèå íàçâàíèå îòêðûòèÿ îðáèòû, êì

S9 Phoebe Ôåáà 1898 [2] 12944300 r

S10 Janus ßíóñ 1966 [3] 151500 -

S11 Epimetheus Ýïèìåòåé 1977 [4] 151400 -

S12 Helene Åëåíà 1980 [5], [6] 377400 -

S13 Telesto Òåëåñòî 1980 [7], [8] 294700 -

S14 Calypso Êàëèïñî 1980 [7], [8] 294700 -

S15 Atlas Àòëàñ 1980 [9], [10] 137700 -

S16 Prometheus Ïðîìåòåé 1980 [9], [10] 139400 -

S17 Pandora Ïàíäîðà 1980 [9], [10] 141700 -

S18 Pan Ïàí 1990 [11] 133600 -

S19 Ymir Èìèð 2000 [12], [13] 23130000 r

S20 Paaliaq Ïàëèàê 2000 [12], [13] 15198000 -

S21 Tarvos Òàðâîñ 2000 [14], [13] 18239000 -

S22 Ijiraq Èäæèðàê 2000 [15], [13] 11442000 -

S23 Suttungr Ñóòòóíã 2000 [16], [13] 19465000 r

S24 Kiviuq Êèâèîê 2000 [15], [13] 11365000 -

S25 Mundilfari Ìóíäèëôàðè 2000 [17], [13] 18722000 r

S26 Albiorix Àëüáèîðèêñ 2000 [18], [13] 16394000 -

S27 Skathi Ñêàäè 2000 [17], [13] 15641000 r

S28 Erriapo Ýððèïî 2000 [19], [13] 17604000 -

S29 Siarnaq Ñèàðíàê 2000 [14], [13] 18195000 -

S30 Thrymr Òðþì 2000 [17], [13] 20219000 r

S31 Narvi Íàðâè 2003 [20], [21] 18719000 r

S32 Methone Ìåòîíà 2004 [22], [21] 194000 -

S33 Pallene Ïàëëåíà 2004 [22], [21] 211000 -

S34 Polydeuce Ïîëèäåâê 2004 [23], [21] 377400 -

S35 Daphnis Äàôíèñ 2005 [24] 136500 -

S36 Aegir Ýãèð 2005 [25], [26] 19460000 r

S37 Bebhionn Áåôèíä 2005 [25], [26] 17040000 -

S38 Bergelmir Áåðãåëüìèð 2005 [25], [26] 19610000 r
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Íî- Ëàòèíñêîå Ðóññêîå Ãîä Á. ïîëóîñü

ìåð íàçâàíèå íàçâàíèå îòêðûòèÿ îðáèòû, êì

S39 Bestla Áåñòëà 2005 [25], [26] 19890000 r

S40 Farbauti Ôàðáàóòè 2005 [25], [26] 20580000 r

S41 Fenrir Ôåíðèð 2005 [25], [26] 23050000 r

S42 Fornjot Ôîðíüîò 2005 [25], [26] 24030000 r

S43 Hati Õàòè 2005 [25], [26] 20670000 r

S44 Hyrrokkin Ãèððîêêèí 2006 [27], [26] 18170000 r

S45 Kari Êàðè 2006 [27], [26] 22320000 r

S46 Loge Ëîãè 2006 [27], [26] 22980000 r

S47 Skoll Ñêîëë 2006 [27], [26] 17470000 r

S48 Surtur Ñóðò 2006 [27], [26] 22290000 r

S49 Anthe Àíôà 2007 [28], [29] 197700 -

S50 Jarnsaxa ßðíñàêñà 2006 [27], [29] 18560000 r

S51 Greip Ãðåéï 2006 [27], [29] 18070000 r

S52 Tarqeq Òàðêåê 2007 [30], [29] 17960000 -

S53 Aegaeon Ýãåîí 2008 [31] 167500 -

— S/2004 S 7 — 2005 [25] 20880000 r

— S/2004 S 12 — 2005 [25] 20010000 r

— S/2004 S 13 — 2005 [25] 18280000 r

— S/2004 S 17 — 2005 [25] 19130000 r

— S/2006 S 1 — 2006 [27] 18930000 r

— S/2006 S 3 — 2006 [27] 21080000 r

— S/2007 S 2 — 2007 [30] 16520000 r

— S/2007 S 3 — 2007 [30] 19180000 r

— S/2009 S 1 — 2009 [32] 117000 -

Ññûëêè íà ñîîáùåíèÿ îá îòêðûòèÿõ ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà

[1] Bond W. C. Discovery of a new satellite of Saturn. Monthly Notices
of the Royal Astronomical Society. 1848. V. 9. P. 1–1.
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Íîìåíêëàòóðà ñïóòíèêîâ Óðàíà

Òàáëèöà Ï1.4: Íîìåíêëàòóðà ñïóòíèêîâ Óðàíà. Äëÿ ñïóòíè-
êîâ áåç íàçâàíèÿ äàíû âðåìåííûå îáîçíà÷åíèÿ. Â êâàäðàòíûõ
ñêîáêàõ äàíû íîìåðà áèáëèîãðàôè÷åñêèõ ññûëîê íà ïóáëèêà-
öèè ñîîáùåíèé îá îòêðûòèÿõ. Ñïèñîê áèáëèîãðàôèè äàí ïîñëå
òàáëèöû. Â ãðàôå Á. ïîëóîñü çíàêîì r îòìå÷åíû ñïóòíèêè ñ îá-
ðàòíûì (ðåòðîãðàäíûì) äâèæåíèåì.

Íî- Ëàòèíñêîå Ðóññêîå Ãîä Á. ïîëóîñü

ìåð íàçâàíèå íàçâàíèå îòêðûòèÿ îðáèòû, êì

U1 Ariel Àðèýëü 1851 [1] 190900 -

U2 Umbriel Óìáðèýëü 1851 [1] 266000 -

U3 Titania Òèòàíèÿ 1787 [2] 436300 -

U4 Oberon Îáåðîí 1787 [2] 583500 -

U5 Miranda Ìèðàíäà 1948 [3] 129900 -

U6 Cordelia Êîðäåëèÿ 1986 [4] 49800 -

U7 Ophelia Îôåëèÿ 1986 [4] 53800 -

U8 Bianca Áüÿíêà 1986 [4] 59200 -

U9 Cressida Êðåññèäà 1986 [4] 61800 -

U10 Desdemona Äåçäåìîíà 1986 [4] 62700 -

U11 Juliet Äæóëüåòòà 1986 [4] 64400 -
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Íîìåð Ëàòèíñêîå Ðóññêîå Ãîä Á. ïîëóîñü

íàçâàíèå íàçâàíèå îòêðûòèÿ îðáèòû, êì

U12 Portia Ïîðöèÿ 1986 [4] 66100 -

U13 Rosalind Ðîçàëèíäà 1986 [4] 69900 -

U14 Belinda Áåëèíäà 1986 [4] 75300 -

U15 Puck Ïàê 1986 [4] 86000 -

U16 Caliban Êàëèáàí 1997 [5] 7231000 r

U17 Sycorax Ñèêîðàêñà 1997 [5] 12179000 r

U18 Prospero Ïðîñïåðî 1999 [6] 16256000 r

U19 Setebos Ñåòåáîñ 1999 [7] 17418000 r

U20 Stephano Ñòåôàíî 1999 [7] 8004000 r

U21 Trinculo Òðèíêóëî 2001 [8] 8504000 r

U22 Francisco Ôðàíöèñêî 2001 [9] 4276000 r

U23 Margaret Ìàðãàðèòà 2003 [10] 14345000 -

U24 Ferdinand Ôåðäèíàíä 2001 [11] 20901000 r

U25 Perdita Ïåðäèòà 1999 [12] 76416 -

U26 Mab Ìàá 2003 [13] 97734 -

U27 Cupid Êóïèäîí 2003 [13] 74800 -

Ññûëêè íà ñîîáùåíèÿ îá îòêðûòèÿõ ñïóòíèêîâ Óðàíà
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new satellites of Uranus. IAUC 7230. 1999.
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2002.
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2003.
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∗ IAUC — International Astronomical Union Circular

Íîìåíêëàòóðà ñïóòíèêîâ Íåïòóíà

Òàáëèöà Ï1.5: Íîìåíêëàòóðà ñïóòíèêîâ Íåïòóíà. Äëÿ ñïóòíè-
êîâ áåç íàçâàíèÿ äàíû âðåìåííûå îáîçíà÷åíèÿ. Â êâàäðàòíûõ
ñêîáêàõ äàíû íîìåðà áèáëèîãðàôè÷åñêèõ ññûëîê íà ïóáëèêà-
öèè ñîîáùåíèé îá îòêðûòèÿõ. Ñïèñîê áèáëèîãðàôèè äàí ïîñëå
òàáëèöû. Â ãðàôå Á. ïîëóîñü çíàêîì r îòìå÷åíû ñïóòíèêè ñ îá-
ðàòíûì (ðåòðîãðàäíûì) äâèæåíèåì.

Íî- Ëàòèíñêîå Ðóññêîå Ãîä Á. ïîëóîñü

ìåð íàçâàíèå íàçâàíèå îòêðûòèÿ îðáèòû, êì

N1 Triton Òðèòîí 1846 [1] 354800 -

N2 Nereid Íåðåèäà 1949 [2] 5513400 -

N3 Naiad Íàÿäà 1989 [3] 48200 -

N4 Thalassa Òàëàññà 1989 [3] 50100 -

N5 Despina Äåñïèíà 1989 [3] 52500 -

N6 Galatea Ãàëàòåÿ 1989 [3] 62000 -

N7 Larissa Ëàðèññà 1989 [3] 73500 -

N8 Proteus Ïðîòåé 1989 [3] 117600 -
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Íî- Ëàòèíñêîå Ðóññêîå Ãîä Á. ïîëóîñü

ìåð íàçâàíèå íàçâàíèå îòêðûòèÿ îðáèòû, êì

N9 Halimede Ãàëèìåäà 2003 [4] 15686000 r

N10 Psamathe Ïñàìàôà 2003 [4] 46738000 r

N11 Sao Ñàî 2003 [4] 22452000 -

N12 Laomedeia Ëàîìåäåÿ 2003 [5] 22580000 -

N13 Neso Íåñî 2003 [6] 46570000 r

— S/2004 N 1 — 2004 [7] 105250 -

Ññûëêè íà ñîîáùåíèÿ îá îòêðûòèÿõ ñïóòíèêîâ Íåïòóíà
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Íîìåíêëàòóðà ñïóòíèêîâ Ïëóòîíà

Òàáëèöà Ï1.6: Íîìåíêëàòóðà ñïóòíèêîâ Ïëóòîíà. Â êâàäðàò-
íûõ ñêîáêàõ äàíû íîìåðà áèáëèîãðàôè÷åñêèõ ññûëîê íà ïóá-
ëèêàöèè ñîîáùåíèé îá îòêðûòèÿõ. Ñïèñîê áèáëèîãðàôèè äàí
ïîñëå òàáëèöû.

Íî- Ëàòèíñêîå Ðóññêîå Ãîä Á. ïîëóîñü

ìåð íàçâàíèå íàçâàíèå îòêðûòèÿ îðáèòû, êì

P1 Charon Õàðîí 1978 [1] 19500

P2 Nix Íèêòà 2005 [2] 49400

P3 Hydra Ãèäðà 2005 [2] 64700

P4 Kerberos Öåðáåð 2011 [3] 59000

P5 Styx Ñòèêñ 2012 [4] 42400

Ññûëêè íà ñîîáùåíèÿ îá îòêðûòèÿõ ñïóòíèêîâ Ïëóòîíà
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Приложение 2

ОРБИТАЛЬНЫЕ ПАРАМЕТРЫ
ЕСТЕСТВЕННЫХ СПУТНИКОВ ПЛАНЕТ

Îðáèòàëüíûå ïàðàìåòðû ñïóòíèêîâ Ìàðñà

Òàáëèöà Ï2.1: Ñðåäíèå îðáèòàëüíûå ïàðàìåòðû ñïóòíèêîâ Ìàðñà. Èí-
òåðâàë âðåìåíè 2000–2040 ãîäû. Íàêëîí îðáèòû îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ýê-
âàòîðà Ìàðñà. Ïåðèîäû îáðàùåíèÿ âû÷èñëåíû ïî ñðåäíåìó çíà÷åíèþ
îñêóëèðóþùåãî ñðåäíåãî äâèæåíèÿ. Äàííûå ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ýôå-
ìåðèäíîãî ñåðâåðà MULTI-SAT.

Ñïóò- Á. ïîëó- Ýêñöåí- Íàêëîí, Ïåðèîä,

íèê îñü, êì òðèñèòåò ãðàäóñû ñóò.

Ôîáîñ 9378.536 0.01511286 1.076095 0.319155947

Äåéìîñ 23458.954 0.00027719 2.041303 1.2625928067

Òàáëèöà Ï2.2: Îðáèòàëüíîå óñêîðåíèå Ôîáîñà. Âî âòîðîé êîëîíêå äà-
åòñÿ âåëè÷èíà 1

2
dn
dt

, ãäå n — ñðåäíåå äâèæåíèå Ôîáîñà.

Ññûëêà íà Îðáèòàëüíîå óñêîðåíèå,

èñòî÷íèê 10−5 ãðàä /ãîä2

Jacobson et al., 1989 124.9± 1.8

Emelyanov et al., 1993 129.0± 1.0

Bills et al., 2005 136.7± 0.6

Lainey et al., 2007 127.0± 1.5
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Îðáèòàëüíûå ïàðàìåòðû ñïóòíèêîâ Þïèòåðà

Òàáëèöà Ï2.3: Ñðåäíèå îðáèòàëüíûå ïàðàìåòðû Ãàëèëååâûõ ñïóòíè-
êîâ Þïèòåðà. Èíòåðâàë âðåìåíè 2000–2040 ãîäû. Íàêëîí îðáèòû îò-
ñ÷èòûâàåòñÿ îò ýêâàòîðà Þïèòåðà. Ïåðèîäû îáðàùåíèÿ âû÷èñëåíû ïî
ñðåäíåìó çíà÷åíèþ îñêóëèðóþùåãî ñðåäíåãî äâèæåíèÿ. Äàííûå ïîëó-
÷åíû ñ ïîìîùüþ ýôåìåðèäíîãî ñåðâåðà MULTI-SAT.

Ñïóò- Á. ïîëó- Ýêñöåí- Íàêëîí, Ïåðèîä,

íèê îñü, êì òðèñèòåò ãðàäóñû ñóò.

J1 Èî 421942.424 0.00416355 0.036917 1.770620604

J2 Åâðîïà 671122.114 0.00936389 0.467883 3.551834882

J3 Ãàíèìåä 1070399.250 0.00196240 0.147563 7.154143807

J4 Êàëëèñòî 1882744.546 0.00728706 0.249848 16.689013764

Òàáëèöà Ï2.4: Ñðåäíèå îðáèòàëüíûå ïàðàìåòðû áëèçêèõ ñïóòíèêîâ
Þïèòåðà. Íàêëîí îðáèòû îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ýêâàòîðà Þïèòåðà. Âçÿòû
ïàðàìåòðû ïðåöåññèðóþùåãî ýëëèïñà, óòî÷íåííûå â ðàáîòå (Åìåëüÿ-
íîâ, 2015) ïî ìîäåëè äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ (Jacobson, 2013). Ïåðèîäû
äàíû äëÿ ñðåäíåé äîëãîòû.

Ñïóò- Á. ïîëó- Ýêñöåí- Íàêëîí, Ïåðèîä,

íèê îñü, êì òðèñèòåò ãðàäóñû ñóò.

J5 Àìàëüòåÿ 181365.552 0.00342600 0.376187 0.4981790697

J14 Òåáà 221888.173 0.01753195 1.071790 0.6745359075

J15 Àäðàñòåÿ 128979.903 0.00018093 0.012926 0.2982604262

J16 Ìåòèñ 127978.860 0.00050486 0.012230 0.2947788040

Òàáëèöà Ï2.5: Ñðåäíèå îðáèòàëüíûå ïàðàìåòðû äàëåêèõ ñïóòíèêîâ
Þïèòåðà íà èíòåðâàëå âðåìåíè ñ 1600 ïî 2600 ãîä (Brozovic, Jacobson,
2017). Íàêëîí îðáèòû îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ýêëèïòèêè ýïîõè J2000.

Ñïóò- Á. ïîëó- Ýêñöåí- Íàêëîí, Ïåðèîä,

íèê îñü, êì òðèñèòåò ãðàäóñû ñóò.

J6 Ãèìàëèÿ 11460200 0.159 28.61 250.56

J7 Ýëàðà 11740300 0.211 27.94 259.64
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Ñïóò- Á. ïîëó-, Ýêñöåí- Íàêëîí, Ïåðèîä,

íèê îñü, êì òðèñèòåò ãðàäóñû ñóò.

J8 Ïàñèôå 23629100 0.406 151.41 743.61

J9 Ñèíîïå 23942000 0.255 158.19 758.89

J10 Ëèñèòåÿ 11717000 0.116 27.66 259.20

J11 Êàðìå 23400500 0.255 164.99 734.17

J12 Àíàíêå 21253700 0.233 148.69 629.80

J13 Ëåäà 11164400 0.162 27.88 240.93

J17 Êàëëèðîå 24098900 0.280 147.08 758.82

J18 Ôåìèñòî 7503900 0.243 42.98 130.02

J19 Ìåãàêëèòå 23813900 0.416 152.78 752.88

J20 Òàéãåòå 23362900 0.252 165.25 732.41

J21 Õàëäåíå 23180600 0.250 165.16 723.73

J22 Ãàðïàëèêå 21106100 0.230 148.76 623.32

J23 Êàëèêå 23564600 0.247 165.12 742.04

J24 Èîêàñòå 21272000 0.215 149.41 631.60

J25 Ýðèíîìå 23285900 0.266 164.91 728.49

J26 Èñîíîå 23231200 0.247 165.25 726.26

J27 Ïðàêñèäèêå 21147700 0.227 148.88 625.39

J28 Àâòîíîå 24037200 0.315 152.37 761.01

J29 Òèîíå 21197200 0.231 148.59 627.19

J30 Ãåðìèïïå 21297100 0.210 150.74 633.91

J31 Ýòíå 23316700 0.263 165.05 730.12

J32 Ýâðèäîìå 23146200 0.275 150.27 717.31

J33 Ýâàíòå 21039000 0.232 148.92 620.45

J34 Ýâïîðèå 19336200 0.144 145.74 550.69

J35 Îðòîçèå 21158200 0.281 146.00 622.58

J36 Ñïîíäå 23790100 0.311 151.00 748.32

J37 Êàëå 23305800 0.260 164.94 729.61

J38 Ïàçèòå 23091500 0.268 165.12 719.47

J39 Ãåãåìîíå 23574700 0.344 154.16 739.82

J40 Ìíåìå 21033000 0.226 148.58 620.05

J41 Àîéäå 23974100 0.432 158.27 761.40

J42 Òåëüêñèíîå 21159700 0.220 151.39 628.03

J43 Àðõå 23352000 0.249 165.01 731.90
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Ñïóò- Á. ïîëó-, Ýêñöåí- Íàêëîí, Ïåðèîä,

íèê îñü, êì òðèñèòåò ãðàäóñû ñóò.

J44 Êàëëèõîðå 23276300 0.251 165.10 728.24

J45 Ãåëèêå 21065500 0.150 154.84 626.33

J46 Êàðïî 17056600 0.432 51.62 456.28

J47 Ýâêåëàäå 23322700 0.262 165.26 730.33

J48 Êèëëåíå 23799600 0.415 150.33 751.98

J49 Êîðå 24481800 0.331 145.17 776.84

J50 Ãåðñå 23407900 0.254 164.96 734.52

J51 2010 J1 23448500 0.249 165.10 736.50

J52 2010 J2 21004200 0.227 148.67 618.85

J53 Äèÿ 12297500 0.232 28.63 278.21

2003 J2 28348600 0.410 157.29 980.59

J60 2003 J3 20210000 0.197 147.63 583.84

2003 J4 23928700 0.362 149.59 755.25

J57 2003 J5 23424100 0.251 165.24 735.40

2003 J9 23334700 0.266 165.03 730.93

2003 J10 22862300 0.475 168.79 719.55

2003 J12 17818600 0.491 151.08 489.67

J58 2003 J15 22565200 0.191 146.90 689.79

2003 J16 21089700 0.228 148.74 622.89

J55 2003 J18 20491400 0.090 146.20 598.14

2003 J19 23545900 0.256 165.13 741.03

2003 J23 23601700 0.276 146.51 734.64

2011 J1 23444400 0.253 165.34 736.33

J56 2011 J2 23124300 0.349 153.60 718.40

J54 2016 J1 20595500 0.140 139.84 603.83

J59 2017 J1 23484000 0.397 149.20 735.21
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Îðáèòàëüíûå ïàðàìåòðû ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà

Òàáëèöà Ï2.6: Ñðåäíèå îðáèòàëüíûå ïàðàìåòðû ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ
Ñàòóðíà. Èíòåðâàë âðåìåíè 2000–2040 ãîäû. Íàêëîí îðáèòû îòñ÷èòû-
âàåòñÿ îò ýêâàòîðà Ñàòóðíà. Ïåðèîäû îáðàùåíèÿ âû÷èñëåíû ïî ñðåä-
íåìó çíà÷åíèþ îñêóëèðóþùåãî ñðåäíåãî äâèæåíèÿ. Äàííûå ïîëó÷åíû
ñ ïîìîùüþ ýôåìåðèäíîãî ñåðâåðà MULTI-SAT.

Ñïóò- Á. ïîëó- Ýêñöåí- Íàêëîí, Ïåðèîä,

íèê îñü, êì òðèñèòåò ãðàäóñû ñóò.

S1 Ìèìàñ 186021.35 0.01967966 1.572785 0.94735329

S2 Åíöåëàä 238412.62 0.00485416 0.008796 1.37455344

S3 Òåôèÿ 294976.58 0.00103366 1.091441 1.89168521

S4 Äèîíà 377652.23 0.00224433 0.029095 2.74034631

S5 Ðåÿ 527235.48 0.00100497 0.334693 4.52036866

S6 Òèòàí 1221952.96 0.02869581 0.404763 15.94770268

S7 Ãèïåðèîí 1481540.33 0.10594669 1.010876 21.29278135

S8 ßïåò 3561752.42 0.02839588 15.754312 79.37108889

Òàáëèöà Ï2.7: Ñðåäíèå îðáèòàëüíûå ïàðàìåòðû áëèçêèõ ñîîðáèòàëü-
íûõ ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà. Íàêëîí îðáèòû îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ýêâàòîðà
Ñàòóðíà. Äëÿ ñïóòíèêîâ S10 ßíóñ è S11 Ýïèìåòåé ïàðàìåòðû âçÿòû
èç ðàáîòû (Nicholson et al., 1992). Äëÿ ñïóòíèêîâ S12 Åëåíà, S13 Òåëå-
ñòî, S14 Êàëèïñî ñðåäíèå ýëåìåíòû ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ýôåìåðèä-
íîãî ñåðâåðà MULTI-SAT íà èíòåðâàëå âðåìåíè 2000–2040 ãîäû. Ïðè
ýòîì ïåðèîäû íå îïðåäåëÿëèñü, ïîñêîëüêó ñïóòíèêè ÿâëÿþòñÿ ñîîðáè-
òàëüíûìè ñîîòâåòñòâóþùèì ãëàâíûì ñïóòíèêàì.

Ñïóò- Á. ïîëó- Ýêñöåí- Íàêëîí, Ïåðèîä,

íèê îñü, êì òðèñèòåò ãðàäóñû ñóò.

S10 ßíóñ 152026.525 0.00666424 0.148003 0.69991748

S11 Ýïèìåòåé 152026.525 0.00989707 0.326212 0.69991748

S12 Åëåíà 377557.343 0.00759738 0.212697 (S4 Äèîíà)

S13 Òåëåñòî 294904.096 0.00120295 1.180305 (S3 Òåôèÿ)

S14 Êàëèïñî 294903.047 0.00125402 1.500476 (S3 Òåôèÿ)
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Òàáëèöà Ï2.8: Ñðåäíèå îðáèòàëüíûå ïàðàìåòðû áëèçêèõ ñïóòíèêîâ
Ñàòóðíà S15 – S18, S32 – S35, S49, S53. Íàêëîí îðáèòû îòñ÷èòûâà-
åòñÿ îò ýêâàòîðà Ñàòóðíà. Ïåðèîäû ñîîòâåòñòâóþò ñðåäíèì äîëãîòàì.
Ïàðàìåòðû îðáèòû âçÿòû èç ðàáîòû (Jacobson et al., 2008), êðîìå ñïóò-
íèêà S49 Àíôà, äëÿ êîòîðîãî ïàðàìåòðû âçÿòû èç ðàáîòû (Cooper et al.
2008). Äàííûå äëÿ ñïóòíèêà S53 Ýãåîí âçÿòû èç ïóáëèêàöèè (Porco,
2009).

Ñïóò- Á. ïîëó- Ýêñöåí- Íàêëîí, Ïåðèîä,

íèê îñü, êì òðèñèòåò ãðàäóñû ñóò.

S15 Àòëàñ 137670.0 0.0012 0.0031 0.60169240

S16 Ïðîìåòåé 139380.0 0.0022 0.0075 0.61299003

S17 Ïàíäîðà 141710.0 0.0042 0.0507 0.62850414

S18 Ïàí 133584.0 0.0000144 0.0001 0.57505072

S32 Ìåòîíà 194230.0 0.000 0.0131 1.00957630

S33 Ïàëëåíà 212280.0 0.004 0.1813 1.15374576

S34 Ïîëèäåâê 377200.0 0.0192 0.1774 2.73691945

S35 Äàôíèñ 136505.5 0.0000331 0.0036 0.59407983

S49 Àíôà 197655.0 0.0012 0.0170 1.03644246

S53 Ýãåîí 167500.0 0.0002 0.0010 0.80812000

Òàáëèöà Ï2.9: Ñðåäíèå îðáèòàëüíûå ïàðàìåòðû äàëåêèõ ñïóòíèêîâ
Ñàòóðíà. Èíòåðâàë âðåìåíè 2000–2022 ãîäû. Íàêëîí îðáèòû îòñ÷è-
òûâàåòñÿ îò ýêëèïòèêè ýïîõè J2000. Ïåðèîäû îáðàùåíèÿ âû÷èñëåíû
ïî ñðåäíåìó çíà÷åíèþ îñêóëèðóþùåãî ñðåäíåãî äâèæåíèÿ. Äàííûå âû-
÷èñëåíû ñ ïîìîùüþ ýôåìåðèäíîãî ñåðâåðà MULTI-SAT.

Ñïóò- Á. ïîëó- Ýêñöåí- Íàêëîí, Ïåðèîä,

íèê îñü, êì òðèñèòåò ãðàäóñû ñóò.

S9 Ôåáà 12929039.9 0.1606324 173.09509 548.85427

S19 Èìèð 22962695.0 0.3488370 172.55711 1298.51677

S20 Ïàëèàê 14996742.1 0.4823732 45.14496 685.63343

S21 Òàðâîñ 18216574.2 0.5733807 36.71391 917.70613

S22 Èäæèðàê 11344466.9 0.3743473 49.50231 451.11541

S23 Ñóòòóíã 19395933 0.1185987 174.32725 1008.36326

S24 Êèâèîê 11307200 0.1551990 48.85463 448.89544

S25 Ìóíäèëôàðè 18590897 0.2077999 169.41758 946.26206
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Ñïóò- Á. ïîëó-, Ýêñöåí- Íàêëîí, Ïåðèîä,

íèê îñü, êì òðèñèòåò ãðàäóñû ñóò.

S26 Àëüáèîðèêñ 16327637 0.5436476 35.84246 778.83551

S27 Ñêàäè 15576511 0.2444519 148.86319 725.77430

S28 Ýððèïî 17511661 0.5221874 38.16016 865.00410

S29 Ñèàðíàê 17881078 0.4581336 45.78317 892.57443

S30 Òðþì 20319707 0.4781182 174.49251 1081.10795

S31 Íàðâè 19283228 0.2933297 137.56415 999.63191

S36 Ýãèð 20644613 0.2591989 167.45641 1107.19916

S37 Áåôèíä 17030786 0.3786360 41.56639 829.68887

S38 Áåðãåëüìèð 19270288 0.1341646 158.02409 998.60492

S39 Áåñòëà 20340498 0.6733796 145.68311 1082.82684

S40 Ôàðáàóòè 20291660 0.2102589 157.06470 1078.98982

S41 Ôåíðèð 22332629 0.1316001 163.36678 1245.61873

S42 Ôîðíüîò 24952935 0.2031598 167.71320 1470.67610

S43 Õàòè 19680664 0.3612598 162.60887 1030.59325

S44 Ãèððîêêèí 18341509 0.4051464 154.04512 927.29333

S45 Êàðè 22017148 0.4047111 147.19929 1219.24861

S46 Ëîãè 22912847 0.1897239 166.31049 1294.40633

S47 Ñêîëë 17621701 0.4332351 155.24493 873.23726

S48 Ñóðò 22769483 0.4327269 166.38362 1282.06719

S50 ßðíñàêñà 19283446 0.2329932 163.74470 999.60686

S51 Ãðåéï 18365735 0.3233132 172.73529 929.11893

S52 Òàðêåê 17748123 0.1134880 50.37607 882.68959

S/2004 S 7 20935811 0.5331217 165.59551 1130.54667

S/2004 S 12 19765284 0.3460168 163.59877 1037.25182

S/2004 S 13 18075271 0.2471338 167.57146 907.18131

S/2004 S 17 19356909 0.1804826 167.78802 1005.32393

S/2006 S 1 18715128 0.1252450 153.84562 955.78651

S/2006 S 3 21199569 0.4172553 153.10901 1152.07421

S/2007 S 2 16693361 0.1775148 176.60045 805.19585

S/2007 S 3 19717834 0.1916931 177.17941 1033.54331
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Îðáèòàëüíûå ïàðàìåòðû ñïóòíèêîâ Óðàíà

Òàáëèöà Ï2.10: Ðàäèóñû îðáèò è ïåðèîäû îáðàùåíèÿ ãëàâíûõ ñïóò-
íèêîâ Óðàíà (Emelyanov, Nikonchuk, 2013). Çíà÷åíèÿ ïîëó÷åíû ïóòåì
óòî÷íåíèÿ êðóãîâîé îðáèòû â ïëîñêîñòè ýêâàòîðà Óðàíà ïî ðåçóëüòà-
òàì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íà èíòåðâàëå ñ
1787 ïî 2032 ãîä. Îïîðíàÿ ìîäåëü áûëà óòî÷íåíà íà îñíîâå âñåõ èìå-
þùèõñÿ íàáëþäåíèé.

Ñïóòíèê Ðàäèóñ îðáèòû, êì Ïåðèîä îáðàùåíèÿ, ñóò

U1 Àðèýëü 190929.789 2.52037923705

U2 Óìáðèýëü 265984.008 4.14417716318

U3 Òèòàíèÿ 436281.937 8.70586922413

U4 Îáåðîí 583449.534 13.46323747494

U5 Ìèðàíäà 129848.114 1.41347941664

Òàáëèöà Ï2.11: Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ýêñöåíòðèñèòåòîâ è íàêëîíîâ ãëàâ-
íûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà íà èíòåðâàëå âðåìåíè 2000–2040 ãîäû. Íàêëî-
íû îðáèò îòñ÷èòûâàþòñÿ îò ýêâàòîðà Óðàíà â ñòîðîíó þæíîãî ïîëþ-
ñà. Äàííûå ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ýôåìåðèäíîãî ñåðâåðà MULTI-SAT
ñ âûáîðîì ìîäåëè äâèæåíèÿ Arlot et al. (2017).

Ñïóòíèê Ýêñöåíòðèñèòåò Íàêëîí, ãðàä.

ìèí. ñðåäí. ìàêñ. ìèí. ñðåäí. ìàêñ.

U1 Àðèýëü 0.0002 0.0007 0.0015 0.016 0.033 0.053

U2 Óìáðèýëü 0.0030 0.0038 0.0045 0.052 0.064 0.079

U3 Òèòàíèÿ 0.0007 0.0019 0.0030 0.034 0.058 0.094

U4 Îáåðîí 0.0008 0.0017 0.0030 0.182 0.190 0.195

U5 Ìèðàíäà 0.0010 0.0013 0.0016 4.404 4.420 4.434
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Òàáëèöà Ï2.12: Ïàðàìåòðû îðáèò áëèçêèõ ñïóòíèêîâ Óðàíà. Íàêëîí
îðáèòû îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ýêâàòîðà Óðàíà â ñòîðîíó þæíîãî ïîëþ-
ñà. Îðáèòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðåöåññèðóþùèå ýëëèïñû. Ïåðèî-
äû îáðàùåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò èçìåíåíèþ ñðåäíèõ äîëãîò ñïóòíèêîâ.
Äëÿ ñïóòíèêîâ U6 Êîðäåëèÿ, U7 Îôåëèÿ ïàðàìåòðû âçÿòû èç ðàáîòû
(Jacobson, 1998). Äëÿ îñòàëüíûõ ñïóòíèêîâ — èç ðàáîòû (Showalter,
Lissauer, 2006).

Ñïóò- Á. ïîëó- Ýêñöåí- Íàêëîí, Ïåðèîä,

íèê îñü, êì òðèñèòåò ãðàäóñû ñóò.

U6 Êîðäåëèÿ 49751.7220 0.000260 0.08479 0.335033842

U7 Îôåëèÿ 53763.3900 0.009920 0.10362 0.376400393

U8 Áüÿíêà 59165.5621 0.000274 0.18110 0.434579025

U9 Êðåññèäà 61766.7199 0.000203 0.03790 0.463569377

U10 Äåçäåìîíà 62658.3825 0.000342 0.09820 0.473649687

U11 Äæóëüåòòà 64358.2307 0.000052 0.04540 0.493065462

U12 Ïîðöèÿ 66097.2873 0.000512 0.02550 0.513196030

U13 Ðîçàëèíäà 69926.8179 0.000579 0.09340 0.558459595

U14 Áåëèíäà 75255.6102 0.000277 0.02820 0.623527138

U15 Ïàê 86004.4919 0.000389 0.32140 0.761832904

U25 Ïåðäèòà 97735.9095 0.002537 0.1335 0.922958342

U26 Ìàá 74392.3409 0.001335 0.0988 0.612824737

U27 Êóïèäîí 76416.7306 0.003287 0.0676 0.638019137

Òàáëèöà Ï2.13: Ïàðàìåòðû îðáèò äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Óðàíà. Íàêëîí
îðáèòû îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ýêëèïòèêè. Ïåðèîäû îáðàùåíèÿ âû÷èñëåíû
êàê ñðåäíèå çà áîëüøîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè è ñîîòâåòñòâóþò èçìåíå-
íèþ ñðåäíåé àíîìàëèè. Äàííûå ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ñðåäñòâà, îïè-
ñàííîãî â ðàáîòå (Åìåëüÿíîâ, Âàøêîâüÿê, 2012). Îñòàëüíûå ïàðàìåò-
ðû âû÷èñëåíû íà èíòåðâàëå âðåìåíè ñ 1960 ïî 2060 ãîä ñ ïîìîùüþ
ýôåìåðèäíîãî ñåðâåðà MULTI-SAT.

Ñïóò- Á. ïîëó- Ýêñöåí- Íàêëîí, Ïåðèîä,

íèê îñü, êì òðèñèòåò ãðàäóñû ëåò.

min 7160841 0.074576 139.388

U16 Êàëèáàí mean 7166371 0.078742 139.726 1.586654

max 7170731 0.082372 140.012

518 Орбитальные параметры спутников Урана



Ñïóò- Á. ïîëó-, Ýêñöåí- Íàêëîí, Ïåðèîä,

íèê îñü, êì òðèñèòåò ãðàäóñû ëåò.

min 12147958 0.450552 151.620

U17 Ñèêîðàêñà mean 12193460 0.492994 153.325 3.521717

max 12253618 0.535105 154.839

min 16105679 0.316875 143.701

U18 Ïðîñïåðî mean 16219543 0.358308 145.277 5.402682

max 16353362 0.400816 146.930

min 17313795 0.466791 145.866

U19 Ñåòåáîñ mean 17520561 0.533485 148.114 6.066045

max 17734844 0.593424 150.116

min 7946520 0.137591 141.323

U20 Ñòåôàíî mean 7950882 0.148893 141.691 1.854024

max 7956250 0.160579 142.039

min 8499736 0.201950 165.977

U21 Òðèíêóëî mean 8505890 0.213832 166.205 2.050397

max 8513782 0.224779 166.440

min 4274861 0.131887 147.362

U22 Ôðàíöèñêî mean 4275490 0.138173 147.500 0.731215

max 4276111 0.144428 147.635

min 14363104 0.722039 47.782

U23 Ìàðãàðèòà mean 14459011 0.805199 52.126 4.547646

max 14564006 0.869983 57.380

min 19978168 0.321742 166.424

U24 Ôåðäèíàíä mean 20330388 0.399019 167.679 7.580276

max 20754127 0.474938 168.758
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Îðáèòàëüíûå ïàðàìåòðû ñïóòíèêîâ Íåïòóíà

Òàáëèöà Ï2.14: Ïàðàìåòðû îðáèòû ñïóòíèêà Òðèòîí è áëèçêèõ ñïóò-
íèêîâ. Íàêëîíû îðáèò îòñ÷èòûâàþòñÿ îò ýêâàòîðà Íåïòóíà. Ïàðàìåò-
ðû îðáèòû Òðèòîíà âçÿòû èç ðàáîòû (Emelyanov, Samorodov, 2015),
ñïóòíèêîâ N3 Íàÿäà è N4 Òàëàññà — èç ðàáîòû (Owen et al., 1991),
ñïóòíèêîâ N5 Äåñïèíà, N6 Ãàëàòåÿ, N7 Ëàðèññà — èç ðàáîòû (Pascu et
al., 2004), ñïóòíèêà N8 Ïðîòåé — èç ðàáîòû (Jacobson, 2009), ñïóòíèêà
S/2004 N 1 — èç ñîîáùåíèÿ (Showalter, 2013).

Ñïóò- Á. ïîëó- Ýêñöåí- Íàêëîí, Ïåðèîä,

íèê îñü, êì òðèñèòåò ãðàäóñû ñóò.

N1 Òðèòîí 354696.8 0.0 157.268439 5.876714551

N3 Íàÿäà 48233.1 0.000328 4.7382 0.294395663

N4 Òàëàññà 50069.2 0.000156 0.2054 0.311484539

N5 Äåñïèíà 52531.3 0.000139 0.0655 0.334655476

N6 Ãàëàòåÿ 61945.1 0.000120 0.0544 0.428744263

N7 Ëàðèññà 73545.70 0.001386 0.2008 0.554653319

N8 Ïðîòåé 117646.0 0.000510 0.0749 1.122314776

S/2004 N 1 105384.0 0.000000 0.0000 0.950000000

Òàáëèöà Ï2.15: Ïàðàìåòðû îðáèò äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Íåïòóíà. Íàêëîí
îðáèòû îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ýêëèïòèêè. Ïåðèîäû îáðàùåíèÿ âû÷èñëåíû
êàê ñðåäíèå çà áîëüøîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè è ñîîòâåòñòâóþò èçìå-
íåíèþ ñðåäíåé àíîìàëèè (Åìåëüÿíîâ, Âàøêîâüÿê, 2012). Îñòàëüíûå
ïàðàìåòðû âû÷èñëåíû íà èíòåðâàëå âðåìåíè ñ 1960 ïî 2060 ãîä ñ ïî-
ìîùüþ ýôåìåðèäíîãî ñåðâåðà MULTI-SAT.

Ñïóò- Á. ïîëó- Ýêñöåí- Íàêëîí, Ïåðèîä,

íèê îñü, êì òðèñèòåò ãðàäóñû ëåò.

min 5516655 0.744831 4.8560

N2 Íåðåèäà mean 5517274 0.751105 4.9882 0.987018

max 5518238 0.755896 5.1056

min 16565549 0.228959 111.8056

N9 Ãàëèìåäà mean 16588715 0.250702 112.5882 5.144978

max 16607272 0.263546 113.2500

min 45652714 0.167440 117.1266
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Ñïóò- Á. ïîëó-, Ýêñöåí- Íàêëîí, Ïåðèîä,

íèê îñü, êì òðèñèòåò ãðàäóñû ëåò.

N10 Ïñàìàôà mean 47371107 0.279459 120.8545 24.82927

max 49449874 0.391994 124.2182

min 22107254 0.113321 52.6235

N11 Ñàî mean 22211127 0.134501 53.6789 7.970776

max 22310554 0.153853 54.4520

min 23345855 0.347880 37.6585

N12 Ëàîìåäåÿ mean 23476976 0.387977 38.9636 8.663030

max 23673374 0.426845 40.3566

min 47889561 0.619595 134.5595

N13 Íåñî mean 49735947 0.739533 139.1570 26.68128

max 51483996 0.849778 143.8458

Îðáèòàëüíûå ïàðàìåòðû ñïóòíèêîâ Ïëóòîíà

Òàáëèöà Ï2.16: Ïàðàìåòðû îðáèò ñïóòíèêîâ Ïëóòîíà (Buie et al., 2012;
Buie et al., 2013; IAUC 9253, 2012). Íàêëîíû îðáèò îòñ÷èòûâàþòñÿ
îò ãåîýêâàòîðà ýïîõè J2000. Îðáèòà Õàðîíà ðàññ÷èòàíà îòíîñèòåëüíî
Ïëóòîíà, îðáèòû äðóãèõ ñïóòíèêîâ — îòíîñèòåëüíî áàðèöåíòðà Ïëó-
òîí – Õàðîí. Ïåðèîäû îáðàùåíèÿ ñïóòíèêîâ P2–P5 âçÿòû èç ïóáëè-
êàöèè (Weaver et al., 2016).

Ñïóò- Á. ïîëó- Ýêñöåí- Íàêëîí, Ïåðèîä,

íèê îñü, êì òðèñèòåò ãðàäóñû ñóò.

P1 Õàðîí 19573 0.0 96.218 6.3872273

P2 Íèêòà 48841 0.00230 96.287 24.85463

P3 Ãèäðà 64736 0.00658 96.331 38.2017

P4 Öåðáåð 57890 0.0045 96.37 32.16756

P5 Ñòèêñ 42000 0.0 96.3 20.1615
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Приложение 3

СПЕЦИАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ В НЕБЕСНОЙ
МЕХАНИКЕ

Ôóíêöèè íàêëîíà

Ôóíêöèè íàêëîíà Fk,m,p(i) ïîÿâëÿþòñÿ â òåîðèè âîçìóùåííîãî
äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ïðè ðàçëîæåíèè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè, îáó-
ñëîâëåííîé íåñôåðè÷íîñòüþ ïëàíåòû, èëè îò ïðèòÿæåíèÿ âíåøíå-
ãî òåëà. Íàïðàâëåíèå ðàäèóñ-âåêòîðà ñïóòíèêà îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëÿåòñÿ åãî øèðîòîé φ è äîëãîòîé, îòñ÷èòûâàåìîé îò âîñõîäÿùåãî
óçëà îðáèòû, ò.å. λ−Ω. Íàïðàâëåíèå ðàäèóñ-âåêòîðà ñïóòíèêà òàêæå
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íàêëîíîì îðáèòû i è àðãóìåíòîì øèðî-
òû u (óãîë ìåæäó ðàäèóñ-âåêòîðîì è íàïðàâëåíèåì íà âîñõîäÿùèé
óçåë). Ìåæäó ýòèìè ïàðàìè óãëîâ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

sinφ = sin i sinu,

cosφ cos(λ− Ω) = cosu,

cosφ sin(λ− Ω) = cos i sinu.

Ïðè ðàçëîæåíèè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè âîçíèêàåò íåêîòîðàÿ ôóíê-
öèÿ

Qkm = P
(m)
k (sinφ) exp

√
−1m(λ− Ω),

çàâèñÿùàÿ îò φ è λ − Ω. Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ ýòó
ôóíêöèþ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç i è u ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Qkm =
(√

−1
)m−k+2E( k−m

2 )
k∑

p=0

Fkmp(i) exp
√
−1(k − 2p)u, (Ï3.1)
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ãäå Fkmp(i) — ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè íåáåñíîé ìåõàíèêè, íàçûâàå-
ìûå ôóíêöèÿìè íàêëîíà. Â ýòîì âûðàæåíèè èñïîëüçîâàíî îáîçíà-
÷åíèå E(...) - öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà.

Âûðàæåíèå äëÿ Fkmp(i) äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé èíäåêñîâ ÷åðåç sin i

è cos i èìååò âèä

Fkmp(i) =
∑
t

(2k − 2t)!

t!(k − t)!(k −m− 2t)!22k−2t
sink−m−2t i×

m∑
s=0

(
m

s

)
coss i

∑
c

(
k −m− 2t+ s

c

)(
m− s

p− t− c

)
(−1)c−Ekm .

Çäåñü Ekm — öåëàÿ ÷àñòü (k−m)/2, t èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî p èëè Ekm

(â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÷òî ìåíüøå), à ñóììèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ
ïî âñåì çíà÷åíèÿì c, ïðè êîòîðûõ áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû
îòëè÷íû îò íóëÿ.

Â ñòàòüå (Áðóìáåðã, 1967) ìîæíî íàéòè âûðàæåíèå äëÿ Fkmp(i)

÷åðåç sin i/2 è cos i/2. Â ïóáëèêàöèè (Ôîìèíîâ, Ôèëåíêî, 1978)
äàþòñÿ óäîáíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé íàêëîíà è èõ
ïðîèçâîäíûõ, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëèòåëüíûå ïðîãðàì-
ìû. Ïðè íåîáõîäèìîñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé íàêëîíà äëÿ áîëü-
øèõ çíà÷åíèé èíäåêñîâ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì, îñíîâàí-
íîì íà ñïåöèàëüíûõ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèÿõ, èçëîæåííûì â
ðàáîòå (Åìåëüÿíîâ, 1985). Ýôôåêòèâíûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ôóíê-
öèé íàêëîíà ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé ïðåäëîæåí â
ðàáîòå (Emelianov, Kanter, 1989).

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé íàêëîíà ñ èí-
äåêñàìè k = 2, 3, 4, m = 0, 1, ..., k, p = 0, 1, ..., k.

F200(i) = − 3
8 sin2 i, F201(i) =

3
4 sin2 i− 1

2 ,

F202(i) = − 3
8 sin2 i, F210(i) =

3
4 sin i(1 + cos i),

F211(i) = − 3
2 sin i cos i, F212(i) = − 3

4 sin i(1− cos i),

F220(i) =
3
4 (1 + cos i)2, F221(i) =

3
2 sin2 i,

F222(i) =
3
4 (1− cos i)2,
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F300(i) = − 5
16 sin3 i,

F301(i) =
15
16 sin3 i− 3

4 sin i,

F302(i) = − 15
16 sin3 i+ 3

4 sin i,

F303(i) =
5
16 sin3 i,

F310(i) = − 15
16 sin2 i(1 + cos i),

F311(i) =
15
16 sin2 i(1 + 3 cos i)− 3

4 (1 + cos i),

F312(i) =
15
16 sin2 i(1− 3 cos i)− 3

4 (1− cos i),

F313(i) = − 15
16 sin2 i(1− cos i),

F320(i) =
15
8 sin i(1 + cos i)2,

F321(i) =
15
8 sin i(1− 2 cos i− 3 cos2 i),

F322(i) = − 15
8 sin i(1 + 2 cos i− 3 cos2 i),

F323(i) = − 15
8 sin i(1− cos i)2,

F330(i) =
15
8 (1 + cos i)3,

F331(i) =
45
8 sin2 i(1 + cos i),

F332(i) =
45
8 sin2 i(1− cos i),

F333(i) =
15
8 (1− cos i)3, F400(i) =

35
128 sin4 i,

F401(i) = − 35
32 sin4 i+ 15

16 sin2 i,

F402(i) =
105
64 sin4 i− 15

8 sin2 i+ 3
8 ,

F403(i) = − 35
32 sin4 i+ 15

16 sin2 i,

F404(i) =
35
128 sin4 i,

F410(i) = − 35
32 sin3 i(1 + cos i),

F411(i) =
35
16 sin3 i(1 + 2 cos i)− 15

8 sin i(1 + cos i),

F412(i) = cos i( 154 sin i− 105
16 sin3 i),
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F413(i) = − 35
16 sin3 i(1− 2 cos i) + 15

8 sin i(1− cos i),

F414(i) =
35
32 sin3 i(1 + cos i),

F420(i) = − 105
32 sin2 i(1 + cos i)2,

F421(i) =
105
8 sin2 i cos i(1 + cos i)− 15

8 (1 + cos i)2,

F422(i) =
105
16 sin2 i(1− 3 cos2 i) + 15

4 sin2 i,

F423(i) = − 105
8 sin2 i cos i(1− cos i)− 15

8 (1− cos i)2,

F424(i) = − 105
32 sin2 i(1− cos i)2,

F430(i) =
105
16 sin i(1 + cos i)3,

F431(i) =
105
8 sin i(1− 3 cos2 i− 2 cos3 i),

F432(i) = − 315
8 sin3 i cos i,

F433(i) = − 105
8 sin i(1− 3 cos2 i+ 2 cos3 i),

F434(i) = − 105
16 sin i(1− cos i)3,

F440(i) =
105
16 (1 + cos i)4,

F441(i) =
105
4 sin2 i(1 + cos i)2,

F442(i) =
315
8 sin4 i,

F443(i) =
105
4 sin2 i(1− cos i)2,

F444(i) =
105
16 (1− cos i)4.

Ôóíêöèè ýêñöåíòðèñèòåòà

Ôóíêöèè ýêñöåíòðèñèòåòà ïîÿâëÿþòñÿ â òåîðèè âîçìóùåííîãî
äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ïðè ðàçëîæåíèè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè, îáó-
ñëîâëåííîé íåñôåðè÷íîñòüþ ïëàíåòû, èëè ïðèòÿæåíèåì âíåøíåãî
òåëà. Ñëåäóþùèå ôóíêöèè îò ðàññòîÿíèÿ r è èñòèííîé àíîìàëèè v
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ïðèõîäèòñÿ ðàçëàãàòü â ðÿä ïî êðàòíûì ñðåäíåé àíîìàëèè M ïðè
ìàëûõ ýêñöåíòðèñèòåòàõ e:( r

a

)n
exp

√
−1jv =

∞∑
q=−∞

Xn,j
q (e) exp

√
−1qM, (Ï3.2)

ãäå Xn,j
q (e) — ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè íåáåñíîé ìåõàíèêè, íàçûâàå-

ìûå ôóíêöèÿìè ýêñöåíòðèñèòåòà. Âûâîä òàêîãî ðàçëîæåíèÿ è ôîð-
ìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé ýêñöåíòðèñèòåòà, ìîæíî íàéòè â ðà-
áîòàõ (Áðóìáåðã, 1967; Àêñåíîâ, 1986). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàïèñàí-
íûé âûøå ðÿä ïî êðàòíûì ñðåäíåé àíîìàëèè ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ
çíà÷åíèÿõ ýêñöåíòðèñèòåòà, ìåíüøèõ åäèíèöû.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôóíêöèé ýêñöåíòðèñèòåòà.
Êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé ìîæíî ñîêðàòèòü, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøå-

íèå
Xk,−j

−q (e) = Xk,j
q (e).

Äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé èíäåêñîâ ìîæíî çàïèñàòü ðàç-
ëîæåíèå

Xk,j
q (e) = e|q−j|

∞∑
s=0

Xk,j
q,s e

2s,

ãäå Xk,j
q,s — íåêîòîðûå ÷èñëà, à ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ e < 1. Âû-

÷èñëèòü âñå íåîáõîäèìûå êîýôôèöèåíòû Xk,j
q,s ìîæíî ñ ïîìîùüþ

ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé, êîòîðûå âçÿòû èç ðàáîòû (Cherniack,
1972) è ïðèâåäåíû ê óäîáíîìó äëÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ âèäó â ïóá-
ëèêàöèè (Ôîìèíîâ, Ôèëåíêî, 1978). Àíàëîãè÷íûå ðåêóððåíòíûå
ñîîòíîøåíèÿ äàíû åùå â ðàáîòå (Hughes, 1981) è ïðèâåäåíû â êíè-
ãå (Ìþððåé, Äåðìîòò, 2010). Ôóíêöèÿì ýêñöåíòðèñèòåòà óäåëåíî
ìíîãî âíèìàíèÿ â êíèãå (Àêñåíîâ, 1986).

Ïðè çíà÷åíèè èíäåêñà q = 0 ôóíêöèè ýêñöåíòðèñèòåòà âûðàæà-
þòñÿ â êîíå÷íîì âèäå. Äëÿ ýòîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ âû÷èñëåíèÿ ìîæ-
íî âûïîëíÿòü ïî ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì, âçÿòûì èç ðàáîòû
(Hughes, 1981).

Ïðè âû÷èñëåíèè âîçìóùåíèé îêàçûâàåòñÿ âàæíûì ñëåäóþùåå
ñâîéñòâî:

X−3,2
0 (e) = X−3,−2

0 (e) = 0

ïðè âñåõ e < 1.
ßâíûå âûðàæåíèÿ ôóíêöèé Xk,j

q (e) äëë k = −3,−4,−5 è íåêî-
òîðûõ çíà÷åíèé j, q äàíû â êíèãå (Êàóëà, 1970).

528 Приложение 3. Специальные функции в небесной механике



Çàìåòèì, ÷òî â ëèòåðàòóðå ÷èñëà Xk,j
q,s íàçûâàþòñÿ åùå îïåðàòî-

ðàìè Íüþêîìà, à ñàìè ôóíêöèè ýêñöåíòðèñèòåòà — êîýôôèöèåíòà-
ìè Ãàíçåíà.

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé ýêñöåí-
òðèñèòåòà ïðè q = 0.

X2,0
0 = 1 +

3

2
e2, X2,1

0 = −2e− 1

2
e3, X2,2

0 =
5

2
e2,

X−3,0
0 = (1− e2)−3/2, X−4,1

0 = e(1− e2)−5/2,

X−5,2
0 =

3

4
e2(1− e2)−7/2, X−5,0

0 = (1 +
3

2
e2)(1− e2)−7/2.
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Приложение 4

ШКАЛЫ ВРЕМЕНИ

Ïîñòðîåíèå øêàë âðåìåíè

Âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ ôåíîìåíîì, êîòîðûé ìû ïîêîðíî ïðèíèìàåì òà-
êèì, êàêîé îí åñòü. Îäíàêî â àñòðîíîìè÷åñêîé ïðàêòèêå ìû íóæäà-
åìñÿ â èñòî÷íèêå, ñîîáùàþùåì íàì î âðåìåíè. Èñòî÷íèêîì îáû÷-
íî ñëóæèò êàêîé-íèáóäü ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ, ïîäëåæàùèé íàáëþ-
äåíèþ è èçìåðåíèþ. Àñòðîíîìû âñåãäà íóæäàþòñÿ â ñàìîì ðàâíî-
ìåðíîì âðåìåíè, îïðåäåëÿåìîì òîé èëè èíîé øêàëîé. Ïîñòîÿííî
âåäóòñÿ ïîèñêè ñàìîé ðàâíîìåðíîé øêàëû âðåìåíè.

Â ïðîøëûå âåêà ôèçè÷åñêèì ïðîöåññîì, íåñóùèì íàì âðåìÿ,
áûëî âðàùåíèå Çåìëè. Âðåìÿ ñ íèì ñâÿçàííîå, íàçûâàëè âñåìèð-
íûì âðåìåíåì (UT — Universal Time). Óñòàíîâëåíèåì âñåìèðíîãî
âðåìåíè çàíèìàëèñü àñòðîíîìû. Îäíà èç âåðñèé âñåìèðíîãî âðåì-
íè îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç UT1.

Ïîñêîëüêó ìåñòíîå ñîëíå÷íîå âðåìÿ çàâèñèò îò äîëãîòû ìåñòà
íà Çåìëå, áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ïîÿñíîãî âðåìåíè. Âñåìèðíîå âðå-
ìÿ íà ãðèíâè÷ñêîì ìåðèäèàíå îáîçíà÷àåòñÿ êàê GMT — Greenwich
Mean Time.

Ïîñëå òîãî êàê áûëà îáíàðóæåíà íåðàâíîìåðíîñòü âðàùåíèÿ
Çåìëè, øêàëó âðåìåíè ñòàëè îñíîâûâàòü íà ïðîöåññå äâèæåíèÿ
Çåìëè âîêðóã Ñîëíöà. Èçìåðåíèåì ýòîãî ïðîöåññà çàíèìàëèñü àñò-
ðîíîìû. Òàê â àñòðîíîìè÷åñêóþ ïðàêòèêó âîøëî ýôåìåðèäíîå âðå-
ìÿ (ET — Ephemeris Time). Ýôåìåðèäíîå âðåìÿ ñ÷èòàëîñü ñàìûì
ðàâíîìåðíûì. Ðàçíîñòü ýôåìåðèäíîãî è âñåìèðíîãî âðåìåíè èçìå-
ðÿëàñü è òàáóëèðîâàëñü. Èç-çà íåïðåäñêàçóåìîñòè ïåðåìåííîé ñêî-
ðîñòè âðàùåíèÿ Çåìëè ðàçíîñòü UT1 – ET âñåãäà áûëà èçâåñòíà
òîëüêî äëÿ ìîìåíòîâ â ïðîøëîì ïîñëå îáðàáîòêè àñòðîíîìè÷åñêèõ
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íàáëþäåíèé. Òàáëèöû ðàçíîñòåé UT1 – ET ïóáëèêîâàëèñü â àñòðî-
íîìè÷åñêèõ åæåãîäíèêàõ.

Ñ 1967 ãîäà îïðåäåëåíèåì ïîíÿòèÿ ñåêóíäû ñòàëè çàíèìàòüñÿ
ôèçèêè. È óæå ñ 1972 ãîäà â àñòðîíîìè÷åñêîé ïðàêòèêå èñïîëüçóåò-
ñÿ ïîíÿòèå àòîìíîãî âðåìåíè. Äàò÷èêîì âðåìåíè ñòàëè ôèçè÷åñêèå
ïðîöåññû â àòîìàõ, äîñòóïíûå íàáëþäåíèþ è èçìåðåíèþ. Øêàëó
àòîìíîãî âðåìåíè îáîçíà÷àþò êàê IAT — International Atomic Time.
Ýòà øêàëà ñ÷èòàëàñü ñòîëü æå ðàâíîìåðíîé, êàê è øêàëà ýôåìåðèä-
íîãî âðåìåíè. Ïî íåîáúÿñíèìûì èñòîðè÷åñêèì ïðè÷èíàì ðàçíîñòü
ìåæäó ýôåìåðèäíûì è àòîìíûì âðåìåíåì (ET – IAT) óñòàíîâèëè
ðàâíîé 32.184 ñåêóíäû.

Âîçíèêëî ïðîòèâîðå÷èå ìåæäó æåëàíèåì ïîëüçîâàòüñÿ ñàìûì
ðàâíîìåðíûì âðåìåíåì IAT è òåì ôàêòîì, ÷òî íàøà ïðàêòè÷åñêàÿ
æèçíü íà Çåìëå ñâÿçàíà ñ âîñõîäîì è çàõîäîì ñîëíöà, à ñîëíöå
æèâåò íà íåáå ïî øêàëå âñåìèðíîãî âðåìåíè. Ïðîòèâîðå÷èå ðàç-
ðåøèëè ñëåäóþùèì ïóòåì. Ïðèäóìàëè âñåìèðíîå êîîðäèíèðîâàí-
íîå âðåìÿ (UTC — Universal Time Coordinated) ñîãëàñíî äâóì ïðî-
ñòûì ïðàâèëàì: IAT −UTC âñåãäà ðàâíî öåëîìó ÷èñëó ñåêóíä, ðàç-
íîñòü UTC − UT1 íèêîãäà íå ïðåâûøàåò 0.9 ñåêóíäû. Òàêèì îáðà-
çîì, âðåìÿ UTC, ÿâëÿÿñü ðàâíîìåðíûì, îòñëåæèâàåò èçìåíåíèÿ õî-
äà âñåìèðíîãî âðåìåíè UT1. Äëÿ ðåàëèçàöèè ýòèõ ïðàâèë ïðèõî-
äèòñÿ âðåìÿ îò âðåìåíè ñêà÷êîì èçìåíÿòü UTC íà îäíó ñåêóíäó.
Ýòèì çàíèìàåòñÿ ìåæäóíàðîäíàÿ ñëóæáà âðàùåíèÿ Çåìëè (IERS
— International Earth Rotation Service). Îáû÷íî ïðè íåîáõîäèìî-
ñòè ýòî äåëàþò ëèáî 1 ÿíâàðÿ, ëèáî 1 èþëÿ. Êàê ÷àñòî ýòî äåëàåòñÿ
ìîæíî óçíàòü èç ñëåäóþùåãî ðàçäåëà. Î ïëàíèðóåìîì çàðàíåå ñêà÷-
êå âðåìåíè UTC è î òåêóùåé ðàçíîñòè IAT – UTC ìîæíî óçíàòü
íà ñàéòå
https://hpiers.obspm.fr/iers/bul/bulc/bulletinc.dat.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ GMT (Greenwich Mean Time) ñîâïàäàåò ñ
UTC.

Ê êîíöó XX âåêà òî÷íîñòü àñòðîíîìè÷åñêèõ íàáëþäåíèé äîñòèã-
ëà òàêîãî óðîâíÿ, ÷òî ïðèõîäèòñÿ ïðèìåíÿòü ìîäåëü îáùåé òåîðèè
îòíîñèòåëüíîñòè (ÎÒÎ) âìåñòî Íüþòîíîâîé ìåõàíèêè. Ñîãëàñíî
ÎÒÎ âðåìÿ òå÷åò ïî-ðàçíîìó â ðàçíûõ ìåñòàõ Ñîëíå÷íîé ñèñòå-
ìû. Ïîýòîìó øêàëó âðåìåíè ñòàëè ïðèâÿçûâàòü ê ìåñòó, â êîòîðîì
íàõîäÿòñÿ ÷àñû, õðàíÿùèå âðåìÿ. Òàê ïîÿâèëèñü ïîíÿòèÿ áàðèöåí-
òðè÷åñêîãî âðåìåíè (TDB — Time Dynamic Barycentric), òåêóùåãî
â áàðèöåòðå Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû, è âðåìåíè íà ãåîèäå (TT — Time
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Terestre). Ðåàëèçàöèÿ TT îêàçàëàñü âîçìîæíîé áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî
àòîìíûå ÷àñû ðàñïîëîæåíû íà ãåîèäå. Ïðè ýòîì ïîëîæèëè, ÷òî TT
– IAT = 32.184 ñåêóíäû. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëîñü, ÷òî âðåìÿ TT
ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ýôåìåðèäíîãî âðåìåíè ET, ÷òî óäîáíî äëÿ
àñòðîíîìè÷åñêîé ïðàêòèêè.

Áàðèöåíòðè÷åñêîå âðåìÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè
òåë Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Ïîñêîëüêó â áàðèöåíòðå Ñîëíå÷íîé ñè-
ñòåìû ôàêòè÷åñêè íåò íèêàêèõ ÷àñîâ, äàæå àòîìíûõ, òî øêàëó TDB
ïðèõîäèòñÿ ìîäåëèðîâàòü, èñïîëüçóÿ çíàíèÿ î ðàñïðåäåëåíèè ìàññ,
îðáèòàëüíîì è âðàùàòåëüíîì äâèæåíèÿõ íåáåñíûõ òåë. Êîíå÷íî,
ñêîðîñòü òå÷åíèÿ âðåìåíè â áàðèöåíòðå îòëè÷àåòñÿ îò ñêîðîñòè åãî
òå÷åíèÿ íà ãåîèäå. Ýòà ðàçíîñòü èìååò êàê âåêîâîé õîä, òàê è ïå-
ðèîäè÷åñêèå èçìåíåíèÿ. Îäíàêî äëÿ óäîáñòâà ðàáîòû â àñòðîìåò-
ðèè ïðåäïîëîæèëè, ÷òî â áàðèöåíòðå ðàñïîëîæåíû ÷àñû, èäóùèå
â ñðåäíåì ñ òîé æå ñêîðîñòüþ, ÷òî è ÷àñû íà ãåîèäå. Ïåðèîäè÷å-
ñêè èçìåíÿþùóþñÿ ðàçíîñòü P = TDB – TT ïðèøëîñü ìîäåëèðî-
âàòü îãðîìíûìè òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ðÿäàìè, ó÷èòûâàÿ ïåðèîäè-
÷åñêèå äâèæåíèÿ ìíîãèõ òåë Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Ôàêòè÷åñêè âå-
ëè÷èíà P ïðåäñòàâëåíà ñóììîé ïåðèîäè÷åñêèõ ñëàãàåìûõ, êàæäîå
ñî ñâîèì ïåðèîäîì. Îäíó èç âåðñèé ýòîãî ðÿäà ìîæíî íàéòè â ñòà-
òüå Fairhead, Bretagnon (1990). Ìàêñèìàëüíàÿ àìïëèòóäà ïåðèîäè-
÷åñêèõ ÷ëåíîâ ðÿäà ñîñòàâëÿåò 0.001656 ñ.

Â ïîñëåäíèå ãîäû â êà÷åñòâå äàò÷èêà âðåìåíè èñïîëüçóþòñÿ ñèã-
íàëû êîñìè÷åñêèõ ðàäèîèñòî÷íèêîâ, íàçûâàåìûõ ïóëüñàðàìè. Òà-
êîå ïóëüñàðíîå âðåìÿ ñ÷èòàåòñÿ íàèáîëåå ðàâíîìåðíûì.

Áîëåå ïîäðîáíûå ñâåäåíèÿ î øêàëàõ âðåìåíè è åãî èçìåðåíèè
ìîæíî íàéòè â êíèãàõ Introduction aux Ephémérides Astronomiques,
1997), Òðóäû ÈÏÀ ÐÀÍ. Âûï. 10. Ýôåìåðèäíàÿ àñòðîíîìèÿ (2004).

Ñâÿçü øêàëû UTC ñî øêàëîé TT

Êàê ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, ðàçíîñòü TT – UTC ðàâíà
32.184 ñåêóíäû ïëþñ íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî ñåêóíä. Â òàáëèöå Ï4.1
è íà ðèñ. Ï4.1 äàåòñÿ ðàçíîñòü TT – UTC äëÿ êàæäîé èç íà÷àëü-
íûõ äàò åå èçìåíåíèÿ, íà÷èíàÿ ñ 1972 ãîäà. Ñêà÷êîîáðàçíîå èçìå-
íåíèå øêàëû UTC íà îäíó ñåêóíäó óñòàíàâëèâàåòñÿ ìåæäóíàðîä-
íîé ñëóæáîé âðàùåíèÿ Çåìëè (IERS — International Earth Rotation
Service) â 0 ÷àñîâ íà÷àëüíîé äàòû. Äëÿ äàò äî 1972 ãîäà ðàçíîñòü
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Ðèñ. Ï4.1. Èçìåíåíèå ðàçíîñòè TT – UTC ñî âðåìåíåì.

ET – UTC èëè ET – GMT ïóáëèêîâàëàñü â Àñòðîíîìè÷åñêèõ åæå-
ãîäíèêàõ.

Øêàëû âðåìåíè â ïóáëèêàöèÿõ íàáëþäåíèé â
ïðîøëûõ âåêàõ

Â ïóáëèêàöèÿõ àñòðîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé ïëàíåò, ñïóòíè-
êîâ è àñòåðîèäîâ â ïðîøëûõ âåêàõ èñïîëüçîâàëèñü øêàëû ìåñòíîãî
ñðåäíåãî ñîëíå÷íîãî âðåìåíè. Ñâÿçü íåêîòîðûõ òàêèõ øêàë ñ UTC
èëè ñ ïðîäîëæåíèåì UTC â ïðîøëîå — GMT äàåòñÿ â òàáëèöå Ï4.2.
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Òàáëèöà Ï4.1. Ðàçíîñòü TT – UTC äëÿ êàæäîé èç íà÷àëüíûõ äàò åå èçìå-
íåíèÿ.

Þëèàíñêàÿ äàòà, JD Êàëåíäàðíàÿ äàòà TT-UTC, ñåêóäíäû

2441317.5 1972 01 01 42.184

2441499.5 1972 07 01 43.184

2441683.5 1973 01 01 44.184

2442048.5 1974 01 01 45.184

2442413.5 1975 01 01 46.184

2442778.5 1976 01 01 47.184

2443144.5 1977 01 01 48.184

2443509.5 1978 01 01 49.184

2443874.5 1979 01 01 50.184

2444239.5 1980 01 01 51.184

2444786.5 1981 07 01 52.184

2445151.5 1982 07 01 53.184

2445516.5 1983 07 01 54.184

2446247.5 1985 07 01 55.184

2447161.5 1988 01 01 56.184

2447892.5 1990 01 01 57.184

2448257.5 1991 01 01 58.184

2448804.5 1992 07 01 59.184

2449169.5 1993 07 01 60.184

2449534.5 1994 07 01 61.184

2450083.5 1996 01 01 62.184

2450630.5 1997 07 01 63.184

2451179.5 1999 01 01 64.184

2453736.5 2006 01 01 65.184

2454832.5 2009 01 01 66.184

2456109.5 2012 07 01 67.184

2457204.5 2015 07 01 68.184

2457754.5 2017 01 01 69.184
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Òàáëèöà Ï4.2. Ñâÿçü ðàçëè÷íûõ øêàë âðåìåíè, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü â
ïðîøëîì.

Îáîçíà÷åíèå øêàëû Ðàçíîñòü: UTC - âðåìÿ øêàëû

âðåìåíè â ïóáëèêàöèÿõ (÷ – ÷àñû, ì – ìèíóòû, ñ – ñåêóíäû)

Greenwich Mean Time 0 ÷

Washington mean time 5 ÷ 8 ì 12.15 ñ

Central Standard Time 6 ÷

Pacific Standard Time 8 ÷

Pulkovo mean time -( 2 ÷ 1 ì 18.576 ñ)

Paris Mean Time -( 9 ì 21 ñ)

Cambridge Mean Time -( 22.752 ñ)

Temps moyen de Nice -( 29 ì 12.096 ñ )

Strasburg Mean Time -( 31 ì 4.248 ñ )

Mount Hamilton Mean Time 8 ÷ 6 ì 34.92 ñ

90th Meridian Time 6 ÷

Leander McCormick mean time 5 ÷ 14 ì 5.328 ñ

Ëèòåðàòóðà ê Ïðèëîæåíèþ 4

Fairhead L., Bretagnon P. An analytical formula for the time transfor-
mation TB-TT. Astronomy and Astrophysics. 1990. V. 229.
P. 240–247.

Introduction aux éphémérides Astronomiques. Supplément explicatif à la
connaissance des temps. (eds. Simon J.-L., Chapront-Touzé M.,
Morando B., Thuillot W.). Bureau des Longitudes. Paris. Publisher:
Les éditions de physique, France. 1997. 450 pp.

Òðóäû ÈÏÀ ÐÀÍ. Âûï. 10. Ýôåìåðèäíàÿ àñòðîíîìèÿ. Ñàíêò-Ïåòåð-
áóðã. 2004.



Приложение 5

ДЕКОМПОЗИЦИЯ ХОЛЕЦКОГО.
ПРОГРАММА НА ЯЗЫКЕ СИ

Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè ýôåìåðèä ìåòîäîì âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ
äâèæåíèÿ òðåáóåòñÿ âû÷èñëÿòü íåêîòîðóþ ìàòðèöó L, íàçûâàåìóþ
ìàòðèöåé äåêîìïîçèöèè Õîëåöêîãî è óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîîòíîøå-
íèþ

LLT = D,

ãäå ìàòðèöà D åñòü êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà îøèáîê ïàðàìåòðîâ,
êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè óòî÷íåíèè ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ íåáåñíî-
ãî òåëà èç íàáëþäåíèé.

Ìàòðèöà L îêàçûâàåòñÿ íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé. Äëÿ åå
âû÷èñëåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ïðîãðàììó, ñîñòàâ-
ëåííóþ íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ñè:

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
...
void decomp(double *A, int n, double *L)
{
int i,j,k;

for(i=0;i<n;i++)
{
for(j=0;j<n;j++)
{
if(j>i) L[i*n+j]=0.0;
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else
{
if(j<i)
{
L[i*n+j]=A[i*n+j];
if(j-1>=0) for(k=0;k<=j-1;k++) L[i*n+j]-=L[i*n+k]*L[j*n+k];
L[i*n+j]=L[i*n+j]/L[j*n+j];
}
else
{
L[i*n+j]=A[i*n+j];
if(i-1>=0) for(k=0;k<=i-1;k++) L[i*n+j]-=L[i*n+k]*L[i*n+k];
if(L[i*n+j]<=0.0) L[i*n+j]=0.0;
else L[i*n+j]=sqrt(L[i*n+j]);
}
}
}
}

return;
}

Â ïðîöåäóðå decomp ïàðàìåòð A çàäàåò àäðåñ èñõîäíîé ìàòðè-
öû D, ïàðàìåòð n çàäàåò ðàçìåðíîñòü ìàòðèöû, à ïàðàìåòð L — àä-
ðåñ ðåçóëüòèðóþùåé ìàòðèöû L. Ýëåìåíòû ìàòðèö ðàñïîëàãàþòñÿ
â èíäåêñèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ A è L ïî ñòðîêàì.



Приложение 6

ПАРАМЕТРЫ ВРАЩЕНИЯ ПЛАНЕТ И
ЕСТЕСТВЕННЫХ СПУТНИКОВ

Îïðåäåëåíèÿ

Ïðèíÿòûå îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ âðàùåíèÿ äàíû â Ãëàâå 9.

Ïðàìåòðû âðàùåíèÿ ïëàíåò è åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ ðåãó-
ëÿðíî ïóáëèêóþòñÿ â äîêëàäàõ Ðàáî÷åé ãðóïïû Ìåæäóíàðîäíîãî
Àñòðîíîìè÷åñêîãî Ñîþçà (ÌÀÑ) ïî êàðòîãðàôè÷åñêèì êîîðäèíà-
òàì è ýëåìåíòàì âðàùåíèÿ (IAU Working Group on Cartographic
Coordinates and Rotational Elements — IAU WG CCRE). Ïðèâåäåí-
íûå íèæå ïàðàìåòðû âçÿòû èç ïîñëåäíåãî òàêîãî äîêëàäà, ñîäåð-
æàùåãîñÿ â ïóáëèêàöèè (Archinal et al. 2018). Â ýòîé ïóáëèêàöèè
èìåþòñÿ îáøèðíûå îáúÿñíåíèÿ î ïðîèñõîæäåíèè ïðèâîäèìûõ ïà-
ðàìåòðîâ, ññûëêè íà èñòî÷íèêè è ðåêîìåíäàöèè ê ôîðìèðîâàíèþ
òàêèõ äàííûõ â áóäóùåì.

Â ñëó÷àÿõ, êîãäà âîçìîæíî ïðîñëåäèòü ïðîèñõîæäåíèå äàííûõ,
çäåñü íèæå äàþòñÿ ññûëêè íà èñòî÷íèêè. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïî-
ìèìî äàííûõ èç ïóáëèêàöèè (Archinal et al. 2018) ïðèâîäÿòñÿ òàê-
æå íîâûå âåðñèè ïàðàìåòðîîâ âðàùåíèÿ, ñîïðîâîæäàåìûå ññûëêà-
ìè íà ïóáëèêàöèþ ýòèõ íîâûõ äàííûõ.

Íèæå äàíû ýêâàòîðèàëüíûå êîîðäèíàòû α0, δ0 ñåâåðíîãî ïîëþñà
êàæäîé ïëàíåòû è ñïóòíèêîâ â ñèñòåìå ýêâàòîðà è ðàâíîäåíñòâèÿ
ýïîõè J2000. Äàíû âûðàæåíèÿ äëÿ äîëãîòû íóëåâîãî ìåðèäèàíà W

êàê ôóíêöèè âðåìåíè. Àðãóìåíòàìè âðåìåíè ÿâëÿþòñÿ:
T — èíòåðâàë â þëèàíñêèõ ñòîëåòèÿõ (36525 ñóòîê) îò ñòàíäàðòíîé
ýïîõè J2000 — 12 ÷àñ. 1 ÿíâàðÿ 2000 ã. (JD 2451545.0) TDB,
d — èíòåðâàë â ñóòêàõ îò ñòàíäàðòíîé ýïîõè.
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Âñå óãëîâûå âåëè÷èíû èçìåðÿþòñÿ â ãðàäóñàõ. Ñêîðîñòè èçìå-
íåíèÿ óãëîâ ñîîòâåòñòâóþò ðàçìåðíîñòè âåëè÷í T è d.

Ïðàìåòðû âðàùåíèÿ ïëàíåò, èìåþùèõ åñòåñòâåííûå
ñïóòíèêè

Ìàðñ.
Êîîðäèíàòû ïîëþñà Ìàðñà, ðåêîìåíäîâàííûå Ðàáî÷åé ãðóïïîé

IAU WG CCRE ÌÀÑ (Archinal et al. 2018), îñíîâàíû íà äàííûõ,
îïóáëèêîâàííûõ â ðàáîòàõ Kuchynka et al. (2014), Konopliv et al.
(2016). Êîîðäèíàòû îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè âûðàæåíèÿìè:
α0 = 317.269202− 0.10927547 T+

+0.000068 sin(198.991226 + 19139.4819985 T )+

+0.000238 sin(226.292679 + 38280.8511281 T )+

+0.000052 sin(249.663391 + 57420.7251593 T )+

+0.000009 sin(266.183510 + 76560.6367950 T )+

+0.419057 sin(79.398797 + 0.5042615 T ),
δ0 = 54.432516− 0.05827105 T+

+0.000051 cos(122.433576 + 19139.9407476 T )+

+0.000141 cos(43.058401 + 38280.8753272 T )+

+0.000031 cos(57.663379 + 57420.7517205 T )+

+0.000005 cos(79.476401 + 76560.6495004 T )+

+1.591274 cos(166.325722 + 0.5042615 T ),
W = 176.049863 + 350.891982443297 d+

+0.000145 sin(129.071773 + 19140.0328244 T )+

+0.000157 sin(36.352167 + 38281.0473591 T )+

+0.000040 sin(56.668646 + 57420.9295360 T )+

+0.000001 sin(67.364003 + 76560.2552215 T )+

+0.000001 sin(104.792680 + 95700.4387578 T )+

+0.584542 sin(95.391654 + 0.5042615 T ).
Ïðèìå÷àíèå. Ïîëîæåíèå íóëåâîãî ìåðèäèàíà Ìàðñà îïèðàåòñÿ

íà êîîðäèíàòû ïîñàäî÷íîãî àïïàðàòà Viking 1, Òàêîå îïðåäåëåíèå
íàõîäèòñÿ â ñîãëàñèè ñ ðàíåå çàäàííûì ïîëîæåíèåì íóëåâîãî ìå-
ðèäèàíà, ñâÿçàííûì ñ ïîëîæåíèåì êðàòåðà Airy-0.

Þïèòåð.
Êîîðäèíàòû ïîëþñà, ðåêîìåíäîâàííûå Ðàáî÷åé ãðóïïîé IAU

WG CCRE ÌÀÑ (Archinal et al. 2018) è âçÿòûå èç ïóáëèêàöèè
(Riddle, Warwick, 1976):
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α0 = 268.056595− 0.006499 T + 0.000117 sin Ja+ 0.000938 sin Jb+

+0.001432 sin Jc+ 0.000030 sin Jd+ 0.002150 sin Je,
δ0 = 64.495303 + 0.002413 T + 0.000050 cos Ja+ 0.000404 cos Jb+

+0.000617 cos Jc− 0.000013 cos Jd+ 0.000926 cos Je
W = 284.95 + 870.5360000 d.

Çäåñü àðãóìåíòû òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé âû÷èñëÿþòñÿ ïî
ôîðìóëàì:
Ja = 99.360714 + 4850.4046 T, Jb = 175.895369 + 1191.9605 T ,
Jc = 300.323162 + 262.5475 T, Jd = 114.012305 + 6070.2476 T ,
Je = 49.511251 + 64.3000 T .

Ïðèìå÷àíèå. Âðàùåíèå Þïèòåðà îòíîñèòñÿ ê âðàùåíèþ åãî
ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ñàòóðí.
Êîîðäèíàòû ïîëþñà, ðåêîìåíäîâàííûå Ðàáî÷åé ãðóïïîé IAU

WG CCRE ÌÀÑ (Archinal et al. 2018) è âçÿòûå èç ïóáëèêàöèé
(Hubbard et al., 1993; French et al., 1993):
α0 = 40.589− 0.036 T ,
δ0 = 83.537− 0.004 T ,
W = 38.90 + 810.7939024 d.

Ïðèìå÷àíèå. Âðàùåíèå Ñàòóðíà îòíîñèòñÿ ê âðàùåíèþ åãî ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ.

Óðàí.
Êîîðäèíàòû ïîëþñà, ðåêîìåíäîâàííûå Ðàáî÷åé ãðóïïîé IAU

WG CCRE ÌÀÑ (Archinal et al. 2018) è âçÿòûå èç ïóáëèêàöèè
(Mason et al., 1992):
α0 = 257.311,
δ0 = −15.175,
W = 203.81− 501.1600928 d.

Ïðèìå÷àíèå. Âðàùåíèå Óðàíà çäåñü îòíîñèòñÿ ê âðàùåíèþ åãî
ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Íîâàÿ ìîäåëü âðàùåíèÿ Óðàíà îïóáëèêîâàíà â ðàáîòå (Jacobson,
2014). Ñîãëàñíî ýòîé ìîäåëè, äëÿ α0, δ0 èìååì ñëåäóþùèå âûðàæå-
íèÿ êàê ôóíêöèè âðåìåíè:
α0 = 257.309980+

+0.000173 T + 0.000895 sinS1 + 0.000180 sinS2+

+0.000098 sinS3 + 0.000075 sinS4− 0.000818 sinS5,
δ0 = −15.172395−
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−0.000019 T − 0.000851 cosS1− 0.000173 cosS2−
−0.000094 cosS3− 0.000072 cosS4− 0.000818 cosS5,
ãäå
S1 = 328.616724 + 26.9601 T ,
S2 = 259.275089 + 2024.7285 T ,
S3 = 102.827444 + 182.8030 T ,
S4 = 185.361668 + 276.4108 T ,
S5 = 137.359959.

Çäåñü ÷ëåí ñ S5 äîáàâëåí òîëüêî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü ñóììó
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ÷ëåíîâ ðàâíîé íóëþ â íà÷àëüíóþ ýïîõó.

Íåïòóí.
Êîîðäèíàòû ïîëþñà, ðåêîìåíäîâàííûå Ðàáî÷åé ãðóïïîé IAU

WG CCRE ÌÀÑ (Archinal et al. 2018), âçÿòû èç ïóáëèêàöèé
(Jacobson, 1990; Warwick et. al. 1989). Ïðè ýòîì ñêîðîñòü âðàùå-
íèÿ âûâåäåíà â ðàáîòå (Karkoschka, 2011) èç íàáëþäåíèé äåòàëåé
íà ïîâåðõíîñòè. Êîîðäèíàòû îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè âûðàæå-
íèÿìè:
α0 = 299.36 + 0.70 sinN ,
δ0 = 43.46− 0.51 cosN ,
W = 249.978 + 541.1397757 d− 0.48 sinN ,
N = 357.85 + 52.316 T .

Àëüòåðíàòèâíûå ïàðàìåòðû âðàùåíèÿ Íåïòóíà, îïóáëèêîâàí-
íûå â ñòàòüå (Jacobson, 2009), è âàðèàíò, ïîëó÷åííûé â ðàáîòå
(Emelyanov, Samorodov, 2015), ðàññìîòðåíû â Ãëàâå 9.

Ïëóòîí.
Êîîðäèíàòû ïîëþñà, ðåêîìåíäîâàíû Ðàáî÷åé ãðóïïîé IAU WG

CCRE ÌÀÑ (Archinal et al. 2018). Çäåñü ïî ïðàâèëàì îïðåäåëåíèÿ
ïîëþñà ìàëîé ïëàíåòû ñåâåðíûé ïîëþñ íàïðàâëåí ïî âåêòîðó ìî-
ìåíòà âðàùåíèÿ Ïëóòîíà. Íóëåâîé ìåðèäèàí Ïëóòîíà îïðåäåëåí
ïî ñðåäíåìó íàïðàâëåíèþ íà Õàðîí.
α0 = 132.993,
δ0 = −6.163,
W = 302.695 + 56.3625225 d.

Ñåâåðíûé ïîëþñ, ñâÿçàíííûé ñ íåèçìåííîé ïëîñêîñòüþ Ëà-
ïëàñà Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû, èìååò ñëåäóþùèå êîîðäèíàòû (Archinal
et al. 2018):
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α0 = 273.85,
δ0 = 66.99.

Êîîðäèíàòû ñåâåðíîãî ïîëþñà Ñîëíöà (Archinal et al. 2018)

α0 = 286.13,
δ0 = 63.87,
W = 84.176 + 14.1844000 d.

Ïðèìå÷àíèå. Ôîðìóëà äëÿ W çäåñü çàïèñàíà ñ ó÷åòîì ïîïðàâ-
êè çà âðåìÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà (äëÿ ìîìåíòà ñòàðòà ôîòîíîâ ñ
Ñîëíöà) è áåç ïîïðàâêè çà àáåððàöèþ.

Ïðàìåòðû âðàùåíèÿ åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ

Âñå óãëîâûå âåëè÷èíû èçìåðÿþòñÿ â ãðàäóñàõ. Ñêîðîñòè èçìå-
íåíèÿ óãëîâ ñîîòâåòñòâóþò ðàçìåðíîñòè âåëè÷èí T è d.

Ñïóòíèêè Ìàðñà.
Ïàðàìåòðû âðàùåíèÿ ñïóòíèêîâ ðåêîìåíäîâàíû Ðàáî÷åé ãðóï-

ïîé IAU WG CCRE ÌÀÑ (Archinal et al. 2018) è âçÿòû èç ïóáëè-
êàöèè (Stark et al., 2017).

M1 Ôîáîñ.
α0 = 317.67071657− 0.10844326 T−
−1.78428399 sin(M1) + 0.02212824 sin(M2)−
−0.01028251 sin(M3)− 0.00475595 sin(M4).
δ0 = 52.88627266− 0.06134706 T−
−1.07516537 cos(M1) + 0.00668626 cos(M2)−
−0.00648740 cos(M3) + 0.00281576 cos(M4).

W = 34.9964842535 + 1128.84475928 d+ 12.72192797 T2+

+1.42421769 sin(M1)− 0.02273783 sin(M2)+

+0.00410711 sin(M3) + 0.00631964 sin(M4) + 1.143 sin(M5).

M2 Äåéìîñ.
α0 = 316.65705808− 0.10518014 T+

+3.09217726 sin(M6) + 0.22980637 sin(M7)+

+0.06418655 sin(M8) + 0.02533537 sin(M9) + 0.00778695 sin(M10).
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δ0 = 53.50992033− 0.05979094 T+

+1.83936004 cos(M6) + 0.14325320 cos(M7)+

+0.01911409 cos(M8)− 0.01482590 cos(M9) + 0.00192430 cos(M10).

W = 79.39932954 + 285.16188899 d−
−2.73954829 sin(M6)− 0.39968606 sin(M7)−
−0.06563259 sin(M8)− 0.02912940 sin(M9) + 0.01699160 sin(M10).

Çäåñü
M1 = 190.72646643 + 15917.10818695 T ,
M2 = 21.46892470 + 31834.27934054 T ,
M3 = 332.86082793 + 19139.89694742 T ,
M4 = 394.93256437 + 38280.79631835 T ,
M5 = 189.63271560 + 41215158.18420050 T + 12.71192322 T 2,
M6 = 121.46893664 + 660.22803474 T ,
M7 = 231.05028581 + 660.99123540 T ,
M8 = 251.37314025 + 1320.50145245 T ,
M9 = 217.98635955 + 38279.96125550 T ,
M10 = 196.19729402 + 19139.83628608 T .

Àëüòåðíàòèâíàÿ ìîäåëü âðàùåíèÿ Ôîáîñà, ïîñòðîåííàÿ â ðàáîòå
(LeMaistre et al., 2013), îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè íèæå ôîðìóëà-
ìè.

α0 = 317.65171− 0.108 T +

+ 0.325245 cosP1A + 1.758464 sinP1A +

+ 3.7879 · 10−3 cosP2A − 9.9870 · 10−3 sinP2A +

+ 8.0360 · 10−3 cosP3A + 2.0727 · 10−2 sinP3A −
− 5.0099 · 10−3 cosP4A + 1.5865 · 10−2 sinP4A −
− 1.3858 · 10−2 cosP5A − 2.6599 · 10−2 sinP5A −
− 3.0986 · 10−2 cosP6A − 3.4267 · 10−3 sinP6A,
δ0 = 52.875277− 0.061 T +

+ 1.059273 cosP1D − 0.200688 sinP1D −
− 5.8509 · 10−3 cosP2D − 3.1664 · 10−3 sinP2D +

+ 6.2752 · 10−3 cosP3D − 2.3877 · 10−3 sinP3D +

+ 9.5540 · 10−3 cosP4D + 3.2837 · 10−3 sinP4D +

+ 1.6049 · 10−2 cosP5D − 8.3571 · 10−3 sinP5D +

+ 2.0673 · 10−2 cosP6D − 1.8695 · 10−2 sinP6D ,
W = 34.78084 + 1128.844585 d+ 8.864 T 2 −
− 0.260555 cosP1W − 1.403236 sinP1W −
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− 8.1901 · 10−3 cosP2W − 2.1305 · 10−2 sinP2W +

+ 3.9954 · 10−3 cosP3W − 1.2650 · 10−2 sinP3W +

+ 1.1051 · 10−2 cosP4W + 2.1210 · 10−2 sinP4W +

+ 0.177178 cosP5W + 1.085406 sinP5W +

+ 2.4709 · 10−2 cosP6W + 2.7324 · 10−2 sinP6W −
− 2.7638 · 10−3 cosP7W − 8.2309 · 10−3 sinP7W ,
ãäå
P1A = (360.0/826.2093)d ,
P2A = (360.0/686.9689)d ,
P3A = (360.0/413.1034)d ,
P4A = (360.0/0.8430)d ,
P5A = (360.0/0.5133)d ,
P6A = (360.0/0.2313)d ,
P1D = (360.0/826.2098)d ,
P2D = (360.0/686.9603)d ,
P3D = (360.0/413.0996)d ,
P4D = (360.0/0.8430)d ,
P5D = (360.0/0.5133)d ,
P6D = (360.0/0.2313)d ,
P1W = (360.0/826.2082)d ,
P2W = (360.0/413.1050)d ,
P3W = (360.0/0.8430)d ,
P4W = (360.0/0.5133)d ,
P5W = (360.0/0.3190)d ,
P6W = (360.0/0.2313)d ,
P7W = (360.0/0.1595)d .

Íîâûå âûðàæåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò ïîëþñîâ ñïóòíèêîâ Ìàðñà ïî-
ëó÷åíû è äàíû â ïóáëèêàöèè (Jacobson, 2017).

M1 Ôîáîñ.

α0 = 317.670722− 0.1084132486 T−
−1.784328 sinM1 + 0.022113 sinM2,
δ0 = 52.886261− 0.0613383599 T−
−1.075191 cosM1 + 0.006656 cosM2,
W = 35.187741 + 1128.8447592753 d+ 12.722 T 2+

+1.424227 sinM1− 0.022751 sinM2.

M2 Äåéìîñ.
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α0 = 316.656987− 0.1046750020 T+

+0.007782 sinM3 + 0.025076 sinM4+

+3.022942 sinM5 + 0.064064 sinM6−
−0.005241 sinM7,
δ0 = 53.509843− 0.0599874462 T+

+0.001912 cosM3− 0.014719 cosM4+

+1.796415 cosM5 + 0.019065 cosM6+

+0.003205 cosM7,
W = 79.399489 + 285.1618889679 d+

+0.016999 sinM3− 0.029333 sinM4−
−2.626250 sinM5− 0.065368 sinM6−
−0.184398 sinM7.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå àðãóìåíòû äàíû â âèäå
M1 = 190.752833 + 15917.1197346 T ,
M2 = 21.510735 + 31834.5296590 T ,
M3 = 196.381549 + 19139.7201379 T ,
M4 = 214.896971 + 38279.9940271 T ,
M5 = 125.675097 + 660.2084573 T ,
M6 = 251.350194 + 1320.4169146 T ,
M7 = 215.675097 + 660.2084573 T .

Ñïóòíèêè Þïèòåðà. Äàííûå âçÿòû èç îò÷åòà Ðàáî÷åé ãðóïïû
IAU WG CCRE ÌÀÑ (Archinal et al. 2018). Íèæå äàíû òàêæå íàé-
äåííûå ññûëêè íà èñòî÷íèêè äàííûõ.

Ãàëèëååâû ñïóòíèêè (Lieske, 1979; Smith et al., 1979).
J1 Èî:

α0 = 268.05− 0.009 T + 0.094 sin J3 + 0.024 sin J4,
δ0 = 64.50 + 0.003 T + 0.040 cos J3 + 0.011 cos J4,
W = 200.39 + 203.4889538 d− 0.085 sin J3− 0.022 sin J4.

Ïðèìå÷àíèå. Íóëåâîé ìåðèäèàí îïðåäåëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì íà
ïëàíåòó.

J2 Åâðîïà:
α0 = 268.08 − 0.009 T + 1.086 sin J4 + 0.060 sin J5 + 0.015 sin J6 +

0.009 sin J7,
δ0 = 64.51 + 0.003 T + 0.468 cos J4 + 0.026 cos J5 + 0.007 cos J6 +

0.002 cos J7,
W = 36.022+101.3747235 d−0.980 sin J4−0.054 sin J5−0.014 sin J6−

−0.008 sin J7.
Ïðèìå÷àíèå. Ìåðèäèàí 182 ãðàäóñà îïðåäåëåí êðàòåðîì Cilix.
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J3 Ãàíèìåä:
α0 = 268.20− 0.009 T − 0.037 sin J4 + 0.431 sin J5 + 0.091 sin J6,
δ0 = 64.57 + 0.003 T − 0.016 cos J4 + 0.186 cos J5 + 0.039 cos J6,
W = 44.064 + 50.3176081 d+ 0.033 sin J4− 0.389 sin J5− 0.082 sin J6.

Ïðèìå÷àíèå. Ìåðèäèàí 128 ãðàäóñà îïðåäåëåí êðàòåðîì Anat.
J4 Êàëëèñòî:

α0 = 268.72− 0.009 T − 0.068 sin J5 + 0.590 sin J6 + 0.010 sin J8,
δ0 = 64.83 + 0.003 T − 0.029 cos J5 + 0.254 cos J6− 0.004 cos J8,
W = 259.51 + 21.5710715 d+ 0.061 sin J5− 0.533 sin J6− 0.009 sin J8.

Ïðèìå÷àíèå 1. Ìåðèäèàí 326 ãðàäóñà îïðåäåëåí êðàòåðîì Saga.
Ïðèìå÷àíèå 2. Íîâûå çíà÷åíèÿ W0 äëÿ ñïóòíèêîâ J2 Åâðîïà, J3

Ãàíèìåä, J4 Êàëëèñòî ïîÿâèëèñü êàê ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé íîâûõ
êîíòðîëüíûõ ñåòåé, âûïîëíåíûõ Davies M., Colvin T.R. è Katayama
F.

Áëèçêèå ñïóòíèêè.
J16 Ìåòèäà:

α0 = 268.05− 0.009 T ,
δ0 = 64.49 + 0.003 T ,
W = 346.09 + 1221.2547301 d (Lieske,1997).

J15 Àäðàñòåÿ
α0 = 268.05− 0.009 T ,
δ0 = 64.49 + 0.003 T ,
W = 33.29 + 1206.9986602 d (Nicholson, Mathews, 1991).

J5 Àìàëüòåÿ (Smith et al., 1979)
α0 = 268.05− 0.009 T − 0.84 sin J1 + 0.01 sin 2J1,
δ0 = 64.49 + 0.003 T − 0.36 cos J1,
W = 231.67 + 722.6314560 d+ 0.76 sin J1− 0.01 sin 2J1.

J14 Òåáà (Óòî÷íåííûå çíà÷åíèÿ ïîëó÷èë Nicholson P. D., Cornell
University, â 1996 ã)
α0 = 268.05− 0.009 T?2.11 sin J2 + 0.04 sin 2J2,
δ0 = 64.49 + 0.003 T − 0.91 cos J2 + 0.01 cos 2J2,
W = 8.56 + 533.7004100 d+ 1.91 sin J2− 0.04 sin 2J2.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå àðãóìåíòû äëÿ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà îïðå-
äåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè
J1 = 73.32+91472.9 T , J2 = 24.62+45137.2 T , J3 = 283.90+4850.7 T ,
J4 = 355.80 + 1191.3 T , J5 = 119.90 + 262.1 T , J6 = 229.80 + 64.3 T ,
J7 = 352.25 + 2382.6 T , J8 = 113.35 + 6070.0 T .
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Ñïóòíèêè Ñàòóðíà. Äàííûå âçÿòû èç îò÷åòà Ðàáî÷åé ãðóïïû
ÌÀÑ IAU WG CCRE (Archinal et al. 2018). Íèæå äàíû òàêæå ññûë-
êè íà èñòî÷íèêè äàííûõ.

Ãëàâíûå ñïóòíèêè (Roatsch et al., 2009).
S1 Ìèìàñ: α0 = 40.66− 0.036 T + 13.56 sinS3,

δ0 = 83.52− 0.004 T − 1.53 cosS3,
W = 333.46 + 381.9945550 d− 13.48 sinS3− 44.85 sinS5.

Ïðèìå÷àíèå. Ìåðèäèàí 162 ãðàäóñà çàäàåò êðàòåð Palomides.
S2 Ýíöåëàä: α0 = 40.66− 0.036 T ,

δ0 = 83.52− 0.004 T ,
W = 6.32 + 262.7318996 d.

Ïðèìå÷àíèå. Ìåðèäèàí 5 ãðàäóñîâ çàäàåò êðàòåð Salih.
S3 Òåôèÿ: α0 = 40.66− 0.036 T + 9.66 sinS4,

δ0 = 83.52− 0.004 T − 1.09 cosS4,
W = 8.95 + 190.6979085 d− 9.60 sinS4 + 2.23 sinS5.

Ïðèìå÷àíèå. Ìåðèäèàí 299 ãðàäóñîâ çàäàåò êðàòåð Arete.
S4 Äèîíà: α0 = 40.66− 0.036 T ,

δ0 = 83.52− 0.004 T ,
W = 357.6 + 131.534931 d.

Ïðèìå÷àíèå. Ìåðèäèàí 63 ãðàäóñîâ çàäàåò êðàòåð Palinurus.
S5 Ðåÿ: α0 = 40.38− 0.036 T + 3.10 sinS6,

δ0 = 83.55− 0.004 T − 0.35 cosS6,
W = 235.16 + 79.6900478 d− 3.08 sinS6.

Ïðèìå÷àíèå. Ìåðèäèàí 340 ãðàäóñîâ çàäàåò êðàòåð Tore.
S6 Òèòàí: (Stiles et al., 2008; Lorenz et al., 2008; Stiles et al., 2010)
α0 = 39.4827,
δ0 = 83.4279,
W = 186.5855 + 22.5769768 d.
S8 ßïåò (Davies, Katayama, 1984):
α0 = 318.16− 3.949 T ,
δ0 = 75.03− 1.143 T ,
W = 355.2 + 4.5379572 d.

Ïðèìå÷àíèå. Ìåðèäèàí 276 ãðàäóñîâ çàäàåò êðàòåð Almeric.
Ïàðàìåòðû âðàùåíèÿ ãëàâíîãî ñïóòíèêà Ñàòóðíà S7 Ãèïåðèîí

íå ïðèâîäÿòñÿ, òàê êàê îí èìååò õàîòè÷åñêîå âðàùåíèå.

Áëèçêèå ñïóòíèêè (Thomas et al., 1983).
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S10 ßíóñ: α0 = 40.58− 0.036 T − 1.623 sinS2 + 0.023 sin 2S2,
δ0 = 83.52− 0.004 T − 0.183 cosS2 + 0.001 cos 2S2,
W = 58.83 + 518.2359876 d+ 1.613 sinS2− 0.023 sin 2S2.

S11 Ýïèìåòåé: α0 = 40.58− 0.036 T − 3.153 sinS1 + 0.086 sin 2S1,
δ0 = 83.52− 0.004 T − 0.356 cosS1 + 0.005 cos 2S1,
W = 293.87+ 518.4907239 d+3.133 sinS1− 0.086 sin 2S1.

S15 Àòëàñ: α0 = 40.58− 0.036 T ,
δ0 = 83.53− 0.004 T ,
W = 137.88 + 598.3060000 d.

S16 Ïðîìåòåé: α0 = 40.58− 0.036 T ,
δ0 = 83.53− 0.004 T ,
W = 296.14 + 587.289000 d.

S17 Ïàíäîðà: α0 = 40.58− 0.036 T ,
δ0 = 83.53− 0.004 T ,
W = 162.92 + 572.7891000 d.

S18 Ïàí (Showalter, 1991):
α0 = 40.6− 0.036 T ,
δ0 = 83.5− 0.004 T ,
W = 48.8 + 626.0440000 d.

Ñîîðáèòàëüíûå ñïóòíèêè. Äàííûå î âðàùåíèè îñíîâàíû íà îðáè-
òàëüíûõ ïàðàìåòðàõ ñïóòíèêîâ (Synnot et al., 1983).

S12 Åëåíà: α0 = 40.85− 0.036 T ,
δ0 = 83.34− 0.004 T ,
W = 245.12 + 131.6174056 d.

S13 Òåëåñòî: α0 = 50.51− 0.036 T ,
δ0 = 84.06− 0.004 T ,
W = 56.88 + 190.6979332 d.

S14 Êàëèïñî: α0 = 36.41− 0.036 T ,
δ0 = 85.04− 0.004 T ,
W = 153.51 + 190.6742373 d.

Äàëåêèé ñïóòíèê S9 Ôåáà (Colvin et al., 1989):
α0 = 356.90,
δ0 = 77.80,
W = 178.58 + 931.639 d.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå àðãóìåíòû äëÿ ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà îïðåäå-
ëÿþòñÿ ôîðìóëàìè:
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S1 = 353.32 + 75706.7 T , S2 = 28.72 + 75706.7 T ,
S3 = 177.40− 36505.5 T ,
S4 = 300.00−7225.9 T , S5 = 316.45+506.2 T , S6 = 345.20−1016.3 T .

Ñïóòíèêè Óðàíà.Äàííûå ðåêîìåíäîâàíû Ðàáî÷åé ãðóïïîé ÌÀÑ
IAU WG CCRE (Archinal et al. 2018). Âçÿòû èç ïóáëèêàöèé (Jacobson,
1985a; Jacobson, 1985b).

Ãëàâíûå ñïóòíèêè.

U1 Àðèýëü: α0 = 257.43 + 0.29 sinU13,
δ0 = −15.10 + 0.28 cosU13,
W = 156.22− 142.8356681 d+ 0.05 sinU12 + 0.08 sinU13.

U2 Óìáðèýëü: α0 = 257.43 + 0.21 sinU14,
δ0 = −15.10 + 0.20 cosU14,
W = 108.05− 86.8688923 d− 0.09 sinU12 + 0.06 sinU14.

U3 Òèòàíèÿ: α0 = 257.43 + 0.29 sinU15,
δ0 = −15.10 + 0.28 cosU15,
W = 77.74− 41.3514316 d+ 0.08 sinU15.

U4 Îáåðîí: α0 = 257.43 + 0.16 sinU16,
δ0 = −15.10 + 0.16 cosU16,
W = 6.77− 26.7394932 d+ 0.04 sinU16.

U5 Ìèðàíäà: α0 = 257.43 + 4.41 sinU11− 0.04 sin 2U11,
δ0 = −15.08 + 4.25 cosU11− 0.02 cos 2U11,
W = 30.70− 254.6906892 d− 1.27 sinU12 + 0.15 sin 2U12.

Áëèçêèå ñïóòíèêè.

U6 Êîðäåëèÿ: α0 = 257.31− 0.15 sinU1,
δ0 = −15.18 + 0.14 cosU1,
W = 127.69− 1074.5205730 d− 0.04 sinU1.

U7 Îôåëèÿ: α0 = 257.31− 0.09 sinU2,
δ0 = −15.18 + 0.09 cosU2,
W = 130.35− 956.4068150 d− 0.03 sinU2.

U8 Áüÿíêà: α0 = 257.31− 0.16 sinU3,
δ0 = −15.18 + 0.16 cosU3,
W = 105.46− 828.3914760 d− 0.04 sinU3.

U9 Êðåññèäà: α0 = 257.31− 0.04 sinU4,
δ0 = −15.18 + 0.04 cosU4,
W = 59.16− 776.5816320 d− 0.01 sinU4.
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U10 Äåçäåìîíà: α0 = 257.31− 0.17 sinU5,
δ0 = −15.18 + 0.16 cosU5,
W = 95.08− 760.0531690 d− 0.04 sinU5.

U11 Äæóëüåòòà: α0 = 257.31− 0.06 sinU6,
δ0 = −15.18 + 0.06 cosU6,
W = 302.56− 730.1253660 d− 0.02 sinU6.

U12 Ïîðöèÿ: α0 = 257.31− 0.09 sinU7,
δ0 = −15.18 + 0.09 cosU7,
W = 25.03− 701.4865870 d− 0.02 sinU7.

U13 Ðîçàëèíäà: α0 = 257.31− 0.29 sinU8,
δ0 = −15.18 + 0.28 cosU8,
W = 314.90− 644.6311260 d− 0.08 sinU8.

U14 Áåëèíäà: α0 = 257.31− 0.03 sinU9,
δ0 = −15.18 + 0.03 cosU9,
W = 297.46− 577.3628170 d− 0.01 sinU9.

U14 Ïàê: α0 = 257.31− 0.33 sinU10,
δ0 = −15.18 + 0.31 cosU10,
W = 91.24− 472.5450690 d− 0.09 sinU10.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå àðãóìåíòû äëÿ ñïóòíèêîâ Óðàíà îïðåäåëÿ-
þòñÿ ôîðìóëàìè:
U1 = 115.75 + 54991.87 T , U2 = 141.69 + 41887.66 T ,
U3 = 135.03 + 29927.35 T ,
U4 = 61.77 + 25733.59 T , U5 = 249.32 + 24471.46 T ,
U6 = 43.86 + 22278.41 T ,
U7 = 77.66 + 20289.42 T , U8 = 157.36 + 16652.76 T ,
U9 = 101.81 + 1872.63 T ,
U10 = 138.64 + 8061.81 T , U11 = 102.23− 2024.22 T ,
U12 = 316.41 + 2863.96 T ,
U13 = 304.01− 51.94 T , U14 = 308.71− 93.17 T ,
U15 = 340.82− 75.32 T , U16 = 259.14− 504.81 T .

Ñïóòíèêè Íåïòóíà. Äàííûå ðåêîìåíäîâàíû Ðàáî÷åé ãðóïïîé
ÌÀÑ IAU WG CCRE (Archinal et al. 2018).

N1 Òðèòîí (Ïàðàìåòðû âûâåë J. Lieske íà îñíîâå îðèòàëüíûõ äàí-
íûõ, ïîëó÷åííûõ â ðàáîòå (Jacobson, 1990)).
α0 = 299.36− 32.35 sinN7− 6.28 sin 2N7− 2.08 sin 3N7−

−0.74 sin 4N7− 0.28 sin 5N7− 0.11 sin 6N7−
−0.07 sin 7N7− 0.02 sin 8N7− 0.01 sin 9N7,
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δ0 = 41.17 + 22.55 cosN7 + 2.10 cos 2N7 + 0.55 cos 3N7+

+0.16 cos 4N7 + 0.05 cos 5N7 + 0.02 cos 6N7+

+0.01 cos 7N7,
W = 296.53− 61.2572637 d+ 22.25 sinN7 + 6.73 sin 2N7+

+2.05 sin 3N7 + 0.74 sin 4N7 + 0.28 sin 5N7+

+0.11 sin 6N7 + 0.05 sin 7N7 + 0.02 sin 8N7+

+0.01 sin 9N7.

Áëèçêèå ñïóòíèêè (Owen et al., 1991).

N3 Íàÿäà: α0 = 299.36 + 0.70 sinN − 6.49 sinN1 + 0.25 sin 2N1,
δ0 = 43.36− 0.51 cosN − 4.75 cosN1 + 0.09 cos 2N1,
W = 254.06 + 1222.8441209 d−

−0.48 sinN + 4.40 sinN1− 0.27 sin 2N1.

N4 Òàëàññà: α0 = 299.36 + 0.70 sinN − 0.28 sinN2,
δ0 = 43.45− 0.51 cosN − 0.21 cosN2,
W = 102.06 + 1155.7555612 d− 0.48 sinN + 0.19 sinN2.

N5 Äåñïèíà: α0 = 299.36 + 0.70 sinN − 0.09 sinN3,
δ0 = 43.45− 0.51 cosN − 0.07 cosN3,
W = 306.51 + 1075.7341562 d− 0.49 sinN + 0.06 sinN3.

N6 Ãàëàòåÿ: α0 = 299.36 + 0.70 sinN − 0.07 sinN4,
δ0 = 43.43− 0.51 cosN − 0.05 cosN4,
W = 258.09 + 839.6597686 d− 0.48 sinN + 0.05 sinN4.

N7 Ëàðèññà: α0 = 299.36 + 0.70 sinN − 0.27 sinN5,
δ0 = 43.41− 0.51 cosN − 0.20 cosN5,
W = 179.41 + 649.0534470 d− 0.48 sinN + 0.19 sinN5.

N8 Ïðîòåé: α0 = 299.27 + 0.70 sinN − 0.05 sinN6,
δ0 = 42.91− 0.51 cosN − 0.04 cosN6,
W = 93.38 + 320.7654228 d− 0.48 sinN + 0.04 sinN6.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå àðãóìåíòû äëÿ ñïóòíèêîâ Íåïòóíà îïðåäå-
ëÿþòñÿ ôîðìóëàìè:

N = 357.85 + 52.316 T , N1 = 323.92 + 62606.6 T ,
N2 = 220.51 + 55064.2 T , N3 = 354.27 + 46564.5 T ,
N4 = 75.31 + 26109.4 T , N5 = 35.36 + 14325.4 T ,
N6 = 142.61 + 2824.6 T , N7 = 177.85 + 52.316 T .

Ïðèìå÷àíèå. Ïàðàìåòðû âðàùåíèÿ äàëåêîãî ñïóòíèêà Íåïòóíà
N2 Íåðåèäà â ïóáëèêàöèè (Archinal et al., 2018) íå ïðèâîäÿòñÿ, òàê
êàê ïîêà íåò ïîäõîäÿùåé ìîäåëè åãî âðàùåíèÿ.
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Ñïóòíèê Ïëóòîíà Õàðîí.Äàííûå ðåêîìåíäîâàíû Ðàáî÷åé ãðóï-
ïîé ÌÀÑ IAU WG CCRE (Archinal et al. 2018). Çäåñü ñåâåðíûì
ïîëþñîì ñïóòíèêà ñ÷èòàåòñÿ íàïðàâëåíèå åãî ìîìåíòà êîëè÷åñòâà
äâèæåíèÿ. Ïîëîæåíèå íóëåâîãî ìåðèäèàíà îïðåäåëÿåòñÿ íàïðàâëå-
íèåì íà Ïëóòîí.

α0 = 132.993,
δ0 = −6.163,
W = 122.695 + 56.3625225 d.

Ñïóòíèêè Ïëóòîíà P2 Íèêòà, P3 Ãèäðà, P4 Êåðáåðîñ, P5 Ñòèêñ
(Ẇ – óãëîâààÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ). Äàííûå âçÿòû èç ïóáëèêàöèè
(Weaver et al., 2016). Îáîçíà÷åíèå Ẇ èñïîëüçîâàíî äëÿ ñêîðîñòè
èçìåíåíèÿ W .

P2 Íèêòà: α0 = 350, δ0 = 42, Ẇ = 196.83 ãðàä/ñóò,
P3 Ãèäðà: α0 = 257, δ0 = −24, Ẇ = 838.18 ãðàä/ñóò,
P4 Öåðáåð: α0 = 222, δ0 = 72, Ẇ = 67.80 ãðàä/ñóò,
P5 Ñòèêñ: α0 = 196, δ0 = 61, Ẇ = 111.11 ãðàä/ñóò.
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Приложение 7

ФИЗИЧЕСКИЕ ПАРАМЕТРЫ
ЕСТЕСТВЕННЫХ СПУТНИКОВ ПЛАНЕТ

Ñïóòíèêè Ìàðñà

Òàáëèöà Ï7.1: Ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñïóòíèêîâ Ìàðñà: a1, a2, a3 —
ïîëóîñè ïðèáëèæàþùåãî ýëëèïñîèäà, Gm — ãðàâèòàöèîííûé ïàðà-
ìåòð, V — ãåîöåíòðè÷åñêàÿ âèçóàëüíàÿ çâåçäíàÿ âåëè÷èíà â ñðåäíþþ
îïïîçèöèþ. Â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ óêàçàí íîìåð ññûëêè â ñïèñêå áèá-
ëèîãðàôèè èñòî÷íèêîâ äàííûõ (ñì. íèæå).

Ñïóòíèê a1, a2, a3 Gm · 106, Çâ. âåë.

êì êì3/ñ2 V

Ôîáîñ 13.00, 11.39, 9.07 [1.1] 709.2± 0.4 [1.2] 11.9 [1.3]

Äåéìîñ 7.8, 6.0, 5.1 [1.4] 101.0± 3.0 [1.2] 12.9 [1.3]

Ñïóòíèêè Þïèòåðà

Òàáëèöà Ï7.2: Ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû Ãàëèëååâûõ ñïóòíèêîâ Þïèòå-
ðà: a1, a2, a3 — ïîëóîñè ïðèáëèæàþùåãî ýëëèïñîèäà, as — ðàäèóñ, Gm

— ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð, V — ãåîöåíòðè÷åñêàÿ âèçóàëüíàÿ çâåçä-
íàÿ âåëè÷èíà â ñðåäíþþ îïïîçèöèþ. Â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ óêàçàí íî-
ìåð ññûëêè â ñïèñêå áèáëèîãðàôèè èñòî÷íèêîâ äàííûõ (ñì. íèæå).

Ñïóòíèê a1, a2, a3 Gm, Çâ. âåë.

èëè as, êì êì3/ñ2 V

J1 Èî 1829.7, 1819.2, 1815.8 [2.1] 5959.92 [2.2] 5.02 [2.3]

J2 Åâðîïà 1562.6, 1560.3, 1559.5 [2.4] 3202.73 [2.2] 5.29 [2.3]
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Ñïóòíèê a1, a2, a3 Gm, Çâ. âåë.

èëè as, êì êì3/ñ2 V

J3 Ãàíèìåä 2631.2 [2.5] 9887.83 [2.2] 4.61 [2.3]

J4 Êàëëèñòî 2410.3 [2.6] 7179.29 [2.2] 5.65 [2.3]

Òàáëèöà Ï7.3: Ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû áëèçêèõ (âíóòðåííèõ) ñïóòíè-
êîâ Þïèòåðà: a1, a2, a3 — ïîëóîñè ïðèáëèæàþùåãî ýëëèïñîèäà, Gm —
ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð, V — ãåîöåíòðè÷åñêàÿ âèçóàëüíàÿ çâåçäíàÿ
âåëè÷èíà â ñðåäíþþ îïïîçèöèþ. Â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ óêàçàí íîìåð
ññûëêè â ñïèñêå áèáëèîãðàôèè èñòî÷íèêîâ äàííûõ (ñì. íèæå).

Ñïóòíèê a1, a2, a3, Gm, Çâ. âåë.

êì êì3/ñ2 V

J5 Àìàëüòåÿ 125, 73, 64 [3.1] 0.139 [3.2] 14.1 [3.3]

J14 Òåáà 58, 49, 42 [3.4] 0.1 [3.4] 16.0 [3.5]

J15 Àäðàñòåÿ 10, 8, 7 [3.4] 0.0005 [3.4] 18.7 [3.5]

J16 Ìåòèñ 30, 20, 20 [3.4] 0.008 [3.4] 17.5 [3.5]

Òàáëèöà Ï7.4: Ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû âîñüìè äàëåêèõ ñïóòíèêîâ
Þïèòåðà: a1, a2, a3 — ïîëóîñè ïðèáëèæàþùåãî ýëëèïñîèäà, as — ðà-
äèóñ, Gm — ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð, V — ãåîöåíòðè÷åñêàÿ âèçóàëü-
íàÿ çâåçäíàÿ âåëè÷èíà â ñðåäíþþ îïïîçèöèþ. Ìàññû ñïóòíèêîâ J7 —
J13 âû÷èñëåíû àâòîðîì ïî ïðèâåäåííûì îöåíêàì ðàäèóñîâ è ïðåäïî-
ëàãàåìîé ïëîòíîñòüþ 2.6 ã/ñì3. Â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ óêàçàí íîìåð
ññûëêè â ñïèñêå áèáëèîãðàôèè èñòî÷íèêîâ äàííûõ (ñì. íèæå).

Ñïóòíèê a1, a2, a3 Gm, Çâ. âåë.

èëè as, êì êì3/ñ2 V

J6 Ãèìàëèÿ 75, 60, 60 [4.1] 0.28 [4.2] 14.6 [4.3]

J7 Ýëàðà 43 [4.3] 0.043 [4.3] 16.3 [4.3]

J8 Ïàñèôå 30 [4.3] 0.015 [4.3] 17.0 [4.3]

J9 Ñèíîïå 19 [4.3] 0.0037 [4.3] 18.0 [4.3]

J10 Ëèñèòåÿ 18 [4.3] 0.0032 [4.3] 18.2 [4.3]

J11 Êàðìå 23 [4.3] 0.0066 [4.3] 17.5 [4.3]

J12 Àíàíêå 14 [4.3] 0.0015 [4.3] 18.7 [4.3]
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Ñïóòíèê a1, a2, a3 Gm, Çâ. âåë.

èëè as, êì êì3/ñ2 V

J13 Ëåäà 10 [4.3] 0.00054 [4.3] 19.5 [4.3]

Òàáëèöà Ï7.5: Ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû äðóãèõ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ
Þïèòåðà: as — ðàäèóñ, Gm — ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð, V — âèçó-
àëüíàÿ ãåîöåíòðè÷åñêàÿ çâåçäíàÿ âåëè÷èíà â ñïåêòðàëüíîé ïîëîñå R â
ñðåäíþþ îïïîçèöèþ ïðè ñîëíå÷íîì ôàçîâîì óãëå 6 ãðàäóñîâ, σ — ïî-
ãðåøíîñòü çâåçäíîé âåëè÷èíû (1σ). Äàííûå ïîëó÷åíû â ðàáîòå ([5.1]
Åìåëüÿíîâ, Óðàëüñêàÿ, 2011) íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ôîòîìåòðè÷åñêèõ
èçìåðåíèé, ïðèâîäèìûõ âìåñòå ñ ðåçóëüòàòàìè àñòðîìåòðè÷åñêèõ íà-
áëþäåíèé, ïîñòóïàåìûõ â Minor Planet Center (MPC). Ïðèíÿòû ãè-
ïîòåòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ àëüáåäî — 0.04 è ïëîòíîñòè âåùåñòâà ñïóòíè-
êîâ — 2.6 ã/ñì3.

Ñïóòíèê as, Gm · 106, Çâ. âåë. σ

êì êì3/ñ2 V çâ. âåë.

J17 Êàëëèðîå 4.5 67.2 21.05 0.17

J18 Ôåìèñòî 3.9 44.2 21.00 0.40

J19 Ìåãàêëèòå 3.3 27.0 21.82 0.18

J20 Òàéãåòå 2.7 14.5 22.25 0.25

J21 Õàëäåíå 2.4 9.5 22.66 0.46

J22 Ãàðïàëèêå 2.4 10.6 22.61 0.29

J23 Êàëèêå 3.0 19.6 22.20 0.23

J24 Èîêàñòå 2.9 17.7 22.21 0.21

J25 Ýðèíîìå 1.9 4.8 22.70 0.26

J26 Èñîíîå 2.2 7.8 22.72 0.24

J27 Ïðàêñèäèêå 3.7 36.1 21.84 0.45

J28 Àâòîíîå 2.4 9.9 22.33 0.34

J29 Òèîíå 2.3 8.8 22.56 0.22

J30 Ãåðìèïïå 3.0 18.9 22.30 0.32

J31 Ýòíå 1.9 5.1 22.78 0.32

J32 Ýâðèäîìå 2.0 5.4 22.96 0.24

J33 Ýâàíòå 2.0 5.5 23.31 0.22

J34 Ýâïîðèå 1.6 3.1 23.10 0.17

J35 Îðòîçèå 1.8 4.2 23.48 0.12
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Ñïóòíèê as, Gm · 106, Çâ. âåë. σ

êì êì3/ñ2 V çâ. âåë.

J36 Ñïîíäå 1.7 3.5 23.49 0.25

J37 Êàëå 1.6 3.1 22.91 0.39

J38 Ïàçèòå 1.4 2.1 23.53 0.19

J39 Ãåãåìîíå 1.8 4.3 22.74 0.23

J40 Ìíåìå 1.8 4.2 23.08 0.22

J41 Àîéäå 2.3 8.2 22.48 0.21

J42 Òåëüêñèíîå 1.8 4.4 23.10 0.27

J43 Àðõå 1.7 3.6 22.98 0.31

J44 Êàëëèõîðå 1.6 2.9 23.15 0.18

J45 Ãåëèêå 2.3 9.1 22.72 0.29

J46 Êàðïî 1.8 4.3 22.94 0.22

J47 Ýâêåëàäå 2.3 9.0 22.62 0.29

J48 Êèëëåíå 1.6 3.0 22.96 0.20

J49 Êîðå 1.9 5.0 23.28 0.60

J50 Ãåðñå 1.6 3.2 23.22 0.25

J51 S/2010 J 1 1.5 2.5 23.55 0.06

J52 S/2010 J 2 1.0 0.7 24.00 0.10

S/2003 J 2 1.4 1.9 23.25 0.25

J60 S/2003 J 3 1.3 1.6 23.41 0.17

S/2003 J 4 1.2 1.2 23.58 0.17

J57 S/2003 J 5 2.6 12.4 22.58 0.18

S/2003 J 9 1.2 1.2 23.69 0.12

S/2003 J 10 1.2 1.2 23.60 0.10

S/2003 J 12 1.1 0.8 23.86 0.50

J58 S/2003 J 15 1.3 1.7 23.55 0.17

S/2003 J 16 1.3 1.7 23.33 1.30

J55 S/2003 J 18 1.7 3.7 23.25 0.11

S/2003 J 19 1.3 1.6 23.38 0.15

S/2003 J 23 1.2 1.2 23.60 0.20

S/2011 J 1 1.2 1.2 23.60 0.20

J56 S/2011 J 2 1.2 1.2 23.60 0.20

J54 S/2016 J 1 1.7 3.5 23.50 -

J59 S/2017 J 1 2.3 9.1 23.20 -
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Ñïóòíèêè Ñàòóðíà

Òàáëèöà Ï7.6: Ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû ãëàâíûõ è íåêîòîðûõ áëèçêèõ
ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà: a1, a2, a3 — ïîëóîñè ïðèáëèæàþùåãî ýëëèïñîè-
äà, Gm — ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð, V — ãåîöåíòðè÷åñêàÿ âèçóàëü-
íàÿ çâåçäíàÿ âåëè÷èíà â ñðåäíþþ îïïîçèöèþ. Â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ
óêàçàí íîìåð ññûëêè â ñïèñêå áèáëèîãðàôèè èñòî÷íèêîâ äàííûõ (ñì.
íèæå).

Ñïóòíèê a1, a2, a3, Gm, Çâ. âåë.

êì êì3/ñ2 V

S1 Ìèìàñ 207.8, 196.7, 190.6 [6.1] 2.509 [6.3] 12.8 [6.13]

S2 Ýíöåëàä 256.6, 251.4, 248.3 [6.1] 7.205 [6.4] 11.8 [6.13]

S3 Òåôèÿ 538.4, 528.3, 526.3 [6.1] 41.200 [6.5] 10.2 [6.13]

S4 Äèîíà 563.4, 561.3, 559.6 [6.1] 73.1127 [6.6] 19.4 [6.13]

S5 Ðåÿ 765.0, 763.1, 762.4 [6.1] 153.9395 [6.7] 9.6 [6.13]

S6 Òèòàí 2574.32, 2574.36, 8978.1394 [6.8] 8.4 [6.13]

2574.91 [6.2]

S7 Ãèïåðèîí 180.1, 133.0, 102.7 [6.1] 0.3727 [6.6] 14.4 [6.13]

S8 ßïåò 745.7, 745.7, 712.1 [6.1] 120.5117 [6.6] 11.0 [6.13]

S9 Ôåáà 109.4, 108.5, 101.8 [6.1] 0.5534 [6.6] 16.4 [6.14]

S10 ßíóñ 101.5, 92.5, 76.3 [6.1] 0.12651[6.9] 14.4 [6.13]

S11 Ýïèìåòåé 64.9, 57.0, 53.1 [6.1] 0.035110[6.9] 15.6 [6.13]

S12 Åëåíà 21.7, 19.1, 13.0 [6.1] 0.0017 [6.10] 18.4 [6.13]

S13 Òåëåñòî 21.7, 19.1, 13.0 [6.1] 0.00048 [6.11] 18.5 [6.13]

S14 Êàëèïñî 15.1, 11.5, 7.0 [6.1] 0.00024 [6.11] 18.7 [6.13]

S15 Àòëàñ 20.4, 17.7, 9.4 [6.1] 0.000384 [6.9] 19.0 [6.13]

S16 Ïðîìåòåé 67.8, 39.7, 29.7 [6.1] 0.010677 [6.9] 15.8 [6.13]

S17 Ïàíäîðà 52.0, 40.5, 32.0 [6.1] 0.009133 [6.9] 16.4 [6.13]

S18 Ïàí 17.2, 15.7, 10.4 [6.1] 0.00033 [6.12] 19.4 [6.15]
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Òàáëèöà Ï7.7: Ðàçìåðû íåêîòîðûõ áëèçêèõ ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà:
a1, a2, a3 — ïîëóîñè ïðèáëèæàþùåãî ýëëèïñîèäà, as — ðàäèóñ, Â êâàä-
ðàòíûõ ñêîáêàõ óêàçàí íîìåð ññûëêè â ñïèñêå áèáëèîãðàôèè èñòî÷-
íèêîâ äàííûõ (ñì. íèæå).

Ñïóòíèê a1, a2, a3,

èëè as, êì

S32 Ìåòîíà 1.6, 1.6, 1.6 [7.1]

S33 Ïàëëåíà 2.9, 2.8, 2.0 [7.1]

S34 Ïîëèäåâê 1.5, 1.2, 1.0 [7.1]

S/2004 S3 2.5 [7.2]

S/2004 S4 2.5 [7.2]

S/2004 S6 2.5 [7.2]

S35 Äàôíèñ 4.3, 4.1, 3.2 [7.1]

S49 Àíôà 1.0 [7.3]

S53 Ýãåîí 0.25 [7.4]

Òàáëèöà Ï7.8: Ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà:
as — ðàäèóñ, Gm — ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð, V — âèçóàëüíàÿ ãåî-
öåíòðè÷åñêàÿ çâåçäíàÿ âåëè÷èíà â ñïåêòðàëüíîé ïîëîñå R â ñðåäíþþ
îïïîçèöèþ ïðè ñîëíå÷íîì ôàçîâîì óãëå 3 ãðàäóñà, σ — ïîãðåøíîñòü
çâåçäíîé âåëè÷èíû (1σ). Äàííûå ïîëó÷åíû â ðàáîòå ([5.1] Åìåëüÿ-
íîâ, Óðàëüñêàÿ, 2011) íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ôîòîìåòðè÷åñêèõ èçìå-
ðåíèé, ïðèâîäèìûõ âìåñòå ñ ðåçóëüòàòàìè àñòðîìåòðè÷åñêèõ íàáëþ-
äåíèé, ïîñòóïàåìûõ â Minor Planet Center (MPC). Ïðèíÿòû ãèïîòå-
òè÷åñêèå çíà÷åíèÿ àëüáåäî — 0.06 è ïëîòíîñòè âåùåñòâà ñïóòíèêîâ —
2.3 ã/ñì3.

Ñïóòíèê as, Gm · 106, Çâ. âåë. σ

êì êì3/ñ2 V çâ. âåë.

S19 Èìèð 9.4 526.4 21.81 0.14

S20 Ïàëèàê 11.0 862.1 21.30 0.20

S21 Òàðâîñ 6.9 206.9 22.34 0.22

S22 Èäæèðàê 5.8 123.2 22.75 0.27

S23 Ñóòòóíã 2.9 16.0 23.98 0.22

S24 Êèâèîê 8.0 327.3 22.05 0.29

S25 Ìóíäèëôàðè 3.0 17.6 23.95 0.29
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Ñïóòíèê as, Gm · 106, Çâ. âåë. σ

êì êì3/ñ2 V çâ. âåë.

S26 Àëüáèîðèêñ 13.7 1654.9 20.83 0.39

S27 Ñêàäè 3.3 22.3 23.84 0.14

S28 Ýððèïî 5.1 87.0 23.11 0.25

S29 Ñèàðíàê 24.3 9178.9 19.92 0.10

S30 Òðþì 3.7 31.4 23.78 0.19

S31 Íàðâè 2.7 12.9 24.22 0.26

S36 Ýãèð 2.3 8.1 24.92 0.19

S37 Áåôèíä 2.5 9.9 24.41 0.30

S38 Áåðãåëüìèð 2.5 9.4 24.57 0.12

S39 Áåñòëà 2.9 16.4 24.04 0.33

S40 Ôàðáàóòè 1.9 4.3 25.01 0.16

S41 Ôåíðèð 1.8 3.6 25.26 0.07

S42 Ôîðíüîò 2.3 8.0 24.87 0.26

S43 Õàòè 2.2 7.0 24.66 0.24

S44 Ãèððîêêèí 3.9 36.6 23.76 0.19

S45 Êàðè 2.9 15.5 24.21 0.14

S46 Ëîãè 2.4 8.8 24.80 0.13

S47 Ñêîëë 2.4 9.0 24.80 0.18

S48 Ñóðò 2.0 4.8 25.27 0.24

S50 ßðíñàêñà 1.9 4.4 24.92 0.07

S51 Ãðåéï 2.1 6.0 24.77 0.18

S52 Òàðêåê 2.8 14.6 24.19 0.12

S/2004 S 7 2.3 7.6 24.60 0.25

S/2004 S 12 2.0 5.4 24.85 0.21

S/2004 S 13 2.1 5.6 24.83 0.33

S/2004 S 17 1.7 3.1 25.25 0.16

S/2006 S 1 2.3 7.3 25.05 0.05

S/2006 S 3 1.8 3.8 24.80 0.07

S/2007 S 2 2.5 9.4 24.45 0.21

S/2007 S 3 1.9 4.5 25.12 0.21
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Ñïóòíèêè Óðàíà

Òàáëèöà Ï7.9: Ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû ãëàâíûõ è íåêîòîðûõ áëèçêèõ
ñïóòíèêîâ Óðàíà: a1, a2, a3 — ïîëóîñè ïðèáëèæàþùåãî ýëëèïñîèäà,
as — ðàäèóñ, Gm — ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð, V — ãåîöåíòðè÷åñêàÿ
âèçóàëüíàÿ çâåçäíàÿ âåëè÷èíà â ñðåäíþþ îïïîçèöèþ. Â êâàäðàòíûõ
ñêîáêàõ óêàçàí íîìåð ññûëêè â ñïèñêå áèáëèîãðàôèè èñòî÷íèêîâ äàí-
íûõ (ñì. íèæå).

Ñïóòíèê a1, a2, a3, Gm, Çâ. âåë.

èëè as, êì êì3/ñ2 V

U1 Àðèýëü 581.1, 577.9, 577.7 [8.1] 90.3 [8.4] 13.7 [8.6]

U2 Óìáðèýëü 584.7, 584.7, 584.7 [8.1] 78.2 [8.4] 14.5 [8.6]

U3 Òèòàíèÿ 788.9, 788.9, 788.9 [8.1] 235.3 [8.4] 13.5 [8.6]

U4 Îáåðîí 761.4, 761.4, 761.4 [8.1] 201.1 [8.4] 13.7 [8.6]

U5 Ìèðàíäà 240.4, 234.2, 232.9 [8.1] 4.4 [8.4] 15.8 [8.6]

U6 Êîðäåëèÿ 25, 18, 18 [8.2] 0.0030 [8.2] 23.6 [8.6]

U7 Îôåëèÿ 27, 19, 19 [8.2] 0.0036 [8.2] 23.3 [8.6]

U8 Áüÿíêà 32, 23, 23 [8.2] 0.0062 [8.2] 22.5 [8.6]

U9 Êðåññèäà 46, 37, 37 [8.2] 0.0229 [8.2] 21.6 [8.6]

U10 Äåçäåìîíà 45, 27, 27 [8.2] 0.0119 [8.2] 22.0 [8.6]

U11 Äæóëüåòòà 75, 37, 37 [8.2] 0.0372 [8.2] 21.1 [8.6]

U12 Ïîðöèÿ 78, 63, 63 [8.2] 0.1122 [8.2] 20.7 [8.6]

U13 Ðîçàëèíäà 36, 36, 36 [8.2] 0.0170 [8.2] 21.8 [8.6]

U14 Áåëèíäà 64, 32, 32 [8.2] 0.0238 [8.2] 21.5 [8.6]

U15 Ïàê 81, 81, 81 [8.2] 0.1931 [8.5] 19.7 [8.6]

U25 Ïåðäèòà 15, 15, 15 [8.2] — 23.7 [8.6]

U26 Ìàá 12.4 [8.3] — —

U27 Êóïèäîí 8.9 [8.3] — —
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Òàáëèöà Ï7.10: Ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Óðàíà: as —
ðàäèóñ, Gm — ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð, V — âèçóàëüíàÿ ãåîöåíòðè-
÷åñêàÿ çâåçäíàÿ âåëè÷èíà â ñïåêòðàëüíîé ïîëîñå R â ñðåäíþþ îïïîçè-
öèþ ïðè ñîëíå÷íîì ôàçîâîì óãëå 3 ãðàäóñà, σ — ïîãðåøíîñòü çâåçäíîé
âåëè÷èíû (1σ). Äàííûå ïîëó÷åíû â ðàáîòå ([5.1] Åìåëüÿíîâ, Óðàëü-
ñêàÿ, 2011) íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ôîòîìåòðè÷åñêèõ èçìåðåíèé, ïðè-
âîäèìûõ âìåñòå ñ ðåçóëüòàòàìè àñòðîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé, ïîñòó-
ïàåìûõ â Minor Planet Center (MPC). Ïðèíÿòû ãèïîòåòè÷åñêèå çíà-
÷åíèÿ àëüáåäî — 0.04 è ïëîòíîñòè âåùåñòâà ñïóòíèêîâ — 1.5 ã/ñì3.
VS — âèçóàëüíàÿ ãåîöåíòðè÷åñêàÿ çâåçäíàÿ âåëè÷èíà â ïîëîñå R äëÿ
íàáëþäàòåëÿ ñ Çåìëè, âçÿòàÿ èç ðàáîòû ([9.1] Sheppard et al., 2005)

Ñïóòíèê as, Gm · 106, Çâ. âåë. σ Çâ. âåë.

êì êì3/ñ2 V çâ. âåë. VS

U16 Êàëèáàí 48.3 0.0471079 21.60 0.21 22.4

U17 Ñèêîðàêñà 86.4 0.2704545 20.30 0.19 20.8

U18 Ïðîñïåðî 25.0 0.0065508 23.01 0.14 23.2

U19 Ñåòåáîñ 27.0 0.0082507 23.01 0.21 23.3

U20 Ñòåôàíî 16.9 0.0020243 24.01 0.20 24.1

U21 Òðèíêóëî 9.4 0.0003434 25.15 0.22 25.4

U22 Ôðàíöèñêî 9.7 0.0003815 25.34 0.16 25.0

U23 Ìàðãàðèòà 9.4 0.0003531 25.16 0.20 25.2

U24 Ôåðäèíàíä 10.6 0.0005064 24.89 0.09 25.1

Ñïóòíèêè Íåïòóíà

Òàáëèöà Ï7.11: Ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû Òðèòîíà, Íåðåèäû è áëèçêèõ
ñïóòíèêîâ Íåïòóíà: a1, a2, a3 — ïîëóîñè ïðèáëèæàþùåãî ýëëèïñîèäà,
as — ðàäèóñ, Gm — ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð, V — ãåîöåíòðè÷åñêàÿ
âèçóàëüíàÿ çâåçäíàÿ âåëè÷èíà â ñðåäíþþ îïïîçèöèþ. Â êâàäðàòíûõ
ñêîáêàõ óêàçàí íîìåð ññûëêè â ñïèñêå áèáëèîãðàôèè èñòî÷íèêîâ äàí-
íûõ (ñì. íèæå).

Ñïóòíèê a1, a2, a3, Gm, Çâ. âåë.

èëè as, êì êì3/ñ2 V

N1 Òðèòîí 1354.6, 1352.8, 1427.9 [10.4] 13.472 [10.5]

1352.4 [10.1]

N2 Íåðåèäà 170 [10.2] 2.06 [10.2] 19.7 [10.2]
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Ñïóòíèê a1, a2, a3, Gm, Çâ. âåë.

èëè as, êì êì3/ñ2 V

N3 Íàÿäà 33 [10.3] 0.013 [10.3] 23.91 [10.3]

N4 Òàëàññà 41 [10.3] 0.025 [10.3] 23.32 [10.3]

N5 Äåñïèíà 75 [10.3] 0.14 [10.3] 22.00 [10.3]

N6 Ãàëàòåÿ 88 [10.3] 0.25 [10.3] 21.85 [10.3]

N7 Ëàðèññà 97 [10.3] 0.33 [10.3] 21.49 [10.3]

N8 Ïðîòåé 210 [10.3] 3.36 [10.3] 19.75 [10.3]

Òàáëèöà Ï7.12: Ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû äàëåêèõ ñïóòíèêîâ Íåïòóíà:
as — ðàäèóñ, Gm — ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð, V — âèçóàëüíàÿ ãåî-
öåíòðè÷åñêàÿ çâåçäíàÿ âåëè÷èíà â ñïåêòðàëüíîé ïîëîñå R â ñðåäíþþ
îïïîçèöèþ ïðè ñîëíå÷íîì ôàçîâîì óãëå 3 ãðàäóñà, σ — ïîãðåøíîñòü
çâåçäíîé âåëè÷èíû (1σ). Äàííûå ïîëó÷åíû â ðàáîòå ([5.1] Åìåëüÿ-
íîâ, Óðàëüñêàÿ, 2011) íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ôîòîìåòðè÷åñêèõ èçìå-
ðåíèé, ïðèâîäèìûõ âìåñòå ñ ðåçóëüòàòàìè àñòðîìåòðè÷åñêèõ íàáëþ-
äåíèé, ïîñòóïàåìûõ â Minor Planet Center (MPC). Ïðèíÿòû ãèïîòå-
òè÷åñêèå çíà÷åíèÿ àëüáåäî — 0.04 è ïëîòíîñòè âåùåñòâà ñïóòíèêîâ —
1.5 ã/ñì3. aSh — ðàäèóñ ñïóòíèêà èç ðàáîòû ([11.1] Sheppard et al.,
2005). VS — âèçóàëüíàÿ ãåîöåíòðè÷åñêàÿ çâåçäíàÿ âåëè÷èíà. â ïîëîñå
R äëÿ íàáëþäàòåëÿ ñ Çåìëè, âçÿòàÿ èç ðàáîòû ([11.1] Sheppard et al.,
2005).

Ñïóòíèê as, aSh, Gm · 106,
êì êì êì3/ñ2 V σ VS

N9 Ãàëèìåäà 36.9 31 0.0210759 24.15 0.29 24.5

N10 Ïñàìàôà 21.9 20 0.0044054 25.28 0.38 25.5

N11 Ñàî 20.9 22 0.0038316 25.39 0.20 25.5

N12 Ëàîìåäåÿ 24.7 21 0.0063181 25.03 0.33 25.5

N13 Íåñî 28.0 30 0.0091746 24.75 0.24 24.6
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Ñïóòíèêè Ïëóòîíà

Òàáëèöà Ï7.13: Ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñïóòíèêîâ Ïëóòîíà: a1, a2, a3

— ïîëóîñè ïðèáëèæàþùåãî ýëëèïñîèäà, as — ðàäèóñ, Gm — ãðàâèòà-
öèîííûé ïàðàìåòð, V — ãåîöåíòðè÷åñêàÿ âèçóàëüíàÿ çâåçäíàÿ âåëè÷è-
íà â ñðåäíþþ îïïîçèöèþ, P — ãåîìåòðè÷åñêîå àëüáåäî. Â êâàäðàòíûõ
ñêîáêàõ óêàçàí íîìåð ññûëêè â ñïèñêå áèáëèîãðàôèè èñòî÷íèêîâ äàí-
íûõ (ñì. íèæå).

Ñïóòíèê a1, a2, a3 Gm, Çâ. âåë.

èëè as, êì êì3/ñ2 V P

Ïëóòîí 1187 [12.1] 869.6 [12.1] 13.65 [12.7] —

P1 Õàðîí 606.0 [12.2] 105.9 [12.1] 17.97 [12.3] —

P2 Íèêòà 25, 17.5, 0.068 [12.4] 24.55 [12.3] 0.65 [12.8]

16.5 [12.8]

P3 Ãèäðà 32.5, 22.5, 0.028 [12.4] 24.39 [12.3] 0.56 [12.8]

12.5 [12.8]

P4 Öåðáåð 9.5, 5, — 26.1 [12.5] 0.56 [12.8]

4.5 [12.8] —

P5 Ñòèêñ 8, 4.5, 4 [12.8] — 27.0 [12.6] 0.83 [12.8]
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