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1.1. Ââåäåíèå â çàäà÷ó ïðàêòèêóìà.

1.1.1. Öåëè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë

Ìåòîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåáåñíûõ
òåë ðàçðàáàòûâàþòñÿ è ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷
íåáåñíîé ìåõàíèêè. Ñîâìåñòíî ñ àíàëèòè÷åñêèìè è êà÷åñòâåííûìè ìå-
òîäàìè îíè ÿâëÿþòñÿ ïðîöåäóðàìè, ñëóæàùèìè öåëÿì ïðàêòè÷åñêîãî
ïîçíàíèÿ ïðèðîäû.

Ïðîöåññ èçó÷åíèÿ íåáåñíûõ òåë, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ñîñòîèò èç ïî-
ñòðîåíèÿ ìîäåëè èõ äâèæåíèÿ. Ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé âñåõ íàó÷íûõ
èçûñêàíèé. Îíà ïîñòîÿííî óòî÷íÿåòñÿ íà îñíîâå âñå íîâûõ íàáëþäåíèé.

×òî æå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäåëü äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë? Ê íà-
ñòîÿùåìó âðåìåíè ìû óæå çíàåì äîñòàòî÷íî ìíîãî î òåëàõ Ñîëíå÷íîé
ñèñòåìû. Îòêðûòû çàêîíû, ñîãëàñíî êîòîðûì âçàèìîäåéñòâóþò ïëàíå-
òû è ñïóòíèêè. Ýòè çàêîíû âûðàæàþòñÿ â ôîðìå äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ïîñòóïàòåëüíîãî è âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèé òåë.

Èñïîëüçîâàíèå ìîäåëè çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåäâû÷èñëåíèè êîîðäèíàò è
óãëîâûõ ïîëîæåíèé òåë íà ëþáîé çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Òàêèì
ìîìåíòîì ìîæåò áûòü ëèáî ìîìåíò î÷åðåäíîãî íàáëþäåíèÿ íåáåñíîãî
òåëà, ëèáî ìîìåíò âñòðå÷è êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà ñ íåáåñíûì òåëîì,
ëèáî ìîìåíò ïðîâåäåíèÿ íàáëþäåíèé ñ èñêóññòâåííîãî êîñìè÷åñêîãî
îáúåêòà.

Ïðåäâû÷èñëåíèå îðáèòàëüíîãî è âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèé íåáåñíûõ
òåë ìîæåò äåëàòüñÿ íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, åñëè òàêîå ðåøåíèå èìååòñÿ. Îäíàêî ïî-
÷òè âñå ïðàêòè÷åñêè çíà÷èìûå ìîäåëè äâèæåíèÿ îïèñûâàþòñÿ óðàâíå-
íèÿìè, òî÷íîå ðåøåíèå êîòîðûõ íåèçâåñòíî. ×òî êàñàåòñÿ ïðèáëèæåí-
íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé, òî î÷åíü ÷àñòî ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåí-
íîãî ðåøåíèÿ îêàçûâàåòñÿ íåäîïóñòèìîé, ëèáî ïðè òðåáóåìîé òî÷íîñòè
ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ îêàçûâàåòñÿ ÷ðåçìåðíî òðóäîåìêîé äà-
æå äëÿ ìîùíåéøèõ ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðîâ.

Ïðåäâû÷èñëåíèå êîîðäèíàò è óãëîâ âðàùåíèÿ òåëà íà çàäàííûé ìî-
ìåíò âðåìåíè ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ìåòîäàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâà-
íèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðåèìóùåñòâà ÷èñ-
ëåííûõ ìåòîäîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëèòè÷åñêèìè çàêëþ÷àþòñÿ â îòíî-
ñèòåëüíîé ïðîñòîòå èõ ðåàëèçàöèè â âèäå àëãîðèòìîâ è âû÷èñëèòåëü-
íûõ ïðîãðàìì äëÿ êîìïüþòåðîâ. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ÷èñëåííûå ìåòî-
äû îáëàäàþò áîëüøåé òî÷íîñòüþ ïðåäâû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò íåáåñíûõ
òåë. Óêàçàííûå ïðåèìóùåñòâà îáû÷íî äîñòèãàþòñÿ ïðè âûñîêîé òðåáó-
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åìîé òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé. Íåäîñòàòêàìè ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ áîëüøèå çàòðàòû âðåìåíè âû÷èñëåíèé,
áûñòðûé ðîñò ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ ñ ðîñòîì èíòåðâàëà ïðåäâû÷èñëå-
íèÿ äâèæåíèÿ è íåâîçìîæíîñòü äîñòîâåðíîé îöåíêè òî÷íîñòè ðåøåíèÿ.
Ïðè çàäàííûõ óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ, íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ êîîðäèíàò
òåë è çàäàííîì ìîìåíòå ïðåäâû÷èñëåíèÿ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ îêàçûâàåò-
ñÿ îãðàíè÷åííîé, ñêîëü ñîâåðøåííûì áû íè áûë ïðèìåíÿåìûé ÷èñëåí-
íûé ìåòîä ðåøåíèÿ.

×èñëåííûå ìåòîäû íåçàìåíèìû â çàäà÷àõ, äëÿ êîòîðûõ íåâîçìîæíî
ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. Ìåòîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
ñëóæàò òàêæå äëÿ ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè è îöåíêè òî÷íîñòè íàéäåí-
íîãî â ôîðìå ðÿäà àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.
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1.1.2. Îáùèå ñâîéñòâà ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ðåøåíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìåòîäàìè ÷èñ-
ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ðàñïàäàåòñÿ íà äâà íåçàâèñèìûõ ýòàïà. Âî-
ïåðâûõ, ñîñòàâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Âî-âòîðûõ, ðàçðàáàòûâà-
åòñÿ íîâûé èëè âûáèðàåòñÿ îäèí èç èçâåñòíûõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èí-
òåãðèðîâàíèÿ. ×òîáû ñâÿçàòü ýòè äâà ýòàïà, íåîáõîäèìî ïðèíÿòü íåêî-
òîðûé ñòàíäàðòíûé âèä óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

Èòàê, â çàäà÷àõ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
íåáåñíûõ òåë ïðèíÿòà ñëåäóþùàÿ ôîðìà óðàâíåíèé:

dxi

dt
= fi(x1, x2, ..., xn, t) (i = 1, 2, 3, ..., n), (1)

ãäå xi(t) ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè ôóíêöèÿìè. Îáÿçàòåëüíûì óñëîâèåì ÿâ-
ëÿåòñÿ çàäàíèå ôóíêöèé fi(x1, x2, ..., xn, t) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èõ
ìîæíî áûëî âû÷èñëÿòü ïðè ëþáûõ çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòîâ.
Ýòè ôóíêöèè ìîãóò ñîäåðæàòü òàêæå ïîñòîÿííûå ïàðàìåòðû, çíà÷åíèÿ
êîòîðûõ çàäàíû.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðàçðàáîòàíî îãðîìíîå ìíîæåñòâî ìåòîäîâ
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé. Îíè ðàçëè÷íû ïî ñâîåé ýôôåêòèâíîñòè è îáëàñòè ïðèëîæåíèé.
Ñóùåñòâóþò îäíîøàãîâûå ìåòîäû è ìåòîäû, îñíîâàííûå íà èíòåðïëÿ-
öèîííûõ ôîðìóëàõ. Â ðÿäå ìåòîäîâ èñïîëüçóþòñÿ ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ
â ðÿäû ïî ïîëèíîìàì ×eáûøåâà. Õîðîøèé îáçîð ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ïðèìåíÿåìûõ â íåáåñíîé ìåõà-
íèêå, äàí â ðàáîòå [1]. Ñóùåñòâóåò äàæå òåîðèÿ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, îáîáùàþùàÿ ìíîæåñòâî òàêèõ ìåòîäîâ è äàþùàÿ
ïóòü ðàçðàáîòêè íàèáîëåå îïòèìàëüíûõ ñõåì èíòåãðèðîâàíèÿ [2 � 5].

Ðàçíîîáðàçíûå ìåòîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè èõ ïðèìåíå-
íèè îáëàäàþò íåêîòîðûìè îáùèìè ñâîéñòâàìè. Ýòè ñâîéñòâà íåîáõîäè-
ìî çíàòü ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷ äëÿ äîñòèæåíèÿ íàèëó÷øåãî
ðåçóëüòàòà è ýôôåêòèâíîñòè èññëåäîâàíèé.

Îñíîâíóþ èäåþ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ëåãêî îáúÿñíèòü íà ïðîñòåéøåì èç íèõ
� ìåòîäå ëîìàíûõ îòðåçêîâ, íàçûâàåìîì ìåòîäîì Ýéëåðà . Ïðè ýòîì
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ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì îäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ îáùåãî âèäà.

Äîïóñòèì, ÷òî ìû èìååò îäíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dx

dt
= f(x, t),

â êîòîðîì t åñòü íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ � âðåìÿ. Òðåáóåòñÿ íàéòè
ôóíêöèþ x(t), óäîâëåòâîðÿþùóþ ýòîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíå-
íèþ è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ:

x(t0) = x0,

ãäå t0 � íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, à x0 � çàäàííà êîíñòàíòà.
Äëÿ íà÷àëà âàæíî ïîíÿòü òî, ÷òî íèêàêîé ìåòîä ÷èñëåííîãî èí-

òåãðèðîâàíèÿ íå ïîçâîëèò íàéòè ñàìó ôóíêöèþ x(t), à òîëüêî ðÿä åå
çíà÷åíèé íà êîíå÷íîå ÷èñëî ìîìåíòîâ âðåìåíè. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé
ìîìåíò âðåìåíè t1, íåäàëåêî îòñòîÿùèé îò ìîìåíòà t0. Ðàçíîñòü t1 − t0
îáîçíà÷èì ÷åðåç h, òî åñòü

h = t1 − t0.

Òî÷íîå çíà÷åíèå x(t1) íàì íåèçâåñòíî, íî åñëè âåëè÷èíà h äîñòàòî÷-
íî ìàëà, à ôóíêöèÿ f(x, t) íåïðåðûâíà, òî ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå x â
ìîìåíò âðåìåíè t1 ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëå

x1 = x0 + f(x0, t0) h.

Î÷åâèäíî, ÷òî îòëè÷èå x1 îò òî÷íîãî çíà÷åíèÿ x(t1) áóäåò òåì ìåíü-
øå, ÷åì ìåíüøå h. Ïîãðåøíîñòü îáóñëîâëåíà âîçìîæíîé íåëèíåéíî-
ñòüþ ôóíêöèè x(t) íà îòðåçêå [t0, t1].

Äàëåå ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ôóíêöèè x(t)
íà ìîìåíò âðåìåíè t2 = t1 + h ïî ôîðìóëå

x2 = x1 + f(x1, t1) h.

Ïîãðåøíîñòü íàéäåííîãî çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè â ìîìåíò t2 áó-
äåò ñêëàäûâàòüñÿ èç ïîãðåøíîñòè x1 è ïîãðåøíîñòè, âûçâàííîé íåëè-
íåéíîñòüþ ôóíêöèè x(t) íà îòðåçêå [t1, t2].

Òåïåðü àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé èñêîìîé ôóíêöèè íà ïîñëå-
äîâàòåëüíûå ìîìåíòû ti = ti−1 (i = 1, 2, ...) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

xi = xi−1 + f(xi−1, ti−1) h. (2)
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Â ýòîì àëãîðèòìå âåëè÷èíó h íàçûâàþò ïîñòîÿííûì øàãîì ÷èñ-
ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Îøèáêà çíà÷åíèÿ xi áóäåò ñîäåðæàòü ñóììó
îøèáîê, ñîâåðøåííûõ íà âñåõ ïðåäûäóùèõ øàãàõ èíòåãðèðîâàíèÿ. Ýòè
îøèáêè ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íûå âåëè÷èíû è çíàêè, íî ïðè äîñòàòî÷íî
ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f(x, t) ñóììàðíàÿ îøèáêà, êàê ïðàâèëî, âîçðàñ-
òàåò. Î÷åâèäíî, ÷òî âîçðàñòàíèå ñóììàðíîé îøèáêè ïðîèñõîäèò ñ íàðàñ-
òàíèåì ÷èñëà âûïîëíåííûõ øàãîâ èíòåãðèðîâàíèÿ. ×åì áîëüøå øàãîâ
ïðè ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå øàãà, òåì áîëüøå îøèáêà òàêîãî ðåøåíèÿ.

Ëþáàÿ çàäà÷à ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íå-
áåñíîãî òåëà îáû÷íî ñòàâèòñÿ òàê, ÷òî â êîíå÷íîì èòîãå òðåáóåòñÿ íàé-
òè êîîðäèíàòû òåëà íà çàäàííûé êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè tk. Åñëè
øàã èíòåãðèðîâàíèÿ âûáðàí, òî ìîæíî ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî øàãîâ
k, íåîáõîäèìîå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Î÷åâèäíî, ÷òî

k = E

(
tk − t0

h

)
+ 1.

Ìåòîä Ýéëåðà îòíîñèòñÿ ê ãðóïïå òàê íàçûâàåìûõ îäíîøàãîâûõ ìå-
òîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Êðîìå íèõ ñóùåñòâóþò åùå ýêñ-
òðàïîëÿöèîííûå è ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû [1]. Âñå ýòè ìåòîäû èìåþò
íåêîòîðûå îáùèå ñâîéñòâà. Ïðè èõ ïðèìåíåíèè âîçíèêàþò îáùèå ïðî-
áëåìû. Îäíà èç ïðîáëåì � ýòî âûáîð øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ. Íà ïåðâûé
âçãëÿä ÿñíî, ÷òî åñëè øàã èíòåãðèðîâàíèÿ óìåíüøèòü, òî îøèáêà, äî-
ïóñêàåìàÿ íà êàæäîì øàãå, óìåíüøèòñÿ, à, ñëåäîâàòåëüíî, ïîâûñèòñÿ
òî÷íîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà. Ïðè çàäàííîì
èíòåðâàëå âðåìåíè ïðåäâû÷èñëåíèÿ äâèæåíèÿ, òî åñòü èíòåðâàëà èí-

òåãðèðîâàíèÿ tk − t0, êîëè÷åñòâî âûïîëíÿåìûõ øàãîâ âîçðàñòåò, ÷òî
âûçîâåò óâåëè÷åíèå çàòðàò âû÷èñëèòåëüíîãî âðåìåíè, òî åñòü âðåìå-
íè ðàáîòû êîìïüþòåðà. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìàêñèìàëüíàÿ òî÷íîñòü
ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî äîïóñòèìûìè çàòðàòàìè âðåìåíè âû÷èñ-
ëåíèé.

Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî åñëè óâåëè÷åíèå âû÷èñëèòåëüíûõ
çàòðàò åùå äîïóñòèìî, òî óëó÷øåíèÿ òî÷íîñòè âñåãäà ìîæíî äîñòèã-
íóòü óìåíüøåíèåì øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ìîæíî ïðîâåñòè òàêîé ýêñ-
ïåðèìåíò. Çàäàòü êîíêðåòíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ÷èñëåííîå ðåøå-
íèå êîòîðûõ ìîæíî ïðîâåðèòü. Ýòî ìîãóò áûòü óðàâíåíèÿ, èìåþùèå
òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, èëè óðàâíåíèÿ, äîïóñêàþùèå èçâåñòíîå
÷àñòíîå ðåøåíèå. Äàëåå ìîæíî çàäàòü èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ [t0, tk],
âçÿòü êàêîé-íèáóäü ìåòîä ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è ðåøàòü çàäà-
÷ó ìíîãîêðàòíî, óìåíüøàÿ êàæäûé ðàç øàã èíòåãðèðîâàíèÿ. Èçó÷àÿ
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çàâèñèìîñòü òî÷íîñòè ðåøåíèÿ îò øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ, ìû óâèäèì,
÷òî ñíà÷àëà ïðè óìåíüøåíèè øàãà ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
óìåíüøàåòñÿ. Íî ïðè íåêîòîðûõ âåñüìà ìàëûõ çíà÷åíèÿõ øàãà èíòå-
ãðèðîâàíèÿ òî÷íîñòü íà÷íåò óõóäøàòüñÿ, ñêîëü áû ìû íè óìåíüøàëè
øàã. ×òî æå ïðîèñõîäèò?

Äåëî â òîì, ÷òî âñå âû÷èñëåíèÿ äåëàþòñÿ âñåãäà ñ ôèêñèðîâàííîé
òî÷íîñòüþ âûïîëíåíèÿ ïðîñòûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Åå ìîæíî
óëó÷øèòü ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ ñïîñîáîâ îòîáðàæåíèÿ ÷èñåë â ïà-
ìÿòè êîìïüþòåðà è ïðèìåíåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ àðèô-
ìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé. Ýòî ïðèâåäåò ê åùå áîëüøèì âû÷èñëèòåëüíûì
çàòðàòàì. Âàæíî òî, ÷òî â ëþáîì êîìïüþòåðå ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ïðî-
ãðàììíûì îáåñïå÷åíèåì ìàêñèìàëüíàÿ òî÷íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë è
òî÷íîñòü âûïîëíåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ ôèêñèðîâàíà. Ïðè êàæäîé îïå-
ðàöèè ñîâåðøàåòñÿ íåêîòîðàÿ îøèáêà. Åå íàçûâàþò îøèáêîé îêðóãëå-

íèÿ ÷èñåë. Ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì âûïîëíåíèè àðèôìåòè÷åñêèõ äåé-
ñòâèé îøèáêè îêðóãëåíèÿ íàêàïëèâàþòñÿ.

×åì ìåíüøå øàã èíòåãðèðîâàíèÿ, òåì ìåíüøå ïîãðåøíîñòü ôîð-
ìóëû (2), ìåíüøå îøèáêà, ñîâåðøàåìàÿ íà êàæäîì øàãå, è ìåíüøå
åå íàêîïëåíèå íà êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷èñ-
ëî øàãîâ ðàñòåò, è îøèáêè îêðóãëåíèÿ íàêàïëèâàþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì
ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé îïòèìàëüíûé øàã èíòåãðèðîâàíèÿ, ïðè êîòîðîì
ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè íà êîíå÷íûé ìî-
ìåíò âðåìåíè ìèíèìàëüíà. Äëÿ âûáðàííîãî ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ è
çàäàííîé êîíêðåòíîé çàäà÷è ëó÷øàÿ òî÷íîñòü íåäîñòèæèìà. Ïóòåì ñî-
âåðøåíñòâîâàíèÿ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî äîáèòü-
ñÿ íåêîòîðîãî óëó÷øåíèÿ òî÷íîñòè. Îäíàêî ñîâðåìåííûå ìåòîäû óæå
ñòîëü ñîâåðøåííû, ÷òî äàëüíåéøåå ïîâûøåíèå òî÷íîñòè ïî÷òè íå ïðî-
èñõîäèò. Íà ïðàêòèêå âû÷èñëåíèÿ ñ îïòèìàëüíûõ øàãîì, êàê ïðàâèëî,
íå ïðîèçâîäÿò � ñëèøêîì âåëèêè ïðè ýòîì âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû.

Ñëåäóþùóþ ïðîáëåìó âûçûâàåò òîò ôàêò, ÷òî ñòåïåíü íåëèíåéíîñòè
èñêîìîé ôóíêöèè ìîæåò áûòü ðàçëè÷íà íà ðàçíûõ ó÷àñòêàõ èíòåðâà-
ëà [t0, tk] . Ïðè çàäàííîì ïîñòîÿííîì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ ñóììàðíàÿ
îøèáêà ñîçäàåòñÿ, â îñíîâíîì, íà òåõ ó÷àñòêàõ, ãäå íåëèíåéíîñòü ìàê-
ñèìàëüíà. Íåò ñìûñëà âûáèðàòü òàêîé æå ìàëûé øàã íà äðóãèõ ó÷àñò-
êàõ è òðàòèòü íàïðàñíî âðåìÿ íà âû÷èñëåíèÿ ñ èçëèøíåé òî÷íîñòüþ.
Îïòèìàëüíî áûëî áû âûáèðàòü íà êàæäîì ó÷àñòêå ñâîé øàã èíòåãðè-
ðîâàíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ñòåïåíè íåëèíåéíîñòè èñêîìîé ôóíêöèè. Â
ñîâåðøåííûõ ìåòîäàõ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ
àíàëèçèðóåòñÿ íà ïðåäûäóùåì øàãå, ÷òîáû ýêîíîìíî âûáðàòü ñëåäóþ-
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ùèé øàã. Äëÿ ýòîãî, êîíå÷íî, ïåðåä íà÷àëîì èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàþò
íåêîòîðûé ïàðàìåòð, êîíòðîëèðóþùèé òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé íà êàæ-
äîì øàãå. Ýòîò ïàðàìåòð íàçûâàþò çàäàííîé òî÷íîñòüþ èíòåãðèðîâà-

íèÿ, îäíàêî ýòà òî÷íîñòü äàëåêî íå ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ ïîëó÷åíèÿ

ðåøåíèÿ íà êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè tk. Ýòè äâå òî÷íîñòè îáû÷íî ïðî-
ïîðöèîíàëüíû ïðè îäíîé è òîé æå ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è, òî åñòü ïðè
çàäàííûõ óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ, íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ è êîíå÷íîì ìî-
ìåíòå âðåìåíè. Äëÿ àíàëèçà ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ èñïîëüçóþò ðàçëè÷íûå
ïðèåìû è ôîðìóëû. Îäèí èç íèõ ñîñòîèò â òîì, ÷òî êàæäûé øàã äåëàþò
äâàæäû: ñíà÷àëà îäèí øàã âåëè÷èíîé h, çàòåì äâà øàãà, âåëè÷èíîé h/2.
Ðàçíèöó äâóõ ðåçóëüòàòîâ ñðàâíèâàþò ñ çàäàííîé êîíñòàíòîé � çàäàí-

íîé òî÷íîñòüþ èíòåãðèðîâàíèÿ. Åñëè ðàçíîñòü îêàçûâàåòñÿ áîëüøå,
òî øàã óìåíüøàþò âäâîå. Åñëè æå ýòà ðàçíîñòü â äåñÿòü èëè áîëåå ðàç
ìåíüøå, ÷åì çàäàííàÿ òî÷íîñòü, òî øàã óâåëè÷èâàþò. Â íàèáîëåå ñî-
âåðøåííûõ àëãîðèòìàõ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ èñïîëüçóþò áîëåå
ñëîæíûå ïðèåìû. Ê ñîæàëåíèþ, íà ïðàêòèêå íå âñåãäà àâòîìàòè÷å-

ñêèé âûáîð øàãà ìîæåò áûòü ýôôåêòèâåí. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âñå æå
èñïîëüçóþò ïîñòîÿííûé øàã èíòåãðèðîâàíèÿ.

Íàèáîëüøóþ ïðîáëåìó â ïðàêòèêå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë ïðåäñòàâëÿåò îöåíêà òî÷íîñòè ïî-
ëó÷àåìîãî ðåøåíèÿ. Îêàçûâàåòñÿ, íå ñóùåñòâóåò ñòðîãèõ ôîðìóë èëè
óñëîâèé, ïîçâîëÿþùèõ âûïîëíèòü òàêèå îöåíêè. Íà äåëå èñïîëüçóþò
íåêîòîðûå ïðèåìû, êîòîðûå âñå æå íåëüçÿ ñ÷èòàòü âïîëíå íàäåæíûìè.
Îäèí èç íèõ � ýòî èíòåãðèðîâàíèå �âïåðåä-íàçàä�. Òî åñòü ïîñëå ïî-
ëó÷åíèÿ çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè íà êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè ýòî
çíà÷åíèå ïðèíèìàþò çà èñõîäíîå è âûïîëíÿþò èíòåãðèðîâàíèå ñ îòðè-
öàòåëüíûì øàãîì äî íà÷àëüíîãî ìîìåíòà. Â êîíöå ñðàâíèâàþò ïîëó-
÷åííûé ðåçóëüòàò ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì. Ïîëó÷åííóþ ðàçíîñòü çíà÷å-
íèé è ñ÷èòàþò òî÷íîñòüþ âûïîëíåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Èíîãäà òàêèå
îöåíêè ïîëó÷àþòñÿ óäîâëåòâîðèòåëüíûìè, íî ÷àùå âñåãî ðåàëüíàÿ òî÷-
íîñòü îêàçûâàåòñÿ õóæå. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ìåòîäû îöåíêè òî÷íîñòè
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, íî âñå îíè íà ñàìîì äåëå íåíàäåæíû.

1.1.3. Ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà èíòåãðèðîâàíèÿ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ìåòîä ëîìàíûõ îòðåçêîâ, èçëîæåííûé â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå,
ïî÷òè íå ïðèìåíÿåòñÿ íà ïðàêòèêå. Ñóùåñòâóþò áîëåå òî÷íûå ìåòîäû.
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Îäíèì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà [1, 6]. Ýòîò ìåòîä äàëå-
êî íå ñàìûé ñîâåðøåííûé, îäíàêî â ñâîå âðåìÿ îí øèðîêî ïðèìåíÿëñÿ
â àñòðîíîìè÷åñêèõ çàäà÷àõ. Ôîðìóëû ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòà äîñòàòî÷íî
ïðîñòû [6]. Èõ ìîæíî ëåãêî çàïðîãðàììèðîâàòü íà ëþáîì ïîäõîäÿùåì
ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â çàäà÷àõ, ãäå íå òðåáóåòñÿ ïîëó÷àòü ïðå-
äåëüíî âûñîêóþ òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ,
ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ïðèìåíåí.

Îïèøåì ýòîò ìåòîä è ôîðìóëû, ïî êîòîðûì âûïîëíÿþòñÿ âû÷èñëå-
íèÿ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû îáûêíî-
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

dxi

dt
= fi(x1, x2, ..., xn, t) (i = 1, 2, 3, ..., n) (3)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x1 = x
(0)
1 , x2 = x

(0)
2 , ..., xn = x

(0)
n ïðè t = t0.

Ïåðåìåííûå x1, x2, ..., xn äëÿ óäîáñòâà áóäåì íàçûâàòü êîîðäèíàòàìè, à
íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ t � âðåìåíåì.

Ôîðìóëû Ðóíãå-Êóòòà, ïðèâîäèìûå íèæå, ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü
êîîðäèíàòû íà ìîìåíò âðåìåíè tk+1 = tk + h, åñëè îíè èçâåñòíû íà
ìîìåíò âðåìåíè tk. Ôîðìóëû ñîñòàâëåíû íà îñíîâå ìåòîäà èíòåðïî-
ëÿöèè ïîëèíîìàìè îòíîñèòåëüíî øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ h, â êîòîðûõ
ïðåíåáðåãàþò ÷ëåíàìè íåêîòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî âå-
ëè÷èíû øàãà. Â äàííîì ñëó÷àå ñîõðàíÿþòñÿ âñå ÷ëåíû äî 4-ãî ïîðÿäêà
âêëþ÷èòåëüíî îòíîñèòåëüíî øàãà. Ôîðìóëû Ðóíãå-Êóòòà èìåþò âèä

x
(k)
i = xi(tk),

p
(k)
i = fi

(
x
(k)
1 , x

(k)
2 , ..., x(k)

n , tk

)
,

q
(k)
i = fi

(
x
(k)
1 +

1

2
hp

(k)
1 , x

(k)
2 +

1

2
hp

(k)
2 , ..., x(k)

n +
1

2
hp(k)n , tk +

1

2
h

)
,

r
(k)
i = fi

(
x
(k)
1 +

1

2
hq

(k)
1 , x

(k)
2 +

1

2
hq

(k)
2 , ..., x(k)

n +
1

2
hq(k)n , tk +

1

2
h

)
,

s
(k)
i = fi

(
x
(k)
1 + hr

(k)
1 , x

(k)
2 + hr

(k)
2 , ..., x(k)

n + hr(k)n , tk + h
)
,

xk+1
i = x

(k)
i +

1

6
h
(
p
(k)
i + 2q

(k)
i + 2r

(k)
i + s

(k)
i

)
(i = 1, 2, 3, ..., n).
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Èç ïðèâåäåííûõ ôîðìóë ëåãêî âèäåòü ñõåìó àëãîðèòìà îäíîøàãî-
âûõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé âèäà (3). Àëãîðèòì ñîñòîèò èç äâóõ îòíîñèòåëüíî
íåçàâèñèìûõ áëîêîâ. Â ïåðâîì áëîêå ïðîèçâîäÿòñÿ âû÷èñëåíèÿ ïî ôîð-
ìóëàì Ðóíãå-Êóòòà. Âõîäíûìè äàííûìè äëÿ ýòîãî áëîêà ÿâëÿþòñÿ çíà-
÷åíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé íà ìîìåíò âðåìåíè tk. Ðåçóëüòàò ðàáîòû áëîêà
� çíà÷åíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé íà ìîìåíò âðåìåíè tk+1. Ðàçóìååòñÿ, èñ-
õîäíûìè ïàðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ òàêæå ñàìè ìîìåíòû tk è tk+1, à òàê-
æå øàã èíòåãðèðîâàíèÿ h. Ðåàëèçàöèÿ ýòîãî áëîêà íå çàâèñèò îò êîí-
êðåòíîé çàäà÷è íåáåñíîé ìåõàíèêè. Âòîðîé áëîê � âû÷èñëåíèÿ ïðàâûõ
÷àñòåé óðàâíåíèé (3) ïðè ëþáûõ çàäàííûõ àðãóìåíòàõ x1, x2, ..., xn, t.
Ýòîò áëîê ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ïîñòàíîâêîé çàäà÷è î äâèæåíèè èëè
âðàùåíèè íåáåñíûõ òåë è íå çàâèñèò îò ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ.

1.1.4. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷ î äâèæåíèè íåáåñíîãî òåëà
ìåòîäàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé êëàññ çàäà÷ î äâèæåíèè ñèñòåìû íåáåñíûõ
òåë. Ïóñòü äàíû äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî êîîðäè-
íàò òåë. Êîîðäèíàòàìè ìîãóò áûòü êàê ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû öåí-
òðîâ ìàññ êàæäîãî òåëà, òàê è óãëû ïîâîðîòà êàæäîãî òåëà â íåêîòî-
ðîé çàäàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Óðàâíåíèÿ äîëæíû áûòü âûðàæåíû
â ôîðìå (3), à èõ ïðàâûå ÷àñòè çàäàíû òàê, ÷òî èçâåñòíû ïðàâèëà,
ïî êîòîðûì èõ ìîæíî âû÷èñëÿòü äëÿ ëþáûõ çàäàííûõ çíà÷åíèé èñêî-
ìûõ êîîðäèíàò è, âîçìîæíî, âðåìåíè. Êðîìå òîãî, äîëæíû áûòü çàäà-
íû çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò íà íåêîòîðûé íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0.

Îáîçíà÷èì ýòè çíà÷åíèÿ ÷åðåç x
(0)
1 , x

(0)
2 , ..., x

(0)
n . Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü

çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò íà íåêîòîðûé äðóãîé òàêæå çàäàííûé ìîìåíò âðå-
ìåíè t1. Ïðàêòè÷åñêèå öåëè ðåøåíèÿ çàäà÷è î äâèæåíèè ñèñòåìû òåë
äèêòóþò íåáõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò òàê-
æå è íà äðóãèå çàäàííûå ìîìåíòû t2, t3, ... , tk. ×àùå âñåãî ìîìåíòû
âûáèðàþòñÿ ðàâíîîòñòîÿùèìè òàê, ÷òî

ti = ti−1 +H (i = 1, 2, ..., k), (4)

ãäå H � çàäàííûé øàã òàáóëèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè (íî íå øàã èíòåãðè-
ðîâàíèÿ). Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòîì ðåøåíèÿ çàäà÷è áóäóò çíà÷åíèÿ

èñêîìûõ ôóíêöèé íà ìîìåíòû t1, t2, ... , tn, òî åñòü x
(i)
1 , x

(i)
2 , ..., x

(i)
n (i =

1, 2, ..., k). Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íîé íå òîëüêî â ïðàê-
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òè÷åñêîé íåáåñíîé ìåõàíèêå, íî òàêæå ïðè ðàçëè÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ
òåîðåòè÷åñêîãî õàðàêòåðà.

Ñîîòâåòñòâåííî ñôîðìóëèðîâàííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ìîæíî ñîñòà-
âèòü àëãîðèòì åå ðåøåíèÿ. Îí áóäåò ñîñòîÿòü èç ñëåäóþùèõ áëîêîâ:

• (1.) Çàäàíèå íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè, íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé
êîîðäèíàò, øàãà òàáóëèðîâàíèÿ ìîìåíòîâ H. Íà ýòîì ýòàïå çàäà-
åòñÿ òàêæå òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ëèáî øàã èíòå-
ãðèðîâàíèÿ, åñëè èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ñ ïîñòîÿííûì øàãîì.

• (2.) Çàäàíèå ñëåäóþùåãî ìîìåíòà âðåìåíè äëÿ âûäà÷è ðåçóëüòàòà.

• (3.) Âûïîëíåíèå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé è ïîëó÷å-
íèå çíà÷åíèé èñêîìûõ ôóíêöèé íà ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè.

• (4.) Çàïîìèíàíèå ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé â ôàéëå èëè íåïîñðåä-
ñòâåííîå èñïîëüçîâàíèå ðåçóëüòàòà.

• (5.) Ïðîâåðêà äîñòèæåíèÿ ïîñëåäíåãî çàäàííîãî ìîìåíòà âðåìåíè
è ïåðåõîä ê ïóíêòó (2), åñëè ïîñëåäíèé ìîìåíò åùå íå äîñòèãíóò.

• (6.) Ïðåêðàùåíèå ðàáîòû àëãîðèòìà.

Ïóíêò (1.) âûïîëíÿåòñÿ ïóòåì ââîäà ÷èñåë èç ôàéëà èñõîäíûõ äàí-
íûõ èëè çàäàíèåì çíà÷åíèé ïðÿìî â òåêñòå âû÷èñëèòåëüíîé ïðîãðàì-
ìû.

Ïóíêò (2.) âûïîëíÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (4).
Ðåàëèçàöèÿ ïóíêòà (3.) â âû÷èñëèòåëüíîé ïðîãðàììå äîëæíà áûòü

íåçàâèñèìà îò ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, ÷òîáû ëþáóþ êîíêðåòíóþ çàäà-
÷ó ìîæíî áûëî ðåøàòü ëþáûì ìåòîäîì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ïîýòîìó ñàì ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ îôîðìëÿþò â âèäå îòäåëüíîé ïðî-

öåäóðû íà âûáðàííîì ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ýòó ïðîöåäóðó îáû÷íî
ñîñòàâëÿþò ñïåöèàëèñòû ïî ìåòîäàì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ïðîöåäó-
ðû â êîíêðåòíîé çàäà÷å íóæíî çíàòü òîëüêî ôîðìó îáðàùåíèÿ ê ýòîé
ïðîöåäóðå è ñïîñîáû îáìåíà äàííûìè ñ íåé. Íåîáõîäèìàÿ èíôîðìàöèÿ
îáû÷íî ñîäåðæèòñÿ â èíñòðóêöèè, êîòîðîé ñíàáæàåòñÿ ïðîöåäóðà ïðè
åå ïåðåäà÷å èëè ïóáëèêàöèè. Ïóíêò (3.) àëãîðèòìà ðåàëèçóåòñÿ ñîãëàñ-
íî èíñòðóêöèè ê ïðîöåäóðå. Ïðèìåð òàêîé èíñòðóêöèè ïðèâîäèòñÿ â
ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

Íà ïåðâûé âçãëÿä â îïèñàííîì âûøå àëãîðèòìå ñîâåðøåííî îòñóò-
ñòâóåò áëîê âû÷èñëåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé ðåøàåìûõ óðàâíåíèé. Íà ñà-
ìîì äåëå ýòîò áëîê âêëþ÷åí â ïóíêò (3.), íî ðåàëèçóåòñÿ îí â âèäå
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íåçàâèñèìîé ïðîöåäóðû, êîòîðóþ ñîñòàâëÿåò ñïåöèàëèñò, ñôîðìóëèðî-
âàâøèé è ðåøàþùèé çàäà÷ó. Ýòà íåçàâèñèìàÿ ïðîöåäóðà èñïîëüçóåòñÿ
ïðîöåäóðîé ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò âèäà
ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé. ×òîáû îðãàíèçîâàòü ñîñòàâëåíèå àëãîðèòìà
è ïðîãðàììû, óñòàíàâëèâàþòñÿ íåêîòîðûå ïðàâèëà, ïî êîòîðûì ïðî-
èñõîäèò îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå âû÷èñëåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ. Ýòè ïðàâèëà òàêæå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ èíñòðóêöèè ê ïðîöå-
äóðå èíòåãðèðîâàíèÿ. Àëãîðèòì ïðîöåäóðû âû÷èñëåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé
óðàâíåíèé íå çàâèñèò îò ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ, îäíàêî çàãîëîâîê ýòîé
ïðîöåäóðû äîëæåí áûòü ñîãëàñîâàí ñ èíñòðóêöèåé ê ïðîöåäóðå ÷èñëåí-
íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ïóíêòû (4.), (5.) è (6.) àëãîðèòìà äîñòàòî÷íî ïðîñòû äëÿ ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ. Çàìåòèì òîëüêî, ÷òî ïóíêò (4.) ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí
áîëåå çàìûñëîâàòûì ñïîñîáîì. Íàïðèìåð, ìîæíî çàïðîãðàììèðîâàòü
ïîñòðîåíèå ãðàôè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé íà ýêðàíå êîìïüþòåðà â çàâè-
ñèìîñòè îò ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé èñêîìûõ ôóíêöèé. Â èòîãå ïîñëåäî-
âàòåëüíàÿ ñìåíà êàðòèíîê â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è äàñò íàãëÿäíîå
ïðåäñòàâëåíèå î äâèæåíèè ñèñòåìû òåë.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè íåêîòîðûõ ïðîöåäóð ÷èñ-
ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî çàäàòü îïðåäåëåííûå ïàðàìåòðû
ðàáîòû ïðîöåäóðû. Ýòî ìîãóò áûòü, íàïðèìåð, ïàðàìåòðû, çàäàþùèå
òî÷íîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ. Â òî æå âðåìÿ ðåçóëüòàòîì âûïîëíåíèÿ ïðî-
öåäóðû ìîãóò áûòü íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå äàííûå, êîòîðûå òàêæå
ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ïðîãðàììå ðåøåíèÿ çàäà÷è.

1.1.5. Èíñòðóêöèÿ ê âû÷èñëèòåëüíîé ïðîãðàììå ÷èñëåííî-
ãî èíòåãðèðîâàíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ìåòîäîì Ý. Ýâåðõàðòà

Â ïðàêòè÷åñêîé íåáåñíîé ìåõàíèêå ïðèìåíÿþòñÿ ìíîãî ðàçëè÷íûõ
ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Îíà äàåò
ñòèìóë äëÿ ðàçâèòèÿ è ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ òàêèõ ìåòîäîâ. Â òî æå âðå-
ìÿ çàäà÷è íåáåñíîé ìåõàíèêè ÿâëÿþòñÿ ñâîåîáðàçíûì ïîëèãîíîì äëÿ
èñïûòàíèÿ íîâûõ ðàçðàáîòîê â ýòîé îáëàñòè. Îäíèì èç íàèáîëåå ïðè-
ìåíÿåìûõ â ïîñëåäíåå âðåìÿ â íåáåñíîé ìåõàíèêå ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Ý. Ýâåðõàðòà. Ïîêàçàòåëüíî, ÷òî åãî
àâòîðîì ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëèñò â îáëàñòè íåáåñíîé ìåõàíèêè. Ìåòîä ïî-
äðîáíî îïèñàí â êíèãå [1], ãäå äàíû òàêæå ññûëêè íà îðèãèíàëüíûå
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ïóáëèêàöèè Ý. Ýâåðõàðòà. Ïåðâîíà÷àëüíî ïðîöåäóðà èíòåãðèðîâàíèÿ
áûëà ñîñòàâëåíà íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ôîðòðàí ñàìèì Ýâåðõàð-
òîì, ïîýòîìó åå òàê è íàçûâàþò ïðîöåäóðîé Ýâåðõàðòà.

Îñíîâíûì äîñòîèíñòâîì ìåòîäà Ýâåðõàðòà ÿâëÿåòñÿ âûñîêàÿ äî-
ñòèæèìàÿ òî÷íîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïëàòîé çà òî÷íîñòü îêàçûâàþòñÿ
áîëüøèå çàòðàòû âðåìåíè âû÷èñëåíèé. Ïðîöåäóðà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî
ìåòîäó Ýâåðõàðòà ñîñòàâëåíà òàê, ÷òî ñ ïîìîùüþ äâóõ ïàðàìåòðîâ ìî-
æåò áûòü çàäàíà íåîáõîäèìàÿ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé. Â çàâèñèìîñòè îò
çàäàííîé òî÷íîñòè èçìåíÿþòñÿ íåîáõîäèìûå çàòðàòû âðåìåíè âû÷èñ-
ëåíèé. Ïðè íèçêîé òðåáóåìîé òî÷íîñòè âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû áóäóò
íåáîëüøèìè, îäíàêî íàèëó÷øåå ñîîòíîøåíèå òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé è
çàòðàò âðåìåíè äîñòèãàåòñÿ èìåííî ïðè âûñîêîé çàäàííîé òî÷íîñòè.
Îñíîâíîé ïàðàìåòð ε, îïðåäåëÿþùèé òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé íà êàæäîì
øàãå, âûðàæàåòñÿ â âèäå

ε = 10l, (5)

ãäå l � íåêîòîðîå çàäàííîå öåëîå ÷èñëî.
Â ìåòîäå Ýâåðõàðòà èñïîëüçóþòñÿ ñïåöèàëüíûå àïïðîêñèìèðóþùèå

ïîëèíîìû ïî ñòåïåíÿì øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñòåïåíü ýòèõ ïîëèíîìîâ
Norder ìîæåò áûòü âûáðàíà èç ñëåäóþùåãî êîíå÷íîãî ñïèñêà: 7, 11, 15,
19, 23, 27. Â ïðîöåäóðå ìîæíî âçÿòü ëþáîå èç ýòèõ çíà÷åíèé. Îäíàêî
ïðè íåâûñîêîé çàäàííîé òî÷íîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ áåñïîëåçíî çàäàâàòü
âûñîêóþ ñòåïåíü ïîëèíîìîâ. Ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ëèøü ê íåîïðàâäàí-
íûì çàòðàòàì âðåìåíè âû÷èñëåíèé. Ïîýòîìó Norder âûáèðàþò â çàâè-
ñèìîñòè îò çàäàííîé òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé â ïðåäåëàõ

3

4
l ≤ Norder ≤ 2l, (6)

ãäå l � öåëîå ÷èñëî, ôèãóðèðóþùåå â ôîðìóëå (5).
Ïðîöåäóðà Ýâåðõàðòà ïîçâîëÿåò ðåøàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êàê â

ðåæèìå àâòîìàòè÷åñêîãî âûáîðà øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ, òàê è ïðè ïî-
ñòîÿííîì çàäàííîì øàãå. Ïîñêîëüêó â íåáåñíîé ìåõàíèêå áîëüøèíñòâî
çàäà÷ îïèñûâàþòñÿ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè
âòîðîãî ïîðÿäêà, òî äëÿ óäîáñòâà ïðîãðàììèðîâàíèÿ çàäà÷è ïðîöåäó-
ðà Ýâåðõàðòà ïîçâîëÿåò ðåøàòü ñðàçó óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, íå
ðàçëàãàÿ èõ íà óäâîåííîå ÷èñëî óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà âèäà (1).

Íàèáîëüøóþ ÷àñòü âðåìåíè èíòåãðèðîâàíèÿ çàíèìàþò âû÷èñëåíèÿ
ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé. Ïîýòîìó ýôôåêòèâíîñòü ïðîöåäóðû õàðàê-
òåðèçóåòñÿ êîëè÷åñòâîì îáðàùåíèé ê âû÷èñëåíèþ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâ-
íåíèé â êîíêðåòíîé çàäà÷å. Äëÿ îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè ïðîöåäóðû îêà-
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çûâàåòñÿ èíòåðåñíûì òàêæå êîëè÷åñòâî âûïîëíåííûõ øàãîâ èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ïðè àâòîìàòè÷åñêîì âûáîðå øàãà. Îáå êîëè÷åñòâåííûå õàðàê-
òåðèñòèêè âûäàþòñÿ ïðîöåäóðîé ÷åðåç åå âûõîäíûå ïàðàìåòðû.

Ìåòîä Ýâåðõàðòà ñîäåðæèò ïðîöåññ èòåðàöèé ïðè ïîñòðîåíèè ïî-
ëèíîìîâ ïî ñòåïåíÿì øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ íà ïåðâîì øàãå. Îáû÷íî
îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íûì âûïîëíèòü äâå èòåðàöèè, íî â íåêîòîðûõ çà-
äà÷àõ óâåëè÷åíèå ÷èñëà èòåðàöèé íà ýòîì ýòàïå àëãîðèòìà ìîæåò ïðè-
âåñòè ê íåáîëüøîìó ïîâûøåíèþ ýôôåêòèâíîñòè ïðîöåäóðû áåç ñóùå-
ñòâåííîãî óâåëè÷åíèÿ çàòðàò âðåìåíè âû÷èñëåíèé. Ïîýòîìó âõîäíûì
ïàðàìåòðîì ïðîöåäóðû ÿâëÿåòñÿ óêàçàííîå ÷èñëî èòåðàöèé, ñ ïîìîùüþ
êîòîðîãî ìîæíî óïðàâëÿòü ýôôåêòèâíîñòüþ â íåêîòîðûõ íåáîëüøèõ
ïðåäåëàõ. Íà íà÷àëüíîé ñòàäèè ðåøåíèÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è ìàëî ÷òî
èçâåñòíî î ñâîéñòâàõ óðàâíåíèé ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû
Ýâåðõàðòà. Ïîýòîìó áåç ñîìíåíèé ìîæíî çàäàòü ÷èñëî èòåðàöèé ðàâ-
íûì 2.

Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, óðàâíåíèÿ êàêîãî âèäà íóæíî ðåøàòü ìå-
òîäîì Ýâåðõàðòà, çàäàþò êëàññ óðàâíåíèé. Óðàâíåíèÿ ðàçäåëÿþòñÿ íà
òðè êëàññà.

Óðàâíåíèÿ ïåðâîãî êëàññà èìåþò âèä (1). Êî âòîðîìó êëàññó îòíî-
ñÿòñÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà âèäà

d2xi

dt2
= fi(x1, x2, ..., xn,

dx1

dt
,
dx2

dt
, ...,

dxn

dt
, t) (i = 1, 2, 3, ..., n). (7)

Óðàâíåíèÿ òðåòüåãî êëàññà îòëè÷àþòñÿ îò óðàâíåíèé (7) òîëüêî òåì,
÷òî ïðàâûå ÷àñòè íå çàâèñÿò îò ñêîðîñòè, òî åñòü îò ïåðâûõ ïðîèçâîä-
íûõ ïî âðåìåíè îò èñêîìûõ ôóíêöèé. Ýòî íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèå-
ñÿ â íåáåñíîé ìåõàíèêå óðàâíåíèÿ. Êëàññ òàêèõ óðàâíåíèé ïî òðàäèöèè
îáîçíà÷àåòñÿ êàê -2. Óðàâíåíèÿ êëàññà -2 èìåþò âèä

d2xi

dt2
= fi(x1, x2, ..., xn, t) (i = 1, 2, 3, ..., n). (8)

Ïîñëå îïèñàíèÿ âñåõ îñîáåííîñòåé ïðîöåäóðû Ýâåðõàðòà ïðèâåäåì
çäåñü èíñòðóêöèþ äëÿ åå èñïîëüçîâàíèÿ. Èñïîëüçîâàíèå ðåàëèçóåòñÿ
âûçîâîì ïðîöåäóðû â ïðîãðàììå ïîëüçîâàòåëÿ. Èíñòðóêöèÿ ñîñòîèò â
ïðàâèëàõ çàïèñè îáðàùåíèÿ è îïèñàíèè ïàðàìåòðîâ ïðîöåäóðû. Ôîðìà
çàïèñè, êîíå÷íî, çàâèñèò îò èñïîëüçóåìîãî ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Îáû÷íî ýòî îäèí èç ÿçûêîâ ïðîöåäóðíîãî òèïà, íàïðèìåð, Ôîðòðàí,
Ïàñêàëü èëè Ñè. Îáîçíà÷åíèÿ è ñìûñë ïàðàìåòðîâ áóäóò îäèíàêîâûìè
â ýòèõ òðåõ ñëó÷àÿõ.
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Åñëè ïðîãðàììà âû÷èñëåíèé ñîñòàâëÿåòñÿ íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ Ôîðòðàí, îáðàùåíèå ê ïðîöåäóðå â ïðîãðàììå ïîëüçîâàòåëÿ èìååò
âèä

call Rada27(X, V, TI, TF, XL, LL, NV, NI, NF, NS, NCLASS, NOR)

Åñëè ïðîãðàììà âû÷èñëåíèé ñîñòàâëÿåòñÿ íà ÿçûêàõ ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ Ñè èëè Ïàñêàëü, îáðàùåíèå èìååò âèä

Rada27(X, V, TI, TF, XL, LL, NV, NI, NF, NS, NCLASS, NOR);

Îïèøåì òèï è ñìûñë êàæäîãî ïàðàìåòðà. Óäîáíî íà÷àòü ñ âõîäíîãî
ïàðàìåòðà NV. Ýòî ïàðàìåòð öåëîãî òèïà. Îïèñàíèå ñîîòâåòñòâóþøåé
ïåðåìåííîé â ïðîãðàììå ðàçëè÷íî íà ðàçíûõ ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ. Ïàðàìåòð âûçûâàåòñÿ ïðîöåäóðîé ïî åãî çíà÷åíèþ, òî åñòü ïðè
îáðàùåíèè ê ïðîöåäóðå íà ìåñòå ýòîãî ïàðàìåòðà ìîæåò ñòîÿòü ëþáîå
âûðàæåíèå öåëîãî òèïà. Ïàðàìåòð NV çàäàåò ÷èñëî èñêîìûõ ôóíêöèé
n.

Ïàðàìåòð NCLASS çàäàåò êëàññ ðåøàåìûõ óðàâíåíèé. Îí ìîæåò
èìåòü çíà÷åíèÿ 1, 2 èëè -2 ñîîòâåòñòâåííî îïèñàííîé âûøå êëàññèôè-
êàöèè óðàâíåíèé. Ïàðàìåòð NCLASS öåëîãî òèïà. Îí âûçûâàåòñÿ ïðî-
öåäóðîé ïî çíà÷åíèþ.

Ïàðàìåòð X - îäíîìåðíûé ìàññèâ, îïèñàííûé â ïðîãðàììå ïîëüçî-
âàòåëÿ íà Ôîðòðàíå â âèäå
...

DIMENSION X(<n>)
DOUBLE PRECISION X

...
íà ÿçûêå Ñè â âèäå
...

double X[<n+1>];
...
èëè íà ÿçûêå Ïàñêàëü â âèäå
...

X: array [0.. <n+1>] of Double;
...
ãäå n - êîíñòàíòà, îïðåäåëÿþùàÿ ÷èñëî óðàâíåíèé. Ýòîò ìàññèâ èñïîëü-
çóåòñÿ äëÿ õðàíåíèÿ è ïåðåäà÷è çíà÷åíèé èñêîìûõ ôóíêöèé. Ïðîöåäóðà
Ýâåðõàðòà ñîñòàâëåíà íà òðåõ ÿçûêàõ òàê, ÷òî â ìàññèâå X èñïîëüçó-
þòñÿ ýëåìåíòû, íà÷èíàÿ ñ íîìåðà 1. Ïîñêîëüêó íóìåðàöèÿ ýëåìåíòîâ
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ìàññèâà îðãàíèçîâàíà ðàçëè÷íûì îáðàçîì íà ðàçíûõ ÿçûêàõ, òî íà ÿçû-
êàõ Ïàñêàëü è Ñè ïðèõîäèòñÿ îïèñûâàòü ìàññèâ íà îäèí ýëåìåíò áîëü-
øå, ïðè ýòîì ýëåìåíò íîìåð 0 íå èñïîëüçóåòñÿ. Ïåðåä îáðàùåíèåì ê
ïðîöåäóðå â ýòîì ìàññèâå äîëæíû ñîäåðæàòüñÿ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ íà
ìîìåíò t0. Ïîñëå îáðàùåíèÿ ýëåìåíòû ìàññèâà X áóäóò ñîäåðæàòü çíà-
÷åíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé íà êîíå÷íûé ìîìåíò tk. Ïàðàìåòð X ÿâëÿåòñÿ
ìàññèâîì îòêðûòîãî òèïà, òî åñòü åãî äëèíà â ïðîãðàììå ïîëüçîâàòåëÿ
ìîæåò áûòü ëþáîé, îäíàêî îí äîëæåí áûòü îïèñàí â óêàçàííîì âûøå
âèäå.

Ïàðàìåòð V � îäíîìåðíûé ìàññèâ, îïèñàííûé è èñïîëüçóåìûé â
ïðîãðàììå ïîëüçîâàòåëÿ àíàëîãè÷íî ìàññèâó X. Ìàññèâ V èñïîëüçóåòñÿ
òîëüêî äëÿ óðàâíåíèé êëàññîâ 1 è -2 äëÿ õðàíåíèÿ è ïåðåäà÷è çíà÷åíèé
ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ îò èñêîìûõ ôóíêöèé ïî âðåìåíè. Ïåðåä îáðàùå-
íèåì ê ïðîöåäóðå â ýòîì ìàññèâå äîëæíû ñîäåðæàòüñÿ íà÷àëüíûå çíà-
÷åíèÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòåé íà ìîìåíò t0. Ïîñëå îáðàùåíèÿ ýëåìåíòû
ìàññèâà V áóäóò ñîäåðæàòü çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòåé íà êîíå÷íûé
ìîìåíò tk. Ïàðàìåòð V òàêæå, êàê è X, ÿâëÿåòñÿ ìàññèâîì îòêðûòîãî
òèïà, åãî äëèíà â ïðîãðàììå ïîëüçîâàòåëÿ ìîæåò áûòü ëþáîé, ïðè ýòîì
ýëåìåíò ìàññèâà V[0] â ïðîöåäóðå íå èñïîëüçóåòñÿ.

Ïàðàìåòðû TI è TF òèïà DOUBLE PRECISION íà Ôîðòðàíå èëè
double íà Ñè èëè Ïàñêàëå çàäàþò íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé ìîìåíòû âðå-
ìåíè t0 è tk, ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè ïàðàìåòðû ïåðåäàþòñÿ ïî çíà÷åíèþ.

Ïàðàìåòð LL öåëîãî òèïà çàäàåò òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé. Îí ñîîòâåò-
ñòâóåò âåëè÷èíå l â ôîðìóëå (5). Ýòîò ïàðàìåòð ïåðåäàåòñÿ ïî çíà÷å-
íèþ. Àâòîìàòè÷åñêèé âûáîð øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ äåëàåòñÿ â òîì ñëó-
÷àå, åñëè çíà÷åíèå ïàðàìåòðà LL çàäàíî ïîëîæèòåëüíûì. Äëÿ âêëþ÷å-
íèÿ ðåæèìà ïîñòîÿííîãî øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ñëåäóåò çàäàòü çíà÷åíèå
LL ðàâíûì ëþáîìó îòðèöàòåëüíîìó ÷èñëó. Â ýòîì ðåæèìå äëÿ çàäàíèÿ
âåëè÷èíû ïîñòîÿííîãî øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïàðàìåòð XL
òèïà DOUBLE PRECISION íà Ôîðòðàíå èëè double íà Ñè èëè Ïàñêàëå.
Ýòîò âõîäíîé ïàðàìåòð ïåðåäàåòñÿ ïî çíà÷åíèþ. Ïðè àâòîìàòè÷åñêîì
âûáîðå øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ïàðàìåòð XL íå èñïîëüçóåòñÿ.

Äëÿ çàäàíèÿ ñòåïåíè àïïðîêñèìèðóþùèõ ïîëèíîìîâ Norder ñëóæèò
âõîäíîé ïàðàìåòð NOR öåëîãî òèïà. Îí ïåðåäàåòñÿ â ïðîöåäóðó ïî
çíà÷åíèþ. Äëÿ âûáîðà çíà÷åíèÿ ýòîãî ïàðàìåòðà ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü
íåðàâåíñòâà (6).

Ïàðàìåòð NI öåëîãî òèïà çàäàåò ÷èñëî èòåðàöèé ïðè îïðåäåëåíèè
àïïðîêñèìèðóþùåãî ïîëèíîìà. Ýòî âõîäíîé ïàðàìåòð, îí ïåðåäàåòñÿ
â ïðîöåäóðó ïî çíà÷åíèþ. Êàê óæå óêàçàíî âûøå, çíà÷åíèå ýòîãî ïà-
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ðàìåòðà ìîæåò áûòü âûáðàíî ðàâíûì 2, åñëè íàèáîëåå îïòèìàëüíîå
çíà÷åíèå ýòîãî ïàðàìåòðà íåèçâåñòíî.

Âûõîäíûå ïàðàìåòðû NF è NS ïåðåäàþò â ïðîãðàììó ïîëüçîâàòåëÿ
êîëè÷åñòâî ñäåëàííûõ îáðàùåíèé ê âû÷èñëåíèþ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíå-
íèé è êîëè÷åñòâî âûïîëíåííûõ øàãîâ èíòåãðèðîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî.
Ýòè ïàðàìåòðû ïåðåäàþòñÿ â ïðîöåäóðó ïî íàèìåíîâàíèþ. Íà ìåñòå
ýòèõ ïàðàìåòðîâ ìîãóò ñòîÿòü òîëüêî èäåíòèôèêàòîðû ïåðåìåííûõ öå-
ëîãî òèïà.

Òåïåðü ðàññìîòðèì òî, êàê ïðîöåäóðà ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
Ýâåðõàðòà âçàèìîäåéñòâóåò ñ ïðîöåäóðîé âû÷èñëåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé

óðàâíåíèé, êîòîðóþ äîëæåí ñîñòàâëÿòü ïîëüçîâàòåëü. Â ñîîòâåòñòâèè
ñ ôîðìîé îáðàùåíèÿ ê ýòîé ïðîöåäóðå âíóòðè ïðîöåäóðû Ýâåðõàðòà åå
çàãîëîâîê â ïðîãðàììå ïîëüçîâàòåëÿ äîëæåí èìåòü âèä íà Ôîðòðàíå
...

SUBROUTINE FORCE(Xñ, Vñ, TM, F)
DOUBLE PRECISION Xñ(1),Vñ(1),TM,F(1)

...
íà Ñè
...

void FORCE(double *Xñ, double *Vñ, double TM, double *F)
...
è íà Ïàñêàëå
...

procedure Force(var Xc, Vc : array of Double; TM: Double;
var F: array of Double );

...
Ìàññèâû Xc è Vc ïðè âõîäå â ïðîöåäóðó ñîäåðæàò çíà÷åíèÿ àðãó-

ìåíòîâ ôóíêöèé, îïðåäåëÿþùèõ ïðàâûå ÷àñòè ðåøàåìûõ óðàâíåíèé.
Â ìàññèâå Xc õðàíÿòñÿ çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò, à â ìàññèâå Vc � çíà÷å-
íèÿ ïðîèçâîäíûõ îò êîîðäèíàò ïî âðåìåíè. Àðãóìåíòû ðàñïîëàãàþòñÿ
â ìàññèâàõ ñîãëàñíî èõ íîìåðàì, íà÷èíàÿ ñ 1. Ïðè ýòîì ýëåìåíòû ìàñ-
ñèâîâ Xc[0] è Vc[0] íèêîãäà íå èñïîëüçóþòñÿ. Êðîìå òîãî, ïàðàìåòð Vc
èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà ðåøàþòñÿ óðàâíåíèÿ êëàññà 2.

Âõîäíîé ïàðàìåòð TM òèïà DOUBLE PRECISION (èëè double) çà-
äàåò òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè � àðãóìåíò ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé. Îí
ïåðåäàåòñÿ â ïðîöåäóðó ïî åãî çíà÷åíèþ. Åñëè ïðàâûå ÷àñòè íå çàâèñÿò
îò âðåìåíè, òî ïàðàìåòð TM íå èñïîëüçóåòñÿ.

Ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé ïîëüçîâàòåëü äîë-
æåí ïîìåñòèòü â ýëåìåíòàõ âûõîäíîãî ìàññèâà F. Äëÿ ýòîãî ïîñëåäîâà-
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òåëüíî èñïîëüçóþòñÿ ýëåìåíòû ýòîãî ìàññèâà, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîãî. Íó-
ëåâîé ýëåìåíò ìàññèâà F íå èñïîëüçóåòñÿ.

Ïðè ñîñòàâëåíèè âû÷èñëèòåëüíîé ïðîãðàììû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë ìîãóò ïðîÿâ-
ëÿòüñÿ íåêîòîðûå îñîáåííîñòè, ñâÿçàííûå ñ ïðèìåíÿåìûì ÿçûêîì ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ è äðóãèìè ñðåäñòâàìè ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íàïðèìåð,
êîìïèëÿòîðîì. Â ÷àñòíîñòè, íåîáõîäèìî çíàòü, ÷òî ïðîöåäóðà Ýâåð-
õàðòà, çàïèñàííàÿ íà ÿçûêå Ïàñêàëü, èñïîëüçóåò äëÿ ñâîåé ðàáîòû íåñ-
êîëüêî ðàáî÷èõ ìàññèâîâ, êîòîðûå äîëæíû áûòü îïèñàíû âíå òåëà ïðî-
öåäóðû êàê ãëîáàëüíûå ïåðåìåííûå ñ ôèêñèðîâàííûìè èìåíàìè. Äëè-
íà ýòèõ ðàáî÷èõ ìàññèâîâ çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà èñêîìûõ ôóíêöèé,
òî åñòü îò çíà÷åíèÿ n â ôîðìóëàõ (1), (7) è (8). Ïðîùå âñåãî çàðå-
çåðâèðîâàòü íåêîòîðóþ äëèíó ýòèõ ìàññèâîâ è ïîìíèòü ìàêñèìàëüíîå
äîïóñòèìîå ÷èñëî èñêîìûõ ôóíêöèé, êîòîðîå íåëüçÿ ïðåâûøàòü. Â âåð-
ñèè ïðîöåäóðû, êîòîðóþ ìû èñïîëüçóåì íà ÿçûêå Ïàñêàëü, óïîìÿíóòûå
ìàññèâû îáúÿâëÿþòñÿ â ìîäóëå, ñîäåðæàùåì ïðîöåäóðó Rada27, íî âíå
òåëà ýòîé ïðîöåäóðû. Ýòè îáúÿâëåíèÿ èìåþò âèä

var F1, FJ, Y, Z : array [0..60] of Double;
BE, BT, B : array [1..13,1..60] of Double;

Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî 60, ôèãóðèðóþùåå â îáúÿâëåíèÿõ ðàáî÷èõ ìàñ-
ñèâîâ, îçíà÷àåò ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî èñêîìûõ ôóíêöèé. Åñëè íåîáõî-
äèìî èíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèÿ ñ áîëüøèì ÷èñëîì èñêîìûõ ôóíêöèé,
òî âìåñòî ÷èñëà 60 â îáúÿâëåíèÿõ ìàññèâîâ íóæíî ïîñòàâèòü áîëüøåå
÷èñëî. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî ñýêîíîìèòü çàíèìàåìóþ ìàññèâàìè
ïàìÿòü êîìïüþòåðà, åñëè âìåñòî 60 ïîñòàâèòü ðåàëüíî èñïîëüçóåìîå
÷èñëî èñêîìûõ ôóíêöèé.

Ïðè ïðîãðàììèðîâàíèè ïðîöåäóðû Force âû÷èñëåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé
óðàâíåíèé ìîãóò ïîòðåáîâàòüñÿ ïàðàìåòðû, êîòîðûå ââîäÿòñÿ èëè çàäà-
þòñÿ â îñíîâíîé ïðîãðàììå. Ïåðåäà÷ó çíà÷åíèé ýòèõ ïàðàìåòðîâ ìîæíî
ñäåëàòü òîëüêî ÷åðåç ãëîáàëüíûå ïåðåìåííûå, îáúÿâëåííûå â îäíîì èç
ìîäóëåé ïðîãðàììû è ñâÿçàííûå ÷åðåç èíòåðôåéñû ìîäóëåé.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè âàðèàíòà ïðîöåäóðû Ýâåðõàðòà íà äðóãèõ ÿçû-
êàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ óêàçàííûå âûøå ðàáî÷èå ìàññèâû ìîãóò îïèñû-
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âàòüñÿ èíà÷å.

1.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðàêòèêóìà

Âàðèàíòû çàäà÷è ïðàêòèêóìà ðàçâåòâëÿþòñÿ ïî ðàçëè÷íûì ïðèçíà-
êàì. Ïåðâûé ïðèçíàê � ýòî âûáîð ðåøàåìîé çàäà÷è. Âòîðîé ïðèçíàê �
èññëåäóåìàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü. Òðåòèé ïðèçíàê � ìåòîä ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ. Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ýòè âàðèàíòû.

1.2.1. Èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî èí-
òåãðèðîâàíèÿ îò âåëè÷èíû ïîñòîÿííîãî øàãà èíòåãðèðîâàï-
íèÿ.

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî âî Ââåäåíèè, òî÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííî-
ãî èíòåãðèðîâàíèÿ çàâèñèò îò âåëè÷èíû øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ íå ìîíî-
òîííî. Ïðè óìåíüøåíèè øàãà òî÷íîñòü âîçðàñòàåò (ïîãðåøíîñòü óìåíü-
øàåòñÿ). Íî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ øàãàõ ïîãðåøíîñòü ìîæåò íå óìåíü-
øàòüñÿ ñ óìåíüøåíèåì øàãà è äàæå âîçðàñòàòü. Èìåííî çàâèñèìîñòü
òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ îò âåëè÷èíû ïîñòîÿííîãî øàãà
èíòåãðèðîâàïíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ èçó÷èòü â äàííîì âàðèàíòå çàäà÷è.

Ïîñêîëüêó äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òî÷-
íîñòü ÷èñëåííîãî èíòïåãðèðîâàíèÿ îöåíèòü íåâîçìîæíî, ìû áóäåì èí-
òåãðèðîâàòü òàêèå óðàâíåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíî òî÷íîå àíàëèòè-
÷åñêîå ðåøåíèå, è ñðàâíèâàòü ðåçóëüòàò ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñ
òî÷íûì àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì. Îãðàíè÷èìñÿ ìîäåëÿìè, â êîòîðûõ
äâèæåíèå ïðîèñõîäèò â íåèçìåííîé ïëîñêîñòè. Ïðè ýòîì ðàññìîòðèì
òàêèå ñëó÷àè, êîãäà äâèæåíèå ïåðèîäè÷åñêîå. Òîãäà äëÿ ñðàâíåíèÿ íàì
äàæå íå ïîíàäîáèòñÿ ñàìî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. Èçâåñòíî, ÷òî â ïå-
ðèîäè÷åñêîì äâèæåíèè ÷åðåç ïåðèîä T òî÷êà îêàæåòñÿ â òîì æå ìåñòå ñ
òîé æå ñêîðîñòüþ, ÷òî è â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïîýòîìó ïîãðåø-
íîñòü ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ìû áóäåì îöåíèâàòü ïî ðàññòîÿíèþ
ìåæäó íà÷àëüíûì ïîëîæåíèåì òî÷êè c êîîðäèíàòàìè x0, y0 è åå ïîëî-
æåíèåì x, y ïîñëå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íà
èíòåðâàëå âðåìåíè â îäèí ïåðèîä. Ýòî ðàññòîÿíèå è áóäåò ïîãðåøíî-
ñòüþ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâíèÿ.

Àëãîðèòì èññëåäîâàíèÿ áóäåò ïðèìåðíî ñëåäóþùèì. Âíà÷àëå âîçü-
ìåì äîâîëüíî áîëüøîé øàã ÷èñëåííîãî èíòåãðèîâàíèÿ h = h0. Ìîæíî,
íàïðèìåð, âçÿòü h0 = T/2. Âûïîëíèì èíòåãðèðîâàíèå è âû÷èñëèì âå-

19



ëè÷èíó ïîãðåøíîñòè

ε =
√
(x− x0)2 + (y − y0)2.

Çàòåì áóäåì íåñêîëüêî ðàç ïîâòîðÿòü òàêîé ïðîöåññ ðåøåíèÿ, êàæäûé
ðàç èñõîäÿ èç íà÷àëüíîé òî÷êè, óìåíüøàÿ øàã èíòåãðèðîâàíèÿ h âäâîå.
Åñëè ïðîíóìåðîâàòü òàêèå âàðèàíòû ðåøåíèÿ èíäåêñîì j = 1, 2, ..., N ,
òî ïîëó÷èì â ðåçóëüòàòå ðÿä çíà÷åíèé

j, hj = h02
j−1, εj (j = 1, 2, ..., N) .

Ïîëó÷åííóþ òàáëèöó ìîæíî íàïå÷àòàòü. Çàòåì ñëåäóåò ïîñòðîèòü ïî
ýòîé òàáëèöå ãðàôèê. Ïðè ýòîì íà ãðàôèêå çíà÷åíèÿ hj , εj ëó÷øå îò-
êëàäûâàòü â ëîãàðèôìè÷åñêîé øêàëå.

Êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ N ñëåäóåò âûáðàòü îïûòíûì ïóòåì, èñõîäÿ
èç ïðèåìëåìîãî âðåìåíè âû÷èñëåíèé íà êîìïüþòåðå.

Ïî ãðôèêàì ìîæíî óâèäåòü èñêîìóþ çàâèñèìîñòü òî÷íîñòè ÷èñ-
ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ îò øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ìîæíî óñòàíîâèòü
òàêæå òî çíà÷åíèå øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîñëå êîòîðîãî äàëüíåéøåå
óìåíüøåíèå øàãà óæå íåöåëåñîîáðàçíî.

Òàêèå èññëåäîâàíèÿ ìîæíî äåëàòü îòäåëüíî äëÿ ðÿäà íà÷àëüíûõ
óñëîâèé, äëÿ íåñêîëüêèõ ìåõàíè÷åñêèõ ìîäåëåé, îáëàäàþùèõ îïèñàí-
íûìè âûøå ñâîéñòâàìè, è íåñêîëüêèõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðî-
âàíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ñðàâíèòü äîñòèæèìóþ òî÷íîñòü è ýôôåêòèâ-
íîñòü äëÿ ðàçíûõ ìåòîäîâ. Ñðàâíèâàòü íóæíî ðåøåíèÿ äëÿ îäíîé è òîé
æå ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè (óðàâíåíèé äâèæåíèÿ) è äëÿ îäíèõ è òåõ æå
íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Çàìåòèì, ÷òî îáû÷íî â ïðîöåäóðàõ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ðå-
çóëüòàò îêàçûâàåòñÿ â ïðîãðàììå â òîì æå ìàññèâå ïåðåìåííûõ, ÷òî è
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Ïîýòîìó ïðè êàæäîì çàïóñêå èíòåãðèðîâàíèÿ ñëå-
äóåò çàíîâî çàñûëàòü â ýòè ïåðåìåííûå çíà÷åíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

1.2.2. Èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî èí-
òåãðèðîâàíèÿ îò èíòåðâàëà âðåìåíè

Òàêîå èññëåäîâàíèå ìîæíî âûïîëíÿòü äëÿ òåõ æå ìîäåëåé, ÷òî è
â ïðåäûäóùåì âàðèàíòå çàäà÷è. Ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü òî îáñòîÿòåëü-
ñòâî, ÷òî â ïåðèîäè÷åñêîì äâèæåíèè, ñêîëüêî áû òî÷êà íè äâèãàëàñü,
îíà ÷åðåç êàæäûé ïåðèîä äîëæíà îêàçûâàòüñÿ â íà÷àëüíîì ïîëîæåíèè.
Îäíàêî èç-çà ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïîñëå êàæäîãî
ïåðèîäà òî÷êà áóäåò ñìåùàòüñÿ îò åå íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ.
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Ïîñòàâèì çàäà÷ó ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûáåðåì ïîäõîäÿùèé øàã
èåòíãðèðîâàíèÿ h è íå áóäåì åãî èçìåíÿòü â ïðîöåññå èññëåäîâàíèÿ.
Çàäàäèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ x0, y0 è âûïîëíèì èíòåãðèðîâàíèå íà èí-
òåðâàëå âðåìåíè îäíîãî ïåðèîäà äâèæåíèÿ T . Ïî ðåçóëüòàòó èíòåãðè-
ðîâàíèÿ x, y âû÷èñëèì çíà÷åíèå ïîãðåøíîñòè ε ïî ôîðìóëå

ε =
√
(x− x0)2 + (y − y0)2.

Äàëåå áóäåì ïîâòîðÿòü èíòåãðèðîâàíèå íåñêîëüêî ðàç, çàäàâàÿ íà
êàæäîì ýòàïå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïî ðåçóëüòàòó, êîòîðûé ïîëó÷èëñÿ â
ïðåäûäóùåì èíòåãðèðîâàíèè. Ïðîíóìåðóåì âûïîëíåííûå ýòàïû èíäåê-
ñîì j = 1, 2, ..., N . Î÷åâèäíî, ÷òî íà êàæäîì ýòàïå íîìåð j ìû áóäåì
ïîëó÷àòü ðåøåíèå óðàâíåíèé äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè, îòñòîÿùåì îò íà-
÷àëüíîãî íà èíòåðâàë âðåìåíè tj = j × T .

Êîëè÷åñòâî ýòàïîâ N ñëåäóåò âûáðàòü îïûòíûì ïóòåì, èñõîäÿ èç
ïðèåìëåìîãî âðåìåíè âû÷èñëåíèé íà êîìïüþòåðå.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èòñÿ ðÿä çíà÷åíèé

j, tj , εj (j = 1, 2, ..., N) .

Ïîëó÷åííóþ òàáëèöó ìîæíî íàïå÷àòàòü. Çàòåì ñëåäóåò ïîñòðîèòü ïî
ýòîé òàáëèöå ãðàôèê. Íà ãðàôèêå ïîëó÷èòñÿ çàâèñèìîñòü òî÷íîñòè ÷èñ-
ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ îò èíòåðâàëà âðåìåíè.

Òàêèå èññëåäîâàíèÿ ìîæíî äåëàòü îòäåëüíî äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷å-
íèé øàãà èíòãðèðîâàíèÿ, äëÿ ðÿäà íà÷àëüíûõ óñëîâèé, äëÿ íåñêîëüêèõ
ìåõàíè÷åñêèõ ìîäåëåé, îáëàäàþùèõ îïèñàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè, è
íåñêîëüêèõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Òàê ìîæíî èçó÷èòü ïîâåäåíèå ïîãðåøíîñòè ñî âðåìåíåì â çàâèñìî-
ñòè îò âûáðàííîãî øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîñòðîèâ íà îäíîì ðèñóíêå
íåñêîëüêî ãðàôèêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçíûì âåëè÷èíàì øàãà. Ìîæ-
íî òàêæå ñðàâíèòü õîä èçìåíåíèÿ ïîãðåøíîñòè ñî âðåìåíåì äëÿ ðàçíûõ
ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî îáû÷íî â ïðîöåäóðàõ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ðå-
çóëüòàò îêàçûâàåòñÿ â ïðîãðàììå â òîì æå ìàññèâå ïåðåìåííûõ, ÷òî è
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Ïîýòîìó ïðè êàæäîì ñëåäóþùåì ýòàïå èíòåãðèðî-
âàíèÿ ýòè ìàññèâû óæå áóäóò ñîäåðæàòü íåîáõîäèìûå íà÷àëüíûå óñëî-
âèÿ, êîòîðûå áåðóòñÿ êàê ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåãî ýòàïà. Çàíîâî çàñû-
ëàòü â ýòè ïåðåìåííûå èñõîäíûå çíà÷åíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé íå ñëå-
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äóåò.

1.2.3. Èñõîäíûå äàííûå äëÿ çàäà÷è Êåïëåðà.

Êàê óæå ñêàçàíî â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ, íå ñóùåñòâóåò íàäåæíûõ
è äîñòîâåðíûõ ìåòîäîâ îöåíêè òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ â
çàäà÷àõ íåáåñíîé ìåõàíèêè. Òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæ-
íî óñòàíîâèòü òîëüêî òîãäà, êîãäà èçâåñòíî òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðå-
øåíèå. Íà ïðàêòèêå â òàêèõ ñëó÷àÿõ îòïàäàåò íåîáõîäèìîñòü íå òîëüêî
â îöåíêàõ òî÷íîñòè, íî â ñàìîì ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè, òàê êàê çà-
êîí äâèæåíèÿ çàäàí ôîðìóëàìè, âû÷èñëåíèå ïî êîòîðûì äåëàåòñÿ ñðà-
çó ñ òî÷íîñòüþ ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë â êîìïüþòåðå. Îäíàêî ñâîéñòâà è
âîçìîæíîñòè ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ îêàçûâàþòñÿ àíàëî-
ãè÷íûìè ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ è ïðè ðåøå-
íèè óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíî îáùåå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå.
Ïîýòîìó ðàçóìíî óçíàâàòü è èçó÷àòü ýòè ñâîéñòâà íà òàêèõ ïðîñòûõ
ìåõàíè÷åñêèõ ìîäåëÿõ.

Îäíîé èç ìåõàíè÷åñêèõ ìîäåëåé, äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíî òî÷íîå àíà-
ëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à Êåïëåðà. Äëÿ ìíîãèõ ðåàëüíûõ
íåáåñíûõ òåë ýòà ìîäåëü óæå äàåò ïðèáëèæåííîå ïðåäñòàâëåíèå î äâè-
æåíèè. Ïðè òî÷íîì îïèñàíèè äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë çàäà÷à Êåïëåðà
èñïîëüçóåòñÿ êàê îñíîâà äëÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êåïëåðà â ïðèëîæåíèè ê îïè-
ñàíèþ äâèæåíèÿ èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ Çåìëè. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè-
òÿãèâàþùèì öåíòðîì ÿâëÿåòñÿ Çåìëÿ, ìàññà êîòîðîé ñîñðåäîòî÷åíà â
åå öåíòðå, à äâèæóùàÿñÿ ïî äåéñòâèåì åå ïðèòÿæåíèÿ ìàòåðèàëüíàÿ
òî÷êà � ýòî èñêóññâåííûé ñïóòíèê.

Äâèæåíèå òî÷êè â çàäà÷å Êåïëåðà ïðîèñõîäèò â íåèçìåííîé ïëîñêî-
ñòè. Ïîýòîìó äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ñèñòåìîé èç
äâóõ êîîðäèíàò, êîòîðûå äëÿ óäîáñòâà ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïîëó÷åíèÿ
ðåøåíèÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç x1, x2. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ýòîé çàäà÷å
çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

d2x1

dt2
= −µx1

r3
,

d2x2

dt2
= −µx2

r3
,

ãäå t - âðåìÿ, µ - ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð, à r îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

r =
√
x2
1 + x2

2.
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Ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà, êàê îí îïèñàí âûøå, ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ñèñòåìû
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïîýòî-
ìó ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàäà÷è Êåïëåðà â ñëåäóþùåì âèäå:

dx1

dt
= x3,

dx2

dt
= x4,

dx3

dt
= −µx1

r3
,

dx4

dt
= −µx2

r3
.

Ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ÷åòûðåõ óðàâíåíèé çàâèñÿò îò ÷åòûðåõ èñêîìûõ
ôóíêöèé x1, x2, x3, x4. Âèä ýòèõ óðàâíåíèé ïîäõîäèò ïîä îáùèé âèä
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (3).

Ïîñêîëüêó ïîä ïðèòÿãèâàþùèì öåíòðîì ìû ðåøèëè ðàññìàòðèâàòü
Çåìëþ, òî ñëåäóåò âçÿòü µ = 398601.3 êì3/ñ2.

Òåïåðü íóæíî çàäàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äâèæåíèÿ, òî åñòü çíà-
÷åíèÿ ÷åòûðåõ èñêîìûõ ôóíêöèé x1, x2, x3, x4 íà íà÷àëüíûé ìîìåíò

âðåìåíè t0. Îáîçíà÷èì ýòè çíà÷åíèÿ ÷åðåç x
(0)
1 , x

(0)
2 , x

(0)
3 , x

(0)
4 Äëÿ ïðî-

ñòîòû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñïóòíèê
íàõîäèòñÿ â ïåðèãåå. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

x
(0)
2 = 0, x

(0)
3 = 0. Åñëè ïðè ýòîì x

(0)
1 , x

(0)
4 çàäàíû, òî ïåðèîä îáðàùåíèÿ

T îïðåäåëèòñÿ ïî ôîðìóëå êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ

T = 2πµ

(
x
(0)
1

2µ− x
(0)
4

2
x
(0)
1

) 3
2

.

Åñëè êåïëåðîâñêóþ îðáèòó çàäàâàòü äâóìÿ ïàðàìåòðàìè � ðàññòîÿ-

íèåì â ïåðèãåå x
(0)
1 è ýêñöåíòðèñèòåòîì e, òî ñêîðîñòü â ïåðèãåå x

(0)
4 è

ïåðèîä îáðàùåíèÿ T ìîæíî âû÷èñëèòü èç ñîîòíîøåíèé

x
(0)
4 =

√
µ

x
(0)
1

(1 + e), T =
2π
√
µ

(
x
(0)
1

1− e

) 3
2

.

Òàê êàê µ âûðàæåí â êì3/ñ2, òî, çàäàâàÿ x
(0)
1 â êì, ïîëó÷èì ïåðèîä

T , âûðàæåííûé â ñåêóíäàõ.
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Òàáëèöà 1: Ïàðàìåòðû êåïëåðîâñêîé îðáèòû.

e x
(0)
4 T

0.1 7.403220836230674 8340.301091536389
0.3 8.048149554400688 12159.01609766036
0.5 8.645099406600250 20141.43860897035
0.7 9.203411120340110 43337.47572288957

Äëÿ x
(0)
1 = 8000 êì è íåêîòîðûõ çíà÷åíèé ýêñöåíòðèñèòåòà e çíà÷å-

íèÿ x
(0)
4 è T äàíû â òàáë. 1. Ýòè çíà÷åíèÿ ìîæíî âçÿòü äëÿ ÷èñëåííîãî

èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ çàäà÷è Êåïëåðà.

1.2.4. Àëãîðèòì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ìåòîäîì ëîìà-
íûõ îòðåçêîâ

Âûøå ìåòîä ëîìàíûõ îòðåçêîâ ðàññìàòðèâàëñÿ â ïðèëîæåíèè ê îä-
íîìó óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî îäíîé ïåðåìåííîé. ×òî-
áû ïðîâåñòè èññëåäîâàíèÿ äëÿ çàäà÷è Êåïëåðà è äðóãèõ çàäà÷, íóæíî
çàïèñàòü ôîðìóëû ìåòîäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

dxi

dt
= fi(x1, x2, ..., xn, t) (i = 1, 2, 3, ..., n) (9)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x1 = x
(0)
1 , x2 = x

(0)
2 , ..., xn = x

(0)
n ïðè t = t0.

Ïåðåìåííûå x1, x2, ..., xn ñóòü êîîðäèíàòû, à íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ
t � âðåìÿ. Èíòåãðèðîâàíèå ýòèõ óðàâíåíèé ìåòîäîì ëîìàíûõ îòðåçêîâ
ïðîâîäèòñÿ ïî ñëåäóþùèì ïðîñòûì ôîðìóëàì. Ïóñòü ìû èìååì çíà÷å-
íèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé äëÿ ìîìåíòà tk, ò. å.

x
(k)
i = xi(tk) (i = 1, 2, 3, ..., n).

Âûáåðåì øàã èíòåãðèðîâàíèÿ h. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèé äëÿ ìîìåíòà tk+1 =

tk + h, ò. å. x
(k+1)
i = xi(tk+1) (i = 1, 2, 3, ..., n) íàéäóòñÿ ïî ôîðìóëå

x
(k+1)
i = x

(k)
i + fi(x

(k)
1 , x

(k)
2 , ..., x(k)

n , tk) h (i = 1, 2, 3, ..., n) .

Ïðèìåíÿÿ ýòó ôîðìóëó äëÿ k = 0, 1, 2, ..., ìîæíî äîáðàòüñÿ äî êîíå÷íî-
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ãî ìîìåíòà âðåìåíè t = T .

1.2.5. Îáùàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ çàäà÷

Èç âûøå îïèñàííûõ çàäà÷ è ìåòîäîâ ìîæíî óâèäåòü òðè îòíîñèòåëü-
íî íåçàâèñèìûõ áëîêà àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ëþáîé òàêîé çàäà÷è.

Â ïåðâîì áëîêå ôîðìóëèðóåòñÿ èññëåäîâàòåëüñêàÿ çàäà÷à. Ýòî ëèáî
ïîëó÷åíèå çàâèñèìîñòè òî÷íîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ îò øàãà, ëèáî ïîëó÷å-
íèå çàâèñèìîñòè òî÷íîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ îò èíòåðâàëà âðåìåíè. Ýòè
ôîðìóëèðîâêè íå çàâèñÿò îò òîãî, êàêèå óðàâíåíèÿ ðåøàþòñÿ è êàêèì
ìåòîäîì.

Âòîðîé áëîê ñîäåðæèò àëãîðèòì ìåòîäà ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâà-
íèÿ. Ýòî ìîæåò áûòü ìåòîä Ýéëåðà, ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà èëè ìåòîä Ýâåð-
õàðòà. Â ýòîì àëãîðèòìå ïîíàäîáèòñÿ âû÷èñëåíèå ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâ-
íåíèé. Âû÷èñëåíèå ïðàâûõ ÷àñòåé ñðåäñòâàìè ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ ìîæåò áûòü âûíåñåíî èç áëîêà ìåòîäà ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.
Òîãäà ýòîò áëîê îêàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìûì îò ïîñòàíîâêè çàäà÷è è îò
âèäà ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé.

Â òðåòüåì áëîêå ïðîñòî âû÷èñëÿþòñÿ ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé. Ýòîò
áëîê íå çàâèñèò íè îò ïîñòàíîâêè çàäà÷è, íè îò ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ.

Òàêîå ðàçäåëåíèå ôóíêöèé íà òðè áëîêà ïîçâîëÿåò ëåãêî ìîäèôè-
öèðîâàòü âû÷èñëèòåëüíóþ ïðîãðàììó äëÿ ëþáîé çàäà÷è ðàññìàòðèâà-
åìîãî ñåìåéñòâà. Íóæíî ïðîñòî çàìåíÿòü ñîîòâåòñòâóþùèå áëîêè.

Ñòðóêòóðà âû÷èñëèòåëüíîé ïðîãðàììû ïðèâåäåíà íà Ðèñ. 1. Âàðè-
àíò �Çàäà÷à òðåõ òåë� èçîáðàæåí äëÿ îáîáùåíèÿ ñõåìû íà ðàçíûå ìîäå-
ëè äâèæåíèÿ. Â äàííîì îïèñàíèè ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî çàäà÷à äâóõ
òåë.

Âñå âàðèàíòû òðåõ áëîêîâ ìîãóò áûòü çàïðîãðàììèðîâàíû ïî äàí-
íûì âûøå îïèñàíèÿì. Íå õâàòàåò òîëüêî îïèñàíèÿ ìåòîäà Ýâåðõàðòà.
Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà ñëåäóåò âçÿòü ãîòîâóþ ïðîãðàììó, íàïè-
ñàííóþ íà âûáðàííîì ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â âåäóùèõ àñòðîíîìè-
÷åñêèõ èíñòèòóòàõ (íàïðèìåð, ÃÀÈØ ÌÃÓ, ÈÏÀ ÐÀÍ, ÃÀÎ ÐÀÍ) ýòè
ïðîãðàììû øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ è ïåðåäàþòñÿ çàèíòåðåñîâàííûì êîë-
ëåãàì. Èíñòðóêöèÿ äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Ýâåðõàðòà ïðèâåäåíà âûøå.

Íà ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ôîðòðàí, Ñè è Ïàñêàëü âûøåóêàçàí-
íûå áëîêè ðåàëèçóþòñÿ â âèäå ïðîöåäóð èëè ôóíêöèé. Îòìåòèì íåêî-
òîðûå îñîáåííîñòè ïðîãðàììèðîâàíèÿ äàííîãî ñåìåéñòâà çàäà÷.

Îáìåí äàííûìè ìåæäó áëîêàìè ïðîãðàììû îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç
ôîðìàëüíûå ïàðàìåòðû ïðîöåäóð èëè ôóíêöèé. Îäíàêî äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé ìîãóò ïîíàäîáèòñÿ çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ
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Ðèñ. 1: Ñòðóêòóðà âû÷èñëèòåëüíîé ïðîãðàììû ðåøåíèÿ çàäà÷è. Câåð-
õó: áëîêè ïðîãðàììû. Cíèçó: âîçìîæíûå âàðèàíòû áëîêîâ.
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ïîñòîÿííûõ ïàðàìåòðîâ. Íàïðèìåð, â çàäà÷å Êåïëåðà ýòî ãðàâèòàöè-
îííûé ïàðàìåòð µ. ×òîáû íå çàãðîìîæäàòü îáðàùåíèÿ ê ïðîöåäóðàì
ïåðåäà÷åé çíà÷åíèé ýòèõ ïàðàìåòðîâ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ íèõ ãëî-
áàëüíûå ïåðåìåííûå.

Â áëîêå ìåòîäà ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ îíî ïðîâîäèòñÿ äëÿ âñå-
ãî çàäàííîãî èíòåðâàëà âðåìåíè. Îïåðàöèè ïî øàãàì èíòåãðèðîâàï-
íèÿ îðãàíèçóþòñÿ âíóòðè áëîêà. Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíûìè äàííûìè
äëÿ áëîêà ìåòîäà ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ áóäóò çíà÷åíèÿ èñêîìûõ
ôóíêöèé íà íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, âåëè÷èíà èíòåðâàëà èíòåãðè-
ðîâàíèÿ è øàã èíòåãðèðîâàíèÿ. Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû áëîêà áóäóò çíà÷å-
íèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé íà êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè. Â ðàññìîòðåííûõ
âûøå âàðèàíòàõ çàäà÷ íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ìîæåò áûòü çàäàí
ðàâíûì íóëþ.

Â îáùåì ñëó÷àå âåëè÷èíà øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü íåñîèç-
ìåðèìà ñ èíòåðâàëîì èíòåãðèðîâàíèÿ. Ò. å. â èíòåðâàëå èíòåãðèðîâàíèÿ
íå óêëàäûâàåòñÿ öåëîå ÷èñëî øàãîâ. Ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê ñèòóàöèè,
êîãäà âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé èñêîìûõ ôóíêöèé íà êîíå÷íûé ìîìåíò âðå-
ìåíè îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì. Ýòî ïðåïÿòñòâèå ìîæíî ïðåîäîëåòü
ñëåäóþùèì ñïîñîáîì.

Ðàññìîòðèì öèêë âû÷èñëåíèé ïî øàãàì èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñõåìà àë-
ãîðèòìà ìîæåò áûòü òàêîé.
1. Çàäàíèå øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ (â ïåðåìåííîé h0).
2. Ïåðåñûëêà øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ èç ïåðåìåííîé h0 â íåêîòîðóþ ïðî-
ìåæóòî÷íóþ ïåðåìåííóþ h - òåêóùèé øàã èíòåãðèðîâàíèÿ.
3. Ïðèñâîåíèå íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé èñêîìûõ ôóíêöèé è íà÷àëüíîãî ìî-
ìåíòà âðåìåíè t = 0.
4. Ïðîâåðêà: íå âûõîäèò ëè ìîìåíò âðåìåíè t+h çà ïðåäåëû èíòåðâàëà
âðåìåíè èíòåãðèðîâàíèÿ.
5. Åñëè ìîìåíò âðåìåíè t + h âûõîäèò çà ïðåäåëû èíòåðâàëà âðåìåíè
èíòåãðèðîâàíèÿ, òî íóæíî ìîäèôèöèðîâàòü øàã, ò. å. ïðèñâîèòü ïåðå-
ìåííîé h çíà÷åíèå T − t.
6. Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé èñêîìûõ ôóíêöèé íà ìîìåíò t + h ïî ôîðìó-
ëàì ìåòîäà ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.
7. Ïðèðàùåíèå òåêóùåãî ìîìåíòà âðåìåíè, ò. å. îïåðàöèÿ t = t+ h.
8. Ïðîâåðêà äîñòèæåíèÿ êîíöà èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ � ïðîâåðêà
óñëîâèÿ t ≥ T . Åñëè óñëîâèå íå âûïîëíåíî, òî ïåðåõîäèì ê ïóíêòó 4.
9. Èíà÷å çàêàí÷èâàåì èíòåãðèðîâàíèå � âûõîäèì èç áëîêà.

Â òàêîì àëãîðèòìå âû÷èñëåíèÿ àâòîìàòè÷åñêè çàêîí÷àòñÿ ïîëó÷å-
íèåì çíà÷åíèé èñêîìûõ ôóíêöèé íà ìîìåíò T .
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1.3. Ìåòîäè÷åñêîå óêàçàíèå î ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è êàæ-
äîìó ñòóäåíòó

Êàê âèäíî èç îïèñàíèÿ ïðàêòèêóìà, âîçìîæíà ôîðìóëèðîâêà áîëü-
øîãî ðÿäà ðàçëè÷íûõ çàäà÷ â ðàññìàòðèâàåìîì ñåìåéñòâå. Çàäà÷è ìî-
ãóò ðàçëè÷àòüñÿ ïî ïîñòàíîâêå èññëåäîâàíèé (çàâèñèìîñòü òî÷íîñòè îò
øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ èëè çàâèñèìîñòü òî÷íîñòè îò äëèíû èíòåðâàëà
âðåìåíè), ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, è ïî ìåòîäó ÷èñëåííîãî èíòåãðèðî-
âàíèÿ (ìåòîä Ýéëåðà, ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà, ìåòîä Ýâåðõàðòà). Ñëåäóåò
ïðåäóñìîòðåòü ñðàâíåíèå ìåæäó ñîáîé ðåçóëüòàòîâ â ðàçíûõ âàðèàí-
òàõ.

Äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ è âûïîëíåíèÿ ïðàêòèêóìà ïîíàäîáèòñÿ
êîìïüþòåð ñ óñòàíîâðåííûì â íåì êîìïèëÿòîðîì ñ îäíîãî èç ÿçûêîâ
ïðîãðàììèðîâàíè (Ôîðòðàí, Ñè èëè Ïàñêàëü).

Ñòóäåíòàì, èìåþùèì íåêîòîðûé îïûò ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ìîæíî
ïðåäëîæèòü ñîñòàâëåíèå ïðîãðàììû ðåøåíèÿ çàäà÷è ñàìîñòîÿòåëüíî
ñ âîçìîæíîñòüþ íåîáõîäèìûõ êîíñóëüòàöèé. Ñ îñòàëüíûìè ñòóäåíòà-
ìè íóæíî ïðîâîäèòü çàíÿòèÿ, ÷òîáû îáó÷èòü èõ ïðîãðàììèðîâàíèþ íà
ïðèìåðå çàäà÷è ïðàêòèêóìà.

1.4. Ôîðìà îò÷åòà ïî çàäà÷å ïðàêòèêóìà.

Êàæäîìó ñòóäåíòó ïðåäëàãàåòñÿ îäèí âàðèàíò èç çàäà÷ ðàññìàòðè-
âàåìîãî ñåìåéñòâà. Ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è ñòóäåíò äîëæåí ïîäãîòîâèòü
ïèñüìåííûé îò÷åò ïî ñëåäóùåìó ïëàíó:
1. Ââåäåíèå (Î ÷åì èäåò ðå÷ü? Ïî÷åìó âîçíèêàþò ðàññìàòðèâàåìûå
ïðîáëåìû? Çà÷åì ýòî íóæíî â øèðîêîì ïëàíå?).
2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è (Öåëü èññëåäîâàíèÿ. ×òî äàíî? ×òî îïðåäåëèòü?).
3. Îïèñàíèå èññëåäóåìîé ìåõàíè÷åñêîé ìåäåëè (Ïðèâåñòè óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ).
4. Çàäàíèå íà÷àëüíûõ óñëîâèé.
5. Óêàçàíèÿ íà ïðèìåíÿåìûå ìåòîäû (Îïèñàíèÿ ìåòîäîâ èíòåãðèðîâà-
íèÿ ïðèâîäèòü íå ñëåäóåò).
6. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû (Òàáëèöû, ãðàôèêè ñ îáúÿñíåíèÿìè).
7. Âûâîäû (Êîíñòàòàöèÿ òîãî, ÷òî èñêîìûé ðåçóëüòüàò ïîëó÷åí).

Â öåëîì òàêîé îò÷åò ìîæåò èìåòü îáúåì 3-5 ñòðàíèö.
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