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¾Òàê íàçûâàåìûé çäðàâûé ñìûñë ñîñòîèò â ïðèíöèïèàëüíîì èãíîðèðîâàíèè, çàìàë÷èâàíèè

èëè âûñìåèâàíèè âñåãî, ÷òî íå ñîîòâåòñòâóåò òðàäèöèîííîé êîíöåïöèè ìèðà, áóäòî áû

ïîëíîñòüþ îáúÿñíåííîãî â äåâÿòíàäöàòîì âåêå. À òåì âðåìåíåì íà êàæäîì øàãó ìîæíî

ñòîëêíóòüñÿ ñ ÿâëåíèÿìè, ñòðóêòóðó êîòîðûõ íå ïîíèìàåøü è íå ïîéìåøü áåç

ïðèìåíåíèÿ ñòàòèñòèêè. Íàïðèìåð, ÷åì îáúÿñíÿþòñÿ ïðîñëàâëåííàÿ duplicitas casuum

âðà÷åé, èëè ïîâåäåíèå òîëïû, èëè öèêëè÷åñêèå ôëóêòóàöèè ñìûñëà ñíîâ, èëè ñëó÷àè,

ïðîèñõîäÿùèå ñ âåðòÿùèìèñÿ ñòîëèêàìè?¿

Ñòàíèñëàâ Ëåì

¾Ðàññëåäîâàíèå¿
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Ââåäåíèå

Ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîå ïîñîáèå îñíîâàíî íà êóðñå ëåêöèé (îñåííèé ñåìåñòð) äëÿ ñòó-
äåíòîâ àñòðîíîìè÷åñêîãî îòäåëåíèÿ ïåðâîãî êóðñà Ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì.
Ëîìîíîñîâà, ÷èòàåìîãî àâòîðîì ñ 2015-ãî ãîäà. Ïîñîáèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ñòó-
äåíòàìè àñòðîíîìè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé ôèçè÷åñêèõ ôàêóëüòåòîâ óíèâåðñèòåòîâ, à
òàêæå íàó÷íûìè ñîòðóäíèêàìè èíñòèòóòîâ, çàíèìàþùèõñÿ èññëåäîâàíèÿìè â îáëàñòè
àñòðîíîìèè è ôèçèêà êîñìîñà.

Ïîñîáèå ñîäåðæèò ñâåäåíèÿ èç ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, íåîáõîäèìûå äëÿ ïåð-
âè÷íîé îáðàáîòêè íàáëþäàòåëüíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû,
â òîì ÷èñëå, ïðèâåäåíû ñïîñîáû ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ äëÿ èõ ïîñëåäóþùåé îáðàáîò-
êè, ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê äàííûõ ñ óêàçàíèåì ïîãðåøíîñòåé
ýòèõ âû÷èñëåíèé. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ëèíåéíîé è ïîëèíîìèàëüíîé ðåãðåññèè
äëÿ àïïðîêñèìàöèè äàííûõ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè. Îáñóæäàåòñÿ âîïðîñ ïðîâåðêè
äàííûõ íà ñîîòâåòñòâèå îïðåäåëåííîìó òèïó ðàñïðåäåëåíèÿ, à òàêæå ðÿä íåïàðàìåòðè-
÷åñêèõ ìåòîäîâ.

Ïîñîáèå ñíàáæåíî áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ïðèìåðîâ, ïðåèìóùåñòâåííî èç àñòðîíî-
ìèè, à òàêæå äîïîëíåíî ãëàâàìè èç ñìåæíûõ îáëàñòåé: òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, êîìáè-
íàòîðèêè, ëèíåéíîé àëãåáðû, êîòîðûå äåëàþò ïîñîáèå ñàìîäîñòàòî÷íûì äëÿ ðåøåíèÿ
øèðîêîãî êðóãà ïðèêëàäíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ çàäà÷ áåç îáðàùåíèÿ ê äîïîëíèòåëüíîé
ëèòåðàòóðå.

Ëèòåðàòóðà, èñïîëüçîâàííàÿ ïðè íàïèñàíèè ïîñîáèÿ, óêàçàíà â áèáëèîãðàôèè. Äëÿ
áîëåå óãëóáëåííîãî èçó÷åíèÿ èçëîæåííûõ â ïîñîáèè âîïðîñîâ, ðåêîìåíäóåòñÿ ñëåäóþ-
ùàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ëèòåðàòóðà. Ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòè-
êå: Â.Ñ. Ïóãà÷¼â �Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà�, Ì., Íàóêà, 1979
ã.; Â.Ñ. Ïóãà÷¼â �Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé�, Ì., Íàóêà, 1968 ã.; Á.Â. Ãíåäåíêî
�Êóðñ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé�, Ì., Íàóêà, 1988 ã.; Þ.Â. Ëèííèê �Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàä-
ðàòîâ è îñíîâû òåîðèè îáðàáîòêè íàáëþäåíèé�, Ì., Ôèçìàòãèç, 1962 ã.; À.Í. Êîëìîãîðîâ
�Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé�, Ì., Íàóêà, 1974 ã.; Å.Ñ. Âåíòöåëü �Òåîðèÿ âå-
ðîÿòíîñòåé�, Ì., Íàóêà, 1969 ã.; Ã. Êðàìåð �Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ñòàòèñòèêè�, Ì.,
Íàóêà, 1975 ã.; Â. Ôåëëåð �Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèëîæåíèé. â 2-õ ò.�
Ì., Ìèð, 1984 ã.; Ì. Ëîýâ �Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé�, Ì., Èçä-âî èíîñòðàííîé ëèòåðàòóðû,
1962 ã.; Í. Äðåéïåð, Ã. Ñìèò �Ïðèêëàäíîé ðåãðåññèîííûé àíàëèç�, Äèàëåêòèêà, 2016 ã.
Ïî ëèíåéíîé àëãåáðå: À.È. Êîñòðèêèí �Ââåäåíèå â àëãåáðó. ×àñòü II. Ëèíåéíàÿ àëãåá-
ðà�, Ì., Íàóêà, 2000 ã.; È.Ì. Ãåëüôàíä �Ëåêöèè ïî ëèíåéíîé àëãåáðå�, Ì., Íàóêà, 1971
ã.; Ô.Ð. Ãàíòìàõåð �Òåîðèÿ ìàòðèö�, Ì., Ôèçìàòëèò, 2010 ã. Ïî ÷èñëåííûì ìåòîäàì:
Í.Ñ. Áàõâàëîâ, Í.Ï. Æèäêîâ, Ã.Ì. Êîáåëüêîâ �×èñëåííûå ìåòîäû�, Ì., Áèíîì, 2020 ã.;
Í.Í. Êàëèòêèí �×èñëåííûå ìåòîäû� ÑÏá, ÁÕÂ-Ïåòåðáóðã, 2011 ã.

Ñàæèíà Î.Ñ.
2020 ã.
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1 Ïîãðåøíîñòè è îøèáêè èçìåðåíèé

Â ðàçäåëå îáñóæäàþòñÿ îñîáåííîñòè ìåòîäîâ è ïðîáëåì ìàòåìàòè÷åñêîé îáðàáîò-
êè äàííûõ è íàáëþäåíèé, â òîì ÷èñëå äàåòñÿ ïîíÿòèå ïîãðåøíîñòè (ïðÿìàÿ è îáðàò-
íàÿ çàäà÷à, òî÷íàÿ îøèáêà ïðèáëèæåííîãî ÷èñëà, ïðåäåëüíàÿ àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü,
ïðåäåëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü, ïîãðåøíîñòè ïðîñòåéøèõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíê-
öèé). Äàåòñÿ îïèñàíèå äåéñòâèé ñ ïðèáëèæåííûìè ÷èñëàìè (ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå áëèç-
êèõ ÷èñåë, óìíîæåíèå, äåëåíèå, îöåíêà îøèáêè ôóíêöèè ïðèáëèæåííûõ àðãóìåíòîâ).
Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îøèáêè èçìåðåíèé.

1.1 Î ïðèíöèïàõ, ïðîáëåìàõ è îñîáåííîñòÿõ ñáîðà è ìàòåìàòè-
÷åñêîé îáðàáîòêè äàííûõ

Îêðóæàþùèé ìèð ïîëîí èíôîðìàöèè âñåâîçìîæíîãî ðîäà. Êà÷åñòâî ñáîðà è îá-
ðàáîòêè èíôîðìàöèè ñîñòîèò íå òîëüêî â òî÷íîñòè ïðèáîðîâ è â íàäåæíîñòè ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûõ óñòàíîâîê, íî è â ïîíèìàíèè òîãî, ÷òî âñÿ èíôîðìàöèÿ õðàíèò â ñåáå
ýëåìåíòû ñëó÷àéíîñòè. Íåâîçìîæíî ïðîâåñòè íåñêîëüêî ðàç àáñîëþòíî îäèíàêîâûå ýêñ-
ïåðèìåíòû èëè îñóùåñòâèòü àáñîëþòíî îäèíàêîâûå íàáëþäåíèÿ è ïîëó÷èòü àáñîëþòíî
îäèíàêîâûé ðåçóëüòàò. Ñëó÷àéíîñòü � ýòî íåîòúåìëåìîå ñâîéñòâî ïðèðîäû è èçáàâèòü-
ñÿ îò íåå íåâîçìîæíî, à ïîòîìó íàäî óìåòü îáíàðóæèâàòü åå è êîíòðîëèðîâàòü � êàê
êà÷åñòâåííî, òàê è êîëè÷åñòâåííî.

Ïðè íàáëþäåíèÿõ, èçìåðåíèÿõ, ýêñïåðèìåíòàõ ðàçëè÷àþò íåñêîëüêî âèäîâ âîçìîæ-
íûõ îøèáîê.

• Ñèñòåìàòè÷åñêèå (èëè èíñòðóìåíòàëüíûå) îøèáêè, îøèáêè êàòàëîãîâ. Ñèñòåìàòè-
÷åñêèå îøèáêè ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì âëèÿþùèõ íà èçìåðåíèå ýôôåêòîâ, äåéñòâèå
êîòîðûõ íå ðàñïîçíàíî è íå óñòðàíåíî (èëè íå ó÷òåíî). Íàïðèìåð, âñëåäñòâèå
ðåôðàêöèè èçìåðÿåìàÿ âûñîòà ñâåòèëà íàä ãîðèçîíòîì îêàçûâàåòñÿ áîëüøå èñ-
òèííîé âûñîòû. Åñëè ðåôðàêöèþ íå ó÷èòûâàòü, òî â èçìåðåíèÿ âûñîòû ñâåòèëà
íàä ãîðèçîíòîì âíîñèòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêàÿ îøèáêà. Íà ïðàêòèêå ïîëíîñòüþ èñ-
êëþ÷èòü ñèñòåìàòè÷åñêèå îøèáêè íåëüçÿ.

• Ñóáúåêòèâíûå îøèáêè íàáëþäàòåëÿ è ýêñïåðèìåíòàòîðà, â òîì ÷èñëå ãðóáûå
îøèáêè è îïå÷àòêè.

• Îøèáêè, ñâÿçàííûå ñ ôèçè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè èññëåäóåìîãî ïðîöåññà (ôèçè-
÷åñêèå îøèáêè). Íàïðèìåð, ñîãëàñíî êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîìó ïðèíöèïó íåîïðå-
äåëåííîñòè, íåâîçìîæíî îäíîâðåìåííî èçìåðèòü òî÷íî èìïóëüñ è êîîðäèíàòó ÷à-
ñòèöû.

• Ñëó÷àéíûå îøèáêè, êîòîðûå ìîãóò áûòü êàê ñâîéñòâàìè ïðèáîðà, òàê è ñâîé-
ñòâàìè ñàìîãî èññëåäóåìîãî ïðîöåññà. Ýòè îøèáêè èññëåäóþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèìè
ìåòîäàìè, è îíè áóäóò äàëüøå îáñóæäàòüñÿ.

1.2 Ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé è äåéñòâèÿ ñ ïðèáëèæåííûìè
íåñëó÷àéíûìè ÷èñëàìè

Èç-çà îãðàíè÷åííîé òî÷íîñòè èçìåðèòåëüíûõ ïðèáîðîâ ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé âñå-
ãäà ïðèáëèæåííûå. Êðîìå òîãî, ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ñîäåðæàò è ñëó÷àéíóþ ñîñòàâ-
ëÿþùóþ, îò êîòîðîé íåëüçÿ èçáàâèòüñÿ íèêàêèì ïîâûøåíèåì òî÷íîñòè. Ðàññìîòðèì
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ñíà÷àëà, êàê îïåðèðîâàòü ñ ðåçóëüòàòàìè, ëèøåííûìè ñëó÷àéíîé ñîñòàâëÿþùåé. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷íîå ÷èñëîâîå çíà÷åíèå èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû (êàê íåçàâè-
ñÿùàÿ îò ïðèáîðà îáúåêòèâíàÿ ðåàëüíîñòü). Èçìåðåíèå æå äàåò êàêîå-òî äðóãîå çíà÷å-
íèå. Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëÿåòñÿ êîíå÷íàÿ îøèáêà èçìåðåíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ïðîäåëàí ðÿä èçìåðåíèé è êàæäîå èçìåðåíèå ñîäåðæèò ñâîþ îøèá-
êó. Äàëåå ñ ýòèìè èçìåðåíèÿìè èññëåäîâàòåëü õî÷åò ïðîèçâîäèòü, ê ïðèìåðó, ïðîñòåé-
øèå àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ: ñêëàäûâàòü, âû÷èòàòü, óìíîæàòü, äåëèòü. Îïðåäåëåíèå
îøèáîê ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè îáðàáîòêå ïðèáëèæåííûõ ÷èñåë ñ èçâåñòíûìè
îøèáêàìè (ñ èçâåñòíûìè èíòåðâàëàìè èçìåíåíèÿ) � ïðÿìàÿ çàäà÷à îáðàáîòêè ïðèáëè-
æåííûõ ÷èñåë. Åñëè æå òî÷íîñòü êîíå÷íîãî ðåçóëüòàòà çàäàåòñÿ è òðåáóåòñÿ îïðåäå-
ëèòü, ñ êàêîé òî÷íîñòüþ äîëæíû áûòü èçìåðåíû èñõîäíûå âåëè÷èíû, òî èìååò ìåñòî
îáðàòíàÿ çàäà÷à.

1.2.1 Òî÷íàÿ îøèáêà ïðèáëèæåííîãî ÷èñëà

Ïóñòü A � òî÷íîå íåèçâåñòíîå çíà÷åíèå èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû, a � èçìåðåííîå çíà-
÷åíèå, òîãäà

∆a = a− A

åñòü òî÷íàÿ îøèáêà ïðèáëèæåííîãî ÷èñëà.

1.2.2 Ïðåäåëüíàÿ àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü

Íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî εa, òàêîå, ÷òî

a− εa 6 A 6 a+ εa

íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ.
ÏÐÈÌÅÐ Ïðèâåäåì ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëüíîé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè.

Ðàññòîÿíèå S îò Çåìëè äî ïëàíåòû Ãëèçå 581ñ1 ðàâíî a = 6.2 ïàðñåêà (1 ïê = 3 · 1013

êì). Îêðóãëèì äî öåëîãî ÷èñëà ïàðñåêîâ, S ≈ 6 ïê. Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðåäåëüíàÿ
àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü (εa) îêðóãëåííîãî ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ ðàâíà ïîëîâèíå
åäèíèöû ïîñëåäíåãî çíàêà îêðóãëåíèÿ, ò.å. εa = 1 ïê /2 = 0.5 ïê.

1.2.3 Ïðåäåëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü

Ìàëà èëè âåëèêà ïðåäåëüíàÿ àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå?
Âàæíà íå òîëüêî ìàëîñòü ïðåäåëüíîé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè ñàìà ïî ñåáå, íî è åå
ìàëîñòü â ñðàâíåíèè ñ èçìåðåííîé âåëè÷èíîé (òàê, äëÿ ðàäèóñà ïëàíåòû Ãëèçå 581ñ
εa = 1 êì � ýòî î÷åíü õîðîøî, íî òà æå âåëè÷èíà äëÿ èçìåðåíèÿ äëèíû Êåð÷åíñêîãî
ìîñòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé î÷åíü ãðóáóþ ïîãðåøíîñòü). Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïðåäåëüíîé
îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè:

δa =
εa
|a|

(1)

èëè
a(1− δa) 6 A 6 a(1 + δa), a > 0

a(1 + δa) 6 A 6 a(1− δa), a < 0.

1Ïëàíåòà Ãëèçå 581ñ � ýêçîïëàíåòà â ïëàíåòíîé ñèñòåìå çâåçäû Ãëèçå 581, êîòîðàÿ áûëà îáíàðóæåíà
â àïðåëå 2007 ã. îáñåðâàòîðèåé Åâðîïåéñêîãî àñòðîíîìè÷åñêîãî ñîîáùåñòâà â ×èëè.
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ÏÐÈÌÅÐ Ïðèâåäåì ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëüíîé îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè.
Äëÿ ïðèâåäåííîãî âûøå ïðèìåðà ïðî ïëàíåòó Ãëèçå 581ñ ôîðìóëà (1) äàåò δa = 0.5 ïê
/6.2 ïê = 0.08 èëè, êàê îáû÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðåäåëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü,
8%.

1.2.4 Ñëîæåíèå ïðèáëèæåííûõ ÷èñåë

Ïóñòü a = a1 +a2 +a3 + · · ·+an, ãäå ai � ïðèáëèæåííûå ÷èñëà. Ïóñòü òàêæå èçâåñòíû
εi � ïðåäåëüíûå àáñîëþòíûå ïîãðåøíîñòè êàæäîé èç ai. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à (ïðÿìàÿ çàäà-
÷à) îïðåäåëèòü ïðåäåëüíóþ àáñîëþòíóþ ïîãðåøíîñòü äëÿ âåëè÷èíû a. Îíà åñòü ñóììà
ïðåäåëüíûõ àáñîëþòíûõ ïîãðåøíîñòåé êàæäîãî ñëàãàåìîãî:

εa =
n∑
i=1

εi.

Èç ýòîé ïðîñòîé ôîðìóëû ñëåäóåò âàæíûé âûâîä, ÷òî íå íóæíî ñòðåìèòüñÿ ïîëó-
÷àòü ïðèáëèæåííûå ñëàãàåìûå ñ ðàçíûì êîëè÷åñòâîì çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé.

1.2.5 Âû÷èòàíèå ïðèáëèæåííûõ ÷èñåë

Âû÷èòàíèå � ýòî àëãåáðàè÷åñêîå ñëîæåíèå, ïîýòîìó äëÿ äâóõ ïðèáëèæåííûõ ÷èñåë,
a1 è a2 ñ çàäàííûìè ïðåäåëüíûìè àáñîëþòíûìè ïîãðåøíîñòÿìè ε1 è ε2 èõ ðàçíîñòü
a = a1 − a2 îáëàäàåò ïðåäåëüíîé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ εa = ε1 + ε2, à ïðåäåëüíàÿ
îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü, ñîîòâåòñòâåííî,

δa =
εa
|a|

=
ε1 + ε2
|a1 − a2|

. (2)

Ïîñêîëüêó â çíàìåíàòåëå ñòîèò ðàçíîñòü äâóõ âåëè÷èí, òî âîçíèêàåò ïðîáëåìà ðîñòà
ïðåäåëüíîé îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè, êîãäà a1 è a2 ìàëî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà.
Ïðîáëåìà ìîæåò áûòü óñòðàíåíà ëèáî óâåëè÷åíèåì ÷èñëà çíà÷àùèõ öèôð ïîñëå çàïÿòîé
ëèáî, åñëè ïåðâîå íåâîçìîæíî, ñâåäåíèåì ðàçíîñòè a1 − a2 ê ðàçíîñòè α1 − α2, ãäå
a1 = m+ α1, a2 = m+ α2.

ÏÐÈÌÅÐ Ïðèâåäåì ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëüíîé îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè
äëÿ ðàçíîñòè äâóõ áëèçêèõ ÷èñåë. Ïóñòü íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ïðåäåëüíóþ îòíîñè-
òåëüíóþ ïîãðåøíîñòü ëåâîé ÷àñòè ôîðìóëû, [1]:(

r1 + r2 + s
) 3

2 −
(
r1 + r2 − s

) 3
2 = u. (3)

Ýòî ôîðìóëà Ýéëåðà, âûðàæàþùàÿ ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ ðàäèóñàìè-âåêòîðàìè ïàðà-
áîëû, äëèíîé õîðäû è âðåìåíåì. Îáû÷íî s åñòü ìàëàÿ âåëè÷èíà ïî ñðàâíåíèþ ñ r1 + r2,
è ïîýòîìó ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ïî ôîðìóëå (2) ïðèâîäèò ê ïîòåðå òî÷íîñòè. Îò ðàçíîñòè
áëèçêèõ ÷èñåë ìîæíî èçáàâèòüñÿ, óìíîæèâ è ðàçäåëèâ ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3) íà
ñóììó (

r1 + r2 + s
) 3

2 +
(
r1 + r2 − s

) 3
2 .

Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ

u =
2
(
r1 + r2

) 3
2 (3σ + σ3)(

1 + σ
) 3

2 +
(
1− σ

) 3
2

,

ãäå

σ =
s

r1 + r2

<< 1.
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Ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ áîëåå îáùèì ïðèåìîì, ðàçëîæèòü ïðåîáðàçîâàííîå âûðà-
æåíèå (3) â ðÿä ïî σ.

ÏÐÈÌÅÐ Ïðèâåäåì ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäåé ìàëûõ ïåðåñåêàþùèõñÿ îáëà-
ñòåé íà íåáåñíîé ñôåðå. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à âû÷èñëèòü ïëîùàäü íåêîòîðîé ìàëîé îáëàñòè
íà íåáåñíîé ñôåðå, çàäàííîé ÷åòûðüìÿ ïàðàìè êîîðäèíàò ñâîèõ óãëîâ, à òàêæå ïëîùàäü
ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ òàêèõ îáëàñòåé.

Ïóñòü ïîâåðõíîñòü S îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì z = f(x, y) è ïðåäïîëàãàåòñÿ ãëàäêîé
âî âñåõ òî÷êàõ, ÷òî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå â êàæäîé òî÷êå âåêòîðà, ïåðïåíäèêóëÿð-
íîãî ýòîé ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü D � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè z íà ïëîñêîñòè Oxy
(îáëàñòü D åñòü ïðîåêöèÿ ïîâåðõíîñòè S íà ïëîñêîñòü Oxy). Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè S,
îãðàíè÷åííîé îáëàñòüþ D, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

S =
x

(D)

√
1 +

(
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

dxdy.

Óãîë γ ìåæäó ïåðïåíäèêóëÿðîì è îñüþ Oz îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

cos γ = ± 1√
1 +

(
∂f
∂x

)2

+

(
∂f
∂y

)2
.

Ïîñòðîèì ïðîåêöèþ åäèíè÷íîé îáëàñòè ∆σij íà êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü Oxy:

∆σij =
∆xi ·∆yi

cos γij
,

ãäå γij âû÷èñëÿåòñÿ â òî÷êå cij. Ïîëíàÿ ïëîùàäü S åñòü ïðåäåë ñóììû:

∑
i,j

∆σij =
∑
i,j

√
1 +

(
∂f

∂xi

)2

+

(
∂f

∂yj

)2

∆xi∆yj.

Òàêèì îáðàçîì,

S =
x

(D)

√
1 +

(
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

dxdy.

Ïóñòü òåïåðü z åñòü íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ x è y: F (x, y, z) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå

∂F

∂x
+
∂F

∂z
· ∂z
∂x

= 0,

∂F

∂y
+
∂F

∂z
· ∂z
∂y

= 0.

È

∂z

∂x
= −

∂F

∂x
∂F

∂z

,

∂z

∂y
= −

∂F

∂y
∂F

∂z

.

11



Îêîí÷àòåëüíî,

S =
x

(D)

√(
∂F

∂x

)2

+

(
∂F

∂y

)2

+

(
∂F

∂z

)2

∣∣∣∣∂F∂z
∣∣∣∣ dxdy.

Êàæäîå ïîëå îïðåäåëÿåòñÿ íà ñôåðå x2 + y2 + z2 = 1. Äëÿ íåÿâíî çàäàííîé ïîâåðõ-
íîñòè

∂F

∂x
= 2x,

∂F

∂y
= 2y,

∂F

∂z
= 2z,

è

S =
x

(D)

√
x2 + y2 + z2

|z|
dxdy.

Ââîäÿ ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû íà ñôåðå åäèíè÷íîãî ðàäèóñà

x = cosα, y = sinα,

ìû ïåðåõîäèì îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ê ïîëÿðíûì ñ ÿêîáèàíîì ïåðåõîäà r:

S =

r2∫
r1

α2∫
α1

1√
1− r2

rdαdr.

Âûáåðåì â êà÷åñòâå êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy ïëîñêîñòü íåáåñíîãî ýêâàòîðà. Â
ýòîì ñëó÷àå óãîë α ∈ (0, 2π) åñòü ïðÿìîå âîñõîæäåíèå, à δ ∈ (0, π/2) � ñêëîíåíèå. Îñü
Oz íàïðàâëåíà íà ñåâåðíûé ïîëþñ.

Ñâÿçü ìåæäó ïîëÿðíîé êîîðäèíàòîé r è óãëîì íàêëîíà δ åñòü

r1 = cos δ2, r2 = cos δ1

(δ1 < δ2).

Äëÿ êàæäîãî ïîëÿ (α1, δ1), (α2, δ2), (α3, δ3), (α4, δ4) áóäåì ïðèáëèæåííî ñ÷èòàòü α1 =
α3, α2 = α4 è δ1 = δ2, δ3 = δ4. Íàïðèìåð (â ãðàäóñàõ):

α1 = 170.56404, δ1 = 18.3216;

α2 = 169.51245, δ2 = 18.32824;

α3 = 170.5539, δ3 = 17.32329;

α4 = 169.50818, δ4 = 17.3299.

Ïëîùàäü

S =

cos δ1∫
cos δ2

α2∫
α1

1√
1− r2

rdαdr = (α2 − α1) · (sin δ2 − sin δ1) ≈

≈ (α2 − α1) · (δ2 − δ1) · cos
δ1 + δ2

2
.
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Çäåñü è äàëåå ìû èñïîëüçóåì òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôîðìóëó äëÿ óñòðàíåíèÿ ðàçíî-
ñòè ñèíóñîâ áëèçêèõ óãëîâ. Ïîñêîëüêó ìû õîòèì ðàññìàòðèâàòü äâà ïåðåñåêàþùèõñÿ
ïîëÿ, òî äëÿ ïîäñ÷åòà ïîëíîé ïëîùàäè íóæíî èñêëþ÷èòü ïëîùàäü èõ ïåðåñå÷åíèÿ:

S1,2 = S1 + S2 − SU

Ýòî ëåãêî ñäåëàòü â òåðìèíàõ ïðîåêöèè: íåîáõîäèìî óïîðÿäî÷èòü êîîðäèíàòû óãëîâ
äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëåé α1

1, α
1
2, α

2
1, δ

2
2 è δ

1
1, δ

1
2, δ

2
1, δ

2
2.

Ïîëó÷àåì óïîðÿäî÷åííûé (âàðèàöèîííûé) ðÿä α̃1 < α̃2 < α̃3 < α̃4 è δ̃1 < δ̃2 < δ̃3 < δ̃4.
Äàëåå,

SU = (α̃3 − α̃2) · (sin δ̃3 − sin δ̃2) ≈ (α̃3 − α̃2) · (δ̃3 − δ̃2) · cos
δ̃3 + δ̃2

2
.

Ðàññìîòðèì äâà ïîëÿ ñ êîîðäèíàòàìè, ñîîòâåòñòâåííî:

α1
1 = 170.56404, δ1

1 = 18.3216;

α1
2 = 169.51245, δ1

2 = 18.32824;

α1
3 = 170.5539, δ1

3 = 17.32329;

α1
4 = 169.50818, δ1

4 = 17.3299.

è
α2

1 = 170.37474, δ2
1 = 18.66864;

α2
2 = 169.32095, δ2

2 = 18.67431;

α2
3 = 170.36562, δ2

3 = 17.67029;

α2
4 = 169.31784, δ2

4 = 17.67593.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè âûáåðåì

α1
1 = 170.56404, δ1

1 = 18.3216, α1
2 = 169.50818, δ1

2 = 17.3299;

α1
2 = 170.37474, δ1

2 = 18.66864, α2
2 = 169.31784, δ2

2 = 17.67593.

Óïîðÿäî÷èì âåëè÷èíû óãëîâ ïî âîçðàñòàíèþ:

(α̃1, α̃2, α̃3, α̃4) = (169.31784, 169.50818, 170.37474, 170.56404);

(δ̃1, δ̃2, δ̃3, δ̃4) = (17.3299, 17.67593, 18.3216, 18.66864).

Ïîëíàÿ ïëîùàäü ýòèõ äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëåé åñòü (â êâ. ãðàäóñàõ):

S12 = S1 + S2 − SU = 0.99683 + 0.99686− 0.53213 = 1.46156.
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1.2.6 Óìíîæåíèå ïðèáëèæåííûõ ÷èñåë

Ïóñòü a = a1 ·a2 è çàäàíû ε1 ε2 � ïðåäåëüíûå àáñîëþòíûå ïîãðåøíîñòè âåëè÷èí a1 è
a2 ñîîòâåòñòâåííî. Îïðåäåëèì ïðåäåëüíûå àáñîëþòíóþ è îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòè
εa è δa.

Ïðîèçâåäåíèå òî÷íûõ (íåèçâåñòíûõ) âåëè÷èí

A = A1 · A2 = (a1 −∆1) · (a2 −∆2) = a1a2 − a1∆2 −∆1a2 + ∆1∆2 =

= a− a1∆2 − a2∆1 + ∆1∆2,

ãäå ∆1 è ∆2 � òî÷íûå îøèáêè ïðèáëèæåííûõ âåëè÷èí a1 è a2 ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷íàÿ
îøèáêà ïðîèçâåäåíèÿ åñòü

∆a = a− A = a1∆2 + a2∆1 −∆1∆2.

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå åñòü âåëè÷èíà âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ïîýòîìó åé ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

∆a = a1∆2 + a2∆1

èëè, äëÿ ïðåäåëüíîé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè,

εa = |a1|ε2 + |a2|ε1.

Ïðåäåëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü (1) ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïðèáëèæåííûõ âå-
ëè÷èí åñòü

δa =
εa
|a|

=
|a1|ε2 + |a2|ε1
|a1a2|

=
ε2
|a2|

+
ε1
|a1|

= δ1 + δ2.

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ n ñîìíîæèòåëåé ak

δa =
n∑
k=1

δk.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäåëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíà ñóììå
ïðåäåëüíûõ îòíîñèòåëüíûõ ïîãðåøíîñòåé ñîìíîæèòåëåé.

1.2.7 Äåëåíèå ïðèáëèæåííûõ ÷èñåë

Ïóñòü a = a1/a2 è òàê æå êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ïðÿìàÿ çàäà÷à,
ò.å. ε1 è ε2 çàäàíû è òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïðåäåëüíûå àáñîëþòíóþ è îòíîñèòåëüíóþ
ïîãðåøíîñòè εa è δa. Àíàëîãè÷íî âûâîäó ôîðìóë äëÿ óìíîæåíèÿ, äëÿ òî÷íîãî çíà÷åíèÿ

A =
A1

A2

=
a1 −∆1

a2 −∆2

.

Òî÷íàÿ îøèáêà ïðèáëèæåííîé âåëè÷èíû a:

∆a =
a1

a2

− a1 −∆1

a2 −∆2

=
a2∆1 − a1∆2

a2
2 − a2∆2

.

Ââåäåì âåëè÷èíó

∆̃a =
a2∆1 − a1∆2

a2
2
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è íàéäåì ðàçíîñòü ýòîé ââåäåííîé âåëè÷èíû è òî÷íîé îøèáêè ïðèáëèæåííîé âåëè÷èíû
a:

∆̃a −∆a = −(a2∆1 − a1∆2)∆2

a2
2(a2 −∆2)

.

Ïîñêîëüêó a2 6= 0, òî (∆̃a −∆a) åñòü ìàëàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, à çíà÷èò ñ òî÷íîñòüþ
äî ìàëîé âòîðîãî ïîðÿäêà ∆̃a = ∆a = (a2∆1 − a1∆2)/a2

2. Òîãäà ïðåäåëüíàÿ àáñîëþòíàÿ
ïîãðåøíîñòü îòíîøåíèÿ äâóõ ïðèáëèæåííûõ âåëè÷èí åñòü

εa =
|a1|ε2 + |a2|ε1

a2
2

.

Ïðåäåëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü (1) îòíîøåíèÿ äâóõ âåëè÷èí åñòü

δa =

(
|a1|ε2 + |a2|ε1

a2
2

)
·
∣∣∣∣a2

a1

∣∣∣∣ =
ε1
|a1|

+
ε2
|a2|

= δ1 + δ2,

÷òî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëüíîé àáñîëþòíîé ïîãðåø-
íîñòè äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ïðèáëèæåííûõ âåëè÷èí.

1.2.8 Îöåíêà îøèáêè ôóíêöèè ïðèáëèæåííûõ àðãóìåíòîâ

Ïóñòü çàäàíà íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f è U = f(A). Åñëè âìåñòî
òî÷íîãî çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà A ïîäñòàâèòü åãî ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå a, òî ïîëó÷åííîå
çíà÷åíèå ôóíêöèè u = f(a) òàêæå áóäåò ïðèáëèæåííûì.

Ïóñòü çàäàíà ïðåäåëüíàÿ àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü εa. Ðåøèì ïðÿìóþ çàäà÷ó è íàé-
äåì ïðåäåëüíóþ àáñîëþòíóþ ïîãðåøíîñòü ðåçóëüòàòà, εu.

U = f(A) = f(a−∆a) = f(a)−∆af
′(ξ),

ãäå ξ � ëþáîå ÷èñëî, òàêîå ÷òî a − ∆a 6 ξ 6 a (èñïîëüçîâàíà òåîðåìà Ëàãðàíæà î
êîíå÷íîì ïðèðàùåíèè). Êðîìå òîãî, ∆u = u− U . Òîãäà

∆u = f ′(ξ)∆a.

Åñëè â ïîñëåäíåé ôîðìóëå çàìåíèòü ξ íà a, òî îøèáêà òàêîé çàìåíû áóäåò áîëåå
âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì ∆a: ∆u = f ′(a)∆a, èëè, ò.ê. εa > |∆a|, òî ïðåäåëüíàÿ àáñîëþòíàÿ
ïîãðåøíîñòü èñêîìîé ôóíêöèè

εu = |f ′(a)|εa,

à ïðåäåëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü èñêîìîé ôóíêöèè

δu =

∣∣∣∣f ′(a)

f(a)

∣∣∣∣|a|δa.
Ïðåäåëüíàÿ àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü ôóíêöèè íåñêîëüêèõ àðãóìåíòîâ èìååò àíà-

ëîãè÷íóþ ñòðóêòóðó:

εu =

∣∣∣∣∂f∂x
∣∣∣∣εa +

∣∣∣∣∂f∂y
∣∣∣∣εb, (4)

ãäå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f(x, y) áåðóòñÿ â òî÷êå x = a, y = b.
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ÏÐÈÌÅÐ Ïðèâåäåì ïðèìåð îöåíêè îøèáêè ôóíêöèè ïðèáëèæåííûõ àðãóìåíòîâ.
Óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îáîðîòíîãî ìàÿòíèêà ñëåäóþùèì
îáðàçîì, [1]:

g =
4π2l

P 2
,

ãäå l � ïðèâåäåííàÿ äëèíà ìàÿòíèêà, P � ïåðèîä êîëåáàíèÿ.
Íàáëþäåíèÿ äàëè çíà÷åíèÿ âåëè÷èí è èõ ïðåäåëüíûå ïîãðåøíîñòè: l = 50.02 ñì,

P = 1.4196 ñåê, εl = 10−2 ñì, εP = 10−4 ñåê.
Âû÷èñëèì óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè g è åãî ïðåäåëüíóþ ïîãðåøíîñòü (çíà÷åíèå π =

3.1416, ò.å. επ = 5 · 10−5).
Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (4), ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ïðåäåëüíîé àáñîëþòíîé ïîãðåøíî-

ñòè

εg =
8πl

P 2
επ +

4π2

P 2
εl +

8π2l

P 3
εP = 0.37 ñì/ñåê2.

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ âû÷èñëåíèé ïîëó÷èì g = 979.88± 0.37 ñì/ñåê2.
Åñëè ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî îäíîé çíà÷àùåé öèôðû, εg = 0.4

ñì/ñåê2, òî g = 979.9± 0.4 ñì/ñåê2.
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2 Îñíîâû òåîðèè âåðîÿòíîñòè è êîìáèíàòîðèêè

Â ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ýëåìåíòû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Äàþòñÿ îñíîâíûå ïî-
íÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ: îïûò, ñîáûòèå, âåðîÿòíîñòü, íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ. Ïðèâîäÿòñÿ
îñíîâíûå ôîðìóëû êîìáèíàòîðèêè, ñóììà âåðîÿòíîñòåé, óìíîæåíèå âåðîÿòíîñòåé, ãåî-
ìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü, óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü, ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü, ôîðìóëà Áàéåñà.

2.1 Îïûò, ñîáûòèå è âåðîÿòíîñòü

Îñíîâíûìè îáúåêòàìè, ñ êîòîðûìè îïåðèðóåò òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé, ÿâëÿþòñÿ îïûò
(èëè èñïûòàíèå) è ðåçóëüòàò îïûòà (èëè èñõîä, ñîáûòèå). Òàê, áðîñàíèå èãðàëüíîãî
êóáèêà è âûñòðåëû ïî ìèøåíè � ýòî ïðèìåðû îïûòà, à âûïàäåíèå îïðåäåëåííîãî êî-
ëè÷åñòâà òî÷åê íà èãðàëüíîì êóáèêå è ïîïàäàíèå (èëè íåïîïàäàíèå) â ìèøåíü � ýòî
ïðèìåðû ñîîòâåòñòâóþùèõ äàííûì îïûòàì ñîáûòèé.

Â ïðîöåññå êàêîãî-íèáóäü îïûòà ñîáûòèå ïîÿâëÿåòñÿ ñ îïðåäåëåííîé ÷àñòîòîé. ×à-
ñòîòà ñëóæèò äëÿ îïðåäåëåíèÿ îñíîâíîãî ïîíÿòèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòè � ñîáñòâåííî âå-
ðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ. Ïóñòü ïðîâåäåíî n îäèíàêîâûõ îïûòîâ (¾îäèíàêîâîñòü¿ îçíà÷àåò
ïî âîçìîæíîñòè îäèíàêîâûå óñëîâèÿ âñåõ îïûòîâ). Ïóñòü ðåçóëüòàòàìè ýòèõ îïûòîâ
ñëóæèò, ê ïðèìåðó, ïîÿâëåíèå íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ A. Òîãäà ÷àñòîòà ïîÿâëåíèÿ ñîáû-
òèÿ A åñòü îòíîøåíèå ÷èñëà ïîÿâëåíèé ýòîãî ñîáûòèÿ mA ê îáùåìó ÷èñëó èñïûòàíèé n.
Åñëè ÷èñëî èñïûòàíèé âåëèêî, òî òàêàÿ ÷àñòîòà è íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ2

A:
p = P (A) =

mA

n
.

Ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ äëÿ p, î÷åâèäíî, 0 è 1.
Åñëè ñîáûòèå íåâîçìîæíî, òî åãî âåðîÿòíîñòü ðàâíà 0, îäíàêî ñîáûòèå ñ âåðîÿòíî-

ñòüþ p = 0 íåîáÿçàòåëüíî íåâîçìîæíî: òàê, âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü, ñòðåëÿÿ èç ïèñòîëåòà,
â çàäàííóþ òî÷êó íà ñòåíå (áåç êàêîé-ëèáî ïîãðåøíîñòè) ðàâíà íóëþ, íî ýòî ñîáûòèå
íå ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíûì. Íåâîçìîæíîå ñîáûòèå îáîçíà÷àåòñÿ ∅. Àíàëîãè÷íî, âåðîÿò-
íîñòü äîñòîâåðíîãî ñîáûòèÿ ðàâíà 1, äîñòîâåðíîå ñîáûòèå îáîçíà÷àåòñÿ Ω.

Ëþáîìó ñëó÷àéíîìó ñîáûòèþ ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå åãî âåðîÿòíîñòü, ÷èñ-
ëî îò 0 äî 1.

Ìàòåìàòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä âåðîÿòíîñòÿìè ââîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî îïåðàöèÿì íàä
ñëó÷àéíûìè ñîáûòèÿìè. Äðóãèìè ñëîâàìè, èñïîëüçóåòñÿ àïïàðàò òåîðèè ìíîæåñòâ, [2].
Êàê êîìáèíàòîðèêà, òàê è òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáøèðíûå ñàìî-
ñòîÿòåëüíûå äèñöèïëèíû, ïîýòîìó â ðàìêàõ äàííîãî ïîñîáèÿ ââåäåì òîëüêî îñíîâíûå
ïîíÿòèÿ è îáñóäèì âàæíåéøèå ïðèåìû è ïðàâèëà, íåîáõîäèìûå äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè-
÷åñêèõ çàäà÷.

2.2 Ãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü

×àñòî áûâàåò òàê, ÷òî ìíîæåñòâî èñõîäîâ êàêîãî-ëèáî îïûòà áåñêîíå÷íî � íàïðèìåð,
ïîïàäàíèå òî÷êè íà çàäàííûé îòðåçîê. Â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ (äëÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ) âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A åñòü îòíîøåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ìåð
(äëèí, ïëîùàäåé, îáúåìîâ):

P (A) =
mes(g)

mes(G)
,

2Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ìîæíî íàéòè â êíèãå [2].
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ãäå mes îáîçíà÷àåò ìåðó ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè, g � îáëàñòü äîïóñòèìûõ èñõî-
äîâ è G � îáëàñòü âñåõ âîçìîæíûõ èñõîäîâ.

ÏÐÈÌÅÐ Ïðèâåäåì ïðèìåð íà âû÷èñëåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè. Â ëþ-
áûå ìîìåíòû ïðîìåæóòêà âðåìåíè T ðàâíîâîçìîæíû ïîñòóïëåíèÿ â ïðèåìíèê äâóõ
ñèãíàëîâ, [4]. Ïðèåìíèê áóäåò çàáèò, åñëè ïðîìåæóòîê âðåìåíè ìåæäó ìîìåíòàìè ïî-
ñòóïëåíèÿ ñèãíàëîâ ìåíüøå τ . Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðèåìíèê çàáèò.

Ïóñòü x è y � ìîìåíòû ïîñòóïëåíèÿ ñèãíàëîâ â ïðèåìíèê. Îòìåòèì îáëàñòü èõ
äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé íà äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè. Â õîäå îïûòà âåëè÷èíû x è y ìîãóò
ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ îò 0 äî T , çíà÷èò, îáëàñòü èõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàò ñî ñòîðîíîé T . Îáëàñòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òîìó, ÷òî ïðèåìíèê
çàáèò (ò.å., ïðîìåæóòîê âðåìåíè ìåæäó ìîìåíòàìè ïîñòóïëåíèÿ ñèãíàëîâ îêàæåòñÿ
ìåíüøå τ), îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì:

|x− y| < τ.

Ìåðà îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé G åñòü ïëîùàäü ýòîé îáëàñòè

S(G) = T 2,

à ìåðà èñêîìîé îáëàñòè g åñòü ïëîùàäü ôèãóðû íà ïëîñêîñòè, ëåæàùåé â ïåðâîé ÷åò-
âåðòè è îãðàíè÷åííîé îñÿìè êîîðäèíàò è ïðÿìûìè: y − x = τ , x− y = τ , y = T , x = T :

S(g) = T 2 − (T − τ)2

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðèåìíèê çàáèò:

p =
S(g)

S(G)
= 1−

(
1− τ

T

)2

.

2.3 Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü

Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü äëÿ äâóõ ñîáûòèé A è B (âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñîáûòèå A
ïîÿâèëîñü ïðè óñëîâèè ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ B) åñòü îòíîøåíèå ÷èñëà îïûòîâ, â êîòîðûõ
ñîáûòèÿ A è B ïîÿâèëèñü âìåñòå (mAB), ê ÷èñëó îïûòîâ, â êîòîðûõ ïîÿâèëîñü òîëüêî
ñîáûòèå B (mB):

P (A|B) =
mAB

mB

=
mAB/n

mB/n
=
P (A ·B)

P (B)
.

2.3.1 Íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ

Äâà ñîáûòèÿ A è B íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè îäíîâðåìåííî A íå çàâèñèò îò
B

P (A|B) = P (A)

è B íå çàâèñèò îò A
P (B|A) = P (B).

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò âàæíîå ñâîéñòâî íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé, ÷àñòî ïðèíè-
ìàåìîå çà ñàìî îïðåäåëåíèå íåçàâèñèìîñòè

P (A|B) =
P (A ·B)

P (B)
= P (A)

èëè
P (A ·B) = P (A)P (B).
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2.3.2 Óìíîæåíèå âåðîÿòíîñòåé

Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè, ââîäèòñÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ âåðîÿò-
íîñòåé:

P (A ·B) = P (A) · P (B|A) = P (B) · P (A|B).

2.3.3 Ñëîæåíèå âåðîÿòíîñòåé

Åñëè ñîáûòèÿ Ai è Aj íåñîâìåñòíûå, ò.å. Ai·Aj = ∅ äëÿ i 6= j, òî P (Ai+Aj) = P (Ai)+
P (Aj). Åñëè ñîáûòèÿ Ai è Aj ñîâìåñòíûå, òî P (Ai + Aj) = P (Ai) + P (Aj)− P (Ai · Aj).
Äðóãèìè ñëîâàìè, ñîâìåñòíîñòü Ai è Aj îçíà÷àåò, ÷òî Ai · Aj 6= ∅.

Âàæíî îòëè÷àòü íåñîâìåñòíîñòü îò íåçàâèñèìîñòè: åñëè Ai è Aj � íåçàâèñèìû, òî
P (Ai · Aj) = P (Ai) · P (Aj).

Äëÿ íåçàâèñèìûõ è ñîâìåñòíûõ ñîáûòèé A è B ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî 1− P (A+B) =
P (A ·B), ãäå A � ñîáûòèå, ïðîòèâîïîëîæíîå A: P (A) = 1− P (A).

ÏÐÈÌÅÐ Ïðèâåäåì ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñóììû ñîáûòèé. Ïî ìíîãî-
ëåòíèì íàáëþäåíèÿì èçâåñòíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ðàéîíå îáñåðâàòîðèè íî÷ü áóäåò
ÿñíîé, [4]: â ôåâðàëå ýòà âåðîÿòíîñòü ðàâíà 0.18, â ìàðòå 0.24 è â àïðåëå 0.36. Íàáëþ-
äàòåëü áóäåò èìåòü â ñâîåì ðàñïîðÿæåíèè èíñòðóìåíò â íî÷ü ñ 5-ãî íà 6-å ÷èñëî è ñ
20-ãî íà 21-å ÷èñëî êàæäîãî èç ýòèõ ìåñÿöåâ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðîãðàììà
íàáëþäåíèé áóäåò âûïîëíåíà, åñëè äëÿ åå âûïîëíåíèÿ òðåáóåòñÿ:

• îäíà ÿñíàÿ íî÷ü (p1);

• äâå ÿñíûå íî÷è (p2).

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷à ñíà÷àëà ñôîðìóëèðóåì ïðîèñõîäÿùèå ñîáûòèÿ:

• A1 � ÿñíàÿ íî÷ü ñ 5-ãî íà 6-å ÷èñëà ôåâðàëÿ,

• A2 � ÿñíàÿ íî÷ü ñ 20-ãî íà 21-å ÷èñëà ôåâðàëÿ,

• B1 � ÿñíàÿ íî÷ü ñ 5-ãî íà 6-å ÷èñëà ìàðòà,

• B2 � ÿñíàÿ íî÷ü ñ 20-ãî íà 21-å ÷èñëà ìàðòà,

• C1 � ÿñíàÿ íî÷ü ñ 5-ãî íà 6-å ÷èñëà àïðåëÿ,

• C2 � ÿñíàÿ íî÷ü ñ 20-ãî íà 21-å ÷èñëà àïðåëÿ.

Ïîñêîëüêó ïðåäîñòàâëåííûå àñòðîíîìó íî÷è äëÿ íàáëþäåíèÿ îòäåëåíû äðóã îò äðó-
ãà áîëüøèì ïåðèîäîì âðåìåíè (15 äíåé), òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñîáûòèÿ (ò.å., â äàí-
íîì ñëó÷àå íàáëþäåíèÿ) íåçàâèñèìûìè. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áûëà îäíà ÿñíàÿ íî÷ü
îçíà÷àåò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÿñíîé áûëà õîòÿ áû îäíà íî÷ü:

p1 = P (A1 + A2 +B1 +B2 + C1 + C2).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñóììû òàêèõ ñîáûòèé èñïîëüçóåì ïîëåçíûé ïðèåì
ïåðåõîäà ê ïðîòèâîïîëîæíîìó (äîïîëíèòåëüíîìó) ñîáûòèþ. Òàê, î÷åâèäíî, äëÿ ëþáîé
âåðîÿòíîñòè p âåðíî: p+ p = 1. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

p1 = P (A1 + A2 +B1 +B2 + C1 + C2) =

= 1− P (A1)P (A2)P (B1)P (B2)P (C1)P (C2) =

= 1− (1− 0.18)(1− 0.24)(1− 0.36)(1− 0.18)(1− 0.24)(1− 0.36) ≈
≈ 1− 0.16 = 0.84.
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Çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî âñå ñîáûòèÿ íåçàâèñèìû, à âåðîÿòíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ íåçàâèñè-
ìûõ ñîáûòèé ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ âåðîÿòíîñòåé.

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áóäóò äâå ÿñíûå íî÷è, âû÷èñëèì ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íîãî
ïðèåìà: p2 = 1 − P (íè îäíà íî÷ü íå ÿñíàÿ) − P (ðîâíî îäíà íî÷ü ÿñíàÿ). Äðóãèìè
ñëîâàìè,

p2 ≈ 1− 0.16− 2 · 0.18 · (1− 0.18) · (1− 0.24)2 · (1− 0.36)2 −
− 2 · (1− 0.18)2 · 0.24 · (1− 0.24) · (1− 0.36)2 −
− 2 · (1− 0.18)2 · (1− 0.24)2 · 0.36 · (1− 0.36) ≈ 0.49.

2.4 Ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü

Ñëåäñòâèåì ïðàâèë ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëî ïîëíîé
âåðîÿòíîñòè. Îñòàíîâèìñÿ íà ýòîì áîëåå ïîäðîáíî.

Ïóñòü íóæíî íàéòè âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A, P (A), ïðè÷åì èçâåñòíî, ÷òî ñîáû-
òèå A çàâèñèò îò óñëîâèé îïûòà. Îá ýòèõ óñëîâèÿõ ïåðåä íà÷àëîì ðåøåíèÿ çà-
äà÷è íóæíî ñôîðìóëèðîâàòü n âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ ïðåäïîëîæåíèé (èëè ãèïîòåç):
H1, H2, H3, . . . , Hn. Èíòåðåñíî, ÷òî ãèïîòåçû ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû ðàçíûìè ñïî-
ñîáàìè, âàæíî ïîìíèòü, ÷òî îíè äîëæíû áûòü âçàèìîèñêëþ÷àþùèìè (ò.å. íåñîâìåñò-
íûìè):

Hi ·Hj = ∅,

÷òî îçíà÷àåò
P (Hi ·Hj) = 0,

è â ñîâîêóïíîñòè èñ÷åðïûâàòü âñå âîçìîæíûå ñèòóàöèè:

H1 ∪H2 ∪H3 ∪ · · · ∪Hn = Ω,

÷òî, î÷åâèäíî, îçíà÷àåò

P (H1 ∪H2 ∪H3 ∪ · · · ∪Hn) = 1.

Êàæäàÿ ãèïîòåçà Hi � ýòî ñëó÷àéíîå ñîáûòèå, âåðîÿòíîñòü êîòîðîãî äî ïðîâå-
äåíèÿ îïûòà (ò.å. àïðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü) îöåíèâàåòñÿ êàê P (Hi). Ïî âûáîðó Hi:∑n

i=1 P (Hi) = 1.
Ïóñòü òàêæå èçâåñòíû óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ A ïðè êàæäîé ãè-

ïîòåçå Hi: P (A|H1), P (A|H2), P (A|H3), . . . , P (A|Hn).
Òîãäà

P (A) =
n∑
i=1

P (Hi · A),

ïîòîìó ÷òî ñîáûòèå A ìîæåò ïîÿâèòñÿ òîëüêî ñ îäíîé èç ãèïîòåç

A = H1 · A+H2 · A+ · · ·+Hn · A.

Êðîìå òîãî,
P (Hi · A) = P (Hi)P (A|Hi).

Îêîí÷àòåëüíî ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè:

P (A) =
n∑
i=1

P (Hi) · P (A|Hi). (5)
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ÏÐÈÌÅÐ Ïðèâåäåì ïðèìåð íà âû÷èñëåíèå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè. Ñðåäè íàáëþäà-
åìûõ ñïèðàëüíûõ ãàëàêòèê 23% ïðèíàäëåæàò ïîäòèïó Sa, 31% � ïîäòèïó Sb è 46% �
ïîäòèïó Sc, [4]. Âåðîÿòíîñòü âñïûøêè â òå÷åíèå ãîäà ñâåðõíîâîé çâåçäû â ãàëàêòèêå Sa
ñîñòàâëÿåò 0.0020, â ãàëàêòèêå Sb � 0.0035, â ãàëàêòèêå Sc � 0.0055. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
(P ) âñïûøêè ñâåðõíîâîé â äàëåêîé ñïèðàëüíîé ãàëàêòèêå, ïîäòèï êîòîðîé îïðåäåëèòü
íå óäàåòñÿ.

Ïî óñëîâèþ, âåðîÿòíîñòè ïðèíàäëåæíîñòè ãàëàêòèêè ê îïðåäåëåííîìó ïîäòèïó:
P (Sa) = 0.23, P (Sb) = 0.31, P (Sc) = 0.46. Òîãäà, ïî ôîðìóëå (5),

P =
∑
i=a,b,c

P (Si)P (H|Si),

ãäå H � ñîáûòèå âñïûøêè ñâåðõíîâîé è P (H|Si) âåðîÿòíîñòü âñïûøêè ñâåðõíîâîé, ïðè
óñëîâèè, ÷òî îíà ïðîèçîøëà â ãàëàêòèêàõ Sa, Sb è Sc ñîîòâåòñòâåííî. Ïîäñòàâëÿÿ ÷èñ-
ëåííûå âåëè÷èíû èç óñëîâèÿ, ïîëó÷àåì:

P = 0.23 · 0.0020 + 0.31 · 0.0035 + 0.46 · 0.0055 = 0.0041.

2.5 Ôîðìóëà Áàéåñà

Êàê ñëåäñòâèå ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè è ôîðìóëû óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé,
ðàññìîòðèì ôîðìóëó Áàéåñà.

Ôîðìóëà Áàéåñà ïîçâîëÿåò ïåðåñ÷èòûâàòü àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè P (Hi) ñ ó÷åòîì
ðåçóëüòàòà îïûòà. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ñîáûòèå A óæå ïðîèçîøëî, òî ìîæíî îïðåäå-
ëèòü íàèáîëåå çíà÷èìûé ôàêòîð, ïîâëèÿâøèé íà ýòî ñîáûòèå. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî
îïðåäåëèòü P (Hk|A) � ò.í. àïîñòåðèîðíóþ âåðîÿòíîñòü.

Ïóñòü, êàê è ïðè âûâîäå ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè, âñå ôàêòîðû, âëèÿþùèå
íà ñîáûòèå A êàêèì-òî îáðàçîì áûëè ñôîðìóëèðîâàíû â âèäå ãèïîòåç H1, H2, . . . , Hn,
òàêèõ ÷òî îáÿçàòåëüíî Hi · Hj = ∅ è

∑n
i Hi = Ω. È ïóñòü èçâåñòíû àïðèîðíûå, ò.å.,

îöåíåííûå äî îïûòà âåðîÿòíîñòè P (H1), P (H2), . . . , P (Hn).
Ïóñòü, íàêîíåö, ñîáûòèå A ïðîèçîøëî. Òîãäà ìîæíî çàíîâî ïåðåñ÷èòàòü âåðî-

ÿòíîñòè P (H1), P (H2), . . . , P (Hn) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ñîáûòèå A ïðîèçîøëî: íàéäåì
P (H1|A), P (H2|A), . . . , P (Hn|A).

Èçâåñòíî, ÷òî P (HkA) = P (Hk)P (A|Hk) = P (A)P (Hk|A). Òîãäà ôîðìóëà Áàéåñà:

P (Hk|A) =
P (Hk)P (A|Hk)

P (A)
,

ãäå

P (A) =
n∑
i=1

P (Hi)P (A|Hi).

ÏÐÈÌÅÐ Ïðèâåäåì ïðèìåð íà âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Áàé-
åñà. Â ïðîäîëæåíèå çàäà÷è èç ïðèìåðà íà âû÷èñëåíèå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè, [4]. Ïóñòü
îïðåäåëèëîñü, ÷òî â òå÷åíèå ÷àñà íàáëþäåíèé äàëåêîé ñïèðàëüíîé ãàëàêòèêè â íåé áûëà
îáíàðóæåíà âñïûøêà ñâåðõíîâîé. Íàéòè âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ãàëàêòèêè ïðèíàäëåæèò
ïîäòèïàì Sa, Sb è Sc ñîîòâåòñòâåííî.

Âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ãàëàêòèêè ïðèíàäëåæèò ïîäòèïàì Sa, Sb è Sc:

P (Sa|H) =
0.23 · 0.0020

0.0041
= 0.11,
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P (Sb|H) =
0.31 · 0.0035

0.0041
= 0.26,

P (Sc|H) =
0.46 · 0.0055

0.0041
= 0.62.

2.6 Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè

Íàïîìíèì îñíîâíûå êîìáèíàòîðíûå ôîðìóëû (Òàáëèöà 1), ïîçâîëÿþùèå âû÷èñëÿòü
êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âûáîðà èç ãðóïïû ýëåìåíòîâ îïðåäåëåííóþ ïîäãðóïïó ýëåìåíòîâ,
ñîáëþäàÿ îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ.

Â êîìáèíàòîðèêå ñóùåñòâóþò äâå ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûå ñõåìû òàêîãî âûáîðà.
Â ïåðâîé ñõåìå êàæäûé âûáðàííûé ýëåìåíò èñêëþ÷àåòñÿ èç èñõîäíîãî ìíîæåñòâà. Âî
âòîðîé ñõåìå ïðîèñõîäèò ïîýëåìåíòíûé âûáîð ñ îáÿçàòåëüíûì âîçâðàùåíèåì âûáðàííî-
ãî ýëåìåíòà íà êàæäîì øàãå è ïåðåìåøèâàíèåì. Ïîñëå îñóùåñòâëåíèÿ âûáîðà ñîãëàñíî
îäíîé èç äâóõ ñõåì, ýëåìåíòû ìîãóò áûòü óïîðÿäî÷åíû èëè íå óïîðÿäî÷åíû.

Áîëåå ïîäðîáíî ðàññìîòðèì âûøåñêàçàííîå íà ïðèìåðàõ.
Òàê, ðàçìåùåíèÿ áåç ïîâòîðåíèé3 âîçíèêàþò â çàäà÷àõ íà ñîñòàâëåíèå ÷èñåë,

ïðè÷åì êàæäàÿ öèôðà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà òîëüêî îäèí ðàç. Íàïðèìåð, èç öèôð
{1, 2, 3, 4, 5} ìîæíî ñîñòàâèòü A4

5 = 120 ÷åòûðåõçíà÷íûõ ÷èñëà (åñëè çàïðåòèòü ïîâòî-
ðåíèå öèôð).

Â ñëó÷àå ðàçìåùåíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè4, êîãäà ïîâòîðåíèå öèôð ðàçðåøåíî, ïî-

ëó÷àåì A
4

5 = 54. Çäåñü æå ïðèâåäåì ïðèìåð èç ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè, [5]. Ïóñòü ìåõà-
íè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç n ÷àñòèö è ðàññìàòðèâàåòñÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ðàç-
áèòîì íà m ÿ÷ååê. Ñêîëüêèìè ðàâíîâîçìîæíûìè ñîñòîÿíèÿìè õàðàêòåðèçóåòñÿ äàííàÿ
ñèñòåìà? Îòâåò çàâèñèò îò òîãî, ðàçëè÷èìû ÷àñòèöû èëè íåò. Òàê, äëÿ êëàññè÷åñêîé
ñòàòèñòèêè Ìàêñâåëëà-Áîëüöìàíà, â êîòîðîé ÷àñòèöû ðàçëè÷èìû, êàæäàÿ èç ÷àñòèö
ìîæåò ïîïàñòü â ëþáóþ èç m ÿ÷ååê íåçàâèñìî îò îñòàëüíûõ ÷àñòèö. Òîãäà ÷èñëî âñåõ
âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé òàêîé ñèñòåìû åñòü A

n

m = mn.
Çàäà÷ó íà ïåðåñòàíîâêè áåç ïîâòîðåíèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó-

÷àé çàäà÷è íà ðàçìåùåíèÿ áåç ïîâòîðåíèé, êîãäà êîëè÷åñòâî ðàçìåùàåìûõ ýëåìåíòîâ
ðàâíî êîëè÷åñòâó ïîçèöèé, íà êîòîðûå èõ ðàçìåùàþò (ïðè n = k, Akn = n!/(n − k)! =
n! = Pn). Íàïðèìåð, êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü 4 ðàçíûå êíèãè íà ïîëêå åñòü
P4 = 4!

Òèïè÷íûé ïðèìåð íà ïåðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðåíèÿìè � ôîðìèðîâàíèå ðàçíûõ
ñëîâ èç áóêâ êàêîãî-ëèáî çàäàííîãî ñëîâà. Íàïðèìåð, ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñåìèáóêâåí-
íûõ ñëîâ ìîæíî ñîñòàâèòü èç áóêâ, îáðàçóþùèõ ñëîâî "àâèàöèÿ"(ïîä ñëîâàìè ïîäðàçó-
ìåâàþòñÿ ëþáûå, äàæå ëèøåííûå ñìûñëà, íàáîðû áóêâ)? Ñíà÷àëà ïåðåñ÷èòàåì êîëè÷å-
ñòâî òèïîâ áóêâ è êîëè÷åñòâî áóêâ â êàæäîì òèïå: n1 = 2 (áóêâà À), n2 = 2 (áóêâà È),
n3 = n4 = n5 = 1 (áóêâû Â,Ö è ß). Âñåãî áóêâ n = 7. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïåðåñòàíîâêè
îäèíàêîâûõ áóêâ íå äàþò íîâûõ ñëîâ, ïîëó÷àåì P (2, 2, 1, 1, 1) = 7!/(2!2!1!1!1!) = 1260.

Ñî÷åòàíèÿ áåç ïîâòîðåíèé5 � ýòî íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìàÿ â ñòàòèñòèêå êîì-
áèíàòîðíàÿ ôîðìóëà (ñõåìà èñïûòàíèé Áåðíóëëè). Òèïè÷íîé çàäà÷åé íà ïðèìåíåíèå
ýòîé ôîðìóëû ÿâëÿåòñÿ âûáîð øàðîâ èç óðíû. Íàïðèìåð, èç óðíû, ñîäåðæàùåé n = 10
øàðîâ, ìîæíî íàóãàä âûáðàòü k = 4 øàðà êîëè÷åñòâîì ñïîñîáîâ: Ck

n = C4
10 = 10!/4!/6! =

3Äðóãèå íàçâàíèÿ: óïîðÿäî÷åííàÿ âûáîðêà áåç ïîâòîðåíèé, óïîðÿäî÷åííàÿ âûáîðêà áåç âîçâðàùå-
íèé.

4Äðóãèå íàçâàíèÿ: óïîðÿäî÷åííàÿ âûáîðêà ñ ïîâòîðåíèÿìè, óïîðÿäî÷åííàÿ âûáîðêà ñ âîçâðàùåíè-
ÿìè.

5Äðóãèå íàçâàíèÿ: íåóïîðÿäî÷åííàÿ âûáîðêà áåç ïîâòîðåíèé, íåóïîðÿäî÷åííàÿ âûáîðêà áåç âîçâðà-
ùåíèé.
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Òàáëèöà 1:

Îñíîâíûå ôîðìóëû êîìáèíàòîðèêè

ðàçìåùåíèÿ ïåðåñòàíîâêè ñî÷åòàíèÿ

áåç Akn = n!
(n− k)!

Pn = n! Ck
n = n!

k!(n− k)!
ïîâòîðåíèé

ñ ïîâòîðåíèÿìè A
k

n = nk P (n1, n2, . . . , nk) = C
m

n =
(n+m− 1)!
(m− 1)!n!

= n!
n1!n2! . . . nk!

210. Ñíîâà èñïîëüçóÿ ïðèìåð èç ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè, ðàññìîòðèì óæå êâàíòîâóþ
ñòàòèñòèêó Ôåðìè-Äèðàêà (ñïðàâåäëèâà äëÿ ýëåêòðîíîâ, íåéòðîíîâ, ïðîòîíîâ), ïðè êî-
òîðîé n ÷àñòèö íåðàçëè÷èìû, èõ ÷èñëî ìåíüøå ÷èñëà ÿ÷ååê (n < m) è êàæäàÿ ÿ÷åéêà
ìîæåò ñîäåðæàòü íå áîëåå îäíîé ÷àñòèöû. Òîãäà òàêàÿ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà
õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷èñëîì ðàâíîâîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé Cn

m.
Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ çàäà÷ íà ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíè-

ÿìè6. Ïóñòü íåîáõîäèìî ñîñòàâèòü íàáîð n = 10 äåòàëåé, èñïîëüçóÿ m = 4 òèïà äåòà-
ëåé. Ðåøèì çàäà÷ó ñâåäåíèåì ê ïðåäûäóùåé êîìáèíàòîðíîé ôîðìóëå: ê ïåðåñòàíîâêàì
ñ ïîâòîðåíèåì. Ðàññìîòðèì îäèí òèïè÷íûé âàðèàíò âîçìîæíîãî íàáîðà, çàïèñàâ åãî
ñ ïîìîùüþ íóëåé è åäèíèö, ãäå åäèíèöû áóäóò îáîçíà÷àòü êîëè÷åñòâî äåòàëåé îïðå-
äåëåííîãî òèïà, à íóëè áóäóò îáîçíà÷àòü ïåðåõîä îò îäíîãî íàáîðà ê äðóãîìó. Òàê,
{1 1 0 1 1 1 1 0 1 1 0 1 1} îçíà÷àåò, ÷òî áûëî íàáðàíî k1 = 2 äåòàëåé ïåðâîãî òèïà, k2 = 4
äåòàëåé âòîðîãî òèïà, k3 = 2 äåòàëåé òðåòüåãî òèïà è k4 = 2 äåòàëåé ÷åòâåðòîãî òèïà.
Íóëè ðàçäåëÿþò ãðóïïû äåòàëåé è êîëè÷åñòâî íóëåé åñòü m− 1 = 3. Ðàçëè÷íûå âàðè-
àíòû òàêèõ íàáîðîâ � ýòî ïåðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðåíèÿìè èç 10-òè åäèíèö è 3-õ íóëåé:

C
4

10 = P (10, 3) = 13!/3!/10! = 286. Âîçâðàùàÿñü ê ïðèìåðó èç ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè,
ðàññìîòðèì êâàíòîâóþ ñòàòèñòèêó Áîçå-Ýéíøòåéíà (ñïðàâåäëèâà äëÿ ôîòîíîâ, àòîì-
íûõ ÿäåð, àòîìîâ ñ ÷åòíûì ÷èñëîì ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö), ïðè êîòîðîé âñå n ÷àñòèö
íåðàçëè÷èìû è âñå èõ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî m ÿ÷åéêàì ðàâíîâîçìîæíû. Òàêàÿ êâàíòîâî-
ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷èñëîì ñîñòîÿíèé Cn

m+n−1. Èëè, åùå îäèí ïðè-
ìåð, óðàâíåíèå x1 +x2 + · · ·+xm = n ïðè íàòóðàëüíîì n èìååò Cn

m+n−1 íåîòðèöàòåëüíûõ
öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé7.

ÏÐÈÌÅÐ Ïðèâåäåì ïðîñòîé ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ êîìáèíàòîðíûõ ôîðìóë ïðè
âû÷èñëåíèè âåðîÿòíîñòåé.

Â èçäàííîì â 1784 ã. êàòàëîãå Ìåññüå, ñîäåðæàùåì íàáëþäàåìûå íà íåáå 108 ÿð-
êèõ òóìàííûõ îáúåêòîâ, èìååòñÿ 39 ãàëàêòèê, 29 ðàññåÿííûõ ñêîïëåíèé, 29 øàðîâûõ
ñêîïëåíèé, 6 äèôôóçíûõ òóìàííîñòåé è 5 ïëàíåòàðíûõ òóìàííîñòåé, [4]. Îïðåäåëèòü
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç äâóõ îáúåêòîâ, íàóãàä âûáðàííûõ â êàòàëîãå,

6Äðóãèå íàçâàíèÿ: íåóïîðÿäî÷åííàÿ âûáîðêà ñ ïîâòîðåíèÿìè, íåóïîðÿäî÷åííàÿ âûáîðêà ñ âîçâðà-
ùåíèÿìè.

7Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî â ïðèìåðàõ èñïîëüçîâàëèñü ðàçíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ êîìáèíàòîðíûõ ïà-
ðàìåòðîâ, âàæåí èõ ñìûñë ïðè ïîñòàíîâêå êîíêðåòíîé çàäà÷è.
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• êàæäûé îêàæåòñÿ ãàëàêòèêîé;

• îäèí îêàæåòñÿ øàðîâûì, à äðóãîé � ðàññåÿííûì ñêîïëåíèåì.

Â ïåðâîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ÷èñëà ñïîñîáîâ âûáðàòü äâà
îáúåêòà èç èìåþùèõñÿ 39 ãàëàêòèê (ò.í. áëàãîïðèÿòíîå ñîáûòèå) ê ÷èñëó ñïîñîáîâ
âûáðàòü äâà îáúåêòà èç ïîëíîãî êàòàëîãà:

pa =
C2

39

C2
108

≈ 0.128.

Âî âòîðîì ñëó÷àå áëàãîïðèÿòíîå ñîáûòèå åñòü âûáîð îäíîãî îáúåêòà èç 29-òè øà-
ðîâûõ ñêîïëåíèé è îäíîâðåìåííîãî âûáîðà îäíîãî îáúåêòà èç 29-òè ðàññåÿííûõ ñêîï-
ëåíèé. Îáùåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ âûáðàòü äâà îáúåêòà èç âñåãî êàòàëîãà
îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïóíêòå:

pb =
C1

29C
1
29

C2
108

≈ 0.146.

2.7 Ïîâòîðåíèå îïûòîâ (ñõåìà èñïûòàíèÿ Áåðíóëëè) è ïðîèçâî-
äÿùàÿ ôóíêöèÿ

Ïóñòü îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü n íåçàâèñèìûõ îïûòîâ, â êàæäîì èç êî-
òîðûõ ïðîèñõîäèò èëè íå ïðîèñõîäèò ñîáûòèå A. È ïóñòü âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A, P (A),
èçâåñòíà. Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ
A ðîâíî m ðàç. Îáîçíà÷èì èñêîìóþ âåðîÿòíîñòü Pm,n, à P (A) = p. Îáîçíà÷èì òàêæå âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñîáûòèå A íå ïîÿâèëîñü ÷åðåç q. Î÷åâèäíî, q = 1−p. Òîãäà èñêîìàÿ
âåðîÿòíîñòü Pm,n = Cm

n p
mqn−m. Åñëè ïðîâîäÿòñÿ íåçàâèñèìûå îïûòû â èçìåíÿþùèõñÿ

óñëîâèÿõ, ò.å. P (Ai) = pi è qi = 1 − pi, òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè Pm,n ïîñòðîèì
ôóíêöèþ (ò.í. ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ)

φn(x) =
n∏
i=1

(qi + pix) =
n∑

m=0

Pm,nx
m

Âåðîÿòíîñòè Pm,n åñòü êîýôôèöèåíòû ïðè xm â ðàçëîæåíèè ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè.
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3 Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

3.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè

3.1.1 Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � ýòî âåëè÷èíà, êîòîðàÿ â ðåçóëüòàòå îïûòà ìîæåò ïðèíèìàòü
òî èëè èíîå çíà÷åíèå, çàðàíåå íåèçâåñòíîå, íî ïðèíàäëåæàùåå ìíîæåñòâó âîçìîæíûõ
çíà÷åíèé. Ëþáàÿ ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû òàêæå åñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû ìîãóò áûòü êàê íåïðåðûâíîãî, òàê è äèñêðåòíîãî òèïîâ.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà îáîçíà÷åíèÿ: ïðîïèñíûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè

X, Y, Z, . . .

áóäåì îáîçíà÷àòü ñàìè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, à ñòðî÷íûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè

x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn, z1, z2, . . . , zn

áóäåì îáîçíà÷àòü âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìîãóò ïðèíèìàòü ýòè ñëó÷àéíûå âåëè-
÷èíû.

ÏÐÈÌÅÐ Ïðèâåäåì ïðèìåð ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû äèñêðåòíîãî òèïà. ×èñëî î÷êîâ,
âûïàâøèõ ïðè îäíîêðàòíîì áðîñàíèè êóáèêà. Ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé åñòü
{x1, x2, x3, x4, x5, x6} = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

ÏÐÈÌÅÐ Ïðèâåäåì ïðèìåð ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íåïðåðûâíîãî òèïà. Îøèáêà èç-
ìåðåíèÿ ñêîðîñòè êîìåòû ∆v. Ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé åñòü

[∆vmin,∆vmax].

3.1.2 Ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü

Ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòüþ íàçûâàåòñÿ íàáîð âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû (ò.í. ïîëíûé íàáîð). Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ïîëíûé
íàáîð çíà÷åíèé, êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, íèêîãäà íå èçâåñòåí.

3.1.3 Âûáîðêà

Âûáîðêà � ýòî êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ïîäìíîæåñòâî ãåíå-
ðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè. Âûáîðêà � ýòî òî, ÷òî àíàëèçèðóåòñÿ â ëþáîé çàäà÷å ìàòåìàòè-
÷åñêîé ñòàòèñòèêè.

3.1.4 Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X � ýòî ôóíêöèÿ p(x), êîòîðàÿ óñòàíàâ-
ëèâàåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âîçìîæíûìè çíà÷åíèÿìè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è âåðîÿòíî-
ñòÿìè ýòèõ çíà÷åíèé.

Òàê, äëÿ äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, êàæäîìó âîçìîæíîìó çíà÷åíèþ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû {x1, x2, . . . , xn} ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ñâîÿ âåðîÿòíîñòü

{p(x1), p(x2), . . . , p(xn)},

ïðè÷åì
∑n

i=1 p(xi) = 1 (ïîñêîëüêó ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà îáÿçàíà ïðèíÿòü îäíî èç ñâîèõ
âîçìîæíûõ çíà÷åíèé è èõ íàáîðîì èñ÷åðïûâàþòñÿ âñå âîçìîæíîñòè äëÿ åå çíà÷åíèÿ).

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñïîñîáîâ çàäàíèÿ çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
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Òàáëèöà 2:

Ïðåäñòàâëåíèå çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â âèäå òàáëèöû �
ñòàòèñòè÷åñêîãî ðÿäà ðàñïðåäåëåíèÿ

xi x1 x2 x3 . . . xn
p(xi) p(x1) p(x2) p(x3) . . . p(xn)

• Ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ {xi, p(xi)};

• Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) èëè èíòåãðàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ;

• Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) èëè äèôôåðåíöèàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ.

Êàæäûé èç ýòèõ ñïîñîáîâ îäíîçíà÷íî è ïîëíîñòüþ çàäàåò çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû. Âàæíî îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî è ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), è
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(x), è ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ {xi, p(xi)} � ôóíêöèè íå ñëó÷àéíî-
ãî àðãóìåíòà (ò.å. ñàìè íå ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè). Îíè åñòü ôóíêöèè çíà÷åíèé, êîòîðûå
ìîæåò ïðèíèìàòü ñëó÷àéíûé àðãóìåíò.

3.1.5 Ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èëè ñòàòèñòè÷åñêèé ðÿä

Ïðîñòåéøåé ôîðìîé çàäàíèÿ çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íûX ÿâëÿåòñÿòàáëèöà, êîòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå è íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèì ðÿäîì
ðàñïðåäåëåíèÿ, (Òàáëèöà 2). Êàæäîìó çíà÷åíèþ xi ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå âåðîÿòíîñòü
p(xi).

ÏÐÈÌÅÐ Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ðÿäà ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû. Ïóñòü ïðîèçâîäèòñÿ äâà íåçàâèñèìûõ îïûòà,â êàæäîì èç êîòîðûõ ñîáûòèå A ïîÿâ-
ëÿåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ p = 0.60. Ïîñòðîèòü çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
X � ÷èñëà ïîÿâëåíèé ñîáûòèÿ A.

Èñõîäÿ èç óñëîâèÿ çàäà÷è, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ
{x0, x1, x2} = {0, 1, 2}.

Íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòè {p(x0), p(x1), p(x2)}: p(x0) åñòü âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî íè â ïåðâîì, íè âî âòîðîì ñëó÷àå ñîáûòèå A íå ïîÿâèëîñü, p(x1) åñòü âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñîáûòèå A ïîÿâèëîñü ðîâíî îäèí ðàç (ëèáî â ïåðâîì îïûòå, ëè-
áî âî âòîðîì), p(x2) åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñîáûòèå A ïîÿâèëîñü â îáîèõ îïûòàõ.
Ýòèì íàáîðîì äîëæíû èñ÷åðïûâàòüñÿ âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûX,
ïîýòîìó êîíòðîëüíîé ïðîâåðêîé âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà óñëîâèÿ
p(x0) + p(x1) + p(x2) = 1. Èòàê,

p(x0) = (1− p) · (1− p) = 0.16,

p(x1) = (1− p) · p+ p · (1− p) = 0.48,

p(x2) = p · p = 0.36.

Âû÷èñëèâ âåðîÿòíîñòè, ïîñòðîèì ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ, (Òàáëèöà 3).
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Òàáëèöà 3:

Ñòàòèñòè÷åñêèé ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ
{x0, x1, x2} = {0, 1, 2} ñ âåðîÿòíîñòÿìè {p(x0), p(x1), p(x2)} = {0.16, 0.48, 0.36}

xi 0 1 2
p(xi) 0.16 0.48 0.36

3.1.6 Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

Ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ F (x), îïðåäå-
ëåííàÿ íà âñåé äåéñòâèòåëüíîé îñè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F (x) = P (X < x),

ãäå X � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, à x � íåñëó÷àéíîå ôèêñèðîâàííîå âîçìîæíîå çíà÷åíèå
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
íåñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ íà ìíîæåñòâå âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû íà îòðåçîê åñòü

P (X ∈ [α, β)) = F (β)− F (α).

Íå ëþáàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

• âåðîÿòíîñòü íåâîçìîæíîãî ñîáûòèÿ ðàâíà íóëþ:

F (−∞) = P (X < −∞) = P (∅) = 0;

• âåðîÿòíîñòü äîñòîâåðíîãî ñîáûòèÿ ðàâíà åäèíèöå:

F (+∞) = P (X < +∞) = P (Ω) = 1;

• ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ � íåóáûâàþùàÿ, ò.å. äëÿ x2 > x1 âûïîëíÿåòñÿ F (x2) >
F (x1).

Äèñêðåòíûé àíàëîã ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (ò.å. ïîíÿòèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
äëÿ äèñêðåòíûõ âåëè÷èí) � ýòî êóìóëÿòà.

ÏÐÈÌÅÐ Ïîñòðîèì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà:

F (0) = P (X < 0) = 0,

F (1) = P (0 6 X < 1) = P (X = 0) = 0.16,

F (2) = P (0 6 X < 2) = P (X = 0) + P (X = 1) = 0.16 + 0.48 = 0.64,

F (2 + ε) = P (0 6 X < 2 + ε) = P (X = 0) + P (X = 1) + P (X = 2) =

0.16 + 0.48 + 0.36 = 1.

Ôóíêöèÿ F îïðåäåëåíà íà âñåé äåéñòâèòåëüíîé îñè.
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3.1.7 Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè

Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè èëè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ââîäèòñÿ è èìååò ñìûñë
òîëüêî äëÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:

f(x) = F ′(x).

Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè, êàê è ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, íå ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ,
à äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì:

• f(x) > 0,

•
+∞∫
−∞

f(x)dx = 1.

Èç îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x)
ãåîìåòðè÷åñêè åñòü ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè f(x):

F (x) =

∫ x

−∞
f(t)dt.

Äèñêðåòíûé àíàëîã ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè � ãèñòîãðàììà.

3.1.8 Äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè f(x, y) äâóõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y . Ýòî òàêàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé

• f(x, y) > 0,

•
+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

f(x, y)dxdy = 1.

Äâóìåðíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

F (x, y) = P (X 6 x, Y 6 y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
f(t, τ)dtdτ.

Äëÿ íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïðè çàäàííîé ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè ìîæíî
îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîìåðíûå (ìàðãèíàëüíûå) ïëîòíîñòè

f(x) =

∫
f(x, y)dy, f(y) =

∫
f(x, y)dx.

Äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ
çíà÷åíèé x è y

f(x, y) = f(x) · f(y).

ÏÐÈÌÅÐ Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êóñî÷íî-çàäàííóþ ôóíêöèþ

f(x, y) =

{
x+ y, åñëè 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1

0, âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ
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è ïîêàæåì, ÷òî îíà ìîæåò ñëóæèòü ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y . Äåéñòâèòåëüíî,∫ 1

0

∫ 1

0

(
x+ y

)
dxdy =

∫ 1

0

(∫ 1

0

xdx

)
dy +

∫ 1

0

(∫ 1

0

ydx

)
dy =

∫ 1

0

1

2
dy +

∫ 1

0

ydy =

=
1

2
+

1

2
= 1.

ÏÐÈÌÅÐ Ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð, [6]. Ïóñòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò
âèä:

f(x, y) =

{
cx2y, åñëè x2 6 y 6 1

0, âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ

Îïðåäåëèì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà c èç óñëîâèÿ òîãî, ÷òî äàííàÿ ôóíêöèÿ äîëæíà
áûòü ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî
äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ x íóæíî áðàòü âåëè÷èíó y, ìåíÿþùóþñÿ íà
îòðåçêå [x2, 1]. Òàêèì îáðàçîì,

1 =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y)dxdy = c

∫ 1

−1

∫ 1

x2
x2ydxdy = c

∫ 1

−1

x2

(∫ 1

x2
ydy

)
dx =

= c

∫ 1

−1

x2 1− x4

2
dx =

4c

21
.

Òîãäà

c =
21

4
.

Òåïåðü, äëÿ ïðèìåðà, âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X íå
ìåíüøå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y :

P (X > Y ) =
21

4

∫ 1

0

∫ x

x2
x2ydxdy =

21

4

∫ 1

0

x2

(∫ x

x2
ydy

)
dx =

=
21

4

∫ 1

0

x2

(
x2 − x4

2

)
dx =

3

20
.

ÏÐÈÌÅÐ Ðàññìîòðèì ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ îäíîìåðíîé ïëîòíîñòè ïî èçâåñòíîé
äâóìåðíîé ïëîòíîñòè. Ïóñòü

f(x, y) = e−(x+y), x, y > 0.

Òîãäà

f(x) = e−x ·
∫ ∞

0

e−ydy = e−x.

ÏÐÈÌÅÐ Ïóñòü X è Y � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ îäèíàêîâûìè ïëîò-
íîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ, [6]:

f(x) = f(y) = f(z) =

{
2z, åñëè 0 6 z 6 1

0, âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ

Âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòü P (X + Y 6 1), èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ íåçàâèñèìîñòè:

f(x, y) = f(x) · f(y) =

{
4xy, åñëè 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1

0, âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ
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Òàáëèöà 4:

Ïðåäñòàâëåíèå ïðîñòîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ðÿäà

íîìåð íàáëþäåíèÿ i 1 2 . . . n
ðåçóëüòàò íàáëþäåíèÿ xi x1 x2 . . . xn

Òîãäà

P (X + Y 6 1) =
x

x+y61

f(x, y)dxdy = 4

∫ 1

0

x

(∫ 1−x

0

ydy

)
dx =

= 4

∫ 1

0

x

(
1− x

)2

2
dx =

1

6
.

ÏÐÈÌÅÐ Ïóñòü äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü çàäàíà â âèäå, [6]:

f(x, y) =

{
2e−(x+3y), åñëè x > 0 è y > 0

0, âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ

Ïîñêîëüêó îáëàñòü èçìåíåíèÿ X è Y ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíèê (0,∞) ×
(0,∞) è ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ
ôóíêöèé

f(x, y) =
(
2e−x

)
·
(
e−3y

)
,

òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìû.

3.2 Ïðåäñòàâëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ

3.2.1 Ïðîñòîé ñòàòèñòè÷åñêèé ðÿä

Ïðîñòîé ñòàòèñòè÷åñêèé ðÿä óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå òàáëèöû (Òàáëèöà 4) êàê
ñîîòâåòñòâèå íîìåðà íàáëþäåíèÿ i è ðåçóëüòàòà íàáëþäåíèÿ xi.

3.2.2 Âàðèàöèîííûé ðÿä

Åñëè â ïðîñòîì ñòàòèñòè÷åñêîì ðÿäå óïîðÿäî÷èòü âñå ýëåìåíòû xi (íàïðèìåð, ïî
âîçðàñòàíèþ):

x∗1 6 x∗2 6 x∗3 6 · · · 6 x∗n,

òî ïîëó÷åííûé ðÿä áóäåò íàçûâàòüñÿ âàðèàöèîííûì ðÿäîì. Âåëè÷èíà x∗k íàçûâàåòñÿ
�ïîðÿäêîâàÿ ñòàòèñòèêà�. Âåëè÷èíà Jn(x) = x∗n − x∗1 íàçûâàåòñÿ �ðàçìàõ âûáîðêè�.

3.2.3 Ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

Ïî âàðèàöèîííîìó ðÿäó ìîæíî ïîñòðîèòü ýìïèðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ:

F ∗(x) = P ∗(X < x) =
nx
n
,

ãäå nx � ÷èñëî çíà÷åíèé âåëè÷èíû X, êîòîðûå ìåíüøå ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà x, à n �
îáúåì âûáîðêè (ò.å. îáùåå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ âûáîðêè).
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Òàáëèöà 5:

Òàáëèöà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

xν −3 −2 −1 0 1 2 3
mν 1 2 4 6 5 1 1

Âåëè÷èíàX ìîæåò ïðèíèìàòü è îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ. Òîãäà ïóñòü k � ÷èñëî ðàçíûõ
çíà÷åíèé âåëè÷èíû X (î÷åâèäíî, k 6 n). Ïóñòü èíäåêñ ν = {1, 2, . . . , k}. Òîãäà â êàæ-
äîé òî÷êå xν ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F ∗(x) áóäåò ïðåòåðïåâàòü ñêà÷îê,
ðàâíûé ÷àñòîòå:

p∗ν =
mν

n
,

ãäå mν � ÷èñëî îäèíàêîâûõ çíà÷åíèé âåëè÷èíû X. Î÷åâèäíî,
∑k

ν=1 p
∗
ν = 1. Ïðîèëëþ-

ñòðèðóåì âûøåñêàçàííîå ïðèìåðîì.
ÏÐÈÌÅÐ Ïðèâåäåì ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü äëÿ i = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20} ñîîòâåòñòâóþùèå
xi = {1,−2, 0, 1,−3,−1, 0,−1, 1, 3, 0,−1, 1, 2, 0,−1, 0,−2, 0, 1}. Èç óñëîâèÿ âèäíî, ÷òî ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò âñåãî ñåìü ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ñ îïðåäåëåííîé ÷àñòîòîé
(Òàáëèöà 5).

3.2.4 Ïîëèãîí ÷àñòîò

Ïîëèãîí ÷àñòîò � ýòî ñãðóïïèðîâàííûå äàííûå âûáîðêè. Åñëè îáúåì âûáîðêè
{x1, x2, x3, . . . , xn} áîëüøîé (n > 50) è ÷èñëî îäèíàêîâûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
âåëèêî (mν > 20), òî äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøåé îáðàáîòêè äàííûõ èñïîëüçóþò ñãðóï-
ïèðîâàííûå âûáîðî÷íûå äàííûå, ñòðîÿ ïîëèãîí ÷àñòîò. Îïèøåì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ
ïîëèãîíà ÷àñòîò, èç êîòîðîãî ñòàíåò ÿñíî åãî îïðåäåëåíèå.

ÀËÃÎÐÈÒÌ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÏÎËÈÃÎÍÀ ×ÀÑÒÎÒ

1. Ïîñòðîèòü âàðèàöèîííûé ðÿä äàííûõ (ò.å. óïîðÿäî÷èòü âûáîðêó) è íàéòè xmin =
x∗1 è xmax = x∗n;

2. Âåñü ðàçìàõ [x∗1, x
∗
n] ðàçáèòü íà k ðàâíûõ èíòåðâàëîâ ãðóïïèðîâàíèÿ. ×èñëî èíòåð-

âàëîâ ìîæíî âûáðàòü k ≈ log2 n+ 1. Â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ 7 6 k 6 10. Èíîãäà
óäîáíî âçÿòü èíòåðâàëû ðàçíîé äëèíû, â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà ïîïàäàþùèõ
â íèõ òî÷åê;

3. Îòìåòèòü â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ êðàéíèå òî÷êè èíòåðâàëîâ:

x̂0, x̂1, . . . , x̂k−1, x̂k,

à òàêæå ñåðåäèíû èíòåðâàëîâ x̃1, x̃2, . . . , x̃k;

4. Ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâà âûáîðî÷íûõ äàííûõ n1, n2, . . . , nk, ïîïàâøèõ â êàæäûé
èíòåðâàë (Òàáëèöà 6).

5. Çàìåíèòü âåëè÷èíû nj íà ÷àñòîòû p∗j = nj/n è ïîëó÷èòü ñòàòèñòè÷åñêèé ðÿä.

Ñîâîêóïíîñòü òî÷åê {x̃j, p∗j} è åñòü ïîëèãîí ÷àñòîò.
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Òàáëèöà 6:

Êîëè÷åñòâî ïîïàäàíèé çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â ïîñòðîåííûå èíòåðâàëû

èíòåðâàë Jj [x̂0, x̂1) . . . [x̂j−1, x̂j) . . . [x̂k−1, x̂k]
÷èñëî ïîïàäàíèé n1 . . . nj . . . nk

3.2.5 Ãèñòîãðàììà

Ãèñòîãðàììà � ýòî äèñêðåòíûé àíàëîã8 ôóíêöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè, íàçûâàå-
ìàÿ òàêæå ýìïèðè÷åñêîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè f ∗(x).

Ïóñòü p∗j åñòü ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà ñ äëèíîé îñíîâàíèÿ ∆x̂j = x̂j − x̂j−1, j =
1, . . . , k. Òîãäà âûñîòà ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà è îïðåäåëÿåòñÿ êàê ýìïèðè÷åñêàÿ ïëîò-
íîñòü âåðîÿòíîñòè â òî÷êå x̃j

f ∗(x̂j) =
p∗j

∆x̂j
=

nj
n ·∆x̂j

.

Çäåñü, êàê è ïðè ïîñòðîåíèè ïîëèãîíà, x̂0, x̂1, . . . , x̂k � êðàéíèå òî÷êè èíòåðâàëîâ, íà
êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ âàðèàöèîííûé ðÿä îáðàáàòûâàåìûõ äàííûõ. Ñîâîêóïíîñòü òàêèõ
ïðÿìîóãîëüíèêîâ äëÿ âñåõ x̂0, x̂1, . . . , x̂k è ñîñòàâëÿåò ãèñòîãðàììó, êîòîðàÿ ïðè áîëü-
øîì êîëè÷åñòâå òî÷åê ïåðåõîäèò â ñâîé íåïðåðûâíûé àíàëîã, â ôóíêöèþ ïëîòíîñòè
âåðîÿòíîñòè. Ñóììà ïëîùàäåé âñåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàâíà åäèíèöå.

3.2.6 Êóìóëÿòà

Êóìóëÿòà � ïðèáëèæåííàÿ ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Òî÷íî òàê æå,
êàê ãèñòîãðàììà ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì àíàëîãîì ôóíêöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè, òàê
è êóìóëÿòà ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì àíàëîãîì ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

F ∗(x̂ν) = P (X < x̂ν) =
ν∑
j=1

p∗j =
ν∑
j=1

nj
n
.

Çäåñü, êàê è âûøå, x̂0, x̂1, . . . , x̂ν , . . . , x̂k � êðàéíèå òî÷êè èíòåðâàëîâ, íà êîòîðûå ðàç-
áèâàåòñÿ âàðèàöèîííûé ðÿä îáðàáàòûâàåìûõ äàííûõ, k ≈ log2 n+ 1 � îáû÷íî ðåêîìåí-
äóåìîå ÷èñëî èíòåðâàëîâ ðàçáèåíèÿ, n � ÷èñëî ýëåìåíòîâ âûáîðêè, nj � ÷èñëî äàííûõ
èçìåðåíèé, ïîïàâøèõ â èíòåðâàë [x̂j−1, x̂j]. Òî÷êà x̂ν � îäíà èç òî÷åê-êîíöîâ èíòåðâàëà:
ïðè âû÷èñëåíèè êóìóëÿòû âñå ïðåäûäóùèå âåðîÿòíîñòè, î÷åâèäíî, ñêëàäûâàþòñÿ, êàê
è äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

3.2.7 Êîëè÷åñòâî èíòåðâàëîâ ðàçáèåíèÿ ïðè ãðóïïèðîâêå äàííûõ

Â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ðåêîìåíäóåìîå ÷èñëî èíòåðâàëîâ k ðàçáèåíèÿ ïðè ãðóïïè-
ðîâêå ìàññèâà n äàííûõ åñòü

k ≈ log2 n+ 1.

8Èíà÷å: âûáîðî÷íûé àíàëîã. Â áîëüøèíñòâå ðåàëüíûõ çàäà÷ îáðàáîòêè íàáëþäàòåëüíûõ è ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ äàííûõ ðàáîòà âñåãäà âåäåòñÿ èìåííî ñ ãèñòîãðàììàìè.
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Äëÿ îöåíêè âåëè÷èíû k ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàêæå ìåòîä ñêîëüçÿùåãî êîíòðîëÿ
[6], çàêëþ÷àþùåãîñÿ â ìèíèìèçàöèè îöåíêè ñêîëüçÿùåãî êîíòðîëÿ J :

min
∆x̂j

{
J(∆x̂j)

}
,

J(∆x̂j) =
∑
∆x̂j

(
f ∗(∆x̂j)

)2

− 2

n

n∑
i=1

f ∗(−i)(∆x̂j),

ãäå f ∗(−i)(∆x̂j) � ãèñòîãðàììà, ïîñòðîåííàÿ ïîñëå óäàëåíèÿ i-ãî íàáëþäåíèÿ èç ìàññèâà
äàííûõ. Ìèíèìèçèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, î÷åâèäíî, òðåáóåò ïåðåñ÷åòà ãèñòîãðàììû n ðàç.
Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàñ÷åòîâ îöåíêà ñêîëüçÿùåãî êîíòðîëÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â
âèäå, [6]:

J(∆x̂j) =
2

(n− 1)∆x̂j
− n+ 1

n− 1

k∑
j=1

(
p∗j
)2
.

Íà ïðàêòèêå óäîáíî ïîñòðîèòü çíà÷åíèÿ J(∆x̂j) äëÿ êàæäîãî k ∈ [1, n] è îïðåäåëèòü

ìèíèìóì. Åñëè Ĵ(∆x̂j) ìåíÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî äëÿ k ∈ [k1, k2], òî ëþáîå çíà÷åíèå k èç
ýòîãî èíòåðâàëà ìîæíî ïðèíèìàòü äëÿ ðàñ÷åòà èíòåðâàëà ðàçáèåíèÿ.

3.2.8 ßäåðíàÿ îöåíêà ïëîòíîñòè

Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé ãèñòîãðàììû, ìåòîä ÿäåðíîé îöåíêè ïëîòíîñòè [6] ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñãëàæåííóþ îöåíêó ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.

ßäðî � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ K(x), òàêàÿ ÷òî

• K > 0

•
∫
xK(x)dx = 0

• σ2
K ≡

∫
x2K(x)dx > 0

ßäåðíàÿ îöåíêà ïëîòíîñòè äëÿ h > 0 åñòü

f̂(x) =
1

n

n∑
i=1

1

h
·K
(x− xi

h

)
.

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ïðè ïîñòðîåíèè ãèñòîãðàììû âîçíèêàë âîïðîñ îá îïòèìàëü-
íîì âûáîðå øàãà ðàçáèåíèÿ, â çàäà÷å ÿäåðíîé îöåíêè ïëîòíîñòè âîçíèêàåò çàäà÷à âûáî-
ðà îïòèìàëüíîé âåëè÷èíû h. Òàê, ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ îáðàáîòêè äàííûõ
ñëåäóåò âûáèðàòü òàêîå h, êîòîðîå ìèíèìèçèðóåò ôóíêöèþ

J(h) ≈ 1

h · n2

∑
i

∑
j

K∗
(xi − xj

h

)
+

2

n · h
·K(0),

ãäå

K∗(x) =

∫
K(x− y)K(y)dy − 2K(x).

Ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà èñïîëüçóåìûõ ÿäåð.
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ßäðî Åïàíå÷íèêîâà

K(x) =

 3
4
√

5
·
(

1− x2

5

)
, åñëè |x| <

√
5

0, âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ

Ãàóññîâî ÿäðî

K(x) =
1√
2π
· e−x2/2.

Â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíà ∫
K(x− y)K(y)dy ∼ N(0, 2).
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4 Õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ìàòåìàòè÷å-

ñêèå îïåðàöèè íàä ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè

4.1 Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå � ýòî õàðàêòåðèñòèêà ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû (èëè, â îáùåì ñëó÷àå, ñëó÷àéíîé ôóíêöèè).

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûX îáîçíà÷àåòñÿM [X],mx, µ, µx èëè
E[X], à ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ôóíêöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû E[g(X)] èëèM [g(X)].
Âû÷èñëåííîå ïî âûáîðêå, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ µ∗ èëè x̄.

Ïî îïðåäåëåíèþ, äëÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ
{x1, x2, . . . , xn} ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðîÿòíîñòÿìè

{p(x1), p(x2), . . . , p(xn)},

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå åñòü

M [X] =
n∑
i=1

xip(xi).

Äëÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, îáëàäàþùåé çàäàííîé ôóíêöèåé ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ f(x), ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå åñòü

M [X] =

∫ +∞

−∞
x · f(x)dx.

Òàêèì îáðàçîì, çíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ìîæíî âû÷èñ-
ëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (à òàêæå è âñå îñòàëüíûå
õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå).

ÏÐÈÌÅÐ Íå êàæäîå ðàñïðåäåëåíèå îáëàäàåò êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäà-
íèåì. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèå Êîøè, ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðîãî
çàäàåòñÿ ôóíêöèåé

f(x) =
1

π

1

1 + x2 .

Âû÷èñëèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðà-
âèëîì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

M [X] =
2

π

∫ +∞

0

xdx

1 + x2 =
1

π

[
ln(x2 + 1)

]∣∣∣∞
0

=∞.

Òàêèì îáðàçîì, ó ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè íå ñóùåñòâóåò ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.
Åñëè ìíîãî ðàç ìîäåëèðîâàòü ýòî ðàñïðåäåëåíèå, òî åãî ñðåäíåå íå áóäåò ñòðåìèòüñÿ
ïðèíÿòü êàêîå-òî îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè îáëàäàåò øè-
ðîêèìè êðûëüÿìè, íå ñïàäàþùèìè ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè, ÷òî îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü
ïîëó÷èòü â íàáëþäåíèÿõ ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ñ äîñòàòî÷íî áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ.

4.1.1 Ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

Ïóñòü X, Y � ïðîèçâîëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, à C � íåñëó÷àéíàÿ ïîñòîÿííàÿ
âåëè÷èíà. Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì.

• M [C] = C
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• M [C ·X] = C ·M [X]

• M [X ± Y ] = M [X]±M [Y ]

• Ïóñòü X, Y � íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âëè÷èíû è Y = g(X). Òîãäà

M [Y ] =

∫ +∞

−∞
g(x) · f(x)dx

Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y � íåçàâèñèìûå, òî

• M [X · Y ] = M [X] ·M [Y ].

4.1.2 Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

Ïóñòü X è Y � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âåëè÷èíû
X ïðè äàííîì çíà÷åíèè Y = y îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ äèñêðåòíîãî ñëó÷àÿ:

M [X|Y = y] =
n∑
i=1

xi · P ({Xi = xi|Y = y}) =
n∑
i=1

xi · p(xi|y) =

=
n∑
i=1

xi ·
P ({Xi = xi, Y = y})

P (Y = y)
=

n∑
i=1

xi ·
p(xi, y)

p(y)

è äëÿ íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ:

M [X|Y = y] =

∫ +∞

−∞
x · f(x, y)

f(y)
dx.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå M [X] ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X � ýòî íåñëó÷àéíîå ÷èñëî,
à óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå M [X|Y = y] � ýòî ôóíêöèÿ (â äàííîì ñëó÷àå,
ïåðåìåííîé y).

Äëÿ ôóíêöèè ñëó÷àéíûõ àðãóìåíòîâ g(X, Y )

M [g(X, Y )|Y = y] =
n∑
i=1

g(xi, yi) · p(xi|y) =
n∑
i=1

g(xi, yi) ·
p(xi, y)

p(y)
,

M [g(X, Y )|Y = y] =

∫ +∞

−∞
g(x, y) · f(x, y)

f(y)
dx.

ñîîòâåòñòâåííî äëÿ äèñêðåòíîãî è íåïðåðûâíîãî ñëó÷àåâ.
Âåðíî ñîîòíîøåíèå:

M [M [g(X, Y )|X]] = M [g(X, Y )].

4.2 Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå

Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå � ýòî õàðàêòåðèñòèêà ðàññåÿíèÿ îòíîñèòåëüíî
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå õà-
ðàêòåðèçóåò, íàñêîëüêî ñèëüíî ýëåìåíòû âûáîðêè îòêëîíÿþòñÿ îò ñâîåãî ñðåäíåãî çíà-
÷åíèÿ.

Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå (èëè ñòàíäàðòíîå) îòêëîíåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X îáî-
çíà÷àåòñÿ σ, σx, σ[X]. Âû÷èñëåííîå ïî âûáîðêå, îáîçíà÷àåòñÿ σ∗, s èëè s.d.
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Ïî îïðåäåëåíèþ, ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû X, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ {x1, x2, . . . , xn} ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðîÿòíîñòÿìè
{p(x1), p(x2), . . . , p(xn)}, åñòü

σ[X] =
√
M [(X −mx)2] =

√√√√ n∑
i=1

(xi −mx)2 · p(xi),

ãäå

mx = M [X] =
n∑
i=1

xip(xi).

Äëÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, îáëàäàþùåé çàäàííîé ôóíêöèåé ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ f(x), ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå åñòü

σ[X] =

√∫ +∞

−∞
(x−mx)2 · f(x)dx,

ãäå

mx = M [X] =

∫ +∞

−∞
x · f(x)dx.

4.3 Äèñïåðñèÿ

Äèñïåðñèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàçûâàåòñÿ êâàäðàò åå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îò-
êëîíåíèÿ. Äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X îáîçíà÷àåòñÿ D[X], σ2 èëè σ2

x. Âû÷èñëåí-
íàÿ ïî âûáîðêå, îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ s2.

Ïî îïðåäåëåíèþ, äèñïåðñèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, ïðèíèìàþùåé çíà-
÷åíèÿ {x1, x2, . . . , xn} ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðîÿòíîñòÿìè

{p(x1), p(x2), . . . , p(xn)},

åñòü

D[X] = M [(x−mx)
2] =

n∑
i=1

(xi −mx)
2 · p(xi),

ãäå

mx = M [X] =
n∑
i=1

xip(xi).

Äëÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, îáëàäàþùåé çàäàííîé ôóíêöèåé ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ f(x), äèñïåðñèÿ åñòü

D[X] =

∫ +∞

−∞
(x−mx)

2 · f(x)dx,

ãäå

mx = M [X] =

∫ +∞

−∞
x · f(x)dx.
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4.3.1 Ñâîéñòâà äèñïåðñèè

Ïóñòü X, Y � ïðîèçâîëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, à C � íåñëó÷àéíàÿ ïîñòîÿííàÿ
âåëè÷èíà. Òîãäà äèñïåðñèÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì.

• D[C] = 0

• D[C ·X] = C2 ·D[X]

• D[X] = M [X2]− (M [X])2

• D[X ± Y ] = D[X] +D[Y ]± 2M [(X −mx) · (Y −my)].

Âåëè÷èíàM [(X−mx)·(Y −my)] íàçûâàåòñÿ êîâàðèàöèåé. Êîâàðèàöèÿ ðàâíà íóëþ,
åñëè X è Y � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

• D[XY ] = D[X] ·D[Y ] +m2
xD[Y ] +m2

yD[X], åñëè X è Y � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû.

Äîêàæåì ïîñëåäíåå ñâîéñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ äèñïåðñèè, äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
Z = X · Y

D[Z] = M [(Z −mz)
2] = M [(XY )2 − 2XY ·M [XY ] + (M [XY ])2],

ãäå mz = M [Z] = M [XY ] åñòü ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðîèç-
âåäåíèÿ äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Äàëåå, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îæèäàíèÿ è òîò ôàêò, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïîñòîÿííîé âåëè÷èíû åñòü
ñàìà ýòà âåëè÷èíà, ïîëó÷àåì

D[XY ] = M [(XY )2]− 2M [XY ] ·M [XY ] + (M [XY ])2.

Ïîñêîëüêó X è Y � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òî M [XY ] = M [X]M [Y ],
ñëåäîâàòåëüíî,

D[XY ] = M [(XY )2]− 2M [XY ] ·M [XY ] + (M [XY ])2 = M [(XY )2]− (M [X] ·M [Y ])2.

Äàëåå, ðàñïèøåì ïðàâóþ ÷àñòü äîêàçûâàåìîãî ñîîòíîøåíèÿ:

D[X] ·D[Y ] +m2
xD[Y ] +m2

yD[X] =

= M [(X −mx)
2] ·M [(Y −my)

2] +m2
xM [(Y −my)

2] +m2
yM [(X −mx)

2] =

=
(
M [X2]− (M [X])2

)
·
(
M [Y 2]− (M [Y ])2

)
+m2

xM [Y 2]−m2
x(M [Y ])2 +m2

yM [X2]−

−m2
y(M [X])2 = M [X2] ·M [Y 2] + (M [X] ·M [Y ])2 − 2m2

xm
2
y =

= M [(XY )2]− (M [X] ·M [Y ])2.

4.3.2 Óñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ

Âåëè÷èíà, [6]

D[Y |X = x] =

∫ +∞

−∞

(
y − µ(x)

)2 · f(x, y)

f(x)
dy,

ãäå îáîçíà÷åíî
µ(x) = M [Y |X = x],

íàçûâàåòñÿ óñëîâíîé äèñïåðñèåé.
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4.4 Ìåðû ïîëîæåíèÿ è ìåðû ðàññåÿíèÿ

Ìåðû ïîëîæåíèÿ

Ïóñòü íåêîòîðàÿ âåëè÷èíà X íàáëþäàåòñÿ èëè èçìåðÿåòñÿ íåêîòîðûì ïðèáîðîì n
ðàç. Ïðè ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêå âûáîðêè {x1, x2, . . . , xn}, åñëè íå îãîâîðåíî îñîáî,
âñå çíà÷åíèÿ xi ñ÷èòàþòñÿ ðàâíîïðàâíûìè, ò.å. ðàâíîâåðîÿòíûìè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
îöåíêè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ (îáîçíà÷àåòñÿ x̄) èñêîìîé âåëè÷èíû X ïðèìåíÿåòñÿ ôîðìóëà
äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî p(xi) = p = 1/n:

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi.

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà, î÷åâèäíî, åñòü ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå âñåõ ýëåìåíòîâ âûáîð-
êè.

Åñëè êàæäîå xi îáëàäàåò âåñîì wi, òî îïðåäåëÿåòñÿ âçâåøåííîå ñðåäíåå:

x̄w =

n∑
i=1

wixi

n∑
i=1

wi

.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå ìîæíî îïðåäåëèòü è ïî âàðèàöèîííîìó ðÿäó (â äàííîì ñëó÷àå
âûáîðêå, ïðèâåäåííîé â óïîðÿäî÷åííîå ïî âîçðàñòàíèþ ñîñòîÿíèå) � îíî, î÷åâèäíî,
äîëæíî ëåæàòü ïîñåðåäèíå. Áîëåå òî÷íî, â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè èëè íå÷åòíîñòè
îáùåãî êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ âûáîðêè n, ñðåäíåå çíà÷åíèå åñòü:

• m = x(n+1)/2, åñëè n � íå÷åòíîå,

• m = 1
2

(
xn/2 + x(n/2)+1

)
, åñëè n � ÷åòíîå.

×èñëî m íàçûâàåòñÿ ìåäèàíîé.
Íàêîíåö, ñðåäíåå ìîæåò áûòü îöåíåíî ïî íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùåìóñÿ ýëåìåíòó

âûáîðêè, ò.å. ýëåìåíòó xl, ïðè êîòîðîì ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè (ôóíêöèÿ f(x)) ìàêñè-
ìàëüíà. Òàêîå xl íîñèò íàçâàíèå ìîäà.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèèé, èìåþùèõ äâà èëè áîëåå ÷åòêî âû-
ðàæåííûõ ìàêñèìóìà (áèìîäàëüíîå è ìóëüòèìîäàëüíîå ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîîòâåòñòâåí-
íî) ìîäà � ëó÷øàÿ õàðàêòåðèñòèêà, ÷åì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ïîñêîëüêó ïîñëåä-
íåå, î÷åâèäíî, íå äàñò èíôîðìàöèè îá óêàçàííûõ ïèêàõ. Â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ äëÿ
óäîáñòâà äàëüíåéøåé îáðàáîòêè òàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êîìïî-
çèöèåé íåñêîëüêèõ ðàñïðåäåëåíèé.

Êðîìå òîãî, îöåíèâàíèå íå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, à èìåííî åãî ìîäû ÿâ-
ëÿåòñÿ âàæíûì ìåòîäîì ïîëó÷åíèÿ óñòîé÷èâûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèé ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ âûáîðêàõ. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìîäà, ò.å. ïîëî-
æåíèå ìàêñèìóìà ðàñïðåäåëåíèÿ, îïðåäåëÿåòñÿ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ÷ëåíîâ âûáîðêè
ñ ìàëûìè îòêëîíåíèÿìè îò ìîäû, à êðûëüÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (âîçìîæíî, ñîäåðæàùèå
àíîìàëüíûå âûáðîñû) íå âëèÿþò íà ïîëîæåíèå ìîäû.

Òàêèì îáðàçîì, ñðåäíåå, âçâåøåííîå ñðåäíåå, ìåäèàíà è ìîäà õàðàêòåðèçóþò ïðè-
ìåðíîå ïîëîæåíèå èñòèííîãî çíà÷åíèÿ èñêîìîé âåëè÷èíû X è ïîýòîìó íîñÿò îáùåå
íàçâàíèå ìåðû ïîëîæåíèÿ.
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Ìåðû ðàññåÿíèÿ

Âàæíî íå òîëüêî îöåíèòü ñðåäíåå çíà÷åíèå ýëåìåíòîâ âûáîðêè, íî è óêàçàòü, íà-
ñêîëüêî ñèëüíî îñòàëüíûå ýëåìåíòû îòêëîíÿþòñÿ îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ, ò.å., íàñêîëüêî
âåëèêî ðàññåÿíèå ýëåìåíòîâ. Ìåðàìè ðàññåÿíèÿ èëè ðàññåèâàíèÿ ñëóæàò âû÷èñëåííûå
ïî âûáîðêå ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè:

• s =

√
1
n

n∑
i=1

(xi − x̄)2 � ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå,

• d = 1
n

n∑
i=1

|xi − x̄| � ñðåäíåå îòêëîíåíèå,

• r = Jn(x) = x∗n − x∗1 � ðàçìàõ, ãäå x∗n = xmax, x
∗
1 = xmin è âñå xi ïðåäïîëàãàþòñÿ ñ

âåñîì 1.

Îñîáî îòìåòèì âàæíåéøóþ ìåðó ðàññåÿíèÿ � ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå âû-
áîðî÷íîãî ñðåäíåãî (ðàçëè÷àþò îáîçíà÷åíèÿ sx̄ èëè s(x̄), åñëè ñðåäíåå x̄ òîæå îöåíèâà-
åòñÿ ïî âûáîðêå, è σx̄ èëè σ(x̄), åñëè ñðåäíåå µ èçâåñòíî àïðèîðè, ò.å. ýòî åñòü ñðåäíåå
ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè):

sx̄ =

√√√√ 1

n(n− 1)

n∑
i=1

(
xi − x̄

)2
.

σx̄ =

√√√√ 1

n(n− 1)

n∑
i=1

(
xi − µ

)2
.

Ýòà ôîðìóëà áóäåò âûâåäåíà íèæå.

4.5 Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè

Ïîìèìî îïðåäåëÿåìûõ ïî âûáîðêå ìåð ïîëîæåíèÿ è ìåð ðàññåÿíèÿ, äëÿ äâóõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y îïðåäåëèì êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè q

q =

n∑
i=1

(xi − x̄) · (yi − ȳ)√√√√ n∑
i=1

(xi − x̄)2 ·
n∑
i=1

(yi − ȳ)2

,

ãäå

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi, ȳ =
1

n

n∑
i=1

yi

åñòü âûáîðî÷íûå ñðåäíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

X = {x1, x2, . . . , xn}, Y = {y1, y2, . . . , yn}.

Åñëè q = 0, òîX è Y íå êîððåëèðîâàííûå (íî ìîãóò áûòü çàâèñèìûìè). Åñëè q = ±1,
òî ìåæäó X è Y ñóùåñòâóåò çàâèñèìîñòü â âèäå ïðÿìîé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.
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4.6 Ìîìåíòû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

È ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, è äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àè ìîìåíòîâ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Â îáùåì ñëó÷àå ðàçëè÷àþò íà-
÷àëüíûé ìîìåíò k-òîãî ïîðÿäêà:

αk[X] = M [Xk]

è öåíòðàëüíûé ìîìåíò k-òîãî ïîðÿäêà:

µk[X] = M [(X − α1[X])k].

Î÷åâèäíî,
α1[X] = M [X] = µx,

µ2[X] = D[X] = σ2
x.

Ìîìåíòû âû÷èñëÿþòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Íà÷àëüíûå ìî-
ìåíòû:

αk[X] =

{∑n
i=1 x

k
i · p(xi) äëÿ äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ∫∞

−∞ x
kf(x)dx äëÿ íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Öåíòðàëüíûå ìîìåíòû:

µk[X] =

{∑n
i=1(xi − µ)k · p(xi) äëÿ äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ∫∞
−∞(x− µ)kf(x)dx äëÿ íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Ñ ïîìîùüþ öåíòðàëüíîãî ìîìåíòà òðåòüåãî ïîðÿäêà è ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îò-
êëîíåíèÿ ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñêîøåííîñòè (èëè àñèììåòðèè):

γ1 =
µ3[X]

σ3
x

à ñ ïîìîùüþ öåíòðàëüíîãî ìîìåíòà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà è ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îò-
êëîíåíèÿ � ïîíÿòèå êðóòèçíû (èëè ýêñöåññà):

γ2 =
µ4[X]

σ4
x

− 3.

4.7 Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè äëÿ ôóíêöèè ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí

4.7.1 Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

Ïóñòü X � äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è ïóñòü h(X) � ôóíêöèÿ ýòîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû. Ïîñòðîèì ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ôóíêöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Óäîáíåå
ðàññìîòðåòü ýòó çàäà÷ó íà ïðèìåðå, [7].

Ïóñòü h(X) = cosX, à ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X çàäàíà ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ â âèäå
òàáëèöû (Òàáëèöà 7).

Òîãäà çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ h(X) áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ Òàáëèöåé 8, â êîòîðîé

hi = h(xi),

pHi = P (h(xi) = hi) = P (X = xi)
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Òàáëèöà 7:

Ñòàòèñòè÷åñêèé ðÿä ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X

xi 0 π
4

π
2

pi
1
6

2
6

3
6

Òàáëèöà 8:

Ñòàòèñòè÷åñêèé ðÿä ôóíêöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû h(X) = cosX

hj 0

√
2

2 1

pHj
3
6

2
6

1
6

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî x1 = 0, x2 = π/4, x3 = π/2 ðàñïèøåì ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïîýëå-
ìåíòíî:

pH1 = P (h(x1) = h1) = P (h(0) = cos 0 = 1) = P (X = 0) =
1

6
,

pH2 = P (h(x2) = h2) = P

(
h
(π

4

)
= cos

π

4
=

√
2

2

)
= P (X =

π

4
) =

2

6
,

pH3 = P (h(x3) = h3) = P

(
h
(π

2

)
= cos

π

2
= 0

)
= P (X =

π

2
) =

3

6
,

÷òî è âíåñåì â òàáëèöó, ðàñïîëîæèâ hi â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ.
Îòìåòèì, ÷òî ñêàçàííîå âåðíî åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïðèíèìàåò òîëüêî îäíî

çíà÷åíèå xk, ïðè êîòîðîì h(X) = h(xk) = h0.
Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX ïðèíèìàåò íåñêîëüêî çíà÷åíèé xν , xν+1, . . . , xk−1, xk, ïðè

êîòîðûõ h(X) = h0 (ò.å. ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ h, íå îäíîçíà÷íàÿ), òî

P (h(X) = h0) =
k∑
j=ν

P (X = xj).

Ïðîèëëþñòðèðóåì ñêàçàííîå ïðèìåðîì, ðàñøèðèâ âûáîðêó äëÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû X èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà (ñì. Òàáëèöû 9-10) è ïåðåîáîçíà÷èâ X íà Y .

4.7.2 Íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

Ïóñòü òåïåðü åñòü íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X, äëÿ êîòîðîé èçâåñòíà ïëîò-
íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(x), êîòîðàÿ â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå çàïèñûâàåòñÿ êàê, [7]:

f(x)dx = P (x 6 X 6 x+ dx).

42



Òàáëèöà 9:

Ñòàòèñòè÷åñêèé ðÿä ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y

yi −π2 −π4 0 π
4

π
2

pi
1
35

3
35

6
35

10
35

15
35

Òàáëèöà 10:

Ñòàòèñòè÷åñêèé ðÿä ôóíêöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû h(Y ) = cosY

hj 0

√
2

2 1

pHj
16
35

13
35

6
35

Ñòàâèòñÿ çàäà÷à íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ g(h), òàêóþ, ÷òî:

g(h)dh = P (h 6 H 6 h+ dh),

ãäå
h = h(x).

Ïóñòü h(x) � îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà, ïî àíàëîãèè ñ äèñêðåòíûì ñëó÷àåì, ìîæ-
íî íàéòè ìàëûé èíòåðâàë çíà÷åíèé h(x), ñîîòâåòñòâóþùèé çàäàííîìó ìàëîìó èíòåð-
âàëó çíà÷åíèé X c èçâåñòíîé âåðîÿòíîñòüþ f(x)dx.

dx =

∣∣∣∣dx(h)

dh

∣∣∣∣dh,
ãäå x(h) � îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ, à | . . . | � ìîäóëü âåëè÷èíû. Òîãäà

f(x)dx = f [x(h)]

∣∣∣∣dx(h)

dh

∣∣∣∣dh
g(h) = f [x(h)]

∣∣∣∣dx(h)

dh

∣∣∣∣.
ÏÐÈÌÅÐ Ïóñòü h(x) = cos x. Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè äëÿ X

f(x)dx = a+ bx,

ãäå
0 6 x 6 π/2.

Íàéäåì ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè g(h):

g(h)dh = f [x(h)]

∣∣∣∣dx(h)

dh

∣∣∣∣dh =
[
a+ b arccosh

]
· dh√

1− h2
,
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0 6 h 6 1.

Îêîí÷àòåëüíî

g(h) =
[
a+ b arccosh

]
· 1√

1− h2
, 0 6 h 6 1.

ÏÐÈÌÅÐ Ïðèâåäåì ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Âåðîÿòíîñòü îá-
íàðóæèòü çâåçäó â îáúåìå dv ðàâíà k · dv. Äëÿ êàæäîé çâåçäû íàéäåòñÿ äðóãàÿ çâåçäà
� åå áëèæàéøèé ñîñåä, [4]. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèé äî áëèæàéøåãî
ñîñåäà, à òàêæå ñðåäíåå ðàññòîÿíèå äî áëèæàéøåãî ñîñåäà è äèñïåðñèþ ðàññòîÿíèé.

Îáîçíà÷èì çà X ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ðàññòîÿíèå îò çâåçäû äî åå áëèæàéøåãî ñîñå-
äà. Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñîñåä íàõîäèòñÿ áëèæå ðàññòîÿíèÿ x ðàâíî, ïî îïðåäå-
ëåíèþ, ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, F (x) = P (X < x). Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áëèæàéøèé
ñîñåä íàõîäèòñÿ íå áëèæå x ðàâíî, î÷åâèäíî, 1− F (x). Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áëèæàé-
øèé ñîñåä íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè, çàêëþ÷åííîì ìåæäó x è x + dx, åñòü f(x)dx, è
ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ 1 − F (x) íà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìåæäó ñôåðàìè ñ ðàäèóñàìè x
è x · dx èìååòñÿ çâåçäà. Òàêèì îáðàçîì,

f(x)dx =
[
1− F (x)

]
· k · 4π · x2dx.

Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ íà k ·4π ·x2dx, ïîòîì ïðîäèôôåðåíöèðóåì
ïî x è, ó÷òÿ, ÷òî F ′(x) = f(x), ïîëó÷èì

f ′(x)

f(x)
=

2

x
− 4π · k · x2,

è ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ

f(x) = cx2 · exp
{
− 4

3
π · k · x3

}
.

Ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ c îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà èíòåãðàëà ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ åäèíèöå íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì

f(x) = 4π · k · x2 · exp
{
− 4

3
π · k · x3

}
.

Ñðåäíåå ðàññòîÿíèå äî áëèæàéøåãî ñîñåäà

x̄ =

∫ ∞
0

x · f(x)dx =
( 3

4π · k

)1/3

Γ
(4

3

)
≈ 0.554 · k−1/3,

ãäå

Γ(α) =

∫ ∞
0

tα−1 · e−tdt

åñòü ãàììà-ôóíêöèÿ (èëè ýéëåðîâ èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà), çíà÷åíèÿ êîòîðîé èçâåñòíû.
Äèñïåðñèÿ ðàññòîÿíèÿ äî áëèæàéøåãî ñîñåäà

σ2 =

∫ ∞
0

(x− x̄)2 · f(x)dx =
( 3

4π · k

)2/3

·
[
Γ
(5

3

)
− Γ2

(4

3

)]
≈ 0.0405 · k−2/3,

à ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå

σ ≈ 0.201 · k−1/3.
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4.8 Íåðàâåíñòâà äëÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è èõ õà-
ðàêòåðèñòèê

Íåðàâåíñòâà, ñâÿçûâàþùèå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èñïîëüçóþòñÿ â òåõ
ñëó÷àÿõ, êîãäà ðàñ÷åò òåõ èëè èíûõ õàðàêòåðèñòèê ñëîæåí.

Íåðàâåíñòâî Ìàðêîâà

Ïóñòü X � íåîòðèöàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Ïóñòü ñóùåñòâóåò M [X]. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî t > 0

P (X > t) 6
M [X]

t
.

Äåéñòâèòåëüíî,

M [X] =

∫ ∞
−∞

xf(x)dx =

∫ ∞
0

xf(x)dx =

∫ t

0

xf(x)dx+

∫ ∞
t

xf(x)dx >

>
∫ ∞
t

xf(x)dx > t ·
∫ ∞
t

f(x)dx = t · P (X > t).

Íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà

Ïóñòü X � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è M [X] = µ, D[X] = σ2. Òîãäà

P
(
|X − µ| > t

)
6
σ2

t2
.

Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ìàðêîâà, ïîëó÷àåì

P
(
|X − µ| > t

)
= P

(
|X − µ|2 > t2

)
6
M
[
(X − µ)2

]
t2

=
σ2

t2
.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ Z = (X − µ)/σ è ïîëîæèâ t = k · σ, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

P
(
|Z| > k

)
6

1

k2 .

Íåðàâåíñòâà Õåôäèíãà è Ìèëëà, [6]

Ïóñòü X1, X2, . . . , Xn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òàêèå ÷òî M [Xi] = 0 è
ai 6 Xi 6 bi. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ε > 0 è t > 0

P

( n∑
i=1

Xi > ε

)
6 e−tε ·

n∏
i=1

exp
{
t2 · (bi − ai)2

8

}
.

Åñëè X1, X2, . . . , Xn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå ðàñïðåäåëåíèå
Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì p, òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Õåôäèíãà

P

(∣∣x̄− p∣∣ > ε

)
6 2 · e−2nε2 ,

ãäå x̄ � ñðåäíåå âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå,

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi.
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Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, èìåþùåé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ Ãàóññà (ñì. Ðàçäåë 5.7)
ñ íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé (X ∼ N(0, 1)) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
Ìèëëà

P
(
|X| > t

)
6

√
2

π

exp{−t2/2}
t

.

Íåðàâåíñòâî Êîøè-Øâàðöà

Ïóñòü äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y èìåþò êîíå÷íûå äèñïåðñèè, òîãäà

M [XY ] 6
√
M [X2] ·M [Y 2].
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5 Îñíîâíûå çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû

5.1 Ðàñïðåäåëåíèå òî÷å÷íîé ìàññû

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X îáëàäàåò ðàñïðåäåëåíèåì òî÷å÷íîé ìàññû â ò. a (X ∼ δa),
åñëè P (X = a) = 1, ò.å. ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ åñòü

F (x) =

{
0, åñëè x < a

1, åñëè x > a

Ïëîòíîñòü ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ åñòü

f(x) =

{
1, åñëè x = a

0, âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ

Âàæíî îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî ýòî äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå.

5.2 Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Ïóñòü X � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ åñòü ÷èñëî ïîÿâëåíèé ñîáûòèÿ A â n íåçàâè-
ñèìûõ ýêñïåðèìåíòàõ, ïðîèçâåäåííûõ ïðè îäèíàêîâûõ óñëîâèÿõ (ò.í. èñïûòàíèÿ Áåð-
íóëëè). Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëåíà ïî áèíîìèàëüíîìó çàêîíó

P (X = m) = Cm
n p

mqn−m,

ãäå q = 1− p, m = 0, . . . , n � ÷èñëî ïîÿâëåíèé ñîáûòèÿ A.
Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè: êîëè÷åñòâîì

ýëåìåíòîâ âûáîðêè n è âåðîÿòíîñòüþ p ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ A. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå è äèñïåðñèÿ áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî:

M [X] = n · p,

D[X] = n · p · q.

5.3 Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà

Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà åñòü ïðåäåëüíûé ñëó÷àé áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè
îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ. Åñëè ÷èñëî èñïûòàíèé ïî ñõåìå Áåðíóëëè ñòðåìèòñÿ ê áåñêî-
íå÷íîñòè (n → ∞) è ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü ÷èñëà ïîÿâëåíèé ñîáûòèÿ A ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ òàê, ÷òî ïðîèçâåäåíèå n · p îñòàåòñÿ êîíå÷íûì è ïîñòîÿííûì, òî áèíîìèàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå ïåðåõîäèò â ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà.

Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà î÷åíü âàæíî, â ÷àñòíîñòè, äëÿ çàäà÷ àñòðîíîìèè, ïîòîìó
÷òî îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ðåäêèõ ñîáûòèé.

Åñëè âåðîÿòíîñòü îñóùåñòâëåíèÿ ñîáûòèÿ A â èíòåðâàëå9 δx ðàâíà λδx, ãäå λ � åñòü
ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå ∆x ñîáûòèå
A ïðîèçîéäåò ðîâíî k ðàç, äàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà:

pk =
(λ ·∆x)k

k!
e−λ·∆x.

9Ýòî ìîæåò áûòü èíòåðâàë ïðîñòðàíñòâà, âðåìåíè, à òàêæå äëèíà, ïëîùàäü, îáúåì è äð. â çàâèñè-
ìîñòè îò óñëîâèÿ çàäà÷è.
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Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ðàâíû äðóã äðóãó:

M [X] = D[X] = λ ·∆x.

Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ áèíîìè-
àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ïðè ìàëûõ pk 6 0.10),

λ ·∆x = n · p.

ÏÐÈÌÅÐÛ ×èñëî ðàñïàäîâ ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà çà âðåìÿ t; ÷èñëî êîñìè÷å-
ñêèõ ÷àñòèö, ïîïàäàþùèõ íà ïîâåðõíîñòü ïëîùàäè S çà âðåìÿ t.

5.3.1 Ïîíÿòèå ïóàññîíîâñêîãî ïîëÿ

Ñëó÷àéíîå ïîëå òî÷åê íàçûâàåòñÿ ïóàññîíîâñêèì ïîëåì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäó-
þùèå óñëîâèÿ:

• òî÷êè ðàñïðåäåëÿþòñÿ â ïîëå ñòàòèñòè÷åñêè ðàâíîìåðíî ñî ñðåäíåé ïëîòíîñòüþ
λ (âåëè÷èíà íà åäèíèöó ïëîùàäè èëè íà åäèíèöó îáúåìà);

• òî÷êè ïîïàäàþò â íåïåðåñåêàþùèåñÿ îáëàñòè íåçàâèñèìî îäíà îò äðóãîé;

• òî÷êè ïîïàäàþò â ìàëûé ýëåìåíò ïëîùàäè (èëè îáúåìà) ïî îäíîé, à íå ïàðàìè,
òðîéêàìè è ò.ä.

Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé ÷èñëî òî÷åê, ïîïàäàþùèõ â ëþáóþ îáëàñòü g (ïëîñ-
êóþ èëè îáúåìíóþ) ðàñïðåäåëåíî ïî çàêîíó Ïóàññîíà:

pk(g) =
ak

k!
e−a,

ãäå a = Sg · λ (äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íà ïëîñêîñòè) è a = Vg · λ (äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ â
îáúåìå).

ÏÐÈÌÅÐ Ñèñòåìà ICRF (ìåæäóíàðîäíàÿ íåáåñíàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà, ñôîðìèðî-
âàííàÿ ïî äàëåêèì èñòî÷íèêàì, ïðåèìóùåñòâåííî êâàçàðàì).

5.4 Ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

Ãåîìåòðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì íàçûâàåòñÿ çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà X íåçàâè-
ñèìûõ îïûòîâ ñ äâóìÿ èñõîäàìè {A,A} â îäèíàêîâûõ óñëîâèÿõ P (A) = p, P (A) = 1−p =
q äî ïåðâîãî ïîÿâëåíèÿ A.

P ({Ñîáûòèå A âïåðâûå ïîÿâèëîñü â îïûòå íîìåð m}) = P (X = m) = qm−1p.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûX åñòü, ñîîòâåòñòâåííî,

M [X] =
1

p
,

D[X] =
q

p2
.
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5.5 Ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Ïîêàçàòåëüíîå èëè ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X õàðàê-
òåðèçóåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ f(x):

f(x) =

{
λ · e−λ·x åñëè x > 0

0 åñëè x < 0

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, èìåþùåé ïîêàçàòåëü-
íîå ðàñïðåäåëåíèå, ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî,

M [X] =
1

λ
,

D[X] =
1

λ2
.

5.6 Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå

Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X õàðàêòåðèçóåòñÿ ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ f(x):

f(x) =

{
1

b− a åñëè x ∈ [a, b]

0 åñëè x < a è x > b

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, èìåþùåé ðàâíîìåðíîå
ðàñïðåäåëåíèå, ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî,

M [X] =
a+ b

2
,

D[X] =
(b− a)2

12
.

5.7 Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (èëè çàêîí Ãàóññà) èãðàåò ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü â òåî-
ðèè îøèáîê, ïîòîìó ÷òî

• íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå îøèáîê, âîçíèêàþùèõ ïðè
ìíîæåñòâå ìàëûõ íåçàâèñèìûõ âêëàäîâ, íîñÿùèõ ñëó÷àéíûõ õàðàêòåð;

• ìíîãèå ôóíêöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � íàïðèìåð, ñðåäíåå çíà÷åíèå èëè ñðåä-
íåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå � ðàñïðåäåëåíû àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíî äàæå
òîãäà, êîãäà èñõîäíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íå îáëàäàåò íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëå-
íèåì.

5.7.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, èìåþùåé íîðìàëüíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå:

f(x) =
1

σ
√

2π
· exp

{
−(x− µ)2

2σ2

}
,
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à ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

F (x) =

∫ x

−∞
f(t)dt =

1

σ
√

2π

∫ x

−∞
exp

{
−(t− µ)2

2σ2

}
dt.

Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè: µ è σ,
êîòîðûå åñòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå, ñîîòâåò-
ñòâåííî:

M [X] = µ,

D[X] = σ2.

Êðóòèçíà (ýêñöåññ) íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé âåëè÷èíû X ðàâåí íóëþ:

γ2 =
µ4[X]

σ4
− 3 = 0,

ãäå µ4[X] � öåíòðàëüíûé ìîìåíò ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, à σ � ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îò-
êëîíåíèå.

Âåëè÷èíó X, ðàñïðåäåëåííóþ ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó, îáîçíà÷àþò

X ∼ N(µ, σ2).

Äëÿ óäîáñòâà ðàáîòû ñ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûìè âåëè÷èíàìè è äëÿ ïîäñ÷åòà
íåîáõîäèìûõ âåðîÿòíîñòåé ñ ïîìîùüþ ñòàòèñòè÷åñêèõ òàáëèö (äëÿ òîãî, ÷òîáû íå âû-
÷èñëÿòü êàæäûé ðàç èíòåãðàëû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ), ââîäÿò çàìåíó ïåðåìåííîé

U =
X − µ
σ

.

Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà U èìååò ò.í. ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

U ∼ N(0, 1).

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû U çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F (u) =
1

σ
√

2π

∫ u

−∞
exp

{
−v

2

2

}
σdv,

ïîñêîëüêó

u =
x− µ
σ

,

x = σu+ µ,

dt = σ · du,
1

2

(t− µ)2

σ2
=
u2

2
.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé âåëè÷èíû îáîçíà÷àåòñÿ Φ(u):

Φ(u) =
1√
2π

∫ u

−∞
e−

t2

2 dt,

Ýòà ôóíêöèÿ çàäàíà òàáëè÷íî. Åùå áîëåå óäîáíî èñïîëüçîâàòü ò.í. ôóíêöèþ
Ëàïëàñà-Ãàóññà, òàêæå çàäàííóþ òàáëè÷íî, êîòîðàÿ åñòü:

Φ0(u) =
1√
2π

∫ u

0

e−
t2

2 dt.

Äëÿ ôóíêöèé Φ(u) è Φ0(u) âûïîëíÿþòñÿ ïðîñòûå ñâîéñòâà, ñëåäóþùèå èç âèäà ñî-
îòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëîâ:
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• Φ(−u) = 1− Φ(u);

• Φ(u) = 1
2 + Φ0(u);

• Φ0(−u) = −Φ0(u);

• Φ0(0) = 0;

• Φ0(+∞) = 1
2 .

5.7.2 Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà

Åñëè â áèíîìèàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòü p ôèêñèðîâàíà, ÷èñëî ýëåìåíòîâ
âûáîðêè ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, n → ∞, òî ðàñïðåäåëåíèå òàêîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû ñòðåìèòñÿ ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ.

ÖÅÍÒÐÀËÜÍÀß ÏÐÅÄÅËÜÍÀß ÒÅÎÐÅÌÀ Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò
ñðåäíåå çíà÷åíèå µ è äèñïåðñèþ σ2. Åñëè äèñïåðñèÿ σ2 êîíå÷íà, òî ïðè ñòðåìëåíèè
îáúåìà âûáîðêè ê áåñêîíå÷íîñòè, n→∞, ðàñïðåäåëåíèå âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî x̄ áóäåò
ñòðåìèòüñÿ ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñî ñðåäíèì µ è äèñïåðñèåé σ2/n. Äðóãèìè
ñëîâàìè,

M [x̄] = µ,

D[x̄] =
σ2

n
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, â äàííîì ñëó÷àå äëÿ x̄

σ2(x̄) =
n∑
i=1

(
x̄i −M [x̄]

)2

· p(x̄i) =
n∑
i=1

(
x̄i −M [x̄]

)2

· 1

n
,

ïîëó÷èì äëÿ äèñïåðñèè âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî

D[x̄] =
1

n2

n∑
i=1

(x̄i − µ)2.

Â çàäà÷àõ îáðàáîòêè äàííûõ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âåëè÷èíà xi (i-àÿ ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíûX) è âåëè÷èíà x̄i (i-àÿ ðåàëèçàöèÿ âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
X èëè ñðåäíåå ïî âûáîðêå) åñòü îäíî è òî æå, ïîñêîëüêó êàæäóþ xi ìîæíî ñ÷èòàòü êàê
íåêîå ñðåäíåå çíà÷åíèå (ñðåäíåå ïî ðåàëèçàöèÿì). Îäíà ðåàëèçàöèÿ � ýòî, íàïðèìåð,
îäíà ñåðèÿ íàáëþäåíèé èëè îäèí ¾ïðîõîä¿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòàíîâêè. Ñðåäíåå ïî
âûáîðêå ðàâíî ñðåäíåìó ïî ðåàëèçàöèÿì è ïîòîìó çàìåíèì â ïîñëåäíåé ôîðìóëå x̄i
íà xi. Êðîìå òîãî, îòìåòèì åùå îäèí ôàêò, îáúÿñíåíèå êîòîðîìó áóäåò äàíî íèæå,
ïðè îáñóæäåíèè êà÷åñòâà îöåíîê ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Íàèáîëåå ¾êà÷åñòâåííàÿ¿ îöåíêà
äèñïåðñèè ïðîèçâîëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y åñòü

D[Y ] =
n∑
i=1

(
yi −M [Y ]

)2

· 1

n− 1
,

ò.å. n â çíàìåíàòåëå çàìåíÿåòñÿ íà n−1 (õîòÿ ïðè áîëüøîì îáúåìå âûáîðêå ýòà ïîïðàâêà
íåñóùåñòâåííà).
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Ó÷èòûâàÿ âñå âûøåñêàçàííîå, ïîëó÷àåì âàæíåéøóþ ôîðìóëó äëÿ îöåíêè ñðåäíå-
êâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî:

σx̄ =

√√√√ 1

n · (n− 1)

n∑
i=1

(
xi − µ

)2

,

ãäå xi � ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé èëè ýêñïåðèìåíòîâ, µ � ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ðå-
çóëüòàòîâ íàáëþäåíèé, n � êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé. Ýòà ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì
öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû.

5.7.3 Äîêàçàòåëüñòâî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå ïðî-
èçâîäÿùåé ôóíêöèè. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ψ(t) (t ∈ R) åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà

ψ(t) = ψX(t) = M [etX ] =

∫ ∞
−∞

etxf(x)dx.

Â ÷àñòíîñòè, ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû X ∼ N(µ, σ2) åñòü

ψX(t) = exp
(
µt+

σ2t2

2

)
.

Ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè â íóëå åñòü

ψ′(0) =
[ d
dt
M [etX ]

]
t=0

= M
[ d
dt
etX
]
t=0

= M
[
XetX

]
t=0

= M [X].

Ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà k îò ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè åñòü, ñîîòâåòñòâåííî,

ψk(0) = M [Xk].

Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y åñòü ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ñ íåñëó-
÷àéíûìè êîýôôèöèåíòàìè a è b

Y = aX + b,

à ψX(t) åñòü ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y åñòü

ψY (t) = ebt · ψX(at)

Åñëè X1, X2, . . . , Xn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è Y =
∑

iXi, òî

ψY (t) =
∏
i

ψi(t),

ãäå ψi(t) åñòü ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Xi.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû âîçüìåì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Yi â âèäå

Yi =
Xi − µ
σ

(i = 1, 2, . . . , n),

ãäå Xi � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, îáëàäàþùèå ñðåäíèì µ è äèñïåðñèåé σ2.
Îáîçíà÷èì

Zn =
1√
n

n∑
i=1

Yi.
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Ïóñòü ψYi(t) = ψ(t) � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Yi. Òîãäà ïðîèç-
âîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ

∑
i Yi åñòü ψ(t)n, à ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ Zn åñòü

ξn(t) ≡

[
ψ

(
t√
n

)]n
.

Äàëåå, âîñïîëüçóåìñÿ âû÷èñëåííûìè ðàíåå ïðîèçâîäíûìè â íóëå ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèè (ψ′(0) = M [Y1] = 0, ψ′′(0) = M [Y 2

1 ] = D[Y1] = 1) è ïðåäñòàâèì ýòó ïðîèç-
âîäÿùóþ ôóíêöèþ â âèäå ðÿäà:

ψ(t) = ψ(0) + tψ′(0) +
t2

2!
ψ′′(0) +

t3

3!
ψ′′′(0) + · · · = 1 + 0 +

t2

2!
+
t3

3!
ψ′′′(0) + . . .

Òîãäà

ξn(t) ≡

[
ψ

(
t√
n

)]n
=

[
1 +

t2

n · 2!
+

t3

n3/2 · 3!
ψ′′′(0) + . . .

]n
=

=

[
1 +

t2

2!
+

t3

n1/2 · 3!
ψ′′′(0) + . . .

n

]n
.

Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ïðåäåëîì

lim
n→∞

[(
1 +

an
n

)n]
= ea,

ãäå a � ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}.
Òîãäà

ξ(t) = lim
n→∞

ξn(t) = et
2/2.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ξ(t) åñòü ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííîé ïî
ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó çàêîíó N(0, 1).

Îêîí÷àòåëüíî,

Zn =
1√
n

n∑
i=1

Yi =
1√
n

n∑
i=1

Xi − µ
σ

=
1√
n

n · x̄− n · µ
σ

=

√
n · (x̄− µ)

σ
,

ãäå x̄ � âûáîðî÷íîå ñðåäíåå, è ïîñêîëüêó Zn â ïðåäåëå èìååò ðàñïðåäåëåíèå N(0, 1), òî

x̄ ∼ N
(
µ,
σ2

n

)
.

5.7.4 Ïðàâèëî ¾òðåõ ñèãìà¿

Âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòü P (X ∈ [α, β)) äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ãðàíèöû èíòåðâàëà
ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ò.å.

α = µ− l,

β = µ+ l.
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Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è ôóíêöèè Ëàïëàñà-Ãàóññà, ïîëó÷à-
åì:

P (µ− l 6 X < µ+ l) = P
(
− l

σ
6
X − µ
σ

<
l

σ

)
= Φ0

( l
σ

)
− Φ0

(
− l

σ

)
= 2Φ0

( l
σ

)
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X âåðîÿòíîñòü
åå îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíåãî íà âåëè÷èíó l îïðåäåëÿåòñÿ êàê

P
(
|X − µ| < l

)
= 2Φ0

( l
σ

)
.

×èñëî l, âîîáùå ãîâîðÿ, ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Îäíàêî îñîáóþ âàæíîñòü ïðåä-
ñòàâëÿþò çíà÷åíèÿ l = σ, 2σ, 3σ. Òàê, ïðè l = σ:

P
(
|X − µ| < σ

)
= 2Φ0(1) = 0.683 ≈ 2

3
,

äðóãèìè ñëîâàìè, ïðèìåðíî â äâóõ òðåòÿõ ñëó÷àåâ âåëè÷èíà îòêëîíåíèÿ íîðìàëüíî
ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îò ñâîåãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ íå ïðåâûøàåò ñâîåãî
ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî (ñòàíäàðòíîãî) îòêëîíåíèÿ � ýòî ò.í. ïðàâèëî ¾îäíîãî ñèãìà¿.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëî ¾äâóõ ñèãìà¿:

P
(
|X − µ| < 2σ

)
= 2Φ0(2) = 0.954

è ïðàâèëî ¾òðåõ ñèãìà¿:

P
(
|X − µ| < 3σ

)
= 2Φ0(3) = 0.997.

Ñîãëàñíî ïîñëåäíåìó ðàâåíñòâó, âñå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, ðàñïðåäå-
ëåííîé ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó, ñ âåðîÿòíîñòüþ 99.7% óêëàäûâàþòñÿ â èíòåðâàëå
[µ− 3σ, µ+ 3σ)10.

5.7.5 Òàáëèöà ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðàâèëà ðàáîòû
ñ òàáëèöåé

Â ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïðàâî÷íèêàõ è â ïðèëîæåíèÿõ ó÷åáíèêîâ ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé
è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå îáû÷íî ïðèâîäÿòñÿ òàáëèöû äëÿ çíà÷åíèé íîðìèðîâàí-
íîé íîðìàëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (èëè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ñòàíäàðòíîé
íîðìàëüíîé âåëè÷èíû) Φ(u) è äëÿ íîðìàëüíîãî èíòåãðàëà âåðîÿòíîñòåé (èëè ôóíêöèè
Ëàïëàñà-Ãàóññà) Φ0(u):

Φ(u) =
1√
2π

∫ u

−∞
e−

t2

2 dt, (6)

Φ0(u) =
1√
2π

∫ u

0

e−
t2

2 dt. (7)

Òàáëèöà ôóíêöèè Φ(u) ñîäåðæèò âû÷èñëåííûé èíòåãðàë (6) äëÿ êàæäîãî u. Äðóãèìè
ñëîâàìè, òàáëèöà ñîäåðæèò âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

U =
X − µ
σ
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Òàáëèöà 11:

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Φ(u) íîðìàëüíîãî çàêîíà N(0, 1)

u 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767
2.0 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
2.2 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2.3 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
2.5 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.9 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
3.0 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990
3.1 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993
3.2 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995
3.3 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997
3.4 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998
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(ãäåX � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, îáëàäàþùàÿ íîðìàëüíûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ ñî ñðåä-
íèì µ è ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì σ) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ, ìåíüøå u (ñì.
Òàáëèöà 11).

Ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû u çàäàíû ñ èíòåðâàëîì â 0.1 â êðàéíåì ëåâîì ñòîëáöå
Òàáëèöû 11. Åñëè òðåáóåòñÿ íàéòè Φ(u) äëÿ u, çàäàííûõ ñ ëó÷øåé òî÷íîñòüþ, äî 0.01,
èñïîëüçóåòñÿ ïåðâàÿ ñòðîêà Òàáëèöû 11, ãäå óêàçàíû ñîòûå äîëè u. Ê ïðèìåðó, äëÿ
u = 0.8 çíà÷åíèå Φ(u) = 0.7881, äëÿ u = 0.86 çíà÷åíèå Φ(u) = 0.8051 (íà ïåðåñå÷åíèè
ñòðîêè u = 0.8 è ñòîëáöà u = 0.06).

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû u � âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü, {−∞,+∞}, è ñìûñë èìåþò
ëþáûå çíà÷åíèÿ â äàííîì èíòåðâàëå. Îáðàùàåì âíèìàíèå, ÷òî â Òàáëèöå11 âåëè÷è-
íà u ìåíÿåòñÿ îò 0 äî, ïðèìåðíî, 3.4, ïîòîìó ÷òî, âî-ïåðâûõ, äëÿ îòðèöàòåëüíûõ u,
â ñèëó ñèììåòðèè ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
ôîðìóëîé:

Φ(−u) = 1− Φ(u),

à âî-âòîðûõ, äëÿ áîëüøèõ u âåðîÿòíîñòü áëèçêà ê åäèíèöå: òàê, óæå Φ(3.4) = 0.9998 è
ñ ðîñòîì u òîëüêî ðàñòåò â ñèëó ñâîåé ìîíîòîííîñòè.

Òàáëèöà äëÿ ôóíêöèè Ëàïëàñà-Ãàóññà Φ0(u) ñîäåðæèò âû÷èñëåííûé èíòåãðàë (7)
äëÿ êàæäîãî u è óñòðîåíà ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî Òàáëèöå 11 äëÿ ôóíêöèè Φ(u). Âñå
âåðîÿòíîñòè, íàéäåííûå ïî åå òàáëèöå, ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç Òàáëèöû 11 ôóíêöèè
Φ(u) ïóòåì âû÷èòàíèÿ 1/2, ïîòîìó ÷òî

• Φ0(u) = Φ(u)− 1
2 ;

• Φ0(−u) = −Φ0(u);

• Φ0(0) = 0;

• Φ0(+∞) = 1
2 .

Ïðèâåäåì ïðèìåðû çàäà÷ íà íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
ÏÐÈÌÅÐ Èçãîòîâëåíà öèëèíäðè÷åñêàÿ äåòàëü äèàìåòðîì D, [2]. Îøèáêè ïðè åå

èçãîòîâëåíèè ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî äèàìåòð D åñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàñïðåäå-
ëåííàÿ ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó ñ ïàðàìåòðàìè: ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå µ = 40 ìì,
ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå σ = 0.05 ìì. Äåòàëü ïðîõîäèò òåõíîëîãè÷åñêèé êîí-
òðîëü, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïðèçíàíû áðàêîì âñå äåòàëè ñ äèàìåòðîì D òàêèì, ÷òî
D < 39.85 ìì èëè D > 40.05 ìì.

Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàóãàä âûáðàííàÿ äëÿ êîíòðîëÿ äåòàëü áóäåò
ïðèçíàíà áðàêîâàííîé (ñîáûòèå A), è îïðåäåëèòü ïðîöåíò çàáðàêîâàííûõ äåòàëåé.

Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòè P (A) ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
D, ðàñïðåäåëåííîé ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó ñî ñðåäíèì µ = 40 ìì, ñðåäíåêâàäðàòè÷å-
ñêèì îòêëîíåíèåì σ = 0.05 ìì, çà ïðåäåëû îòðåçêà [α, β], α = 39.85 ìì è β = 40.05 ìì,
ãäå ñîáûòèå A = {D < α èëè D > β}.

Ðåøèì çàäà÷ó, èñïîëüçóÿ ïðîòèâîïîëîæíîå ñîáûòèå A = {D ∈ [α, β]}. Òîãäà

P (A) = 1− P (A).

10Çàìåòèì, ÷òî ôîðìàëüíîå � ñëåäóþùåå èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ � íåâêëþ÷åíèå
ïðàâîãî êîíöà èíòåðâàëà íå âëèÿåò íà âû÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòåé, ïîñêîëüêó äëÿ íåïðåðûâíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòü â îäíîé òî÷êå åñòü íîëü.
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Âåðîÿòíîñòü P (A) âû÷èñëèì ñ èñïîëüçîâàíèåì Òàáëèöû 11 ôóíêöèè Φ(u):

P (A) = P

(
D ∈ [39.85, 40.05]

)
= Φ

(
40.05− 40.00

0.05

)
− Φ

(
39.85− 40.00

0.05

)
=

= Φ(1)− Φ(−3) = Φ(1)− 1 + Φ(3) = 0.8413− 1 + 0.9987 = 0.8400.

Âû÷èñëèì ñðåäíèé ïðîöåíò çàáðàêîâàííûõ äåòàëåé:

P (A) = 1− 0.8400 = 0.1600 = 16%

ÏÐÈÌÅÐ Ìàêñèìàëüíàÿ îøèáêà âûñîòîìåðà ∆Hmax = 30 ì. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî îøèáêà èçìåðåíèÿ âûñîòû íå ïðåâûñèò 10 ì.

Èñïîëüçóåì ïðàâèëî ¾òðåõ ñèãìà¿ äëÿ íàõîæäåíèÿ âåëè÷èíû ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêî-
ãî îòêëîíåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ∆h:

3σ∆h = ∆Hmax,

îòêóäà σ = 10 ì. Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà

P (|∆h−m∆h| < 10) = 2Φ0(1) = 0.683.

5.8 Ðàñïðåäåëåíèÿ, áëèçêèå ê íîðìàëüíîìó

Ñóùåñòâóåò ðÿä ðàñïðåäåëåíèé, îòëè÷íûõ îò íîðìàëüíîãî, â ñèëó ôèçè÷åñêèõ
ñâîéñòâ íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí.

Íàïðèìåð, ñòðîãî ãîâîðÿ, ðàñïðåäåëåíèå ïàðàëëàêñîâ çâåçä, ïîñêîëüêó êðèâàÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ îãðàíè÷åíà ñïðàâà è ñëåâà, â îòëè÷èå îò íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (âñå
ïàðàëëàêñû áîëüøå íóëÿ è íå ñóùåñòâóåò î÷åíü áîëüøèõ ïàðàëëàêñîâ; êðîìå òîãî, ñ
óìåíüøåíèåì ïàðàëëàêñà ðàñòåò ÷èñëî çâåçä).

Åùå îäèí ïðèìåð � ðàñïðåäåëåíèå ìîäóëåé ñêîðîñòåé ãðóïïû äâèæóùèõñÿ àñòåðîè-
äîâ, ïîñêîëüêó îíè íåîòðèöàòåëüíû è íåò áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ñêîðîñòåé.

×àñòî, äëÿ ïðîñòîòû, ê òàêèì ðàñïðåäåëåíèÿì âñå-òàêè ïðèìåíÿþò íîðìàëüíûé
çàêîí, îãîâàðèâàÿ, íà êàêîì èíòåðâàëå è ïðè êàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íîð-
ìàëüíûé çàêîí õîðîøî îáúÿñíÿåò íàáëþäàòåëüíûå äàííûå. Îäíàêî ïîëåçíî çíàòü î
äðóãèõ òåîðåòè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèÿõ, áëèçêèõ ê íîðìàëüíîìó, íî òàêîâûì âñå æå íå
ÿâëÿþùèìèñÿ, ÷òî ïîçâîëèò àïïðîêñèìèðîâàòü íàáëþäàòåëüíûå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå
äàííûå áîëåå òî÷íûìè êðèâûìè.

Ðàññìîòðèì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

φ(x) =
1

σ
√

2π
· exp

{
−(x− µ)2

2σ2

}
· Π(x),

ãäå Π(x) � ìíîãî÷ëåí íå âûøå 4-é ñòåïåíè ïî ïåðåìåííîé x. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïÿòè
êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìà 4-é ñòåïåíè ìîæíî çàïèñàòü ïÿòü óðàâíåíèé, îïðåäåëÿÿ ìî-
ìåíòû îò íóëåâîãî äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Åñëè ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííîé u = x− µ,
òîãäà äëÿ Π(u):

a0 = 1 +
1

8

[
µ4

σ4
− 3

]
;

a1 =
1

2
· 1

σ
·
[
µ3

σ3

]
;
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a2 = −1

4
· 1

σ2
·
[
µ4

σ4
− 3

]
;

a3 =
1

6
· 1

σ3
·
[
µ3

σ3

]
;

a4 =
1

24
· 1

σ4
·
[
µ4

σ4
− 3

]
,

ãäå

γ1 =
µ3

σ3

åñòü àñèììåòðèÿ, à

γ2 =
µ4

σ4
− 3

åñòü ýêñöåññ.
Âåëè÷èíà µk = M [(x−µ)k] åñòü k-òûé öåíòðàëüíûé ìîìåíò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X,

êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî âûáîðêå.
Êðîìå ïîëèíîìèàëüíîé ¾êîððåêòèðîâêè¿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìîæíû

òàêæå îáîáùåíèÿ çàêîíà íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïóòåì ââåäåíèÿ ïåðåìåííîãî ñðåä-
íåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ σ = σ(u). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè ýìïèðè÷åñêîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñîäåðæèò äâà ìàêñèìóìà, òî óäîáíî ïðåäñòàâèòü åãî ñóììîé äâóõ ðàñïðå-
äåëåíèé.
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6 Òî÷å÷íûå è èíòåðâàëüíûå îöåíêè

Öåëü ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè � óêàçàòü ìåòîäû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ïî äàííûì
âûáîðêè ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêè ïàðàìåòðîâ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè. Áîëåå ïîäðîá-
íî, ïóñòü ïðîèçâîäèòñÿ íàáëþäåíèå êàêîé-ëèáî ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Åñëè íàáëþäåíèÿ
âåäóòñÿ äîñòàòî÷íî äîëãî (â èäåàëå áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî âðåìåíè), òî ïî ðåçóëüòàòàì
íàáëþäåíèé ìîæíî òî÷íî âû÷èñëèòü òàêèå ïàðàìåòðû êàê, íàïðèìåð, ñðåäíåå, ñðåäíå-
êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå è ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå ñðåäíåãî. Îäíàêî â ðå-
àëüíîñòè íàáëþäàòåëü íèêîãäà íå èìååò äåëî ñ áåñêîíå÷íûì íàáîðîì íàáëþäåíèé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû (èëè ñ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòüþ). Ïîýòîìó ïàðàìåòðû ãåíåðàëüíîé
ñîâîêóïíîñòè îñòàþòñÿ íåäîñòèæèìûìè. Â ðàñïîðÿæåíèè íàáëþäàòåëÿ èìååòñÿ òîëü-
êî îãðàíè÷åííûé íàáîð äàííûõ (âûáîðêà) è òîëüêî ñ ïîìîùüþ ýòîãî íàáîðà íóæíî
è ìîæíî ïîëó÷èòü ïî âîçìîæíîñòè ëó÷øåå ïðåäñòàâëåíèå î ïàðàìåòðàõ ãåíåðàëüíîé
ñîâîêóïíîñòè.

Îáîçíà÷èì ïàðàìåòðû ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè: ñðåäíåå µ, ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå
îòêëîíåíèå σ. Ýòè âåëè÷èíû áóäåì îöåíèâàòü ñ ïîìîùüþ âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî x̄, âû-
áîðî÷íîãî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ s è ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ
âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî s(x̄).

Îöåíêè ìîãóò áûòü òî÷å÷íûìè è èíòåðâàëüíûìè. Òî÷å÷íàÿ îöåíêà îïðåäåëÿåòñÿ
îäíèì ÷èñëîì, íàïðèìåð, òî÷å÷íîé îöåíêîé ñðåäíåãî ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè µ ÿâ-
ëÿåòñÿ ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ýëåìåíòîâ âûáîðêè. Èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà óêàçûâàåò
äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ òî÷å÷íîé îöåíêè, ò.å., íàñêîëüêî õîðîøà ýòà îöåíêà. Íà-
ïðèìåð, ñ ðîñòîì ÷èñëà ýëåìåíòîâ âûáîðêè èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà äîëæíà ñòàíîâèòüñÿ
óæå, ïîñêîëüêó ÷åì áîëüøå âûáîðêà, òåì áëèæå îöåíêà ê èñòèííîìó çíà÷åíèþ ïàðà-
ìåòðà. Èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà çàïèñûâàåòñÿ êàê

Jθ = {θ∗ − ε, θ∗ + ε},

ãäå θ � êàêîé-òî èç îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, íàïðèìåð, µ
èëè σ. Âåëè÷èíà θ∗ åñòü òî÷å÷íàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà θ, ε åñòü òî÷íîñòü îöåíêè (çàâè-
ñÿùàÿ, â òîì ÷èñëå, îò ðàçìåðà âûáîðêè).

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îöåíêà ðàâíà îöåíèâàåìîìó ïàðàìåòðó íà óðîâíå òî÷íîñòè ε
åñòü

γ = P (|θ∗ − θ| < ε)

è íàçûâàåòñÿ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ èëè íàäåæíîñòüþ îöåíêè.

6.1 Îöåíêà âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ

Ïóñòü íóæíî ïîëó÷èòü òî÷å÷íóþ îöåíêó âåðîÿòíîñòè P (A), ãäå A � ñëó÷àéíîå ñî-
áûòèå. Îáîçíà÷èì P (A) = p. Òî÷å÷íàÿ îöåíêà äëÿ p åñòü ÷àñòîòà ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ
A, ò.å.

p∗ =
X

n
,

ãäå X � ÷èñëî îïûòîâ, â êîòîðûõ ñîáûòèå A ïðîèçîøëî, à n � ÷èñëî âñåõ ïðîâåäåí-
íûõ îïûòîâ (êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ âûáîðêè). Ïóñòü ïðîèñõîäèò ïîâòîðåíèå ñåðèé èç n
îïûòîâ êàæäàÿ. Òîãäà âåëè÷èíà X åñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Çàïèøåì X â âèäå

X =
n∑
i=1

Xi(A),
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ãäå

Xi(A) =

{
1 åñëè ñîáûòèå A ïîÿâèëîñü (ñ âåðîÿòíîñòüþ p)

0 åñëè ñîáûòèå A íå ïîÿâèëîñü (ñ âåðîÿòíîñòüþ q = 1− p).

Òîãäà
M [Xi(A)] = 1 · p+ 0 · q = p,

D[Xi(A)] = (1− p)2 · p+ (0− p)2 · q = p · q.
Â êà÷åñòâå òî÷å÷íîé îöåíêè äëÿ p áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåëè÷èíó p∗:

p∗ =
1

n

n∑
i=1

Xi(A),

M [p∗] =
1

n

n∑
i=1

M [Xi(A)] =
1

n

n∑
i=1

p = p,

D[p∗] =
1

n2

n∑
i=1

D[Xi(A)] =
1

n2

n∑
i=1

pq =
pq

n

Ñîãëàñíî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå

p∗ ∼ N

(
M [p∗], D[p∗]

)
=

(
p,
pq

n

)
.

Òåïåðü ïîñòðîèì èíòåðâàëüíóþ îöåíêó äëÿ p:

P

(
|p− p∗| < ε

)
= γ.

Äëÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû p ∼ N(p∗, D[p∗]) âåðîÿòíîñòü
åå îòêëîíåíèÿ îò ñâîåé îöåíêè p∗ íà âåëè÷èíó ε îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè
Ëàïëàñà-Ãàóññà ñëåäóþùèì îáðàçîì

P

(
|p− p∗| < ε

)
= 2Φ0

(
ε√
D[p∗]

)
= 2Φ0

(
ε
√
n√

p∗ · q∗

)
.

Íàïîìíèì, ÷òî ε � òî÷íîñòü îöåíêè, γ � äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü (èëè íàäåæ-
íîñòü, èëè äîñòîâåðíîñòü) îöåíêè. Âåëè÷èíà α = 1− γ íàçûâàåòñÿ óðîâíåì çíà÷èìî-
ñòè èëè ïðîöåíòíîé òî÷êîé (èíîãäà îáîçíà÷àåòñÿ â ïðîöåíòàõ, íàïðèìåð, α = 5%).
Âåëè÷èíà p∗ � òî÷å÷íàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà p, à âåëè÷èíà q∗ = 1− p∗.

Îáîçíà÷èì

uγ =
ε
√
n√

p∗ · q∗
.

Òîãäà
γ = 2Φ0(uγ)

è uγ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ êâàíòèëü óðîâíÿ γ, åñòü ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè
Ëàïëàñà-Ãàóññà:

uγ = Φ−1
0

(
γ

2

)
.

Âîîáùå êâàíòèëü ðàñïðåäåëåíèÿ (íîðìàëüíîãî, t-ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà, F -
ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà, ¾õè-êâàäðàò¿ ðàñïðåäåëåíèÿ è äð.) åñòü êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå
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äëÿ îïðåäåëåíèÿ äîïóñòèìûõ èíòåðâàëîâ èçìåíåíèÿ íåêîòîðîé îöåíèâàåìîé âåëè÷èíû
(ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, äèñïåðñèè, êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè è äð.).

Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé âåëè÷èíû, Φ(u) êâàí-
òèëü uγ åñòü

uγ = Φ−1

(
1 + γ

2

)
.

Ïîëó÷àåì ïîëåçíóþ ñâÿçü ìåæäó òî÷íîñòüþ îöåíêè, íàäåæíîñòüþ îöåíêè è ÷èñëîì
ýëåìåíòîâ âûáîðêè:

γ = 2Φ0

(
ε
√
n√

p∗ · q∗

)
,

ε =
uγ
√
p∗ · q∗√
n

,

n =
u2
γp
∗ · q∗

ε2
.

Îêîí÷àòåëüíî, èñêîìûé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ p∗ åñòü

Jp∗ = {p∗ − ε, p∗ + ε},

êîòîðûé ñ âåðîÿòíîñòüþ γ íàêðûâàåò èñòèííîå (âñåãäà íåèçâåñòíîå) çíà÷åíèå ïàðàìåòðà
p.

ÏÐÈÌÅÐ Âû÷èñëåíèå òî÷å÷íîé è èíòåðâàëüíîé îöåíêè. Ïðîèçâåäåíî äåñÿòü èñïû-
òàíèé îäíîòèïíûõ àâèàöèîííûõ äâèãàòåëåé, â ñåìè èç êîòîðûõ áûëè äîñòèãíóòû òðå-
áóåìûå ïîêàçàòåëè òÿãîâîîðóæåííîñòè. Îïðåäåëèòü òî÷å÷íóþ è èíòåðâàëüíóþ îöåíêè
âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ A = { òðåáóåìûå ïîêàçàòåëè òÿãîâîîðóæåííîñòè äîñòèãíóòû }
ïðè çàäàííîé íàäåæíîñòè γ = 0.95.

Òî÷å÷íàÿ îöåíêà èñêîìîé âåðîÿòíîñòè åñòü ÷àñòîòà ñîáûòèÿ A:

p∗ =
7

10
= 0.70.

Çíàÿ íàäåæíîñòü (äîâåðèòåëüíóþ âåðîÿòíîñòü) γ, ìîæíî âû÷èñëèòü òî÷íîñòü ýòîé
òî÷å÷íîé îöåíêè ε, ò.å. ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë òî÷å÷íîé îöåíêè. Äëÿ ýòîãî
ñíà÷àëà âû÷èñëèì êâàíòèëü uγ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ëàïëàñà-Ãàóññà Φ0(u):

uγ = Φ−1
0

(
γ

2

)
= Φ−1

(
1 + γ

2

)
.

Íàäåæíîñòü, èëè äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü, γ = 0.95

u0.95 = Φ−1
0 (0.475) = Φ−1(0.975) = 1.96.

Çäåñü âåëè÷èíû â ñêîáêàõ � âåðîÿòíîñòè, çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Ëàïëàñà-Ãàóññà è ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé âåëè÷èíû, ñîîòâåòñòâåííî. Ïî çíà÷åíèþ
ïîñëåäíåé ïî Òàáëèöå 11 íàõîäèòñÿ âåëè÷èíà u0.95.

Äëÿ óäîáñòâà ðàñ÷åòà êâàíòèëåé íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ïîëüçóþòñÿ Òàáëèöåé 12, àíàëîãîì Òàáëèöû 11. Òàáëèöà 12 ñîäåðæèò íåñêîëüêî íàèáî-
ëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ çíà÷åíèé êâàíòèëåé, ÷àñòü èç êîòîðûõ åñòü è â Òàáëèöå 11, à
÷àñòü � ýòî ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå ïóòåì âû÷èñëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî
èíòåãðàëà.
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Òàáëèöà 12:

Êâàíòèëè uγ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ N(0, 1)

Φ(uγ) =
1 + γ

2 0.9000 0.9500 0.9750 0.9900 0.9950 0.9990 0.9995

uγ 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 3.090 3.291

Íàéäåííîå çíà÷åíèå êâàíòèëè uγ = 1.96 ïîäñòàâëÿåì â âûðàæåíèå äëÿ òî÷íîñòè
îöåíêè:

ε =
uγ
√
p∗ · q∗√
n

=
1.96

√
0.70 · (1− 0.70)√

10
= 0.28.

Òàêèì îáðàçîì, íåèçâåñòíàÿ âåðîÿòíîñòü p ñ íàäåæíîñòüþ 95% ëåæèò â äîâåðèòåëü-
íîì èíòåðâàëå:

Jp∗ = {0.70− 0.28, 0.70 + 0.28} = {0.42, 0.98}.

ÏÐÈÌÅÐ Ðàíåå ðàññìàòðèâàëîñü íåðàâåíñòâî Õåôäèíãà. Äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí, ðàñïðåäåëåííûõ ïî çàêîíó Áåðíóëëè, X1, X2, . . . , Xn ñ ïàðàìåòðîì p

P

(∣∣x̄n − p∣∣ > ε

)
6 2 · e−2nε2 ,

ãäå x̄ � ñðåäíåå âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå. Ýòî íåðàâåíñòâî ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè, ïîñòðîèòü
äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ áèíîìèàëüíîãî ïàðàìåòðà p:

P

(∣∣x̄− p∣∣ > ε

)
6 α,

ãäå

εn =

√
1

2n
log

2

α
.

6.1.1 Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà îöåíêè âå-
ðîÿòíîñòè

Â îáùåì âèäå ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà çàïèøåì êàê

|p− p∗| < uγ

√
p · q
n
.

Âîçâåäÿ îáå ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà â êâàäðàò, ïîëó÷èì îáëàñòü, êîòîðàÿ íà ïëîñ-
êîñòè â êîîðäèíàòàõ (p, p∗) åñòü âíóòðåííÿÿ ÷àñòü ýëëèïñà, [2]:

(p− p∗)2 =
u2
γ

n
· p · (1− p). (8)
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Ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îñè Op è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó p∗ (â ïðè-
ìåðå p∗ = 0.70), ïåðåñå÷åò ýëëèïñ â äâóõ òî÷êàõ. Äëèíà ýòîãî ñå÷åíèÿ åñòü äîâåðè-
òåëüíûé èíòåðâàë Jp∗ . Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ â îáùåì âèäå âû÷èñëÿþòñÿ èç êâàäðàòíîãî
óðàâíåíèÿ ãðàíèöû ýëëèïñà:

p1,2 =
p∗ +

u2
γ

2n

1 +
u2
γ

n

± 1

1 +
u2
γ

n

·

√(
p∗ +

u2
γ

2n

)2

− (p∗)2 ·
(

1 +
u2
γ

n

)

Ïðè áîëüøîì îáúåìå âûáîðêè u2
γ/n è u2

γ/n
2 ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ áûñòðåå, ÷åì p∗ · (1−

p∗)/n, ïîýòîìó

p1,2 = p∗ ∓ uγ ·
√
p∗ · (1− p∗)

n
,

÷òî ðàâíîñèëüíî òîìó, êàê åñëè áû â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (8) ñòîÿëà â òî÷íîñòè
òî÷å÷íàÿ îöåíêà p∗.

×åì áîëüøå ðàçìåð âûáîðêè n, òåì ìåíüøå äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë è, çíà÷èò, òåì
óæå ýëëèïñ.

6.2 Îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

6.2.1 Òî÷å÷íàÿ îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

Â êà÷åñòâå òî÷å÷íîé îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïðèíèìàþò âûáîðî÷íîå
ñðåäíåå (ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå âñåõ ýëåìåíòîâ âûáîðêè):

µ∗ =
1

n

n∑
i=1

xi.

Ñðàçó æå âîçíèêàåò âîïðîñ, ìîæíî ëè â êà÷åñòâå òî÷å÷íîé îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ âûáðàòü ÷òî-òî äðóãîå, íàïðèìåð, ìîäó èëè ìåäèàíó, êîòîðûå òîæå ÿâëÿþòñÿ
õàðàêòåðèñòèêàìè ïîëîæåíèÿ ñðåäíåãî. Îêàçûâàåòñÿ, ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ÿâëÿåò-
ñÿ ëó÷øåé îöåíêîé è ýòî ìîæíî äîêàçàòü, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ (ÌÌÏ) èëè ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ).

6.2.2 Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ïîèñêà òî-
÷å÷íîé îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

Íà ïðèìåðå ïîèñêà òî÷å÷íîé îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû, ðàññìîòðèì, ÷òî òàêîå ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âèä çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè èçâåñòåí,
íî ìû íå çíàåì ïàðàìåòðû, êîíêðåòèçèðóþùèå ýòîò çàêîí (íàïðèìåð, èçâåñòíî, ÷òî
ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü ðàñïðåäåëåíà ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó, íî ìû íå çíàåì íè
åãî ñðåäíåå µ, íè åãî äèñïåðñèþ σ2). Ïóñòü èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè èçâëå÷åíà
íåêîòîðàÿ âûáîðêà äàííûõ è ïî íåé íóæíî îöåíèòü µ è σ2. Ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âûáèðàþòñÿ òàêèå îöåíêè ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå äàþò
ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè (äðóãèìè ñëîâàìè, âåðîÿòíîñòü êîòîðûõ
ìàêñèìàëüíà).
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Åñëè xi(i = 1, 2, . . . , n), ãäå âñå ýëåìåíòû íå çàâèñÿò äðóã îò äðóãà, ñîñòàâëÿåò
âûáîðêó ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè f(x1, x2, . . . , xn, µ

∗, σ∗), òî ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âå-
ðîÿòíîñòü åñòü

l(x1, x2, . . . , xn) =
n∏
i=1

f(xi, µ
∗, σ∗),

êîòîðàÿ è íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ïðàâäîïîäîáèÿ. Îáîçíà÷èì L:

L = ln

[
l(x1, x2, . . . , xn)

]
.

Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû µ∗ è σ∗ äàâàëè ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè,
íåîáõîäèìî:

∂L

∂µ∗
=

∂

∂µ∗

n∑
i=1

ln

[
f(xi, µ

∗, σ∗)

]
= 0,

∂L

∂σ∗
=

∂

∂σ∗

n∑
i=1

ln

[
f(xi, µ

∗, σ∗)

]
= 0.

Äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

f(x) =
1

σ ·
√

2π
· exp

{
−(x− µ)2

2σ2

}
.

Ìû õîòèì îöåíèòü òîëüêî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ïîýòîìó òîëüêî åãî îáîçíà÷èì
¾ñî çâåçäî÷êîé¿, µ∗. Ïîñêîëüêó âñå xi � íåçàâèñèìûå, òî

f(x1, x2, . . . , xn) = f(x1, µ
∗, σ) · f(x2, µ

∗, σ) . . . f(xn, µ
∗, σ) =

=
1[

σ ·
√

2π

]n · exp

{
−

n∑
i=1

(xi − µ∗)2

2σ2

}
= l(x, µ∗).

L = ln l = ln

(
σ ·
√

2π

)−n
−

n∑
i=1

(xi − µ∗)2

2σ2
.

∂

∂µ∗
L = − 1

2σ2
· 2 · (−1) ·

n∑
i=1

(xi − µ∗) = 0.

1

σ2

n∑
i=1

(xi − µ∗) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìàÿ îöåíêà è åñòü ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå:

µ∗ =
1

n

n∑
i=1

xi = x̄,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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6.2.3 Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äëÿ ïîèñêà òî÷å÷íîé
îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

Ðàññìîòðèì ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ òàêæå äëÿ ïîèñêà òî÷å÷íîé îöåíêè ìà-
òåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ñóòü ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå òà-
êîé îöåíêè, êîòîðàÿ ìèíèìèçèðóåò ñóììó êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé îòäåëüíûõ ðåàëèçàöèé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îò èñêîìîé îöåíêè. Ìèíèìèçàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî âñåé âûáîð-
êå. Äðóãèìè ñëîâàìè, èùåòñÿ ìèíèìóì

n∑
i=1

(xi − µ∗)2

ïî µ∗. Â òî÷êå ìèíèìóìà ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî µ ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðàâíî 0:

d

dµ∗

( n∑
i=1

(xi − µ∗)2

)
= −2

n∑
i=1

(xi − µ∗) = 0,

îòêóäà

µ∗ =
1

n

n∑
i=1

xi.

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ è ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäî-
áèÿ äàþò îäíó è òó æå òî÷å÷íóþ îöåíêó ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ: ñðåäíåå àðèôìå-
òè÷åñêîå âñåõ ýëåìåíòîâ âûáîðêè. Êðîìå òîãî, ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ íå äåëàëîñü íèêàêîãî ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � òàêèì îáðàçîì, ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé òî-
÷å÷íîé îöåíêè äëÿ âûáîðêè, îáëàäàþùåé ïðîèçâîëüíûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ.

6.2.4 Èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

Òåïåðü íàéäåì èíòåðâàëüíóþ îöåíêó ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, îïðåäåëèâ, òåì
ñàìûì, îò ÷åãî çàâèñèò êà÷åñòâî ýòîé îöåíêè.

Ïóñòü Xi � ñëó÷àéíûå ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé, íåçàâèñèìûå, îäèíàêîâî ðàñïðåäå-
ëåííûå íîðìàëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òàêèå, ÷òî:

M [Xi] = µ

D[Xi] = σ2.

Òîãäà âåëè÷èíà

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi

åñòü òî÷å÷íàÿ îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè

M

[
1

n

n∑
i=1

xi

]
=

1

n

∑
M [xi] =

1

n
· n · µ = µ,

D

[
1

n

n∑
i=1

xi

]
=

1

n2

∑
D[xi] =

1

n2
· n · σ2 =

σ2

n
.
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Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àéíà âåëè÷èíà

µ∗ =
1

n

n∑
i=1

Xi ∼ N

(
µ,

σ√
n

)
,

à äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ µ∗

P

(∣∣∣µ− µ∗∣∣∣ < ε

)
,

Jµ∗ = {µ∗ − ε, µ∗ + ε},

ãäå òî÷íîñòü îöåíêè åñòü

ε =
uγ · σ√

n
,

uγ =
ε ·
√
n

σ
= Φ−1

0

(
γ

2

)
.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå σ èçâåñòíî, ò.å. òî÷íîñòü
èçìåðåíèé äîëæíà áûòü çàäàíà. Åñëè äèñïåðñèÿ çàäà÷è àïðèîðè íå èçâåñòíà è åå íóæ-
íî íàõîäèòü ïî âûáîðêå, òî èìååò ìåñòî çàäà÷à îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñ
íåèçâåñòíîé äèñïåðñèåé. Òî÷å÷íûå îöåíêè â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñîâïàäàþò, îäíàêî íåçíàíèå
äèñïåðñèè âî âòîðîì ñëó÷àå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â èíòåðâàëüíîé îöåíêå âìåñòî êâàí-
òèëè uγ ïîÿâèòñÿ êâàíòèëü tk,γ, èìåþùàÿ t-ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ k ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû (èìåþùåå ñîîòâåòñòâóþùèå òàáëèöû äëÿ ñâîåé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ T (t),
è ïåðåõîäÿùåå â íîðìàëüíîå ïðè áîëüøîì îáúåìå âûáîðêè).

Èòàê, åñëè äèñïåðñèÿ âûáîðêè àïðèîðè íå èçâåñòíà, òî åå îöåíèâàþò ïî âûáîðêå:

(σ∗)2 =
1

n− 1
·

n∑
i=1

(xi − µ∗)2,

ãäå µ∗, êàê è ðàíüøå, îöåíèâàåòñÿ ïî âûáîðêå ñâîèì ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì:

µ∗ =
1

n

n∑
i=1

xi.

Ïîÿñíèì, îòêóäà áåðåòñÿ (n− 1) â âûðàæåíèè äëÿ îöåíêè äèñïåðñèè.

• Äëÿ âûâîäà ýòîé ôîðìóëû âû÷èñëèì äëÿ âûáîðêè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóì-
ìû êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé îòäåëüíûõ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé îò èõ ñðåäíåãî àðèô-
ìåòè÷åñêîãî:

M

[ n∑
i=1

(xi − x̄)2

]
= M

[ n∑
i=1

x2
i − n · x̄2

]
=

n∑
i=1

M [x2
i ]− n ·M [x̄2].

Ïî ñâîéñòâó äèñïåðñèè è ó÷èòûâàÿ, ÷òî M [xi] = M [x̄]:

M [x2
i ] = σ2 + (M [xi])

2,

M [x̄2] = σ2
x̄ + (M [xi])

2.
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Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå,

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi

è

σ2
x̄ =

n∑
i=1

σ2

n2
=
σ2

n
.

Òàêèì îáðàçîì,

M [x̄2] =
σ2

n
+ (M [xi])

2,

M

[ n∑
i=1

(xi − x̄)2

]
= n · (σ2 + (M [xi])

2)− n ·
(
σ2

n
+ (M [xi])

2

)
= (n− 1) · σ2.

Âìåñòî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ñóììû êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé ïîäñòàâèì â òî÷íóþ ôîð-
ìóëó òî åå çíà÷åíèå, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ äëÿ îäíîé âûáîðêè. Òîãäà ïðèáëèæåííàÿ
ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèñïåðñèè îäíîãî èçìåðåíèÿ:

σ2 =

n∑
i=1

(xi − x̄)2

n− 1
.

Îáû÷íî, ÷òîáû íå ïóòàòü ñ àïðèîðíî çàäàííîé òî÷íîé äèñïåðñèåé, ïðèáëèæåííóþ
äèñïåðñèþ îáîçíà÷àþò (σ∗)2 èëè s2. Îòìåòèì, ÷òî ïðè âûâîäå ýòîé ôîðìóëû íå
äåëàëîñü íèêàêèõ ïðåäïîëîæåíèé î çàêîíå ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïðè íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè èìååò âèä

P

(∣∣µ∗ − µ∣∣ < ε̃

)
,

Jµ∗ = {µ∗ − ε̃, µ∗ + ε̃},

ãäå òî÷íîñòü îöåíêè åñòü

ε̃ =
tk,γ · σ∗√

n
,

ãäå tk,γ îïðåäåëÿåòñÿ (ïî àíàëîãèè ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé
âåëè÷èíû, Φ(u)) ïî ñòàòèñòè÷åñêèì òàáëèöàì ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà:

tk,γ = T−1

(
k,

1 + γ

2

)
èëè, ÷åðåç ïðîöåíòíûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè α,

tk,γ = T−1

(
k, 1− 1 + γ

2

)
= T−1

(
k,
α

2

)
.

Çäåñü k � ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
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Òàáëèöà 13:

Êâàíòèëè tk,γ = T−1
(
k,

1 + γ
2

)
t-ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà

1 + γ
2

÷èñëî ñòåïåíåé 0.750 0.900 0.950 0.975 0.990 0.995 0.999
ñâîáîäû k

1 1.000 3.078 6.314 12.796 31.821 63.657 318
2 0.816 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 22.3
3 0.765 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 10.2
4 0.741 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604 7.173
5 0.727 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032 5.893
6 0.718 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 5.208
7 0.711 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 4.785
8 0.706 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 4.501
9 0.703 1.373 1.833 2.262 2.821 3.250 4.297
10 0.700 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 4.144
11 0.697 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 4.025
12 0.695 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 3.930
13 0.694 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 3.852
14 0.692 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 3.787
15 0.691 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 3.733
16 0.690 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921 3.686
17 0.689 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 3.646
18 0.688 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 3.610
19 0.688 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3.579
20 0.687 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.552
21 0.686 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831 3.527
22 0.686 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 3.505
23 0.685 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807 3.485
24 0.685 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797 3.467
25 0.684 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787 3.450
30 0.683 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750 3.385
40 0.681 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704 3.307
60 0.679 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660 3.232
120 0.677 1.289 1.658 1.980 2.358 2.617 3.160
∞ 0.674 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 3.090
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6.2.5 t-ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà

Ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà è èñïîëüçîâàíèå Òàáëèöû 13 ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàçáå-
ðåì íà ïðèìåðå, [7].

ÏÐÈÌÅÐ Çàäàíà âûáîðêà â âèäå âàðèàöèîííîãî ðÿäà � èçìåðåíèÿ ðîñòà 10-òè
÷åëîâåê:

160, 160, 167, 170, 173, 176, 178, 178, 181, 181.

Íóæíî ïðîâåðèòü, äåéñòâèòåëüíî ëè ñðåäíèé ðîñò áîëüøîé ãðóïïû ëþäåé ðàâåí
µ∗ = 167 ñì.

Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX � ýòî ðîñò. Ïóñòü ýòà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ðàñïðåäåëåíà
ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó ñî ñðåäíèì µ∗ = 167 è íåèçâåñòíîé äèñïåðñèåé (σ∗)2

X ∼ N(µ∗, (σ∗)2).

Âû÷èñëèì õàðàêòåðèñòèêè âûáîðêè. Âûáîðî÷íîå ñðåäíåå åñòü ñðåäíåå àðèôìåòè÷å-
ñêîå âñåõ ýëåìåíòîâ âûáîðêè: x̄ = 172.4. Ýòî òî÷å÷íàÿ îöåíêà ñðåäíåãî. Òåïåðü íóæíî
âû÷èñëèòü èíòåðâàëüíóþ îöåíêó ñðåäíåãî ïðè íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè, ÷òîáû îïðåäå-
ëèòü, ïîïàäàåò ëè â ýòîò èíòåðâàë îæèäàåìàÿ âåëè÷èíà µ∗ = 167.

Ââåäåì âåëè÷èíó

z =
(µ∗ − x̄) ·

√
n

σ
,

ðàñïðåäåëåííóþ ïî ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó çàêîíó N(0, 1).
Åñëè áû äèñïåðñèÿ σ2 áûëà èçâåñòíà, ìîæíî áûëî áû âîñïîëüçîâàòüñÿ òàáëèöàìè

ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè âåëè÷èíà z çíà÷èìî
áîëüøå 0. Íî ïîñêîëüêó âåëè÷èíà äèñïåðñèè íå èçâåñòíà, íàäî ñíà÷àëà åå îöåíèòü ïðè
ïîìîùè âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè s2

(σ∗)2 = s2 =
n∑
i=1

(xi − x̄)2

n− 1
=

10∑
i=1

(xi − 172.4)2

9
= 62.9,

ò.å.
s = 7.93.

Îöåíêà ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ äëÿ âåëè÷èíû x̄ åñòü

s√
n

=

√
62.9

10
= 2.51.

Ïî àíàëîãèè ñ z ââåäåì âåëè÷èíó t:

t =
(µ∗ − x̄) ·

√
n

s
.

Âåëè÷èíà t ñëóæèò êðèòåðèåì ïðîâåðêè, è íàì íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü åå ðàñïðåäå-
ëåíèå äëÿ µ∗ = 167.

Åñëè ïåðåïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ t â âèäå

t =
µ∗ − x̄
σ/
√
n

/√
s2

σ2
,

òî ÷èñëèòåëü îêàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåííûì ïî ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó çàêîíó
N(0, 1), à êâàäðàòíûé êîðåíü èç çíàìåíàòåëÿ èìååò òàêæå èçâåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå,
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íàçûâàåìîå χ2
γ(k) (¾õè-êâàäðàò¿) ñ k = n − 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Áîëåå ïîäðîáíî, âå-

ëè÷èíà

u =
s2

σ2
=

n−1∑
j=1

y2
j .

èìååò ðàñïðåäåëåíèå χ2
γ(n − 1)/(n − 1), ãäå Y = {y1, y2, . . . , yn−1} � ðàñïðåäåëåííàÿ ïî

ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó çàêîíó ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ íåçàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè.
Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà t åñòü ôóíêöèÿ äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ÷üå ðàñïðåäå-

ëåíèå èçâåñòíî, à çíà÷èò, ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî èçâåñòíûì ïðàâèëàì. Âåëè÷èíà t
èìååò ðàñïðåäåëåíèå, íàçûâàåìîå ðàñïðåäåëåíèåì Ñòüþäåíòà ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáî-
äû k = n− 1 (òàêèì æå, êàê è ó ñîîòâåòñòâóþùåãî χ2

γ(k)-ðàñïðåäåëåíèÿ). Èç Òàáëèöû
13 âèäíî, ÷òî ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå ñòåïåíåé ñâîáîäû k →∞, ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþ-
äåíòà ñòðåìèòñÿ ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ:

t∞,γ = T−1
(
∞, 1 + γ

2

)
= uγ = Φ−1

(1 + γ

2

)
.

Â íàøåì ïðèìåðå äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü èëè íàäåæíîñòü îöåíêè åñòü

P
(
|µ∗ − x̄| < ε̃

)
= P

(
|µ∗ − x̄| < tn−1,γ · s√

n

)
= P

( |µ∗ − x̄|
s/
√
n

< tn−1,γ

)
= γ.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå âåëè÷èíû

µ∗ = 167.0, x̄ = 172.4, s/
√
n = 2.51, n = 10,

ïîëó÷àåì

P

(
|167.0− 172.4|

2.51
< t9,γ

)
=

= P

(
172.4− 2.51 · t9,γ < 167.0 < 172.4 + 2.51 · t9,γ

)
= γ.

Îñòàëîñü âûáðàòü íàäåæíîñòü γ, âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ Òàáëèöû 13 t9,γ è ïðîâåðèòü
âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà.

Ñîãëàñíî ñòàíäàðòíûì ðåêîìåíäàöèÿì, çàäàäèìñÿ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ γ =
0.9. Òàáëè÷íîå çíà÷åíèå t9,0.9 = T−1(9, (1 + 0.9)/2) = T−1(9, 0.95) = 1.833, ò.å. ñ âåðîÿò-
íîñòüþ 0.9 äîëæíî áûòü |t9,0.9| 6 1.8331. Òîãäà ïðåäïîëàãàåìîå ñðåäíåå çíà÷åíèå µ∗

äîëæíî ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.9 ëåæàòü â èíòåðâàëå {167.8, 177.0}. Íî â íàøåì ñëó÷àå ýòî
íå òàê. Ìîæíî ïðèéòè ê òîìó æå âûâîäó, ñðàâíèâ òàáëè÷íîå çíà÷åíèå tn−1,γ ñ âû÷èñ-
ëåííîé ñòàòèñòèêîé t:

|167.0− 172.4|
2.51

= 2.15 > 1.833.

Ñëåäîâàòåëüíî, èäåÿ ïðèíÿòü ñðåäíèé ðîñò 167 ñì äëÿ äàííîé âûáîðêè îêàçàëàñü
íåóäà÷íîé.

Ìîæíî áûëî áû âûáðàòü è äðóãóþ äîâåðèòåëüíóþ âåðîÿòíîñòü.
Îäíàêî íàäî èìåòü â âèäó, ÷òî ÷åì áîëüøå äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü, òåì ìåíüøå

óðîâåíü çíà÷èìîñòè è, ñëåäîâàòåëüíî, òåì ìåíåå òî÷åí ðåçóëüòàò. Òàê, ê ïðèìåðó, äëÿ
óðîâíÿ çíà÷èìîñòè 0.05% äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë ñòàíåò î÷åíü áîëüøèì (â íàøåì ñëó-
÷àå îí ñòàíåò {160.4, 184.4}) è, õîòÿ îí è ïîêðîåò çíà÷åíèå 167.0, íèêàêîé ïðàêòè÷åñêîé
öåííîñòè èìåòü íå áóäåò. Íàîáîðîò, ÷åì ìåíüøå äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü, òåì âûøå
óðîâåíü çíà÷èìîñòè è òåì óæå äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë.
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6.3 Îöåíêà äèñïåðñèè

6.3.1 Òî÷å÷íàÿ îöåíêà äèñïåðñèè

Òî÷å÷íàÿ îöåíêà äèñïåðñèè, âû÷èñëåííàÿ ïî âûáîðêå:

(σ∗)2 =
1

n− 1
·

n∑
i=1

(xi − µ∗)2 =
1

n− 1
·
( n∑
i=1

x2
i − n · (µ∗)2

)
,

ãäå µ∗ òîæå îöåíèâàåòñÿ ïî âûáîðêå ñâîèì ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì:

µ∗ =
1

n

n∑
i=1

xi.

Äëÿ áîëüøèõ îáúåìîâ âûáîðêè (n > 30) ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ òî÷å÷íîé îöåíêîé
äèñïåðñèè (ïîëó÷àåìîé, íàïðèìåð, ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ àíàëîãè÷íî
âû÷èñëåíèþ îöåíêè äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ):

(σ∗)2 =
1

n
·

n∑
i=1

(xi − µ∗)2 =
1

n
·
( n∑
i=1

x2
i − n · (µ∗)2

)
,

Ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî òî÷å÷íûõ îöåíîê äëÿ äèñïåðñèè è ñðåäíåêâàäðà-
òè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [8]), îáëàäàþùèõ ðàçíûìè òî÷íîñòÿìè è ïîëåç-
íûå â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ äëÿ áûñòðûõ ðàñ÷åòîâ. Ïðèâåäåì, äëÿ ïðèìåðà, ïðîñòóþ
ëèíåéíóþ îöåíêó Äàóòîíà äëÿ ñðåäåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèå (êîòîðàÿ ïðè ìàëûõ
âûáîðêàõ n 6 10 äàåò 94% ýôôåêòèâíîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ):

σ∗ =
1.77245

n · (n− 1)

n∑
i=1

xi ·
(

2 · i− n− 1

)
.

6.3.2 Èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà äèñïåðñèè

Ïóñòü Xi � íåçàâèñèìûå íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ èçâåñò-
íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è íåèçâåñòíîé èñòèíîé äèñïåðñèåé, [2]: M [Xi] = µx,
D[Xi] = σ2

x.
Â êà÷åñòâå òî÷å÷íîé îöåíêè äèñïåðñèè ñëó÷àéíîãî ïàðàìåòðà X ïðèìåì ñòàòèñòèêó

(σ∗)2 =
1

n
·

n∑
i=1

(xi − µx)2.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåðâàëüíîé îöåíêè äèñïåðñèè èñïîëüçóåòñÿ ñòàòèñòèêà ¾õè-
êâàäðàò¿ χ2

γ(n):

χ2
γ(n) =

n · (σ∗)2

(σx)2
=

n∑
i=1

(
xi − µx
σx

)2

.

Âåëè÷èíà

ui =
xi − µx
σx

∼ N
(
0, 1
)
.

Òàêèì îáðàçîì, ñóììà êâàäðàòîâ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ðàñïðåäåëåííûõ ïî ñòàíäàðò-
íîìó íîðìàëüíîìó çàêîíó, è îáëàäàåò ðàñïðåäåëåíèåì ¾õè-êâàäðàò¿ ñ n ñòåïåíÿìè ñâî-
áîäû (ò.å., ñ n íåçàâèñèìûìè ýëåìåíòàìè, ñîñòàâëÿþùèìè ýòó âåëè÷èíó). Ïëîòíîñòü
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âåðîÿòíîñòè χ2
γ(n)-ðàñïðåäåëåíèÿ åñòü

f(x) =

(
2n/2 · Γ(n/2)

)−1

· xn/2−1 · exp{−x/2},

X ∼ χ2
γ(n), 0 < x < +∞.

Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ∼ χ2
γ(n) â èíòåðâàë [x1, x2] åñòü

P (X ∈ [α, β]) =

∫ β

α

z(x)dx.

Ïîñêîëüêó ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè f(x) ðàñïðåäåëåíèÿ χ2
γ(n) íå ÿâëÿåòñÿ ñèììåò-

ðè÷íîé îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò (â îòëè÷èå îò ñèììåòðè÷íîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè
ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà), òî äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ îöåíêè äèñïåðñèè
Jσ∗ ïîñòðîèì òàê, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñëåâà è ñïðàâà îò
êîíöîâ îòðåçêà [α, β] áûëà îäèíàêîâîé è ðàâíîé (1 − γ)/2, ãäå γ, êàê è ðàíüøå, äîâå-
ðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü èëè íàäåæíîñòü îöåíêè (â äàííîì ñëó÷àå, íàäåæíîñòü îöåíêè
äèñïåðñèè):

P (X < α) = P (X > β) =
1− γ

2
.

Òî÷êè α è β, êîòîðûå åñòü
α = χ2

pα(n),

β = χ2
pβ

(n)

è îïðåäåëÿþòñÿ ïî èçâåñòíûì pα è pβ ïî Òàáëèöå 14 ¾õè-êâàäðàò¿ ðàñïðåäåëåíèÿ

P (X > β) =

∫ +∞

β

f(x)dx =
1− γ

2
= pβ,

P (X < α) = 1−
∫ +∞

α

f(x)dx =
1− γ

2
= 1− pα.

Èç îïðåäåëåíèÿ pα è pβ, î÷åâèäíî, ñëåäóåò, ÷òî îíè èìåþò ñìûñë íå äîâåðèòåëüíûõ
âåðîÿòíîñòåé, à ïðîöåíòíûõ òî÷åê11.

Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ äèñïåðñèè åñòü

Jσ∗ =

{
n · (σ∗)2

β
,
n · (σ∗)2

α

}
,

ãäå

(σ∗)2 =
1

n
·

n∑
i=1

(xi − µx)2

åñòü òî÷å÷íàÿ îöåíêà äèñïåðñèè, à µx àïðèîðè èçâåñòíî. Ýòîò äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë
íàêðûâàåò íåèçâåñòíóþ èñêîìóþ äèñïåðñèþ ñ çàäàííîé äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ
γ. Òî÷íîñòü îöåíêè äèñïåðñèè ε åñòü

ε =
1

2
·
(
n · (σ∗)2

α
− n · (σ∗)2

β

)
=
n · (σ∗)2

2
· β − α
β · α

.

11Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè γ∗ ïðîöåíòíàÿ òî÷êà åñòü 1− γ∗.
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ÏÐÈÌÅÐ Ïðîèçâîäèëàñü îöåíêà äèñïåðñèè ñëó÷àéíîãî ïàðàìåòðà X ïî ðåçóëü-
òàòàì 20 èñïûòàíèé, [2]. Ðåçóëüòàò ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêè çíà÷åíèé x1, x2, . . . , x20

îêàçàëñÿ ðàâíûì (σ∗)2 = 16, è ñðåäíåå çíà÷åíèå X áûëî àïðèîðè èçâåñòíî. Îïðåäåëèòü
èíòåðâàëüíóþ îöåíêó èñòèííîãî íåèçâåñòíîãî çíà÷åíèÿ äèñïåðñèè σ2 ïðè çàäàííîé íà-
äåæíîñòè γ = 0.95.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðàíèö α è β äëÿ âû÷èñëåíèÿ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà, îïðåäå-
ëèì âåðîÿòíîñòè (êîòîðûå ïî ïîñòðîåíèþ åñòü ïðîöåíòíûå òî÷êè) pα, pβ:

pα =
1 + γ

2
= 97.5%,

pβ =
1− γ

2
= 2.5%.

Ïî Òàáëèöå 14 ¾õè-êâàäðàò¿ ðàñïðåäåëåíèÿ íàéäåì

α = χ2
pα=97.5%(20) = χ2

1−0.975(20) = χ2
0.025(20) = 9.591,

β = χ2
pβ=2.5%(20) = χ2

1−0.0.025(20) = χ2
0.975(20) = 34.170.

Òåïåðü âû÷èñëèì ãðàíèöû äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ îöåíêè äèñïåðñèè:

Jσ∗ =

{
20 · 16

34.170
,
20 · 16

9.591

}
= {9.36, 33.37}

Èñòèííîå (íåèçâåñòíîå) çíà÷åíèå äèñïåðñèè σ2 ñ âåðîÿòíîñòüþ 95% íàêðûâàåòñÿ îò-
ðåçêîì {9.36, 33.37}. Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë íå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëü-
íî îöåíêè (σ∗)2 = 16. Ïîýòîìó òî÷íîñòü îöåíêè äèñïåðñèè ε ìîæíî îïðåäåëèòü òîëüêî
ïðèáëèæåííî ïî ôîðìóëå

ε =
1

2
·
(
n · (σ∗)2

α
− n · (σ∗)2

β

)
=

33.37− 9.36

2
= 12.0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü, êàê èçìåíèòüñÿ èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà äèñïåðñèè, åñëè ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå àïðèîðè íå èçâåñòíî.

Åñëè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íåèçâåñòíî, òî åãî, êàê è
äèñïåðñèþ, íóæíî îïðåäåëÿòü ïî èìåþùåéñÿ âûáîðêå:

µ∗ =
1

n

n∑
i=1

xi.

Â ýòîì ñëó÷àå çà òî÷å÷íóþ îöåíêó äèñïåðñèè ïðèíèìàåòñÿ

(σ∗)2 =
1

n− 1
·

n∑
i=1

(xi − µ∗)2.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåðâàëüíîé îöåíêè äèñïåðñèè ïîñòðîèì ñòàòèñòèêó χ2
γ(n− 1):

χ2
γ(n− 1) =

(n− 1) · (σ∗)2

σ2
=

n−1∑
i=1

(
xi − µ∗

σx

)2

,

ãäå, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, σ2
x � íåèçâåñòíîå èñòèííîå çíà÷åíèå äèñïåðñèè. ×èñëî

ñòåïåíåé ñâîáîäû òàêîé ñòàòèñòèêè åñòü (n − 1). Èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà äèñïåðñèè ïðè
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Òàáëèöà 14:

Íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ χ2
γ(k) è ïðîöåíòíûå òî÷êè ¾õè-êâàäðàò¿ ðàñïðåäåëåíèÿ

äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü/ïðîöåíòíàÿ òî÷êà

÷èñëî ñòåïåíåé 0.01 0.025 0.05 0.1 0.9 0.95 0.975 0.99
ñâîáîäû k 99% 97.5% 95% 90% 10% 5% 2.5% 1%

1 0.0315 0.0398 0.0239 0.0158 2.706 3.841 5.024 6.635
2 0.0201 0.0506 0.103 0.211 4.605 5.991 7.378 9.210
5 0.554 0.831 1.145 1.610 9.236 11.070 12.832 15.086
10 2.558 3.247 3.940 4.865 15.987 18.307 20.483 23.209
15 5.229 6.262 7.261 8.547 22.307 24.996 27.488 30.578
20 8.260 9.591 10.851 12.443 28.412 31.410 34.170 37.566
50 29.707 32.357 34.764 37.689 63.167 67.505 71.420 76.154
100 70.065 74.222 77.929 82.358 118.498 124.342 129.561 135.807

íåèçâåñòíîì ìàòåìàòè÷åñêîì îæèäàíèè ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåííîé âûøå, ñ
òåì îòëè÷èåì, ÷òî êîíöû äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà α̃, β̃ îïðåäåëÿþòñÿ òåïåðü êàê

α̃ = χ2
pα(n− 1); β̃ = χ2

pβ
(n− 1),

à êîíöû äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

Jσ∗ =

{
(n− 1) · (σ∗)2

β̃
,
(n− 1) · (σ∗)2

α̃

}
Òî÷íîñòü îöåíêè äèñïåðñèè ïðè íåèçâåñòíîì ìàòåìàòè÷åñêîì îæèäàíèè âû÷èñëÿ-

åòñÿ êàê

ε =
(n− 1) · (σ∗)2

2
· β − α
β · α

.

Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ äèñïåðñèè, ïîëó÷àåìûé â óñëîâèÿõ íåçíàíèÿ ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, ïîëó÷àåòñÿ øèðå, ÷åì äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ äèñïåðñèè ïðè
èçâåñòíîì ìàòåìàòè÷åñêîì îæèäàíèè. Òî÷íîñòü â ïåðâîì ñëó÷àå õóæå, ÷åì âî âòîðîì.

6.4 Ñðàâíåíèå äèñïåðñèé äâóõ âûáîðîê íîðìàëüíîé ãåíåðàëü-
íîé ñîâîêóïíîñòè

Ïðåäïîëîæèì, èìååòñÿ äâå íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âûáîðêè X =
{x1, x2, . . . , xn} è Y = {y1, y2, . . . , ym}. Ïóñòü X ∼ N(µx, σ

2
x) è Y ∼ N(µy, σ

2
y).

Äëÿ ïðîâåðêè òîãî, ìîæíî ëè ñ íåêîòîðîé äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ γ ñ÷è-
òàòü ðàâíûìè äèñïåðñèè äâóõ âûáîðîê, σ2

x = σ2
y , èñïîëüçóåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ êâàí-

òèëü èëè êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå, íàçûâàåìîå F -ñòàòèñòèêîé Ôèøåðà (èëè Ôèøåðà-
Ñíåäåêîðà), Fγ(k1, k2). Ïî äàííûì äâóõ âûáîðîê âû÷èñëÿåòñÿ âåëè÷èíà:

F̃(γ+1)/2(n− 1,m− 1) =
s2

1

s2
2

=
χ2
γ(n− 1)/(n− 1)

χ2
γ(m− 1)/(m− 1)

,
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Òàáëèöà 15:

Íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ Fγ(k1, k2) ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà. Âåðõíÿÿ öèôðà óêàçûâàåò
5%-íûå çíà÷åíèÿ (γ = 0.95). Íèæíÿÿ öèôðà óêàçûâàåò 1%-íûå çíà÷åíèÿ (γ = 0.99)

k1

k2 1 2 4 5 7 8 9 10 11
1 161 200 225 230 237 239 241 242 243

4052 4999 5625 5764 5928 5981 6022 6056 6082
2 18.51 19.00 19.25 19.30 19.36 19.37 19.38 19.39 19.40

98.49 99.01 99.25 99.30 99.34 99.36 99.38 99.40 99.41
4 7.71 6.94 6.39 6.26 6.09 6.04 6.00 5.96 5.93

21.20 18.00 15.98 15.52 14.98 14.80 14.66 14.54 14.45
5 6.61 5.79 5.19 5.05 4.88 4.82 4.78 4.74 4.70

16.26 13.27 11.39 10.97 10.45 10.27 10.15 10.05 9.96
7 5.59 4.74 4.12 3.97 3.79 3.73 3.68 3.63 3.60

12.25 9.55 7.85 7.46 7.00 6.84 6.71 6.62 6.54
8 5.32 4.46 3.84 3.69 3.50 3.44 3.39 3.31 3.31

11.26 8.65 7.01 6.63 6.19 6.03 5.91 5.82 5.74
9 5.12 4.26 3.63 3.48 3.29 3.23 3.18 3.13 3.10

10.56 8.02 6.42 6.06 5.62 5.47 5.35 5.26 5.18
10 4.96 4.10 3.48 3.33 3.14 3.07 3.02 2.97 2.94

10.04 7.56 5.99 5.64 5.12 5.06 4.95 4.85 4.78
11 4.84 3.98 3.36 3.20 3.01 2.95 2.90 2.86 2.82

9.85 7.20 5.67 5.32 4.88 4.74 4.63 4.54 4.46

Òàáëèöà 16:

Íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ Fγ(k1, k2) ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé
ñòåïåíåé ñâîáîäû. Âåðõíÿÿ öèôðà óêàçûâàåò 5%-íûå çíà÷åíèÿ (γ = 0.95). Íèæíÿÿ

öèôðà óêàçûâàåò 1%-íûå çíà÷åíèÿ (γ = 0.99)

k1

k2 50 75 100 1000
50 1.60 1.55 1.52 1.44

1.94 1.86 1.82 1.68
70 1.53 1.47 1.45 1.35

1.82 1.74 1.69 1.53
100 1.48 1.42 1.39 1.28

1.73 1.64 1.59 1.43
1000 1.36 1.30 1.26 1.08

1.54 1.44 1.38 1.11
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Òàáëèöà 17:

Òî÷íîñòü ðàáîòû äâóõ âûñîòîìåðîâ

Íîìåð Îòêëîíåíèå Îòêëîíåíèå
íàáëþäåíèÿ âûñîòîìåðà âûñîòîìåðà

i No.1 (ì) No.2 (ì)
1 -8 -20
2 -14 -10
3 0 -3
4 14 11
5 -38 -4
6 2 12
7 50 -3
8 1 17
9 10 42
10 15
11 0
12 22

êîòîðàÿ äàëåå ñðàâíèâàåòñÿ ñ òàáëè÷íîé âåëè÷èíîé F(γ+1)/2(n− 1,m− 1) (ñì. Òàáëèöû
15-16).

Îòíîøåíèå îöåíîê äèñïåðñèé âñåãäà áåðåòñÿ áîëüøàÿ ê ìåíüøåé, ÷òîáû îòíîøå-
íèå áûëî áîëüøå åäèíèöû. Êðèòè÷åñêèé èíòåðâàë îïðåäåëÿåòñÿ ïî Òàáëèöàì 15-16,
ãäå ðàçìåðû âûáîðîê îïðåäåëÿþò ñîîòâåòñòâóþùå ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû òàáëè÷íûõ
ôóíêöèé: {

F1,(γ+1)/2(n− 1,m− 1), F2,(γ+1)/2(n− 1,m− 1)
}
,

ïðè÷åì

F1,(γ+1)/2(n− 1,m− 1) =
1

F(γ+1)/2(m− 1, n− 1)
,

F2,(γ+1)/2(n− 1,m− 1) = F(γ+1)/2(n− 1,m− 1).

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè
F1 < F̃ < F2,

òî äèñïðñèè ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè, èíà÷å � ðàçíûìè.
Ðàññìîòðèì ïðèìåð íà ñðàâíåíèå äâóõ äèñïåðñèé è ðàáîòó ñ òàáëèöåé ðàñïðåäåëåíèÿ

Ôèøåðà.
ÏÐÈÌÅÐ Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå òî÷íîñòè ðàáîòû äâóõ òèïîâ âûñîòîìåðîâ, [2].
Â õîäå ïðîâåðîê ôèêñèðîâàëèñü îòêëîíåíèÿ ïîêàçàíèé âûñîòîìåòðîâ îò òî÷íîãî

çíà÷åíèÿ âûñîòû. Ðåçóëüòàòû îòêëîíåíèé ïðèâåäåíû â Òàáëèöå 17. Òðåáóåòñÿ ñðàâíèòü
äèñïåðñèè äâóõ âûáîðîê (ò.å. ñðàâíèòü òî÷íîñòè äâóõ âûñîòîìåðîâ). Äîâåðèòåëüíàÿ
âåðîÿòíîñòü γ = 0.9 (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ïðîöåíòíàÿ òî÷êà α = 1− 0.9 = 10%).

Âû÷èñëèì òî÷å÷íûå îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé è äèñïåðñèé âåëè÷èí X =
{x1, x2, . . . , x12} è Y = {y1, y2, . . . , y9}:

x̄ =
1

12

12∑
i=1

xi = 4.5, ȳ =
1

9

9∑
i=1

yi = 4.7,
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s2
x =

1

12− 1

12∑
i=1

(xi − µx)2 = 451.9, s2
y =

1

9− 1

9∑
i=1

(yi − µy)2 = 331.7.

Çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè Ôèøåðà åñòü îòíîøåíèå áîëüøåé îöåíêè äèñïåðñèè ê ìåíüøåé:

F̃ =
451.9

331.7
= 1.36.

×èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû òàáëè÷íîé ñòàòèñòèêè åñòü 11 è 8 ñîîòâåòñòâåííî, à γ = 0.9.

F2,(0.9+1)/2(11, 8) = F2,0.95(11, 8) = 3.31,

F1,(0.9+1)/2(11, 8) =
1

F0.95(8, 11)
=

1

2.95
= 0.34.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì âåðíîå íåðàâåíñòâî

0.34 < 1.36 < 3.31,

ñëåäîâàòåëüíî, äèñïåðñèè äâóõ âûáîðîê ðàâíû ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ 0.9.

6.5 Îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ óãëîâûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Êðàòêî îñòàíîâèìñÿ íà âàæíîì äëÿ àñòðîíîìè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé âîïðîñå îöåíèâà-
íèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè óãëîâûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí [3]. Óãëîâûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû âîçíèêàþò ïðè èññëåäîâàíèè äàííûõ, ðàñïðåäåëåííûõ íà íåáåñ-
íîé ñôåðå, à òàêæå ïðè èññëåäîâàíèè ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

Ïóñòü âûáîðêà n ýëåìåíòîâ � ýòî Zi, òî÷êè íà îêðóæíîñòè åäèíè÷íîãî ðàäèóñà,
i = 1, . . . , n. Òîãäà òî÷å÷íàÿ îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ Zi åñòü âûáîðî÷íîå êðó-
ãîâîå ñðåäíåå íàïðàâëåíèå äëÿ óãëîâ ϕi, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàïðàâëåíèå ñóììû
âåêòîðîâ OZi.

Çäåñü O � öåíòð åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, íà êîòîðîé ëåæàò òî÷êè Zi, à óãëû ϕi
çàäàþò ïîëîæåíèÿ ýòèõ òî÷åê â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò êàê (cosϕi, sinϕi).

Äðóãèìè ñëîâàìè, âûáîðî÷íîå êðóãîâîå ñðåäíåå íàïðàâëåíèå ϕm óäîâëåòâîðÿåò ðà-
âåíñòâàì

C1 =
√
C2

1 + C2
2 · cosϕm,

C2 =
√
C2

1 + C2
2 · sinϕm,

ãäå C1 è C2 èìåþò ñìûñë äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò öåíòðà ìàññ ñèñòåìû {Zi}-òî÷åê è
îïðåäåëÿþòñÿ êàê

C1 =
1

n

n∑
i=1

cosϕi, C2 =
1

n

n∑
i=1

sinϕi.

Åñëè òî÷êè Zi ðàñïðåäåëåíû ïî îêðóæíîñòè ðàâíîìåðíî, òî äëèíà âåêòîðà öåíòðà
ìàññ, êîòîðàÿ òàêæå íàçûâàåòñÿ âûáîðî÷íîé ðåçóëüòèðóþùåé äëèíîé

√
C2

1 + C2
2 ñòðå-

ìèòñÿ ê íóëþ. Åñëè òî÷êè Zi ñîâïàäàþò äðóã ñ äðóãîì, òî äëèíà âåêòîðà öåíòðà ìàññ
ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå.

Âûáîðî÷íàÿ êðóãîâàÿ äèñïåðñèÿ íàïðàâëåíèé ϕi � ýòî âåëè÷èíà

V (ϕm) =
1

n

n∑
i=1

(
1− cos(ϕi − ϕm)

)
= 1−

√
C2

1 + C2
2 ,
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íå çàâèñÿùàÿ îò âûáîðà íà÷àëà îòñ÷åòà óãëîâ.
Âûáîðî÷íîå êðóãîâîå ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå � ýòî âåëè÷èíà

sϕ =
√
−2 ln(1− V (ϕm)) =

√
−2 ln

(√
C2

1 + C2
2

)
.

Äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé âûáîðî÷íîé êðóãîâîé äèñïåðñèè âåðíî ñîîòíîøåíèå, àíàëî-
ãè÷íîå äëÿ ââåäåííûõ ðàíåå îáû÷íûõ äèñïåðñèè è ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû X (D[X] è s.d.):

sϕ ≈
√

2V (ϕm).

Âñå ñêàçàííîå îá îöåíêàõ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè ñëó÷àéíûõ óãëîâ
ìîæåò áûòü îáîáùåíî íà äâóìåðíûé ñëó÷àéíûé óãëîâîé âåêòîð, êîãäà ïîëîæåíèå òî÷êè
çàäàåòñÿ óæå äâóìÿ óãëàìè, íà íåáåñíîé ñôåðå, íàïðèìåð, ãàëàêòè÷åñêîé äîëãîòîé l è
øèðîòîé b, [3].
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7 Ïåðåíîñ îøèáîê

×àñòî ðåçóëüòàò ýêñïåðèìåíòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ ôóíêöèþ îò íåñêîëü-
êèõ ðàçëè÷íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Xr.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäîå íàáëþäàåìîå çíà÷åíèå xr ïðèíàäëåæèò ãåíåðàëüíîé ñî-
âîêóïíîñòè ñî ñðåäíèì µr è äèñïåðñèåé σ

2
r . Òåîðèÿ ïåðåíîñà îøèáîê ïîçâîëÿåò îïðåäå-

ëèòü çíà÷åíèå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ, êîòîðîå ñëåäóåò ïðèïèñàòü âåëè÷èíå
y = y(x1, x2, . . . , xm).

Äëÿ íàáîðà m ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Xr (r = 1, 2, . . . ,m) ìàòðèöà îøèáîê ME (x ) îïðå-
äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ME (x ) =

=


M [(x1 − µ1)2] M [(x1 − µ1)(x2 − µ2)] . . . M [(x1 − µ1)(xr − µr)]

M [(x2 − µ2)(x1 − µ1)] M [(x2 − µ2)2] . . . M [(x2 − µ2)(xr − µr)]
...

...
. . .

...
M [(xr − µr)(x1 − µ1)] M [(xr − µr)(x2 − µ2)] . . . M [(xr − µr)2]


Ìàòðèöà ME (x ) � ñèììåòðè÷íàÿ, à åå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû åñòü äèñïåðñèè ñîîò-

âåòñòâóþùèõ âåëè÷èí:
[ME (x )]rr = σ2

r .

Åñëè âåëè÷èíû xr íå êîððåëèðîâàííûå, òî ìàòðèöà îøèáîê äèàãîíàëüíàÿ.
Ïóñòü òåïåðü âåëè÷èíû yr (r = 1, 2, . . . ,m) åñòü ëèíåéíûå ôóíêöèè ïåðåìåííûõ

xs(s = 1, 2, . . . , n):

yr = ar1x1 + ar2x2 + · · ·+ arnxn =
n∑
s=1

arsxs

èëè
y = Ax.

ãäå ars åñòü ïîñòîÿííûå íåñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ýëåìåíòû ìàòðèöû A.
Åñëè ïðîèçâåäåíî íåñêîëüêî èçìåðåíèé êàæäîé âåëè÷èíû xs, òî îöåíêà âåëè÷èíû

yr ïîëó÷àåòñÿ ïðè çàìåíå xs íà èõ ñðåäíåå x̄s. Åñëè ME(x) � ìàòðèöà îøèáîê âåëè÷èí
xs, òîãäà ìàòðèöà îøèáîê äëÿ ôóíêöèé yr áóäåò

ME (y) = A ·ME (x ) · AT .

Äîêàæåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî

• Ïóñòü, äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè, µ1 = · · · = µr = µx, òî åñòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
âñåõ Xr îäèíàêîâîå. Ðàññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû ñëó÷àé äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
x1 è x2, è äâå ôóíêöèè y1 è y2:

y1 = a11x1 + a12x2,

y2 = a21x1 + a22x2.

Ìàòðèöà

A =

(
a11 a12

a21 a22

)

79



Ìàòðèöà îøèáîê åñòü

ME (x) =

(
M [(x1 − µx)2] M [(x1 − µx)(x2 − µx)]

M [(x2 − µx)(x1 − µx)] M [(x2 − µx)2]

)
.

Òîãäà
B = A ·ME (x) · AT =

=

(
a11 a12

a21 a22

)(
M [(x1 − µx)2] M [(x1 − µx)(x2 − µx)]

M [(x2 − µx)(x1 − µx)] M [(x2 − µx)2]

)(
a11 a21

a12 a22

)
.

Ðàñïèøåì ïåðâûé ýëåìåíò ïîëó÷åííîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû:

b11 =

(
a11M [(x1 − µx)2] + a12M [(x1 − µx)(x2 − µx)]

)
· a11+

+

(
a11M [(x1 − µx)(x2 − µx)] + a12M [(x2 − µx)2]

)
· a12 =

= (a11)2M [(x1 − µx)2] + (a12)2M [(x2 − µx)2] + 2a11a12M [(x1 − µx)(x2 − µx)].

Òåïåðü äëÿ ìàòðèöû

ME (y) =

(
M [(y1 − µy1)2] M [(y1 − µy1)(y2 − µy2)]

M [(y2 − µy2)(y1 − µy1)] M [(y2 − µy2)2]

)
,

ãäå
µy1 = (a11 + a12)µx,

µy2 = (a21 + a22)µx,

ðàñïèøåì ïåðâûé ýëåìåíò:

ME (y)11 = M [(a11x1 + a12x2 − (a11 + a12)µx)
2] =

= M [(a11(x1 − µx) + a12(x2 − µx))2] = (a11)2M [(x1 − µx)2]+

+(a12)2M [(x2 − µx)2] + 2a11a12M [(x1 − µx)(x2 − µx)] = b11.

Àíàëîãè÷íî ïîýëåìåíòíî äîêàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî ìàòðèöû B è ME (y).

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìîæíî ëåãêî îáîáùèòü íà ñëó÷àé íåëèíåéíûõ ôóíêöèé
yr = fr(x1, . . . , xs, . . . , xn), ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ôóíêöèÿ fr ìàëî ìåíÿåòñÿ â îáëàñòè, îãðà-
íè÷åííîé ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì îò åå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ, èëè, äðóãèìè
ñëîâàìè, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà åå ðàçëîæåíèå â ðÿä Òýéëîðà
èìååò âèä

yr = fr(x1, . . . , xn) = fr(x̄1, . . . , x̄n) +
n∑
s=1

{(
xs − x̄s

)
∂fr
∂xs

∣∣∣∣
x̄

}
.

Â ýòîì ðàçëîæåíèè x̄s åñòü ñðåäíåå çíà÷åíèå xs, à x = {x̄1, . . . , x̄n}. Òîãäà îöåíêà
âåëè÷èíû yr åñòü

y∗r = fr(x̄1, . . . , x̄n),
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à ýëåìåíòàìè ìàòðèöû îøèáîê ÿâëÿþòñÿ

[ME (y)]rs =
n∑
i=1

n∑
j=1

{
(xi − x̄i)(xj − x̄j)

∂fr
∂xi

∣∣∣∣
x̄

∂fs
∂xj

∣∣∣∣
x̄

}
.

Ìîæíî äîêàçàòü, ïî àíàëîãèè ñ ëèíåéíûì ñëó÷àåì, ÷òî

ME (y) = F ·ME (x) · F T ,

ãäå F � ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû

[F ]rs =
∂fr
∂xs

∣∣∣∣
x̄

.

7.1 Îòíîøåíèå äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Äëÿ ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ôîðìóë ðàññìîòðèì îäíîìåðíûé ñëó÷àé îò-
íîøåíèÿ äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí x1 è x2.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå ýòîãî îòíîøåíèÿ åñòü

ȳ ≈ x̄1

x̄2

.

Ìàòðèöà îøèáîê äëÿ x̄1 è x̄2 åñòü

ME (x ) =

(
s2

1 s1s2q12

s1s2q12 s2
2

)
,

ãäå q12 � îöåíêà êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè x1 è x2.
Ìàòðèöà îøèáîê F îäíîìåðíîé ôóíêöèè ȳ åñòü, ñ îäíîé ñòîðîíû, s2

ȳ, à ñ äðóãîé
ñòîðîíû � ïðîèçâåäåíèå òðåõ ìàòðèö (â ñèëó îäíîìåðíîñòè ôóíêöèè y ìàòðèöà F åñòü
ñòðîêà, à ìàòðèöà F T åñòü ñòîëáåö):

ME (y) =
(

1
x̄2
− x̄1

x̄2
2

)( s2
1 s1s2q12

s1s2q12 s2
2

) 1
x̄2

− x̄1

x̄2
2


Ïîñëå ïåðåìíîæåíèÿ ïîëó÷àåì îøèáêó âåëè÷èíû ȳ:

s2
ȳ =

x̄2
1

x̄2
2

{
s2

1

x̄2
1

+
s2

2

x̄2
2

− 2q12
s1

x̄1

s2

x̄2

}
.

7.2 Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Èç ðàññóæäåíèé, ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íûõ ïðåäûäóùèì, ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîèçâå-
äåíèÿ äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí x1 è x2 åñòü

ȳ ≈ x̄1x̄2,

à îøèáêà âåëè÷èíû ȳ åñòü

s2
ȳ ≈ x̄2

1x̄
2
2

{
s2

1

x̄2
1

+
s2

2

x̄2
2

+ 2q12
s1

x̄1

s2

x̄2

}
.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî åñëè x1 è x2 � íåçàâèñèìûå íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå âåëè-
÷èíû, òî ñòðîãèì âûðàæåíèåì äëÿ äèñïåðñèè èõ ïðîèçâåäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

s2
ȳ = s2

1x̄
2
2 + s2

2x̄
2
1 + s2

1s
2
2

è ýòî âûðàæåíèå ìîæåò ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ îò ïðåäûäóùåãî ïðèáëèæåííîãî âûðàæåíèÿ
ïðè q12 = 0, åñëè îøèáêè x̄2

1 è x̄
2
2 âåëèêè.
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7.3 Äèñïåðñèÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè îò n íåçàâèñèìûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí

Åùå îäíèì ÷àñòíûì ñëó÷àåì âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû îøèáîê ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå
äèñïåðñèè ôóíêöèè ìíîãèõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ. Åñëè y = f(xi), i =
1, . . . , n, òî

s2
ȳ =

n∑
i=1

(
∂f

∂xi

)2∣∣∣∣
x̄i

s2(x̄i).

Ñóùåñòâóåò åùå îäèí ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ôóíêöèè ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí, y = y(x1, x2, . . . , xn), íî îí îñíîâàí íà ðåäêî ðåàëèçóåìîì â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íàì òî÷íî èçâåñòíû ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ àðãóìåí-
òîâ ýòîé ôóíêöèè, [9].

Ðàññìîòðèì ýòó çàäà÷ó áîëåå ïîäðîáíî íà ïðèìåðå ôóíêöèè äâóõ ñëó÷àéíûõ àð-
ãóìåíòîâ è íàéäåì, äëÿ ïðèìåðà, ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû x1 + x2. Ïîñêîëüêó
x1, x2 � íåçàâèñèìû, òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî x1 ëåæèò â èíòåðâàëå [a1, b1], à x2 ëåæèò
â èíòåðâàëå [a2, b2], ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ∫ b1

a1

f1(u)du ·
∫ b2

a2

f2(v)dv =

∫ b1

a1

∫ b2

a2

f1(u)f2(v)dudv.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (x1, x2) èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
f(u, v) = f1(u)f2(v).

Çíà÷åíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ H(t) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x1 + x2 â òî÷êå t ðàâíî
âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî x1 + x2 < t:

H(t) = P (x1 + x2 < t).

Èìååò ìåñòî ÒÅÎÐÅÌÀ, [9]:

• Åñëè ñîâîêóïíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {x1, x2, . . . xn} îáëàäàåò ïëîòíîñòüþ âåðî-
ÿòíîñòè f(x1, x2, . . . , xn), òî âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé òî÷êè X ñ êîîðäè-
íàòàìè {x1, x2, . . . xn} â ïðîèçâîëüíóþ îáëàñòü G ðàâíà èíòåãðàëó îò ôóíêöèè f
ïî ýòîé îáëàñòè:

P (X ∈ G) =

∫
G

f(u1, u2, . . . , un)du1du2 . . . dun.

Èñïîëüçóÿ ýòó òåîðåìó, âèäèì, ÷òî

H(t) =
x

u+v<t

f1(u)f2(v)dudv =

∫ +∞

−∞
du

∫ t−u

−∞
f1(u)f2(v)dv =

=

∫ +∞

−∞
du

∫ t

−∞
f1(u)f2(w − u)dw,

ãäå ââåäåíà íîâàÿ ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ w = u+ v.
Ïîñêîëüêó ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé íåîòðèöàòåëüíû, ìîæíî èçìåíèòü ïîðÿäîê èí-

òåãðèðîâàíèÿ:

H(t) =

∫ t

−∞
dw

∫ +∞

−∞
f1(u)f2(w − u)du.
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Ýòà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îáëàäàåò ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè, êîòîðàÿ è åñòü
ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñóììû äâóõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ïëîòíîñòÿìè
f1(t), f2(t):

h(t) =

∫ +∞

−∞
f1(u)f2(t− u)du.

Çíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñóììû äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ìîæíî âû÷èñëèòü âñå
õàðàêòåðèñòèêè ýòîé ñóììû: ñðåäíåå, äèñïåðñèþ è ëþáûå äðóãèå èíòåðåñóþùèå ìîìåí-
òû âûñøèõ ïîðÿäêîâ.
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8 Ýëåìåíòû ëèíåéíîé àëãåáðû

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç ëèíåéíîé àëãåáðû, íåîáõîäèìûå äëÿ ðåøåíèÿ ñè-
ñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

8.1 Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Â îáùåì ñëó÷àå ñèñòåìà m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè (èëè êðàòêî,
ëèíåéíàÿ ñèñòåìà) (äàëåå ïðîñòî ¾ñèñòåìà¿) èìååò âèä, [10] � [11]:

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

. . .

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

Âåëè÷èíû x1, x2, . . . , xn � íåèçâåñòíûå, êîòîðûå íóæíî âû÷èñëèòü, ðåøèâ ìàòðè÷íîå
óðàâíåíèå. Çàäàííàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû (èëè îñíîâíàÿ ìàòðèöà) åñòü

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn


Çàäàííûé âåêòîð-ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ åñòü (b1, b2, . . . , bm).

Åñëè âñå bj = 0, òî ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé. Åñëè õîòÿ áû îäíî çíà÷åíèå
bj 6= 0, òî ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ íåîäíîðîäíîé. Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíîé, åñëè
n = m.

Ðåøåíèåì ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü n ÷èñåë c1, c2, . . . , cn, êîòîðûå ïðè ïîä-
ñòàíîâêè â ñèñòåìó íà ìåñòî íåèçâåñòíûõ x1, x2, . . . , xn îáðàùàåò âñå óðàâíåíèÿ ýòîé
ñèñòåìû â òîæäåñòâà.

Íå âñÿêàÿ ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå. Íàïðèìåð,{
x1 + x2 = 1

x1 + x2 = 2

ðåøåíèÿ íå èìååò.
Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé, åñëè îíà èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå, è íåñîâ-

ìåñòíîé, åñëè íåò íè îäíîãî ðåøåíèÿ. Ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííîé,
åñëè ó íåå åñòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå è íåîïðåäåëåííîé, åñëè ó íåå åñòü õîòÿ áû äâà
ðàçíûõ ðåøåíèÿ.

Óñëîâèå íàëè÷èÿ ó ñèñòåìû õîòÿ áû îäíîãî ðåøåíèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ ÒÅÎÐÅÌÎÉ
ÊÐÎÍÅÊÅÐÀ-ÊÀÏÅËËÈ

8.1.1 Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëè

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ëèíåéíàÿ ñèñòåìà
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

. . .

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm
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ÿâëÿëàñü ñîâìåñòíîé (ò.å., èìåëà õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû ðàíã ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ýòîé ñèñòåìû áûë ðàâåí ðàíãó åå îñíîâíîé ìàòðèöû.

Ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû åñòü:

A =


a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2
...

...
. . .

...
...

am1 am2 . . . amn bm

 .

Ìàòðèöà îáëàäàåò ðàíãîì r, åñëè ó ìàòðèöû A åñòü ìèíîð ïîðÿäêà r, íå ðàâíûé
íóëþ, à âñÿêèé ìèíîð ïîðÿäêà r+1 ðàâåí íóëþ. Ìèíîð ïîðÿäêà r � ýòî îïðåäåëèòåëü r-
ãî ïîðÿäêà ñ ýëåìåíòàìè, ëåæàùèìè íà ïåðåñå÷åíèè ëþáûõ k ñòðîê è ëþáûõ k ñòîëáöîâ
ìàòðèöû A.

8.2 Ìåòîä Êðàìåðà ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî, êîãäà îïðåäåëè-
òåëü ìàòðèöû ñèñòåìû íå ðàâåí íóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå åäèíñòâåííîå ðåøåíèå èùåòñÿ ïî
ôîðìóëàì Êðàìåðà:

xi =
∆i

∆
,

ãäå ∆i � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ïîëó÷àþùåéñÿ èç îñíîâíîé ìàòðèöû ñèñòåìû çàìå-
íîé j-ãî ñòîëáöà íà ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ, ∆ � îïðåäåëèòåëü îñíîâíîé ìàòðèöû
ñèñòåìû.

Ðàçáåðåì ìåòîä Êðàìåðà íà ïðèìåðå.
ÏÐÈÌÅÐ

• Íàéòè ðåøåíèå êâàäðàòíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:
x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 30

−x1 + 2x2 − 3x3 + 4x4 = 10

x2 − x3 + x4 = 3

x1 + x2 + x3 + x4 = 10

Ìàòðèöà ñèñòåìû (èëè îñíîâíàÿ ìàòðèöà) åñòü

A =


1 2 3 4
−1 2 −3 4
0 1 −1 1
1 1 1 1

 .

Ðàñïèøåì ïîäðîáíî âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ ∆1 ïî ôîðìóëå ðàñ÷åòà ñ ïîìîùüþ
àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé. Íàïîìíèì, àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå äëÿ ýëåìåí-
òà ìàòðèöû A aij � ýòî ÷èñëî ∆ij = (−1)i+jMij, ãäå Mij � ìèíîð, îïðåäåëèòåëü
ìàòðèöû, ïîëó÷àåìîé âû÷åðêèâàíèåì èç ìàòðèöû A i-îé ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû A ñ ïîìîùüþ àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé
èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ðàçëîæåíèÿ ïî ñòðîêå (èëè ñòîëáöó) ïî ôîðìóëå:

∆ = detA =
n∑
j=1

aij∆ij.
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èñïîëüçóåì ýòî ðàçëîæåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ∆1:

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
30 2 3 4
10 2 −3 4
3 1 −1 1
10 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 30 ·

∣∣∣∣∣∣
2 −3 4
1 −1 1
1 1 1

∣∣∣∣∣∣− 2 ·

∣∣∣∣∣∣
10 −3 4
3 −1 1
10 1 1

∣∣∣∣∣∣+ 3 ·

∣∣∣∣∣∣
10 2 4
3 1 1
10 1 1

∣∣∣∣∣∣−

−4 ·

∣∣∣∣∣∣
10 2 −3
3 1 −1
10 1 1

∣∣∣∣∣∣ = 30 · [2 · (−2) + 3 · 0 + 4 · 2]− 2 · [10 · (−2) + 3 · (−7)+

= 4 · 13] + 3 · [10 · 0− 2 · (−7) + 4 · (−7)]−

−4 · [10 · 2− 2 · 13− 3 · (−7)] = −4.

Îïðåäåëèòåëü îñíîâíîé ìàòðèöû:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
−1 2 −3 4
0 1 −1 1
1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −4.

Îïðåäåëèòåëè ∆2,∆3,∆4:

∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 30 3 4
−1 10 −3 4
0 3 −1 1
1 10 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −8,∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 30 4
−1 2 10 4
0 1 3 1
1 1 10 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −12,

∆4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 30
−1 2 −3 10
0 1 −1 3
1 1 1 10

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −16.

Òîãäà x1 = ∆1/∆ = 1, x2 = ∆2/∆ = 2, x3 = ∆3/∆ = 3, x4 = ∆4/∆ = 4.

8.3 Ìåòîä Ãàóññà ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ïîìèìî ìåòîäà Êðàìåðà, ñóùåñòâóåò äðóãîé ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé, íàçûâàåìûé ìåòîäîì Ãàóññà. Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà â òîì, ÷òî ñî ñòðî-
êàìè è ñòîëáöàìè ìàòðèöû ìîæíî ïðîèçâîäèòü òðè ýëåìåíòàðíûå îïåðàöèè, êîòîðûå
íå èçìåíÿþò ðàíãà ìàòðèöû:

1. ïåðåñòàíîâêó äâóõ ñòðîê (ñòîëáöîâ),

2. óìíîæåíèå ñòðîêè (ñòîëáöà) íà ëþáîé, îòëè÷íûé îò íóëÿ, ìíîæèòåëü,

3. ïðèáàâëåíèå ê îäíîé ñòðîêå (ñòîëáöó) ïðîèçâîëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè äðóãèõ
ñòðîê (ñòîëáöîâ).

Ëþáóþ ìàòðèöó ìîæíî ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó âèäó ñ ïîìîùüþ ýòèõ òðåõ ýëå-
ìåíòàðíûõ îïåðàöèé ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó.

1. Ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê (ñòîëáöîâ) ñäåëàòü a11 6= 0 (åñëè ýòî íåîáõîäèìî).
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2. Óìíîæèòü ïåðâóþ ñòðîêó íà a−1
11 .

3. Âû÷åñòü èç j-ãî ñòîëáöà ïåðâûé ñòîëáåö, óìíîæåííûé íà a1j.

4. Âû÷åñòü èç i-îé ñòðîêè ïåðâóþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà ai1; ïîëó÷èòñÿ ìàòðèöà
âèäà:

Ã =


1 0 . . . 0
0 ã22 . . . ã2n
...

...
. . .

...
0 ãm2 . . . ãmn

 .

5. Âñå ïðåäûäóùèå øàãè îñóùåñòâëÿåì ñ ìàòðèöåé ã22 . . . ã2n
...

. . .
...

ãm2 . . . ãmn

 .

è ò.ä. äî ïîëó÷åíèÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû.

Êàê ìåòîä Ãàóññà, òàê è ìåòîä Êðàìåðà ìîãóò ïðèâåñòè ê áîëüøèì ïîãðåøíîñòÿì,
åñëè çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ è ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ çàäàíû ïðèáëèæåííî èëè êîãäà ïðî-
èçâîäèòñÿ îêðóãëåíèå â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ýòî îòíîñèòñÿ ê ñëó-
÷àþ, êîãäà îñíîâíàÿ ìàòðèöà ëèíåéíîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ïëîõî îáóñëîâëåííîé (ñì.
(13.4.1)), ò.å., êîãäà ìàëûì èçìåíåíèÿì ýëåìåíòîâ ýòîé ìàòðèöû îòâå÷àþò áîëüøèå
èçìåíåíèÿ ýëåìåíòîâ îáðàòíîé ìàòðèöû. Â òàêîì ñëó÷àå ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû
x = A−1b îêàæåòñÿ íåóñòîé÷èâûì. Äëÿ ðåøåíèÿ íåóñòîé÷èâûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñóùå-
ñòâóþò ìåòîäû ðåãóëÿðèçàöèè À.Í. Òèõîíîâà, èòåðàöèîííûå ìåòîäû ßêîáè è ìåòîäû
ñèíãóëÿðíîãî ìàòðè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ, [11].
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9 Ïîíÿòèå î ðàâíîòî÷íûõ è íåðàâíîòî÷íûõ

èçìåðåíèÿõ

Ðàâíîòî÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ (íàáëþäàòåëüíûõ èëè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ âûáîðî÷íûõ
äàííûõ) îçíà÷àåò, ÷òî âñå ýòè ðåçóëüòàòû x1, x2, . . . , xn ïîëó÷åíû ñ îäèíàêîâîé òî÷íî-
ñòüþ. Åñëè âñå xi ðàâíîòî÷íû, òî èõ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îòêëîíåíèÿ ðàâíû: si = s
(s2 � äèñïåðñèÿ, îöåíåííàÿ ïî âûáîðêå).

Íàïîìíèì îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ðàâíîòî÷íîé âûáîðêè è îáîáùèì èõ äëÿ ñëó÷àÿ
íåðàâíîòî÷íûõ èçìåðåíèé.

• Íàèáîëåå âåðîÿòíîå çíà÷åíèå îïðåäåëÿåìîé âåëè÷èíû åñòü ñðåäíåå àðèôìåòè÷å-
ñêîå âñåõ ýëåìåíòîâ âûáîðêè:

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi.

• Íàèáîëåå âåðîÿòíîå çíà÷åíèå ñðåäíåé êâàäðàòè÷íîé îøèáêè îäíîãî èçìåðåíèÿ:

s =

√∑n
i=1(xi − x̄)2

n− 1
.

• Ñðåäíÿÿ êâàäðàòè÷íàÿ îøèáêà ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî:

sx̄ =
s√
n

=

√∑n
i=1(xi − x̄)2

n(n− 1)
.

Â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ ÷àñòî áûâàþò ñëó÷àè, êîãäà äëÿ êàê ìîæíî áîëåå íàäåæíîãî
îïðåäåëåíèÿ êàêîé-òî âåëè÷èíû ñîáèðàþò èçìåðåíèÿ ðàçíîãî ïðîèñõîæäåíèÿ, ò.å. âû-
ïîëíåííûå íà ðàçíûõ ïðèáîðàõ, ïðè ðàçíûõ óñëîâèÿõ, ðàçíûìè ìåòîäàìè è ò.ä. òàêèå
èçìåðåíèÿ íîñÿò íàçâàíèå íåðàâíîòî÷íûõ.

Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé íåðàâíîòî÷íûõ èçìåðåíèé � ñîáðàíèå íå ïðÿìûõ èçìåðåíèé, à
âûâîäîâ èç ðàâíîòî÷íûõ èçìåðåíèé, ÷èñëî êîòîðûõ ðàçëè÷íî â ðàçëè÷íûõ âûâîäàõ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïóñòü èìååò m1 ðàâíîòî÷íûõ èçìåðåíèé è èç íèõ âûâåäåíî íàè-
áîëåå âåðîÿòíîå çíà÷åíèå x1. Äàëåå, èç m2 ðàâíîòî÷íûõ èçìåðåíèé âûâîäèòñÿ íàè-
áîëåå âåðîÿòíîå çíà÷åíèå x2 è ò.ä. Ïîëó÷àåòñÿ íàáîð íàèáîëåå âåðîÿòíûõ âåëè÷èí
{x1, x2, . . . , xn} è èç ýòîãî íàáîðà íóæíî âûâåñòè íàèáîëåå âåðîÿòíîå çíà÷åíèå xk.

Äëÿ êàæäîãî xk ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå åñòü, ïî ïîñòðîåíèþ

sk =
s
√
mk

,

ãäå s � ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà îäíîãî èçìåðåíèÿ.
Åñëè xk � ðàâíîòî÷íûå, òî sk = s. Åñëè xk � íåðàâíîòî÷íûå, òî âìåñòî s1, s2, . . . , sn

ââîäÿò ÷èñëà p1, p2, . . . , pn, íàçûâàåìûå âåñàìè èçìåðåíèé:

pk =
s2

0

s2
k

,

ãäå s2
0 � ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî (s0 íàçûâàåòñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå

íà åäèíèöó âåñà).
Èç îïðåäåëåíèÿ ââåäåííûõ âåñîâ ñëåäóþò èõ ñâîéñòâà.
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• Âåñà íåðàâíîòî÷íûõ èçìåðåíèé îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíû ñâîèì äèñïåðñèÿì.

• Âåñà íåðàâíîòî÷íûõ èçìåðåíèé � îòíîñèòåëüíûå ÷èñëà.

Îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ ñëó÷àÿ íåðàâíîòî÷íûõ èçìåðåíèé.

• Íàèáîëåå âåðîÿòíîå çíà÷åíèå îïðåäåëÿåìîé âåëè÷èíû åñòü ñðåäíåå âåñîâîå èëè
ñðåäíåå âçâåøåííîå âñåõ ýëåìåíòîâ âûáîðêè:

x̄p =
1

p

n∑
k=1

pkxk,

ãäå

p =
n∑
k=1

pk.

• Íàèáîëåå âåðîÿòíîå çíà÷åíèå ñðåäíåé êâàäðàòè÷íîé îøèáêè èçìåðåíèÿ ñ âåñîì
åäèíèöà:

sp =

√∑n
k=1 pk(xk − x̄p)2

n− 1
.

• Ñðåäíÿÿ êâàäðàòè÷íàÿ îøèáêà ñðåäíåãî âåñîâîãî èëè ñðåäíåãî âçâåøåííîãî:

sx̄p =
s0√
p
,

ãäå

p =
n∑
k=1

pk.

9.1 Óñëîâíûå è íîðìàëüíûå óðàâíåíèÿ

Â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ ÷àñòî áûâàåò òàê, ÷òî ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ âåëè÷èíû íåëü-
çÿ íàáëþäàòü íåïîñðåäñòâåííî. Âìåñòî íèõ èç íàáëþäåíèé ìîæíî îïðåäåëèòü òîëüêî
ôóíêöèè íåèçâåñòíûõ, [1].

Ðàññìîòðèì ïðèìåð.
Ïóñòü íàáëþäåíèÿ äàþò çíà÷åíèÿ xk è yk âåëè÷èí x è y ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëà-

ãàåòñÿ, ÷òî x è y ñâÿçàíû çàâèñèìîñòüþ:

y = Θ0 + Θ1x+ Θ2x
2,

ãäå Θ0,Θ1,Θ2 � ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ êîýôôèöèåíòû. Êàæäîå íàáëþäåíèå (xk, yk)
äàåò óðàâíåíèå ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè:

yk = Θ0 + Θ1xk + Θ2x
2
k, k = 1, 2, . . . , n

Â îáùåì âèäå çàäà÷à ñòàâèòñÿ òàê: âìåñòî ïîäëåæàùèõ îïðåäåëåíèþ âåëè÷èí
Θ0,Θ1,Θ2, . . . èç íàáëþäåíèé ïîëó÷àþòñÿ âåëè÷èíû yk, êîòîðûå åñòü ôóíêöèè îò íåèç-
âåñòíûõ Θ0,Θ1,Θ2, . . . . Êàæäîå íàáëþäåíèå äàåò óñëîâíîå óðàâíåíèå âèäà

fk(Θ0,Θ1,Θ2, . . . , xk) = yk.
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Åñëè áû â ïðîöåññå íàáëþäåíèé íå áûëî ñëó÷àéíûõ îøèáîê èëè îøèáêè áûëè áû
òàê ìàëû, ÷òî èìè ìîæíî áûëî áû ïðåíåáðå÷ü, òî áûëî áû äîñòàòî÷íî èìåòü ñòîëüêî
íàáëþäåíèé ñêîëüêî è íåèçâåñòíûõ. Îäíàêî â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ ýòî íå òàê.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî íàäåÿòüñÿ íà ÷àñòè÷íóþ âçàèìíóþ êîìïåíñàöèþ îøè-
áîê, áåðóò ÷èñëî íàáëþäåíèé (ò.å. ÷èñëî óñëîâíûõ óðàâíåíèé) ãîðàçäî áîëüøå, ÷åì
êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ. Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ (êàê ïðàâèëî íåëèíåéíàÿ)
ñèñòåìà óñëîâíûõ óðàâíåíèé ñî ñëó÷àéíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè.

Ïîñêîëüêó â ñèñòåìå åñòü ñëó÷àéíûå îøèáêè, òî ñèñòåìà, î÷åâèäíî, íåñîâìåñòíà
äàæå ïðè òî÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ñâÿçÿõ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò òàêèõ
Θ∗0,Θ

∗
1,Θ

∗
2, . . . , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿëè áû âñåì óñëîâíûì óðàâíåíèÿì îäíîâðåìåííî,

ò.å.
fk(Θ

∗
0,Θ

∗
1,Θ

∗
2, . . . )− yk = εk 6= 0

Âåëè÷èíà fk(Θ0,Θ1,Θ2, . . . )− yk íàçûâàåòñÿ íåâÿçêà.
Åñëè äàíà ñèñòåìà ðàâíîòî÷íûõ óñëîâíûõ óðàâíåíèé, òî áóäåì èñêàòü íåèçâåñòíûå

òàê, ÷òîáû ñóììà êâàäðàòîâ íåâÿçîê áûëà íàèìåíüøåé, â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ ïðèíöèï
Ëåæàíäðà.

9.2 Ïðèíöèï Ëåæàíäðà è ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ)

Îáðàçóåì ñóììó êâàäðàòîâ íåâÿçîê

S =
n∑
k=1

[
fk(Θ0,Θ1,Θ2, . . . )− yk

]2
.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà S:

∂S

∂Θ0

=
∂S

∂Θ1

=
∂S

∂Θ2

= · · · = 0.

Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ íîðìàëüíûìè óðàâíåíèÿìè.

9.3 Îáîáùåííûé ïðèíöèï Ëåæàíäðà è âçâåøåííûé ÌÍÊ

Ïðèíöèï Ëåæàíäðà ìîæíî îáîáùèòü íà íåðàâíîòî÷íûå óñëîâíûå óðàâíåíèÿ. Êðîìå
òîãî, ìîæíî ïðèâåñòè íåðàâíîòî÷íûå óðàâíåíèÿ ê ðàâíîòî÷íûì.

Ïóñòü èçâåñòíû ñðåäíèå êâàäðàòè÷íûå îøèáêè s1, s2, . . . , sn è íàéäåíû âåñà
p1, p2, . . . , pn.

Íàèáîëåå âåðîÿòíàÿ ñîâîêóïíîñòü çíà÷åíèé ïîëó÷àåòñÿ ïðè ìèíèìèçàöèè (îáîáùåí-
íûé ïðèíöèï Ëåæàíäðà)

Sp =
n∑
k=1

pk
[
fk(Θ0,Θ1,Θ2, . . . )− yk

]2
.

Èç îáîáùåííîãî ïðèíöèïà Ëåæàíäðà ëåãêî ïîëó÷èòü ïðàâèëî ïðèâåäåíèÿ íåðàâíî-
òî÷íûõ óñëîâíûõ óðàâíåíèé ê ðàâíîòî÷íûì:

Sp =
n∑
k=1

pk · ε2k =
n∑
k=1

(
εk
√
pk
)2

=
n∑
k=1

ε̃2k.
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10 Ëèíåàðèçàöèÿ óñëîâíûõ óðàâíåíèé è ïðåäñòàâëå-

íèå ðåçóëüòàòà ðåøåíèÿ óñëîâíûõ óðàâíåíèé

Ñîñòàâèòü íîðìàëüíûå óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðè ëþáîì âèäå óñëîâíûõ óðàâíåíèé, íî
ðåøàòü, îñîáåííî â íåëèíåéíîì ñëó÷àå, äîâîëüíî òðóäíî. Êðîìå òîãî, ïîëó÷åííûå ðåøå-
íèÿ íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé íå áóäóò îáÿçàòåëüíî ëèíåéíûìè ïî ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå yk.
Ýòî çàòðóäíÿåò âû÷èñëåíèå ñðåäíèõ è ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèõ îòêëîíåíèé íåèçâåñòíûõ
(ò.å âû÷èñëåíèå òî÷å÷íûõ îöåíîê è äîïóñòèìûõ èíòåðâàëîâ äëÿ ýòèõ íåèçâåñòíûõ).

Î÷åâèäíî, ãîðàçäî óäîáíåå ðàáîòàòü ñ ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè, êîãäà íåèçâåñòíûå
çàâèñÿò îò ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ëèíåéíûì îáðàçîì.

Ïðèâîäèòü ê ëèíåéíîìó âèäó ìîæíî óäà÷íîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ. Íàïðèìåð, ïóñòü
óñëîâíûå óðàâíåíèÿ èìåþò âèä

αk sin(Θ0 + Θ1) + βk sin(Θ0 −Θ1) + γke
−2Θ2 = yk,

ãäå Θ0,Θ1,Θ2 � íåèçâåñòíûå, êîòîðûå íóæíî îïðåäåëèòü, αk, βk, γk � çàäàííûå íåñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû, yk � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó:
sin(Θ0 + Θ1) = x,

sin(Θ0 −Θ1) = y,

e−2Θ2 = z.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èì ëèíåéíóþ ñèñòåìó óñëîâíûõ óðàâíåíèé:

αkx+ βky + γkz − yk = 0.

Ðåøèâ ýòó ñèñòåìó (ìåòîäîì Êðàìåðà èëè ìåòîäîì Ãàóññà), ïîëó÷èì òî÷å÷íûå îöåí-
êè íåèçâåñòíûõ x̄, ȳ, z̄. Ïîñêîëüêó ýòè âåëè÷èíû åñòü ëèíåéíûå ôóíêöèè ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí yk (êîòîðûå îáû÷íî ïðåäïîëàãàþòñÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûìè è íåçàâèñè-
ìûìè), òî è ñàìè îöåíêè íåèçâåñòíûõ îáëàäàþò òåì æå ðàñïðåäåëåíèåì (íîðìàëüíûì).

Èñêîìûå íåèçâåñòíûå

Θ̄0 =
arcsin x̄+ arcsin ȳ

2

Θ̄1 =
arcsin x̄− arcsin ȳ

2

Θ̄2 = − ln z̄

2
.

Íàêîíåö, íàõîäèì çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ Θ̄0, Θ̄1, Θ̄2 è ïîòîì âû÷èñëÿåì èõ äèñïåð-
ñèè.

Îäíàêî òàêóþ çàìåíó ìîæíî ñäåëàòü äàëåêî íå âñåãäà. Ðàññìîòðèì îáùèé ìåòîä
ëèíåàðèçàöèè óñëîâíûõ óðàâíåíèé, ïðåäïîëîæèâ òîëüêî, ÷òî êîýôôèöèåíòû óñëîâíûõ
óðàâíåíèé òî÷íûå, à ñëó÷àéíûå îøèáêè yk ìàëû ïî ìîäóëþ.

Ðàññìîòðèì ýòó çàäà÷ó íà ïðèìåðå.

Θ0 · sin
(

2πt

Θ3

+ Θ1

)
+ Θ2 = w

Îïðåäåëèòü Θ0,Θ1,Θ2 è Θ3, ñ÷èòàÿ, ÷òî âåëè÷èíà w ñîäåðæèò ñëó÷àéíûå îøèáêè è
âñå èçìåðåíèÿ ðàâíîòî÷íûå.
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Òàáëèöà 18:

Ñòàòèñòè÷åñêèé ðÿä ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû wk â ìîìåíòû âðåìåíè tk

tk 0.0 0.52 1.04 1.56 2.08 2.60 3.12 3.64 4.16 4.68 5.20 5.72 6.24

wk 2.02 1.86 1.49 1.02 0.51 0.14 −0.03 0.15 0.53 0.97 1.46 1.90 1.98

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà w çàäàíà òàáëè÷íî äëÿ ðàçíûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè (Òàáëèöà
18).

Ïîäñòàâèì â çàäàííûé çàêîí òàáëè÷íûå çíà÷åíèÿ tk è wk è ïîëó÷èì ñèñòåìó èç
13-òè íåëèíåéíûõ óñëîâíûõ óðàâíåíèé

Θ0 · sin
(

2πtk
Θ3

+ Θ1

)
+ Θ2 = wk

Íàéäåì (ëþáûì ñïîñîáîì) ïðåäâàðèòåëüíûå ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ. Ïåðèîä Θ0
3 =

6.30, ïîòîìó ÷òî ïðè t = 6.24(< 6.30) åùå íå ïîëó÷åíî èñõîäíîå çíà÷åíèå (2.02), ò.å.
ïåðèîä êîëåáàíèÿ äîëæåí áûòü íåìíîãî áîëüøå. Âåëè÷èíû Θ0

2 = 1.08 è Θ0
0 = 0.90, ò.ê.

ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå w áëèçêî ê 2 è ñðåäè çíà÷åíèé åñòü áëèçêîå ê 0, ÷òî îçíà÷àåò,
÷òî Θ2 è Θ0 åñòü âåëè÷èíû îäíîãî ïîðÿäêà; ïóñòü Θ0

2 åñòü ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå
âñåõ wk. Äàëåå, ïðèìåì Θ0

1 = 1.50 � ýòî ñëåäóåò èç ãðóáîãî ñðàâíåíèÿ w ñ îáû÷íîé
ñèíóñîèäîé.

Âûáðàâ íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ èñêîìûõ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ, ïîëîæèì

Θ0 = Θ0
0 + x1,

Θ1 = Θ0
1 + y1,

Θ2 = Θ0
2 + z1

Θ3 = Θ0
3 + u1.

Ïîäñòàâèì ýòè âûðàæåíèÿ â óñëîâíûå óðàâíåíèÿ è ðàçëîæèì ôóíêöèè (fk) â ðÿäû
ïî ñòåïåíÿì x1, y1, z1, u1 è îãðàíè÷èìñÿ â ðàçëîæåíèÿõ ïåðâûìè ñòåïåíÿìè ýòèõ ïîïðà-
âîê:

fk(Θ
0
0,Θ

0
1,Θ

0
2,Θ

0
3)− yk +

∂fk
∂Θ0

∣∣∣∣
0

x1 +
∂fk
∂Θ1

∣∣∣∣
0

y1 +
∂fk
∂Θ2

∣∣∣∣
0

z1 +
∂fk
∂Θ3

∣∣∣∣
0

u1 = 0,

ãäå

fk = Θ0 · sin
(

2πtk
Θ3

+ Θ1

)
+ Θ2

yk = wk.

x1 · sin
(

2πtk
Θ0

3

+ Θ0
1

)
+ Θ0

0y1 · cos

(
2πtk
Θ0

3

+ Θ0
1

)
− u1Θ0

0 ·
2πtk(
Θ0

3

)2 · cos

(
2πtk
Θ0

3

+ Θ0
1

)
+ z1+

+

[
Θ0

0 · sin
(

2πtk
Θ0

3

+ Θ0
1

)
+ Θ0

2 − wk
]

= 0.

k = 1, 2, . . . , 13.
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Ïåðåïèøåì (ïåðåîáîçíà÷èì) ñèñòåìó â âèäå

akx1 + bky1 + ckz1 + dku1 + yk = 0,

ãäå
ak = sin τk,

τk =
2πtk
Θ0

3

+ Θ0
1,

bk = Θ0
0 · cos τk,

ck = 1,

dk = −Θ0
0 · cos

(
τk

)
· 2πtk(

Θ0
3

)2 ,

yk = Θ0
0 · sin τk + Θ0

2 − wk.
Òåïåðü íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó óñëîâíûõ óðàâíåíèé, èñïîëüçîâàâ ïðèíöèï Ëå-

æàíäðà, è îïðåäåëèòü
x1, y1, z1, u1,

à òàêæå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îøèáêè ýòèõ âåëè÷èí

sx1, sy1, sz1, su1.

Ïóñòü äàíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ óñëîâíûõ óðàâíåíèé

akx+ bky + ckz + dku+ yk = 0,

ãäå íåèçâåñòíûå:
x, y, z, u,

íåñëó÷àéíûå ÷èñëà, èçìåíÿþùèåñÿ îò óðàâíåíèÿ ê óðàâíåíèþ:

ak, bk, ck, dk,

à ñëó÷àéíûå îøèáêè ñîäåðæàòüñÿ òîëüêî â yk.
Íåâÿçêè åñòü

εk = akx+ bky + ckz + dku+ yk.

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó Ëåæàíäðà, íóæíî ìèíèìèçèðîâàòü

S =
n∑
k=1

ε2k =
n∑
k=1

(akx+ bky + ckz + dku+ yk)
2.

Ñ÷èòàÿ óñëîâíûå óðàâíåíèÿ ðàâíîòî÷íûìè, çàïèøåì íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìó-
ìà: 

∂S
∂x

= 2
∑n

k=1

(
akx+ bky + ckz + dku+ yk

)
· ak = 0

∂S
∂y

= 2
∑n

k=1

(
akx+ bky + ckz + dku+ yk

)
· bk = 0

∂S
∂z

= 2
∑n

k=1

(
akx+ bky + ckz + dku+ yk

)
· ck = 0

∂S
∂u

= 2
∑n

k=1

(
akx+ bky + ckz + dku+ yk

)
· dk = 0
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Ýòè óñëîâèÿ ïðèâîäÿò ê íîðìàëüíûì óðàâíåíèÿì

x
∑n

k=1 a
2
k + y

∑n
k=1 akbk + z

∑n
k=1 akck + u

∑n
k=1 akdk +

∑n
k=1 akyk = 0

x
∑n

k=1 bkak + y
∑n

k=1 b
2
k + z

∑n
k=1 bkck + u

∑n
k=1 bkdk +

∑n
k=1 bkyk = 0

x
∑n

k=1 ckak + y
∑n

k=1 ckbk + z
∑n

k=1 c
2
k + u

∑n
k=1 ckdk +

∑n
k=1 ckyk = 0

x
∑n

k=1 dkak + y
∑n

k=1 dkbk + z
∑n

k=1 dkck + u
∑n

k=1 d
2
k +

∑n
k=1 dkyk = 0

Àíàëîãè÷íî ñîñòàâëÿþòñÿ íîðìàëüíûå óðàâíåíèÿ ïðè ëþáîì ÷èñëå íåèçâåñòíûõ.
Ðåøåíèå ñèñòåìû íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì Êðàìåðà (óäîáíî äëÿ ñèñòåì íå

âûøå 4-ãî ïîðÿäêà):

x̄ =
∆x

∆
, ȳ =

∆y

∆
, z̄ =

∆z

∆
, ū =

∆u

∆
,

ãäå ∆ � îïðåäåëèòåëü îñíîâíîé ìàòðèöû ñèñòåìû. Äëÿ ïåðåìåííîé x̄

∆x = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
[ay] [ab] [ac] [ad]
[by] [bb] [bc] [bd]
[cy] [cb] [cc] [cd]
[dy] [db] [dc] [dd]

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −
n∑
k=1

yk ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
ak [ab] [ac] [ad]
bk [bb] [bc] [bd]
ck [cb] [cc] [cd]
dk [db] [dc] [dd]

∣∣∣∣∣∣∣∣
ãäå îáîçíà÷åíî

[ab] =
n∑
k=1

akbk.

Îáîçíà÷èì

∆k =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ak [ab] [ac] [ad]
bk [bb] [bc] [bd]
ck [cb] [cc] [cd]
dk [db] [dc] [dd]

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Òîãäà

x̄ =
∆x

∆
= −

n∑
k=1

∆k

∆
yk.

Òîãäà

s2
x̄ =

n∑
k=1

∆2
k

∆2
s2
k. (9)

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå (9).
Äåéñòâèòåëüíî, ñ ó÷åòîì âçàèìíîé íåçàâèñèìîñòè âåëè÷èí yk äèñïåðñèÿ âåëè÷èíû

x̄ ïî îïðåäåëåíèþ åñòü

D[x̄] ≡ s2
x̄ = D

[
−

n∑
k=1

∆k

∆
yk

]
=

n∑
k=1

(
∆k

∆

)2

D[yk] =
n∑
k=1

∆2
k

∆2
s2
k.

Äëÿ ðàâíîòî÷íûõ äàííûõ

s2
x̄ =

n∑
k=1

∆2
k

∆2
s2

0.
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Ìîæíî âûâåñòè, ÷òî
n∑
k=1

∆2
k = ∆∆11,

ãäå ∆11 åñòü àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ïåðâîãî äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà îñíîâíîé ìàò-
ðèöû ñèñòåìû. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî

n∑
k=1

∆2
k =

n∑
k=1

∆k ·∆k =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
ak∆k [ab] [ac] [ad]∑
bk∆k [bb] [bc] [bd]∑
ck∆k [cb] [cc] [cd]∑
dk∆k [db] [dc] [dd]

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
ïðè÷åì îïðåäåëèòåëè, ñîäåðæàùèå îäèíàêîâûå ñòîëáöû, ðàâíû íóëþ∑

bk∆k =
∑

ck∆k =
∑

dk∆k = 0,

à ∑
ak∆k = ∆.

Ðàñêëàäûâàÿ ÷åòûðåõìåðíûé îïðåäåëèòåëü ïî ïåðâîìó ýëåìåíòó, ïîëó÷àåì èñêîìîå
ñîîòíîøåíèå

n∑
k=1

∆2
k = ∆ · (−1)1+1∆11.

Òîãäà äëÿ ðàâíîòî÷íûõ äàííûõ

s2
x̄ =

∆11

∆
· s2

0.

è

px̄ =
s2

0

s2
x̄

=
∆

∆11

Àíàëîãè÷íî äëÿ äðóãèõ íåèçâåñòíûõ:

ȳ =
∆y

D
, z̄ =

∆z

∆
, ū =

∆u

∆

è

pȳ =
∆

∆22

, pz̄ =
∆

∆33

, pū =
∆

∆44

,

ãäå ∆ � îïðåäåëèòåëü îñíîâíîé ìàòðèöû ëèíåéíîé ñèñòåìû íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé, à
∆kk � ñîîòâåòñòâóþùèå àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ k-ãî äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà îñíîâ-
íîé ìàòðèöû.

Ïîñëå ðåøåíèÿ íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé ïîëó÷àþòñÿ íàèáîëåå âåðîÿòíûå çíà÷åíèÿ
íåèçâåñòíûõ: x̄, ȳ, z̄, ū. Èõ ïîäñòàíîâêà â óñëîâíûå óðàâíåíèÿ äàñò íåâÿçêè, óäîâëåòâî-
ðÿþùèå óñëîâèþ ìèíèìóìà ñóììû êâàäðàòîâ. Ýòè íåâÿçêè íàçûâàþòñÿ îñòàòî÷íûìè
ïîãðåøíîñòÿìè è îáîçíà÷àþòñÿ εk.

Ñóììà êâàäðàòîâ îñòàòêîâ åñòü
S̄ =

=
n∑
k=1

ε2k =
n∑
k=1

(
akx̄+ bkȳ + ckz̄ + dkū+ yk

)2

= x̄

n∑
k=1

akyk + ȳ

n∑
k=1

bkyk + z̄

n∑
k=1

ckyk+

= ū

n∑
k=1

dkyk +
n∑
k=1

y2
k.
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íàèáîëåå âåðîÿòíîå çíà÷åíèå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêè íà åäèíèöó âåñà s0:

s0 =

√
S̄

n−m
,

ãäå m � ÷èñëî íåèçâåñòíûõ.
Òîãäà ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îøèáêè äëÿ íåèçâåñòíûõ åñòü

sx̄ =
s0√
px̄
,

sȳ =
s0√
pȳ
,

sz̄ =
s0√
pz̄
,

sū =
s0√
pū
.

Îêîí÷àòåëüíî ðåøåíèå çàäà÷è (â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè) çàïèñûâàåòñÿ êàê

x = x̄± sx̄,
y = ȳ ± sȳ,
z = z̄ ± sz̄,
u = ū± sū.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ

x̄ = 0.096; ȳ = 0.092; z̄ = −0.075; ū = −0.026.

px̄ = 6.2; pȳ = 0.40; pz̄ = 4.5; pū = 0.113.

S̄ = 0.006925.

s2
0 =

0.007

13− 4
= 0.000778; s0 = 0.028.

s2
x̄ =

0.000778

6.2
= 0.00013, sx̄ = 0.011;

s2
ȳ =

0.000778

0.40
= 0.00019, sȳ = 0.044;

s2
z̄ =

0.000778

4.5
= 0.00017, sz̄ = 0.013;

s2
ū =

0.000778

0.113
= 0.0069, sū = 0.083.

Îêîí÷àòåëüíî ðåøåíèå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ åñòü

x = 0.096± 0.011,

y = 0.092± 0.044,

z = −0.075± 0.013,

u = −0.026± 0.083.

Ïîñëå òîãî, êàê íàéäåíî ðåøåíèå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ, ìîæíî ïîñòðîèòü âòî-
ðîå ïðèáëèæåíèå è ò.ä., àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñòðîÿ ñèñòåìû óñëîâíûõ óðàâíåíèé,
ñâîäÿ èõ ê ñèñòåìå íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé è ðåøàÿ. Ïðîöåññ ìîæåò áûòü îñòàíîâ-
ëåí òîãäà, êîãäà â äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ èòåðàöèÿõ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ïîëó÷à-
þò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ. Òàê, òî÷å÷íûå îöåíêè ðåøåíèÿ âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ åñòü
{x̄, ȳ, z̄, ū} = {0.004,−0.013,−0.001,−0.006}, à âåëè÷èíà S̄ = 0.006864.
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11 Îäíîôàêòîðíûé äèñïåðñèîííûé àíàëèç

Ðàçëè÷àþò òðè òèïà ñâÿçè ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè è, ñîîòâåòñòâåííî, òðè
ãðóïïû ìåòîäîâ. Äèñïåðñèîííûé àíàëèç óñòàíàâëèâàåò íàëè÷èå âîçìóùàþùåãî ôàêòî-
ðà, êîòîðûé âëèÿåò íà ñòàòèñòè÷åñêóþ ñîâîêóïíîñòü âûáîðî÷íûõ äàííûõ. Ñòåïåíü âëè-
ÿíèÿ âíåøíèõ ôàêòîðîâ ìîæíî îïðåäåëèòü ìåòîäàìè êîððåëÿöèîííîãî àíàëèçà. Êîí-
êðåòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âëèÿíèÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ ðåãðåññèîííûì àíàëèçîì, [8].

Ðàçëè÷àþò îäíîôàêòîðíûé è ìíîãîôàêòîðíûé äèñïåðñèîííûé àíàëèç. Ñóòü îäíî-
ôàêòîðíîãî äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû óñòàíîâèòü íàëè÷èå èçìåíå-
íèÿ äèñïåðñèè âûáîðî÷íûõ äàííûõ ïðè èçìåíåíèè óðîâíåé âëèÿíèÿ êàêîãî-òî îäíîãî
âíåøíåãî ôàêòîðà. Åñëè ïðè èçìåíåíèè ýòîãî ôàêòîðà äèñïåðñèÿ âûáîðêè áóäåò çíà-
÷èìî èçìåíÿòüñÿ,òî ýòîò ôàêòîð äîëæåí áûòü ïðèçíàí çíà÷èìûì â ñâîåì âëèÿíèè íà
ñðåäíåå çíà÷åíèå íàáëþäàåìîé âåëè÷èíû. Äèñïåðñèîííûé àíàëèç äàåò âîçìîæíîñòü
òîëüêî óñòàíîâèòü íàëè÷èå çíà÷èìî âëèÿþùåãî ôàêòîðà, íî íå äàåò âîçìîæíîñòü êî-
ëè÷åñòâåííî îöåíèòü ñèëó åãî âëèÿíèÿ è òåì áîëåå íå äàåò ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü
ýòîãî ôàêòîðà.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îäíîôàêòîðíîãî äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà.
Äëÿ àíàëèçà íåîáõîäèìî èìåòü íåñêîëüêî âûáîðîê ñëó÷àéíûõ äàííûõ, ïîëó÷åí-

íûõ èç îäíîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè. Ïåðåä íà÷àëîì àíàëèçà íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî
ðàñïðåäåëåíèå èñõîäíûõ ýëåìåíòîâ âûáîðêè ïîä÷èíÿåòñÿ íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ
(ìåòîäû òàêîé ïðîâåðêè áóäóò ðàññìîòðåíû â ïîñëåäíåì ðàçäåëå). Êðîìå òîãî, íàäî
ïðîâåðèòü, ÷òîáû äèñïåðñèè âûáîðîê áûëè îäèíàêîâûìè (ïðîâåðêà ðàâåíñòâà äèñïåð-
ñèé äâóõ âûáîðîê ïðîèçâîäèòñÿ ïî F -êðèòåðèþ Ôèøåðà).

Àíàëèçèðóåòñÿ âëèÿíèå ôàêòîðà A = {A1, A2, . . . , Ak} (Òàáëèöà 19). Â êàæäîì
ñòîëáöå âûáîðêà {xi1, xi2, . . . , xin} õàðàêòåðèçóåò èçìåíåíèå äàííûõ ïîä âëèÿíèåì ôàê-
òîðà A óðîâíÿ Ai. Òî÷å÷íàÿ îöåíêà äèñïåðñèè òàêîé i-îé âûáîðêè (ïðè íåèçâåñòíîì
ìàòåìàòè÷åñêîì îæèäàíèè, êîòîðîå òàêæå äîëæíî îöåíèâàòüñÿ ïî ýòîé âûáîðêå) åñòü

s2
i =

1

n− 1

n∑
j=1

(
xij −

1

n

n∑
j=1

xij

)2

.

Ïóñòü ïðîâåðåíî, ÷òî äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , k âñå s2
i = const.

Ýòè k âûáîðîê (êàæäàÿ èç êîòîðûõ îòâå÷àåò ñâîåìó óðîâíþ êðèòåðèÿ A) ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê îáúåäèíåííóþ âûáîðêó, îáúåì êîòîðîé åñòü

∑k
i=1 n = n · k. Ñðåäíåå

ýòîé îáúåäèíåííîé âûáîðêè åñòü

x̄ =
1

n · k

k∑
i=1

n∑
j=1

xij,

à äèñïåðñèÿ

s2 =
1

n · k − 1

k∑
i=1

n∑
j=1

(
xij − x̄

)2

=
1

n · k − 1

k∑
i=1

n∑
j=1

(
xij −

1

n · k

k∑
i=1

n∑
j=1

xij

)2

=

=
1

n · k − 1

[
(n · k − k) · s2

0 + (k − 1) · s2
A

]
,

ãäå

s2
0 =

1

n · k − k

k∑
i=1

(n− 1) · s2
i
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Òàáëèöà 19:

Óðîâíè ôàêòîðà A = {A1, A2, . . . , Ai, . . . , Ak} ïðè îäíîôàêòîðíîì äèñïåðñèîííîì
àíàëèçå

íîìåð A1 A2 . . . Ai . . . Ak
íàáëþäåíèÿ

1 x11 x21 . . . xi1 . . . xk1

2 x12 x22 . . . xi2 . . . xk2

...
...

...
...

...
...

...
j x1j x2j . . . xij . . . xkj
...

...
...

...
...

...
...

n x1n x2n . . .
... . . . xkn

åñòü ñóììàðíàÿ äèñïåðñèÿ (èëè ðàññåÿíèå âíóòðè âûáîðêè), à

s2
A =

1

k − 1

k∑
i=1

n ·
(

1

n

n∑
j=1

xij −
1

n · k

k∑
i=1

n∑
j=1

xij

)2

,

åñòü äèñïåðñèÿ ìåæäó âûáîðêàìè (ò.å. ñóììà êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé ñðåäíèõ ïî âûáîðêå
îò ñðåäíåãî îáúåäèíåííîé âûáîðêè).

• Äîêàæåì òîæäåñòâî (ñâÿçü äèñïåðñèè îáúåäèíåííîé âûáîðêè ñ äèñïåðñèåé âíóòðè
îäíîé âûáîðêè è ñ äèñïåðñèåé ìåæäó âûáîðêàìè):

s2 =
1

n · k − 1

[
(n · k − k) · s2

0 + (k − 1) · s2
A

]
.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà è â ìåòîäè÷åñêèõ öåëÿõ ðàñïèøåì âûðàæåíèÿ s2, s2
0, s

2
A:

s2 · (n · k − 1) =
k∑
i=1

n∑
j=1

(
xij −

1

n · k

k∑
i=1

n∑
j=1

xij

)2

=

=
k∑
i=1

n∑
j=1

{
x2
ij −

2

n · k
xij

k∑
i=1

n∑
j=1

xij +
1

(n · k)2

( k∑
i=1

n∑
j=1

xij

)2}
=

=
k∑
i=1

n∑
j=1

x2
ij −

2

n · k

( k∑
i=1

n∑
j=1

xij

)2

+
n · k

(n · k)2

( k∑
i=1

n∑
j=1

xij

)2

=

=
k∑
i=1

n∑
j=1

x2
ij −

1

n · k

( k∑
i=1

n∑
j=1

xij

)2

.

s0 =
1

n · k − k

k∑
i=1

(n− 1) · 1

n− 1

n∑
j=1

(
xij −

1

n

n∑
j=1

xij

)2

=
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=
1

k · (n− 1)

k∑
i=1

n∑
j=1

(
xij −

1

n

n∑
j=1

xij

)2

=

=
1

k · (n− 1)

{ k∑
i=1

n∑
j=1

[
x2
ij −

2

n
xij

n∑
j=1

xij+

+
1

n2

( n∑
j=1

xij

)2]}
=

1

k · (n− 1)

{ k∑
i=1

n∑
j=1

x2
ij −

2

n

k∑
i=1

n∑
j=1

(
xij

n∑
j=1

xij

)
+

+
1

n2

k∑
i=1

n∑
j=1

( n∑
j=1

xij

)2}
=

1

k · (n− 1)

{ k∑
i=1

n∑
j=1

x2
ij −

1

n

k∑
i=1

( n∑
j=1

xij

)2}
.

sA =
1

k − 1

k∑
i=1

n ·
(

1

n

n∑
j=1

xij −
1

n · k

k∑
i=1

n∑
j=1

xij

)2

=
1

n · (k − 1)

k∑
i=1

( n∑
j=1

xij−

−1

k

k∑
i=1

n∑
j=1

xij

)2

=
1

n · (k − 1)

{ k∑
i=1

( n∑
j=1

xij

)2

− 2

k

k∑
i=1

n∑
j=1

xij

k∑
i=1

n∑
j=1

xij+

+
k∑
i=1

1

k2

( k∑
i=1

n∑
j=1

xij

)2}
=

1

n · (k − 1)

{ k∑
i=1

( n∑
j=1

xij

)2

− 1

k

( k∑
i=1

n∑
j=1

xij

)2}
.

òàêèì îáðàçîì, íóæíî äîêàçàòü, ÷òî

1

n · k − 1
·

[
k∑
i=1

n∑
j=1

x2
ij −

1

n · k

( k∑
i=1

n∑
j=1

xij

)2
]

=

=
1

n · k − 1
·

[
(n · k − k) ·

[
1

k · (n− 1)

{ k∑
i=1

n∑
j=1

x2
ij −

1

n

k∑
i=1

( n∑
j=1

xij

)2}]
+

+(k − 1) ·
[

1

n · (k − 1)

{ k∑
i=1

( n∑
j=1

xij

)2

− 1

k

( k∑
i=1

n∑
j=1

xij

)2}]]
.

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, ïîëó÷èì

1

nk − 1

k∑
i=1

n∑
j=1

x2
ij −

1

nk(nk − 1)

( k∑
i=1

n∑
j=1

xij

)2

=

=
k(n− 1)

k(n− 1)(nk − 1)

k∑
i=1

n∑
j=1

x2
ij −

k(n− 1)

nk(n− 1)(nk − 1)

k∑
i=1

( n∑
j=1

xij

)2

+

+
k − 1

n(k − 1)(nk − 1)

k∑
i=1

( n∑
j=1

xij

)2

− k − 1

nk(k − 1)(nk − 1)

( k∑
i=1

n∑
j=1

xij

)2

,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Ïðîâåðêà âëèÿíèÿ ôàêòîðà A íà èçìåíåíèå ñðåäíèõ ñâîäèòñÿ ê ñðàâíåíèþ äâóõ
äèñïåðñèé, s2

A è s2
0. Âëèÿíèå ôàêòîðà A ïðèçíàåòñÿ çíà÷èìûì, åñëè çíà÷èìî îòíîøåíèå

s2
A/s

2
0. Îòíîøåíèå s

2
A/s

2
0 ïðèçíàåòñÿ çíà÷èìûì ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ γ, åñëè

s2
A

s2
0

> Fγ(k − 1, k(n− 1)),

ãäå Fγ(k − 1, k(n − 1)) � γ-êâàíòèëü (èëè α = (1 − γ)-ïðîöåíòíàÿ òî÷êà) Fγ(k1, k2)
ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà ñ k1 = (k − 1), k2 = k(n− 1) ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
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12 Êîððåëÿöèîííûé àíàëèç

Êîððåëÿöèîííûé àíàëèç ïðåäïîëàãàåò èçó÷åíèå çàâèñèìîñòè ìåæäó ñëó÷àéíûìè
âåëè÷èíàìè ñ îäíîâðåìåííîé êîëè÷åñòâåííîé îöåíêîé ñòåïåíè íåñëó÷àéíîñòè èõ ñîâ-
ìåñòíîãî èçìåíåíèÿ, [8].

Çàâèñèìîñòü ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè X è Y õàðàêòåðèçóåòñÿ êîýôôèöèåí-
òîì êîððåëÿöèè, òî÷íîå çíà÷åíèå êîòîðîãî åñòü

ρ =
M [(X −mx) · (Y −my)]√

D[X] ·D[Y ]
.

Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî çàâèñèìîñòü ìåæäó ñëó÷àéíûìè
âåëè÷èíàìè X è Y áëèçêà ê ñòðîãî ëèíåéíîé. Åñëè X è Y èìåþò íîðìàëüíîå ðàñïðåäå-
ëåíèÿ, òî ρ = 0 äëÿ íèõ îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ëèíåéíîé ñâÿçè. Ðàâåíñòâî |ρ| = 1 îçíà÷àåò
íàëè÷èå ñòðîãîé ëèíåéíîé ñâÿçè.

12.1 Îöåíêà êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè

Â ñëó÷àå ðàáîòû ñ ðåàëüíûìè äàííûìè äëÿ äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X =
{x1, x2, . . . , xn} è Y = {y1, y2, . . . , yn} âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè r = q = ρ∗

(ïðèâîäÿòñÿ ðàçëè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè, âñòðå÷àåìûå â ëèòå-
ðàòóðå) åñòü

r =

n∑
i=1

(xi − x̄) · (yi − ȳ)√√√√ n∑
i=1

(xi − x̄)2 ·
n∑
i=1

(yi − ȳ)2

,

ãäå

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi, ȳ =
1

n

n∑
i=1

yi.

Åñëè r = 0, òî X è Y íå êîððåëèðîâàííûå (íî ìîãóò áûòü çàâèñèìûå). Åñëè |r| = 1,
òî ìåæäó X è Y ñóùåñòâóåò çàâèñèìîñòü â âèäå ïðÿìîé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.

Ïðè ìàëîì îáúåìå âûáîðêè, n < 15, êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ëó÷øå îöåíèâàòü ïî
ôîðìóëå, [8]:

r̃ = r ·
[
1 +

1− r2

2(n− 3)

]
.

Ïðè áîëüøîì îáúåìå âûáîðêè, n > 200, âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè r
èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

r ∼ N(mr, σ
2
r),

mr = r, σ2
r =

1− r2

n− 1
.
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Òàáëèöà 20:

Íåêîòîðûå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ rγ âûáîðî÷íîãî êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè

êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ âûáîðêè γ = 0.90 γ = 0.95 γ = 0.99

n = 3 0.998 0.997 1.000
n = 10 0.549 0.632 0.765
n = 15 0.441 0.514 0.641
n = 20 0.378 0.444 0.561

Òàáëèöà 21:

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y , èññëåäóåìûå íà êîððåëÿöèîííóþ çàâèñèìîñòü

xi 2 4 1 7 3 11 14 15 21 4

yi 7 6 4 11 2 21 31 23 40 15

12.2 Èññëåäîâàíèå çíà÷èìîñòè êîððåëÿöèè

Íà ïðàêòèêå íàèáîëüøóþ âàæíîñòü ïðåäñòàâëÿåò çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ çíà÷èìîñòè
êîððåëÿöèè, ò.å. èññëåäóåòñÿ, íàñêîëüêî ñèëüíî êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè îòëè÷åí îò
íóëÿ. Äëÿ ýòîé öåëè âû÷èñëÿåòñÿ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè r è
ñðàâíèâàåòñÿ ñ òàáëè÷íûì êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì rγ (Òàáëèöà 20).

Äëÿ âûáîðêè áîëüøîãî îáúåìà, n > 200, êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà êîððå-
ëÿöèè õîðîøî àïïðîêñèìèðóåòñÿ uγ-êâàíòèëüþ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (Òàáëèöà
12):

rγ =
1√
n− 1

· uγ.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð îïðåäåëåíèÿ çíà÷èìîñòè êîððåëÿöèîííîé çàâèñèìîñòè ìåæäó
äâóìÿ âûáîðêàìè, [8].

• Â ðåçóëüòàòå íàáëþäåíèé íàä ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè X è Y ïîëó÷åíà ñîâîêóï-
íîñòü äàííûõ èç 10-òè ýëåìåíòîâ äëÿ êàæäîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (Òàáëèöà 21).
Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, åñòü ëè êîððåëÿöèÿ ìåæäó X è Y ñ äîâåðèòåëüíîé âåðî-
ÿòíîñòüþ γ = 0.95

Äëÿ ðåøåíèÿ íàõîäèì õàðàêòåðèñòèêè âûáîðîê:

x̄ =
1

10

10∑
i=1

xi = 8.2,
10∑
i=1

(xi − x̄)2 = 405.6,

ȳ =
1

10

10∑
i=1

yi = 16.0,
10∑
i=1

(yi − ȳ)2 = 1422.0,
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10∑
i=1

(xi − x̄) · (yi − ȳ) = 723.0.

Äàëåå ïîëó÷àåì îöåíêè êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè

r =

n∑
i=1

(xi − x̄) · (yi − ȳ)√√√√ n∑
i=1

(xi − x̄)2 ·
n∑
i=1

(yi − ȳ)2

=
723√

405.6 · 1422
= 0.952.

Èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåííóþ îöåíêó, ëó÷øóþ äëÿ ìàëûõ âûáîðîê

r̃ = r ·
[
1 +

1− r2

2(n− 3)

]
= 0.952 ·

(
1 +

1− 0.9522

2 · 7

)
= 0.958.

Èñïîëüçóÿ uγ-êâàíòèëü íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (Òàáëèöà 12), ïðèìåíèì ôîð-
ìóëó äëÿ îöåíêè êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè äëÿ áîëüøèõ
âûáîðîê

rγ = r0.95 =
1√
n− 1

· uγ =
1.96

3
= 0.653.

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ âûáîðêà ìàëà (n = 10), òî

r0.95 = 0.632.

Ïîñëåäíåå çíà÷åíèå ìîæíî ïîëó÷èòü èç òàáëèöû òî÷íûõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé
rγ ([8], Òàáëèöà 20).

Â ëþáîì ñëó÷àå, r̃ = 0.958 > 0.653, è êîððåëÿöèÿ ïðèçíàåòñÿ çíà÷èìîé ñ äîâåðè-
òåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ γ = 0.95.

103



13 Ðåãðåññèîííûé àíàëèç

Ìåòîäû äèñïåðñèîííîãî è êîððåëÿöèîííîãî àíàëèçà ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü, åñòü ëè
ñâÿçü ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, è ïîçâîëÿþò îöåíèòü ñèëó ýòîé ñâÿçè. Òåïåðü
íåîáõîäèìî óìåòü îïðåäåëÿòü êîíêðåòíûé âèä ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó
ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè � â ýòîì è çàêëþ÷àåòñÿ çàäà÷à ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà.

Ïóñòü èññëåäóåòñÿ ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ ñëó÷àéíûìè âûáîðêàìè

X = {x1, x2, . . . , xn} è Y = {y1, y2, . . . , yn}.

Ðåãðåññèåé y ïî x íàçûâàåòñÿ çàâèñèìîñòü ñðåäíèõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y
îò ñðåäíèõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X. Ìåòîäû íàõîæäåíèÿ ýòîé çàâèñèìîñòè è
îáÿçàòåëüíûå îöåíêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ýòîé çàâèñèìîñòè � çàäà÷à ðåãðåññèîííîãî
àíàëèçà.

Ïî âûáîðî÷íûì äàííûì ìîæíî, î÷åâèäíî, íàéòè òîëüêî îöåíêó èñòèíîé ðåãðåññèè,
êîòîðàÿ áóäåò ñîäåðæàòü îøèáêè, ñâÿçàííûå ñî ñëó÷àéíîñòüþ è îãðàíè÷åííîñòüþ âû-
áîðêè. Â îñíîâå ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà ëåæèò ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ).
Ñîãëàñíî ÌÍÊ, â êà÷åñòâå óðàâíåíèÿ ðåãðåññèè y = f(x) âûáèðàåòñÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ
äàåò ìèíèìóì ñóììå êâàäðàòîâ ðàçíîñòåé

S =
n∑
i=1

[
yi − f(xi)

]2

.

Êàê ïðàâèëî, îáùèé âèä ôóíêöèè f(x) îïðåäåëÿåòñÿ çàðàíåå, à ìåòîäîì íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ îïðåäåëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè f(x), ìèíèìèçèðóþùèå S. Êîëè÷å-
ñòâåííàÿ ìåðà ðàññåÿíèÿ çíà÷åíèé yi âîêðóã ðåãðåññèè f(x) � ýòî äèñïåðñèÿ:

D =
1

n− k

n∑
i=1

[
yi − f(xi)

]2

,

ãäå k � ÷èñëî êîýôôèöèåíòîâ, âõîäÿùèõ â àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå ðåãðåññèè (íàïðè-
ìåð, åñëè f(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m, òî k = m+ 1).

Â çàâèñèìîñòè îò âèäà ôóíêöèè f(x) ðàçëè÷àþò ëèíåéíóþ ðåãðåññèþ:

f(x) = a+ b · x

è íåëèíåéíóþ ðåãðåññèþ:

f(x) = a0 + a1 · x+ a2 · x2 + . . . .

Â çàäà÷àõ íåëèíåéíîé ðåãðåññèè ÷àñòî èñïîëüçóþò ðàçíîãî ðîäà ëèíåàðèçóþùèå
ïðåîáðàçîâàíèÿ (íàïðèìåð, çàìåíó ïåðåìåííûõ). Ïðè íåâîçìîæíîñòè èëè íåýôôåêòèâ-
íîñòè ëèíåàðèçàöèè ðåãðåññèÿ ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìíîãî÷ëåíîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà �
îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ (íàïðèìåð, ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà).

• Îáùàÿ ñõåìà ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíîé ðåãðåññèè:

1. Çàäàíèå îïðåäåëåííîé ðåãðåññèîííîé ìîäåëè ñ íåèçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè âèäà f(x) = a+ b · x;
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2. Íàõîæäåíèå âûáîðî÷íîé îöåíêè èñòèííîé ðåãðåññèè ïî äàííûì

{x1, x2, . . . , xn} è {y1, y2, . . . , yn},

ò.å. íàõîæäåíèå íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ a è b ìåòîäîì ÌÍÊ èç óñëîâèÿ

ìèíèìóìà âûðàæåíèÿ
∑n

i=1

[
yi − f(xi)

]2
;

3. Îöåíêà ñòàòèñòè÷åñêîé çíà÷èìîñòè âûáîðî÷íîé ðåãðåññèè;

4. Íàõîæäåíèå äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà âûáîðî÷íîé ðåãðåññèè (âêëþ÷àþùåãî
â ñåáÿ ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ èñòèííóþ ðåãðåññèþ);

5. Àíàëèç ðåãðåññèîííûõ îñòàòêîâ, èññëåäîâàíèå íà íàëè÷èå âûáðîñîâ.

13.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ëèíåéíîãî ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà

Ìîäåëü çàâèñèìîñòè äâóõ ñëó÷àéíûõ âûáîðîê â ëèíåéíîì ðåãðåññèîííîì àíàëèçå �

y = f(x) = α + β · x,

ãäå α è β � èñòèííûå êîýôôèöèåíòû ðåãðåññèè. Èõ âûáîðî÷íûå îöåíêè áóäåì îáîçíà-
÷àòü a è b ñîîòâåòñòâåííî.

Óñëîâèå ìèíèìóìà ïî α è β ôóíêöèîíàëà

S =
n∑
i=1

[
yi − f(xi)

]2
äàåò ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé:

∂S
∂α

=
∑n

i=1 yi −
∑n

i=1

(
α + β · xi

)
= 0,

∂S
∂β

=
∑n

i=1 yixi −
∑n

i=1

(
α + β · xi

)
· xi = 0,

èç êîòîðîé ñëåäóåò ñèñòåìà
n · α + β

∑n
i=1 xi =

∑n
i=1 yi,

α
∑n

i=1 xi + β
∑n

i=1 x
2
i =

∑n
i=1 yixi.

Ðåøåíèå ñèñòåìû äàåò èñêîìûå îöåíêè íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ:

b =

n

n∑
i=1

xiyi −
n∑
i=1

xi

n∑
i=1

yi

n

n∑
i=1

x2
i −

( n∑
i=1

xi

)2

a =

n∑
i=1

yi − b
n∑
i=1

xi

n
.

Äëÿ ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè âû÷èñëåíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèÿ:

ȳ = a+ b · x̄,
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ãäå

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi; ȳ =
1

n

n∑
i=1

yi.

Âàæíîé îñîáåííîñòüþ ðåãðåññèîííûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ. Ðåãðåññèÿ y
ïî x: y = α + β · x íå ýêâèâàëåíòíà â îáùåì ñëó÷àå ðåãðåññèè x ïî y: x = α∗ + β∗ · y.

Åñëè sx, sy � ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îòêëîíåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X, Y ñîîòâåò-
ñòâåííî, ò.å.

s2
x =

1

n− 1

n∑
i=1

(
xi − x̄

)2
,

s2
y =

1

n− 1

n∑
i=1

(
yi − ȳ

)2
,

òî ðåãðåññèè y = f(x) è x = φ(y) ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

y = ȳ + r · sy
sx
·
(
x− x̄

)
,

x = x̄+ r · sx
sy
·
(
y − ȳ

)
,

ãäå r � âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè.
Ðåãðåññèè y ïî x è x ïî y ñîâïàäàþò òîëüêî â îäíîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò êîð-

ðåëÿöèÿ ìåæäó y è x ñ êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè, ïî ìîäóëþ òî÷íî ðàâíûì åäèíèöå.
Åñëè r = 0, òî ïðÿìûå ðåãðåññèè y ïî x è x ïî y ïåðïåíäèêóëÿðíû äðóã äðóãó è òîãäà
β = r · sy/sx, β∗ = r · sx/sy.

Åñëè sx = sy, òî êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè è ðåãðåññèè ñîâïàäàþò.
Ðàññìîòðèì ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç íàéäåííûõ îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ a è b ëèíåé-

íîé ðåãðåññèè.

13.2 Ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîé ðåãðåññèè

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ëèíåéíàÿ ìîäåëü îêàçàëàñü óäîâëåòâîðèòåëüíîé äëÿ îïèñàíèÿ çà-
âèñèìîñòè äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí x è y, ïðåæäå âñåãî íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, íå ðàâåí
ëè êîýôôèöèåíò β íóëþ, ò.å. íóæíî ïðîâåðèòü çíà÷èìîñòü åãî îòêëîíåíèÿ îò íóëÿ (â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî íóëþ êîýôôèöèåíòà ïðè x îçíà÷àåò, ÷òî ìîäåëü ëèíåéíîé
ðåãðåññèè íå ïîäõîäèò).

Äëÿ ïðîâåðêè çíà÷èìîñòè îòêëîíåíèÿ β îò íóëÿ èñïîëüçóåòñÿ ñòàòèñòèêà t-
ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà. Çíà÷åíèå β ÿâëÿåòñÿ çíà÷èìûì ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíî-
ñòüþ γ (ïðîöåíòíîé òî÷êîé α = 1− γ), åñëè

|b| > tn−2,γ · sβ = T−1
(
n− 2,

1 + γ

2

)
· sβ.

Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë c äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ γ äëÿ èñòèííîãî êîýôôè-
öèåíòà β îïðåäåëÿåòñÿ êàê (ñì. Òàáëèöó 13)

b− sβ · T−1
(
n− 2,

1 + γ

2

)
6 β 6 b+ sβ · T−1

(
n− 2,

1 + γ

2

)
,
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ãäå

b =

n

n∑
i=1

xiyi −
n∑
i=1

xi

n∑
i=1

yi

n

n∑
i=1

x2
i −

( n∑
i=1

xi
)2

.

Çäåñü ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû t-ðàñïðåäåëåíèÿ åñòü n − 2, ïîñêîëüêó îöåíèâàþòñÿ
äâà íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòà. Äàëåå,

sβ =
s

sx ·
√
n− 1

,

s2 =
1

n− 2

n∑
i=1

(
yi − a− bxi

)2
,

(
s2 =

1

n− 2
· S
)

Çäåñü S � ñóììà êâàäðàòîâ íåâÿçîê.

s2
x =

1

n− 1

n∑
i=1

(
xi − x̄

)2
,

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi.

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë c äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ
γ äëÿ èñòèííîãî êîýôôèöèåíòà α (íå ïóòàéòå îáîçíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà è îáîçíà÷åíèå
ïðîöåíòíîé òî÷êè) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

a− sα · T−1
(
n− 2,

1 + γ

2

)
6 α 6 a+ sα · T−1

(
n− 2,

1 + γ

2

)
,

ãäå

sα = s ·

√
1

n
+

x̄2

(n− 1) · s2
x

.

Äîâîëüíî ãðîìîçäêèé âûâîä âûðàæåíèé äëÿ sα è sβ îñíîâàí íà òðåáîâàíèè, ÷òîáû

b− β
sβ
∼ T (tn−2,γ) è

a− α
sα

∼ T (tn−2,γ)

è ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà êàê îòíîøåíèÿ íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ê êâàäðàòíîìó êîðíþ èç ðàñïðåäåëåíèÿ ¾õè-êâàäðàò¿. Äðóãè-
ìè ñëîâàìè, ïóòåì äåëåíèÿ íà ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå îöåíêè ïàðàìåòðà ëè-
íåéíîé ðåãðåññè â ÷èñëèòåëå ôîðìèðóåòñÿ âåëè÷èíà, îáëàäàþùàÿ íîðìàëüíûì çàêîíîì
ðàñïðåäåëåíèÿ, à â çíàìåíàòåëå ôîðìèðóåòñÿ âåëè÷èíà, îáëàäàþùàÿ ðàñïðåäåëåíèåì√
χ2
γ(n− 2), [12].

ÏÐÈÌÅÐ Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîé ðåãðåññèè. Ïóñòü çàäàíà ñîâîêóïíîñòü
äàííûõ (Òàáëèöà 22).

Äëÿ ýòèõ äàííûõ íóæíî íàéòè òî÷å÷íóþ è èíòåðâàëüíóþ îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ α
è β ðåãðåññèè y = α + β · x. Ïðèíÿòü äîâåðèòåëüíóþ âåðîÿòíîñòü γ = 0.95. Îáîçíà÷èì
äëÿ êîìïàêòíîñòè âû÷èñëåíèé

∑n
i=1 =

∑10
i=1 =

∑
.
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Òàáëèöà 22:

Ïðåäñòàâëåíèå çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â âèäå òàáëèöû �
ñòàòèñòè÷åñêîãî ðÿäà ðàñïðåäåëåíèÿ

xi 1.2 2.4 2.8 4.2 5.9 6.8 8.1 9.2 10.1 11.0

yi 7 12 17 24 29 38 46 45 54 68

Ñíà÷àëà âû÷èñëèì òî÷å÷íûå îöåíêè β è α. Äëÿ

b =
n
∑

xiyi −
∑

xi
∑

yi

n
∑

x2
i −

(∑
xi

)2

âû÷èñëèì íåîáõîäèìûå ñóììû12:∑
xi = 61, 7;

(∑
xi

)2

= 3806.89;
∑

x2
i = 486.99;

∑
yi = 340;

∑
xiyi = 2695.1.

Òîãäà

b =
10 · 2695.1− 61.7 · 340

10 · 486.99− 3806.89
= 5.6189,

a =

∑
yi − b

∑
xi

n
=

340− 5.6189 · 61.7

10
= −0.668.

Ïîñòðîèì äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ α è β. Ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëèì:

x̄ = 6.17; s2
x =

1

n− 1

∑(
xi − x̄

)2
= 11.8112; sx = 3.4367.

Äàëåå âû÷èñëèì äèñïåðñèþ

s2 =
1

n− 2

∑(
yi − ŷi

)2
,

ãäå
ŷi = a+ b · xi.

Äëÿ íàøåé çàäà÷è

ŷi = {6.075, 12.818, 15.065, 22.932, 32.484, 37.541, 44.846, 51.027, 56.084, 61.141}.

Òîãäà

s2 =
1

8

∑(
yi − ŷi

)2
= 13.4755.

sβ =
s

sx ·
√
n− 1

= 0.3656,

12Ïðè îáðàáîòêå ðåàëüíûõ äàííûõ ïåðåä íà÷àëîì âû÷èñëåíèé ðåêîìåíäóåòñÿ íàïèñàòü ñîîòâåòñòâó-
þùèå ïðîñòûå ïðîãðàììû.

108



sα = s ·

√
1

n
+

x̄2

(n− 1) · s2
x

= 2.486.

Äëÿ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè 0.95 èìååì (ñì. Òàáëèöó 13)

t10−2,0.95 = T−1
(

10− 2,
1 + 0.95

2

)
= T−1

(
8, 0.975

)
= 2.306.

Åñëè èñêîìîå ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå âåðíî, òî êîýôôèöèåíò b äîëæåí áûòü, î÷å-
âèäíî, çíà÷èìî îòëè÷åí îò íóëÿ. Ýòî ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå t-ñòàòèñòèêîé:

|b| = 5.6189 > T−1
(
8, 0.975

)
· sβ = 2.306 · 0.3656 = 0.843.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, åñòü ëè, ê ïðèìåðó, îñíîâàíèÿ îêðóãëèòü êîýôôèöèåíò β äî 5.

|5.619− 5.0| = 0.619 < T−1
(
8, 0.975

)
· sβ = 0.843.

Ïîñêîëüêó ìîäóëü ðàçíîñòè ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùåé t-ñòàòèñòèêè, òî ðàçíîñòü äâóõ
çíà÷åíèé íåîòäåëèìà îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïðèíÿòü β = 5.

Òåïåðü íàéäåì äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ β:

5.619− 2.306 · 0.3656 = 4.776 6 β 6 6.462 = 5.619 + 2.306 · 0.3656.

Àíàëîãè÷íî èññëåäóåì îöåíêè äëÿ êîýôôèöèåíòà α. Ñíà÷àëà ïðîâåðèì, ìîæíî ëè
ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ñ÷èòàòü ýòîò êîýôôèöèåíò ðàâíûì íóëþ:

|a| = 0.668 < T−1
(
8, 0.975

)
· sα = 2.306 · 2.485 = 5.73.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, íà çàäàííîì óðîâíå òî÷íîñòè α íå îòëè-
÷èìà îò íóëÿ. Äâóñòîðîííèé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ α:

−0.668− 2.306 · 2.485 = −6.398 6 α 6 5.062 = −0.668 + 2.306 · 2.485.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ γ = 0.95 óðàâíåíèå ðå-
ãðåññèè åñòü

y = 5 · x.

13.3 Îöåíêà îñòàòî÷íîé äèñïåðñèè è ñðàâíåíèå äâóõ ëèíåéíûõ
ðåãðåññèé

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ñðàâíåíèÿ äâóõ ëèíåéíûõ ðåãðåññèé, â êîòîðûé âêëþ÷åí àíàëèç
îñòàòî÷íûõ äèñïåðñèé.

Ïóñòü â ðåçóëüòàòå äâóõ íåçàâèñèìûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû (n1 =
10, n2 = 6), óêàçàííûå â Òàáëèöàõ 23-24. Ïðîâåðèì, ÿâëÿþòñÿ ëè ñòàòèñòè÷åñêè íåðàç-
ëè÷èìûìè ëèíåéíûå ðåãðåññèîííûå ìîäåëè, ïîëó÷åííûå ïî îáåèì âûáîðêàì. Äîâåðè-
òåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü γ = 0.95.

Ïåðâîå, ÷òî íóæíî ñäåëàòü, ýòî âûïèñàòü ðåãðåññèîííûå ìîäåëè äëÿ îáåèõ âûáîðîê.
Êàê è ðàíüøå, äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì äëÿ ïåðâîé âûáîðêè

n1∑
i=1

=
10∑
i=1

=
∑

1
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Òàáëèöà 23:

Ñòàòèñòè÷åñêèé ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ x1i, y1i

x1i 2 4 6 9 11 16 17 20 25 31

y1i 9 19 22 41 49 61 69 83 98 128

Òàáëèöà 24:

Ñòàòèñòè÷åñêèé ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ x2i, y2i

x2i 12 16 21 23 28 31

y2i 54 68 87 93 112 130

à äëÿ âòîðîé âûáîðêè
n2∑
i=1

=
6∑
i=1

=
∑

2

Òîãäà äëÿ ïåðâîé âûáîðêè:∑
1

x1i = 141; x̄1i = 14.1;
(∑

1

x1i

)2

= 19881;
∑

1

x2
1i = 2789;

∑
1

y1i = 579; ȳ1i = 57.9;
∑

1

x1iy1i = 11361.

Êîýôôèöèåíòû ðåãðåññèè äëÿ ïåðâîé âûáîðêè:

b1 =

n1

∑
1

xiyi −
∑

1

xi
∑

1

yi

n1

∑
1

x2
i −

(∑
1

xi

)2 =
10 · 11361− 141 · 579

10 · 2789− 19881
= 3.992;

a1 =

∑
1

yi − b1

∑
1

xi

n1

=
579− 3.992 · 141

10
= 1.613.

Êðîìå òîãî, äàëåå ïîíàäîáèòñÿ âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ äëÿ x1i:

s2
x̄1

=
1

n1 − 1

∑
1

(
x1i − x̄1

)2

= 88.989

sx̄1 = 9.433.

Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ ïðîâåäåì äëÿ âòîðîé âûáîðêè:∑
2

x2i = 131; x̄2i = 21.83;

(∑
2

x2i

)2

= 17161;
∑

2

x2
2i = 3115;
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∑
2

y2i = 544; ȳ2i = 90.667;
∑

2

x2iy2i = 12868.

Êîýôôèöèåíòû ðåãðåññèè äëÿ âòîðîé âûáîðêè:

b2 =

n2

∑
2

xiyi −
∑

2

xi
∑

2

yi

n2

∑
2

x2
i −

(∑
2

xi

)2 =
6 · 12868− 131 · 544

6 · 3115− 17161
= 3.888;

a2 =

∑
2

yi − b2

∑
2

xi

n2

=
544− 3.888 · 131

6
= 5.78.

Âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ äëÿ x2i:

s2
x̄2

=
1

n2 − 1

∑
2

(
x2i − x̄2

)2

= 50.976

sx̄2 = 7.139.

Òåïåðü âû÷èñëèì äèñïåðñèè ðàññåÿíèÿ çíà÷åíèé y1i è y2i âîêðóã ñâîèõ ëèíèé ðåãðåñ-
ñèè.

s2
1 =

1

n1 − 2

∑
1

(
y1i − a1 − b1 · x1i

)2

=
1

10− 2

∑
1

(
y1i − 1.613− 3.992 · x1i

)2

= 10.056.

s2
2 =

1

n2 − 2

∑
2

(
y2i − a2 − b2 · x2i

)2

=
1

6− 2

∑
2

(
y2i − 5.78− 3.888 · x1i

)2

= 7.027.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåðèòü, íåðàçëè÷èìû ëè ðåãðåññèè, íàäî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå
òðåõ óñëîâèé (ïðè çàäàííîé äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè):

1. s2
1 = s2

2 (ðàâåíñòâî îñòàòî÷íûõ äèñïåðñèé),

2. a1 = a2,

3. b1 = b2.

Ñíà÷àëà ïðîâåðÿåòñÿ ðàâåíñòâî îñòàòî÷íûõ äèñïåðñèé ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ Ôèøå-
ðà. Åñëè

s2
1

s2
2

< Fγ(n1 − 2, n2 − 2),

òî îñòàòî÷íûå äèñïåðñèè ïðèçíàþòñÿ îäèíàêîâûìè. Äëÿ íàøåé çàäà÷è

s2
1

s2
2

=
10.056

7.027
= 1.431,

à
Fγ(n1 − 2, n2 − 2) = F0.95(8, 4) = 6.04.

Ïðè ðàáîòå ñ òàáëèöåé ó÷èòûâàåì, ÷òî k1 = 8 ñîîòâåòñòâóåò áîëüøåé äèñïåðñèè
(s2

1 = 10.056), à k2 = 4 ñîîòâåòñòâóåò ìåíüøåé äèñïåðñèè (s2
2 = 7.027). Ïîñêîëüêó 1.431 <

6.04, òî îñòàòî÷íûå äèñïåðñèè s2
1 è s2

2 ïðèçíàþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåðàçëè÷èìûìè è,
ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïåðåõîäèòü ê ñðàâíåíèþ êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèé.
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Äëÿ ñðàâíåíèÿ b1 è b2 èñïîëüçóåòñÿ ñòàòèñòèêà tb:

tb =
b1 − b2

s∗ ·

√
1

(n1 − 1) · s2
x̄1

+
1

(n2 − 1) · s2
x̄2

,

ãäå

s2
x̄1

=
1

n1 − 1

∑
1

(
x1i − x̄1

)2

,

s2
x̄2

=
1

n2 − 1

∑
2

(
x2i − x̄2

)2

,

x̄1 =
1

n1

∑
1

x1i,

x̄2 =
1

n2

∑
2

x2i,

s∗ =

√
(n1 − 2) · s2

1 + (n2 − 2) · s2
2

n1 + n2 − 4
,

s2
1 =

1

n1 − 2

∑
1

(
y1i − a1 − b1 · x1i

)2

,

s2
2 =

1

n2 − 2

∑
2

(
y2i − a2 − b2 · x2i

)2

.

Åñëè

|tb| 6 tk,γ = T−1

(
n1 + n2 − 4,

1 + γ

2

)
,

òî ñðàâíèâàåìûå óãëîâûå êîýôôèöèåíòû ðåãðåññèé b1 è b2 ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè è äàëåå
íóæíî ïåðåõîäèòü ê ñðàâíåíèþ êîýôôèöèåíòîâ a1 è a2.

Äëÿ íàøåé çàäà÷è

s∗ =

√
8 · 10.056 + 4 · 7.0271

12
= 3.008,

tb =
3.992− 3.888

3.008 ·
√

1
9 · 88.988 + 1

5 · 50.967

= 0.485.

Ïî Òàáëèöå 13 t-ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà íàõîäèì

t10+6−4,0.95 = T−1
(
12, 0.975

)
= 2.179.

Ïîñêîëüêó 0.485 < 2.179, òî êîýôôèöèåíòû b1 è b2 ïðèçíàþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè ðàâ-
íûìè ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ γ = 0.95.

Òåïåðü ïðîâåðèì ñòàòèñòè÷åñêîå ðàâåíñòâî êîýôôèöèåíòîâ a1 è a2. Äëÿ èõ ñðàâíå-
íèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñòàòèñòèêà

ta =
b̄− b̃
s̃

,
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ãäå

b̄ =
(n1 − 1) · s2

x̄1
b1 + (n2 − 1) · s2

x̄2
b2

(n1 − 1) · s2
x̄1

+ (n2 − 1) · s2
x̄2

,

b̃ =
ȳ1 − ȳ2

x̄1 − x̄2

,

s̃ = s∗ ·

√
1

(n1 − 1) · s2
x̄1

+ (n2 − 1) · s2
x̄2

+
1

(x̄1 − x̄2)2
·
(

1

n1

+
1

n2

)
.

Âñå îñòàëüíûå âåëè÷èíû áûëè îïðåäåëåíû âûøå.
Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è:

b̄ =
9 · 88.989 · 3.992 + 5 · 50.967 · 3.888

9 · 88.989 + 5 · 50.967
= 3.967;

b̃ =
57.9− 90.667

14.1− 21.83
= 4.239,

s̃ = 3.008 ·

√
1

9 · 88.989 + 5 · 50.967
+

1

(14.1− 21.83)2 ·
(

1

10
+

1

6

)
= 0.2212.

Ñòàòèñòèêà ta:

ta =
3.967− 4.239

0.2212
= −1.23.

Èç Òàáëèöû 13 t-ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà, êàê ìû óæå íàõîäèëè, t12,0.95 =
T−1

(
12, 0.975

)
= 2.179. Ïîñêîëüêó | − 1.23| < 2.179, òî êîýôôèöèåíòû a1 è a2 òàêæå

ïðèçíàþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè ðàâíûìè ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ γ = 0.95.
Îêîí÷àòåëüíî, îáå ðåãðåññèè

y = f1(x) = 1.613 + 3.992 · x è y = f2(x) = 5.78 + 3.888 · x

ïðèçíàþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè èäåíòè÷íûìè.

13.4 Ïîëèíîìèàëüíàÿ ðåãðåññèÿ

Åñëè ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ðåãðåññèè ïëîõî îïèñûâàþò ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå, òî
íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü äðóãèå, áîëåå ñëîæíûå ìîäåëè. Â ïåðâóþ î÷åðåäü, èç îáùåãî
âèäà ïðåäïîëàãàåìîé çàâèñèìîñòè, äåëàåòñÿ ïîïûòêà îòûñêàòü ëèíåàðèçóþùåå ïðåîá-
ðàçîâàíèå (àíàëîãè÷íî òîìó, êàê áûëî ïîêàçàíî íà ïðèìåðå ïðè ðàññìîòðåíèè óñëîâíûõ
è íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé). Ýòî óäàåòñÿ äàëåêî íå âñåãäà � è êðîìå òîãî, äëÿ ïðèìåíåíèÿ
ìåòîäîâ ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ôóíêöèÿ îò íîðìàëüíî ðàñïðåäå-
ëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû òàêæå îêàçàëàñü íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé, [7].

Ðàññìîòðèì óíèâåðñàëüíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ íåëèíåéíîé ðåãðåññèè. Áîëüøèíñòâî
íåëèíåéíûõ ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê ëèíåéíûå ïî íåèç-
âåñòíûì ïàðàìåòðàì:

y = y(x, {Θi}) = Θ0f0(x) + Θ1f1(x) + · · ·+ Θrfr(x).

Çäåñü x = {x1, x2, . . . , xn}, y = {y1, y2, . . . , yn} � ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé, äëÿ êîòîðûõ
èùåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå íåëèíåéíàÿ ðåãðåññèîííàÿ ñâÿçü, Θ0,Θ1, . . . ,Θr � íåèçâåñòíûå
è òðåáóþùèå îöåíêè ïàðàìåòðû ìîäåëè, f0(x), f1(x), . . . , fr(x) � çàäàííûå ôóíêöèè íà-
áëþäåíèé {xi}.
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Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f(x) òîëüêî ïî ïîëèíî-
ìàì13 (â ðÿä Òåéëîðà):

f0(x) = 1, f1(x) = x, f2(x) = x2, . . . , fr(x) = xr.

Ïðè ýòîì

y = Θ0 + Θ1x+ Θ2x
2 + · · ·+ Θrx

r. (10)

Îòìåòèì, ÷òî åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ïåðâîé ñòåïåíüþ ïî x (ò.å. r = 1), è îöåíèâàòü ÷åòû-
ðå ïàðàìåòðà (Θ0,Θ1,Θ2,Θ3), òî ìû ïðèäåì ê çàäà÷å, ðàçîáðàííîé ðàíåå ïðè ðàññìîò-
ðåíèè ëèíåàðèçàöèè ñèñòåìû óñëîâíûõ óðàâíåíèé è ñîñòàâëåíèè ñèñòåìû íîðìàëüíûõ
óðàâíåíèé. Ðàçëè÷èå òîëüêî â òîì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ çäåñü ìîäåëü óæå ïîëèíîìè-
àëüíàÿ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè èñïîëüçóåòñÿ
ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ).

Â îáùåì ñëó÷àå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà yi(i = 1, 2, . . . , n) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê

yi = Θ0 + Θ1xi + Θ2x
2
i + · · ·+ Θrx

r
i + εi,

ãäå εi � îøèáêè (íåâÿçêè), ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé (äëÿ îïðåäåëåííîñòè) ñëó÷àéíûå âå-
ëè÷èíû ñ îäèíàêîâîé äèñïåðñèåé, õîòÿ ðàñïðåäåëåíèå ýòèõ îøèáîê ìîæåò íå áûòü íîð-
ìàëüíûì. Êàê è ðàíüøå, íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû Θ0,Θ1, . . . ,Θr ìîäåëè áóäåì èñêàòü
ìèíèìèçàöèåé ïî ýòèì ïåðåìåííûì ñóììû êâàäðàòîâ íåâÿçîê14:

S =
n∑
i=1

ε2i ,

ãäå

S =
n∑
i=1

(
yi −Θ0 −Θ1xi − · · · −Θrx

r
i

)2
.

Îáîçíà÷èì, êàê è ðàíüøå,
n∑
i=1

=
∑

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà åñòü

∂S
∂Θ0

= −2
∑(

yi −Θ0 −Θ1xi − · · · −Θrx
r
i

)
= 0

∂S
∂Θ1

= −2
∑
xi
(
yi −Θ0 −Θ1xi − · · · −Θrx

r
i

)
= 0

. . .

∂S
∂Θr

= −2
∑
xri
(
yi −Θ0 −Θ1xi − · · · −Θrx

r
i

)
= 0

.

13Ñóùåñòâóåò ìíîãî âèäîâ ðàçëîæåíèé ôóíêöèè f(x), äëÿ êîòîðûõ ïðèìåíèì íèæåñëåäóþ-
ùèé ôîðìàëèçì, íàïðèìåð, ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå, êîãäà f0(x) = 1/2, f1(x) = sinx, f2(x) =
cosx, . . . , f2r−1(x) = sin rx, f2r(x) = cos rx.

14Çäåñü è äàëåå, â ñðàâíåíèè ñ ðàññìàòðèâàåìîé ðàíåå ÌÍÊ-ñõåìîé íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ óñëîâíûõ
óðàâíåíèé, çíàêè ¾-¿ è ¾+¿ ïåðåä íåèçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè ââîäÿòñÿ äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ
âû÷èñëåíèé, íî âñå Θi äîëæíû áûòü îäíîãî çíàêà.
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Ýòè óðàâíåíèÿ, êàê èçâåñòíî, ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé, êî-
òîðûå äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ áóäóò èìåòü âèä:

nΘ0 + Θ1

∑
xi + · · ·+ Θr

∑
xri =

∑
yi

Θ0

∑
xi + Θ1

∑
x2
i + · · ·+ Θr

∑
xr+1
i =

∑
xiyi

. . .

Θ0

∑
xri + Θ1

∑
xr+1
i + · · ·+ Θr

∑
x2r
i =

∑
xriyi

.

Çàïèøåì ðåøåíèå â ìàòðè÷íîé ôîðìå.
Ââåäåì ìàòðèöó ñèñòåìû (êîòîðàÿ â ðàçëè÷íîé ëèòåðàòóðå íîñèò òàêæå íàçâàíèÿ:

îñíîâíàÿ, êîíñòðóêöèîííàÿ, ñòðóêòóðíàÿ15):

A =


1 x1 x2

1 . . . xr1
1 x2 x2

2 . . . xr2
...

...
. . .

...
1 xn x2

n . . . xrn


è

ΘT =
(
Θ0,Θ1,Θ2, . . . ,Θr

)
,

εT =
(
ε1, ε2, . . . , εn

)
.

Â ìàòðè÷íîì îáîçíà÷åíèè

S =
n∑
i=1

ε2i = εT · ε =
(
y − AΘ

)T · (y − AΘ
)

= yTy − 2ΘTATy + ΘTATAΘ.

Ñîãëàñíî ÌÍÊ íóæíî äèôôåðåíöèðîâàòü ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïî âñåì ïàðàìåòðàì
Θi è ïðèðàâíÿòü ðåçóëüòàò ê íóëþ:

−2ATy + 2ATAΘ = 0,

÷òî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå (
ATA

)
Θ = ATy.

Ðåøåíèå ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ åñòü:

Θ̃ =
(
ATA

)−1
ATy. (11)

13.4.1 Îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû è ïðåèìóùåñòâà èõ èñïîëüçîâàíèÿ

Òåïåðü ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé:

y = y(x,Θ0,Θ1) = Θ0 + Θ1x.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé

ξ = ξ(x,Φ0,Φ1) = Φ0 + Φ1

(
x− x̄

)
,

15Åñëè n = r, òî òàêàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé Âàíäåðìîíäà
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ãäå êàê è ðàíüøå

x̄ =
1

n

∑
xi.

Ðàññìîòðèì çíà÷èòåëüíûå ïðåèìóùåñòâà òàêîé çàìåíû ïåðåìåííûõ. Àíàëîãè÷íî
ïðåäûäóùèì âûâîäàì, â ìàòðè÷íîé ôîðìå óðàâíåíèÿ ÌÍÊ èìåþò âèä

y = BΦ + ε,

ãäå íîâàÿ êîíñòðóêöèîííàÿ ìàòðèöà B åñòü

B =


1 x1 − x̄
1 x2 − x̄
...

...
1 xn − x̄


Ïîñêîëüêó ïîëó÷åííàÿ ìîäåëü � ëèíåéíàÿ (åñëè ïîëîæèòü f0(x) = 1, f1(x) = x− x̄),

òî åå ðåøåíèå èìååò âèä, ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íûé (11):

Φ̃ =
(
BTB

)−1
BTy, (12)

ãäå

BTB =

(
1 1 . . . 1

x1 − x̄ x2 − x̄ . . . xn − x̄

)
·


1 x1 − x̄
1 x2 − x̄
...

...
1 xn − x̄

 =

=

(
n

∑
xi − nx̄∑

xi − nx̄
∑(

xi − x̄
)2

)
=

(
n 0

0
∑(

xi − x̄
)2

)
.

Òîãäà

(BTB)−1 =

 1
n 0

0
[∑(

xi − x̄
)2
]−1

 .

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ìàòðèöà BTB � äèàãîíàëüíàÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò áûòü
ëåãêî îáðàùåíà áåç îøèáîê, âûçâàííûõ îêðóãëåíèåì. Ýòî îñîáåííî âàæíî, êîãäà íóæ-
íî ïðîâîäèòü ïîñëåäîâàòåëüíóþ àïïðîêñèìàöèþ ôóíêöèè f(x) ïîëèíîìàìè âñå áîëåå
âûñîêîãî ïîðÿäêà. Îñòàíîâèìñÿ íà ýòîì ìîìåíòå áîëåå ïîäðîáíî. Îáû÷íûé ïîëèíîì â
îáùåì ñëó÷àå èìååò âèä (10):

y = Θ0 + Θ1x+ Θ2x
2 + · · ·+ Θrx

r.

Òàêàÿ ìîäåëü ïðèâîäèò ê ìàòðèöå

ATA =


n

∑
xi

∑
x2
i . . .

∑
xri∑

xi
∑
x2
i

∑
x3
i . . .

∑
xr+1
i

...
...

...
. . .

...∑
xri

∑
xr+1
i

∑
xr+2
i . . .

∑
x2r
i

 , (13)

êîòîðàÿ ïëîõî îáóñëîâëåíà ïðè áîëüøèõ r. Ïëîõàÿ îáóñëîâëåííîñòü ìîæåò äàæå óõóä-
øàòüñÿ ñ ðîñòîì n. Â èòîãå ïðè âû÷èñëåíèè ATA ìîãóò âîçíèêàòü çíà÷èòåëüíûå îøèáêè

116



îêðóãëåíèÿ. Ýòî ïðîèñõîäèò ïî ñëåäóþùåé ïðè÷èíå. Ïðåäïîëîæèì, âñå {xi} çàêëþ÷å-
íû â èíòåðâàëå îò 0 äî 1. È ïóñòü ìíîæåñòâî n{xi} ðàâíîìåðíî ðàñøèðÿåòñÿ ïðè ðîñòå
n→∞. Òîãäà ∑

xri → n

∫ 1

0

xrdx =
n

r + 1
è, ñëåäîâàòåëüíî,

ATA ≈ n ·


1 1/2 1/3 . . . 1/(r + 1)

1/2 1/3 1/4 . . . 1/(r + 2)
...

...
...

. . .
...

1/(r + 1) 1/(r + 2) 1/(r + 3) . . . 1/(2r + 1)

 = nHr+1,

ãäå Hp � ãèëüáåðòîâà ìàòðèöà ðàíãà p, êîòîðàÿ ïëîõî îáóñëîâëåíà ïðè áîëüøèõ p,
[11]. ×òîáû èçáåæàòü òàêèõ íåóñòîé÷èâîñòåé ðåøåíèÿ, âìåñòî ìîäåëè (10) ââîäèòñÿ
ýêâèâàëåíòíàÿ åé ìîäåëü, çàïèñàííàÿ â âèäå îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ:

ξ = ξ(x,Φ0,Φ1, . . . ,Φr) = Φ0 + Φ1G1(x) + Φ2G2(x) + · · ·+ ΦrGr(x),

ãäå ïîëèíîìû Gj(x) = k
(0)
j +k

(1)
j x+· · ·+k(j−1)

j xj−1 +xj (äëÿ ðàññìîòðåííîãî âûøå ëèíåé-

íîãî ñëó÷àÿ G1(x) = 1, G2(x) = x−x̄). Â îáùåì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû k
(0)
j , k

(1)
j , . . . , k

(j−1)
j

îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû (ìåòîä îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà-Øìèäòà)

∑
G0(xi) ·Gj(xi) = 0,

∑
G1(xi) ·Gj(xi) = 0,

. . .

∑
Gj−1(xi) ·Gj(xi) = 0

,

çäåñü, êàê è ðàíüøå, îáîçíà÷åíî ∑
=

n∑
i=1

,

à
G0(x) = 1.

Ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî∫ 1

0

Gj(x)Gm(x)dx = 0(j 6= m),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî âñå íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû BTB îáðàùàþòñÿ â íîëü:

BTB =



∑
G2

0(xi)
∑
G0(xi)G1(xi) . . .

∑
G0(xi)Gr(xi)∑

G1(xi)G0(xi)
∑
G2

1(xi) . . .
∑
G1(xi)Gr(xi)

...
...

. . .
...∑

Gr(xi)G0(xi)
∑
Gr(xi)G1(xi) . . .

∑
G2
r(xi)


=
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=



∑
G2

0(xi) 0 . . . 0

0
∑
G2

1(xi) . . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . .
∑
G2
r(xi)


(r+1)(r+1)

Îáðàùåíèå äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ïðèâîäèò ê ìåíüøèì îøèáêàì îêðóãëåíèÿ. Êðî-
ìå òîãî, â äèàãîíàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ãîðàçäî ëåã÷å ñðàâíèâàòü àïïðîêñèìàöèè r è
r + 1 ïîðÿäêà, ïîñêîëüêó òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü òîëüêî îäèí ýëåìåíò

∑
G2
r+1(xi).

13.4.2 Îðòîãîíàëüíûå íîðìèðîâàííûå (îðòîíîðìàëüíûå) ïîëèíîìû è ïðå-
èìóùåñòâà èõ èñïîëüçîâàíèÿ

Ñëåäóþùèé øàã â çàäà÷å óïðîùåíèÿ àïïðîêñèìàöèè � èñïîëüçîâàíèå íå ïðîñòî
îðòîãîíàëüíûõ, íî íîðìèðîâàííûõ îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ. Äëÿ êðàòêîñòè îðòîãî-
íàëüíûå íîðìèðîâàííûå ïîëèíîìû íàçûâàþò îðòîíîðìèðîâàííûìè èëè îðòîíîðìàëü-
íûìè).

Âìåñòî ìåòîäà Ãðàìà-Øìèäòà èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Ôîðñàéòà, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ
â óñòàíîâëåíèè ïðîñòîãî ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó îðòîíîðìàëüíûìè ïîëè-
íîìàìè âèäà:

Qj(x) =
Gj(x)√√√√ n∑
i=1

G2
j(xi)

,

è

Q0(x) =
1√
n
,

n∑
i=1

Q2
j(xi) = 1.

Ïóñòü ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(x) ïî îðòîíîðìàëüíûì ïîëèíîìàì èìååò âèä:

f̃(x) = ω0Q0(x) + ω1Q1(x) + · · ·+ ωrQr(x). (14)

Äëÿ Qi(x) âûïîëíÿåòñÿ ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå:

λQj(x) = xQj−1(x)− αQj−1(x)− βQj−2(x),

ãäå ïîñòîÿííûå α è β îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé

α =
∑

xiQ
2
j−1(xi),

β =
∑

xiQ
2
j−1(xi)Qj−2(xi).

Ïîñòîÿííàÿ λ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ∑
Q2
j(xi) = 1.
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Ïðèìåíÿÿ ÌÍÊ-ìåòîä ê âûðàæåíèþ (14), ïîëó÷àåì ôîðìóëó, àíàëîãè÷íóþ âûðà-
æåíèþ (12):

ω̃ =

(
BTB

)−1

BTy = BTy,

ïîñêîëüêó äëÿ îðòîíîðìàëüíûõ ïîëèíîìîâ: ATA = I. Ìàòðèöà B åñòü:

B =



Q0(x1) Q1(x1) . . . Qr(x1)

Q0(x2) Q1(x2) . . . Qr(x2)

...
...

. . .
...

Q0(xn) Q1(xn) . . . Qr(xn)


Ðåøåíèå îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî

D[ω̃j] = D

[∑
yiQj(xi)

]
= σ2,

ïîñêîëüêó

D

[∑
yiQj(xi)

]
=
∑

Q2
j(xi)D[yi] = σ2

∑
Q2
j(xi) = σ2.

Âû÷èñëèâ ω̃j, ïîëó÷àåì àïïðîêñèìàöèîííûé ïîëèíîì (14):

f̃(x) = ω0Q0(x) + ω1Q1(x) + · · ·+ ωrQr(x) = ω̃0Q0(x) + ω̃1Q1(x) + · · ·+ ω̃rQr(x).

Îñòàòî÷íàÿ ñóììà êâàäðàòîâ (íåâÿçêà èëè îñòàòî÷íàÿ ïîãðåøíîñòü) ïðè àïïðîêñè-
ìàöèè îðòîíîðìàëüíûìè ïîëèíîìàìè ñòåïåíè r åñòü

ε2r =
n∑
i=1

y2
i −

r∑
j=0

( n∑
i=1

yiQj(xi)

)2

,

à îñòàòî÷íàÿ äèñïåðñèÿ

σ2
ε =

ε2r
n− r − 1

.

13.4.3 Ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ îðòîíîðìàëüíûõ ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà íà äèñ-
êðåòíîì íàáîðå òî÷åê

Èòàê, êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ω̃i ïî îðòîíîðìàëüíûì ïîëèíîìàì Qk(x) îïðåäå-
ëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè {yi} è ìàòðèöåé B, çàâèñÿùåé òîëüêî îò çíà÷åíèé îðòîíîðìàëüíûõ
ïîëèíîìîâ íà íàáîðå òî÷åê x = {xi}. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ íåëèíåéíîé
ðåãðåññèè ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òîáû âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ îðòîíîðìàëüíîãî ïîëèíîìà íà
çàäàííîì íàáîðå òî÷åê. Ñóùåñòâóåò ìíîãî ðàçíûõ îðòîíîðìàëüíûõ ïîëèíîìîâ. Äëÿ
ïðèìåðà, ðàññìîòðèì ïîëèíîìû ×åáûøåâà, [13].

Îñîáåííîñòüþ èñïîëüçîâàíèÿ ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå òîãî, ÷òîáû
âñå òî÷êè x = {xi} áûëè ðàâíîîòñòîÿùèìè.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñèñòåìó îðòîãîíàëüíûõ, íî íåíîðìèðîâàííûõ ïîëèíîìîâ ×å-
áûøåâà. Ïóñòü äàíà ñèñòåìà n + 1 ðàâíîîòñòîÿùèõ òî÷åê x = {xi}(i = 0, 1, 2, . . . , n). Ñ
ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ t = (x−x0)/h ïåðåâåäåì ýòè òî÷êè ñîîòâåòñòâåííî
â t = 0, 1, 2, . . . , n.
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Ïîëèíîìû P0,n(t), P1,n(t), . . . , Pm,n(t)(m 6 n) ñòåïåíåé 0, . . . ,m ñîîòâåòñòâåííî, îðòî-
ãîíàëüíûå íà ìíîæåñòâå òî÷åê {0, 1, 2, . . . , n} è îòëè÷íûå îò íóëÿ íà ýòîì ìíîæåñòâå,
íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè ïîëèíîìàìè ×åáûøåâà. Ïåðâûé èíäåêñ â Pk,n(t), k � ñòå-
ïåíü ïîëèíîìà, à âòîðîé èíäåêñ n � ÷èñëî òî÷åê, óìåíüøåííîå íà åäèíèöó.

Ïîëèíîìû ×åáûøåâà çàäàþòñÿ ôîðìóëîé:

Pk,n(t) =
k∑
s=0

(
−1
)s
Cs
kC

s
k+s ·

t[s]

n[s]
, (15)

(k = 0, 1, 2, . . . ,m)

ãäå

Ck
n =

n!

k!(n− k)!
.

Çäåñü ââåäåíî ïîíÿòèå îáîáùåííîé ñòåïåíè:

t[s] = t(t− 1) . . . (t− s+ 1) ≡ t!

(t− s)!
è

n[s] = n(n− 1) . . . (n− s+ 1) ≡ n!

(n− s)!
.

Óêàæåì, êàê ìîæåò áûòü ïîëó÷åí óäîáíûé äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ âèä
(15), [13]. Ïîëèíîì ×åáûøåâà åñòü, ïî îïðåäåëåíèþ, òàêîé ìíîãî÷ëåí

Pk,n(t) = 1 + b1t+ b2t
[2] + b3t

[3] + · · ·+ bkt
[k], (16)

÷òî
n∑
t=0

(t+ s)[s]Pk,n(t) = 0

äëÿ s = 0, 1, 2, . . . , k − 1. Óìíîæàÿ ðàâåíñòâî (16) íà (t+ s)[s], ïîëó÷èì

(t+ s)[s]Pk,n(t) = (t+ s)[s] + b1(t+ s)[s+1] + . . . bk(t+ s)[s+k].

Ñóììèðóåì ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïî t îò t = 0 äî t = n:

0 =
n∑
t=0

(t+ s)[s]Pk,n(t) =
n∑
t=0

(
(t+ s)[s] + b1(t+ s)[s+1] + . . . bk(t+ s)[s+k]

)
=

=
n∑
t=0

(t+ s)[s] +
n∑
t=0

b1(t+ s)[s+1] + · · ·
n∑
t=0

bk(t+ s)[s+k] =

=
(n+ s+ 1)[s+1]

s+ 1
+ b1

(n+ s+ 1)[s+2]

s+ 2
+ · · ·+ bk

(n+ s+ 1)[s+k+1]

s+ k + 1
.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî äîêàçàòü ïî èíäóêöèè îòíîñèòåëüíî n è äëÿ ëþáîãî s.
Çàìåòèì, ÷òî

n∑
t=0

(t+ s)[s] =
n∑
t=0

(t+ s)!

t!
,

(n+ s+ 1)[s+1]

s+ 1
=

(n+ s+ 1)!

n!(s+ 1)
.
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Äëÿ n = 0 è ëþáîãî s ðàâåíñòâî âåðíî:

n∑
t=0

(t+ s)!

t!
=

(n+ s+ 1)!

n!(s+ 1)

Ïóñòü ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âåðíî äëÿ íåêîòîðîãî n. Äîêàæåì, ÷òî îíî âåðíî è äëÿ
n+ 1:

n+1∑
t=0

(t+ s)!

t!
=

(n+ s+ 2)!

(n+ 1)!(s+ 1)
.

Äåéñòâèòåëüíî,

n+1∑
t=0

(t+ s)!

t!
= s! +

(s+ 1)!

1!
+

(s+ 2)!

2!
+ · · ·+ (s+ n)!

n!
+

(s+ n+ 1)!

(n+ 1)!
=

(n+ s+ 1)!

n!(s+ 1)
+

+
(s+ n+ 1)!

(n+ 1)!
=

(n+ s+ 1)!

(n+ 1)!
·
(n+ 1

s+ 1
+ 1
)

=
(n+ s+ 1)!

(n+ 1)!
· n+ s+ 2

s+ 1
=

(n+ s+ 2)!

(n+ 1)!(s+ 1)
,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü16.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî

n∑
t=0

b1(t+ s)[s+1] = b1
(n+ s+ 1)[s+2]

s+ 2
, . . . ,

n∑
t=0

bk(t+ s)[s+k] = bk
(n+ s+ 1)[s+k+1]

s+ k + 1
.

Äàëåå, ðàçäåëèì

(n+ s+ 1)[s+1]

s+ 1
+ b1

(n+ s+ 1)[s+2]

s+ 2
+ · · ·+ bk

(n+ s+ 1)[s+k+1]

s+ k + 1
= 0

íà (n+ s+ 1)[s+1]:

1

s+ 1
+

b1n

s+ 2
+
b2n

[2]

s+ 3
+ · · ·+ bkn

[k]

s+ k + 1
= 0. (17)

Âûðàæåíèå (17) ïðåäñòàâëåÿò ñîáîé ãðóïïó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ
bj. Èõ ðåøåíèÿ åñòü

bj =
(
−1
)j
Ck
j C

k+j
j · 1

n[j]
.

Ïîëó÷èòü ýòè ðåøåíèÿ ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íóæíî ïðèâåñòè (17) ê îáùåìó
çíàìåíàòåëþ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî â ÷èñëèòåëå ïîëó÷èòñÿ ìíîãî÷ëåí, êîòîðûé, èñõîäÿ èç
(17), äîëæåí îáðàùàòüñÿ â 0 ïðè s = 0, 1, . . . , k − 1, è ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ìíîãî÷ëåí
äîëæåí èìåòü âèä const · s[k]. Äàëåå, ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëàãàÿ s ðàâíûì ðàçëè÷íûì
îòðèöàòåëüíûì ÷èñëàì, íàõîäèì ýòó ïîñòîÿííóþ è âñå bj, ïîäñòàâëÿÿ êîòîðûå â (16),
ïîëó÷àåì (15).

Íåñêîëüêî ïåðâûõ îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà åñòü:

P0,n(t) = 1,

16Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, ïðè s = 2 ïîëó÷àåì èçâåñòíîå âûðàæåíèå ñóììû êâàäðàòîâ (n+1) öåëûõ ÷èñåë:

n∑
t=0

t2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.
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P1,n(t) = 1− 2 · t
n

(n > 1),

P2,n(t) = 1− 6 · t
n

+ 6 · t(t− 1)

n(n− 1)

(n > 2),

P3,n(t) = 1− 12 · t
n

+ 30 · t(t− 1)

n(n− 1)
− 20 · t(t− 1)(t− 2)

n(n− 1)(n− 2)

(n > 3),

P4,n(t) = 1− 20 · t
n

+ 90 · t(t− 1)

n(n− 1)
− 140 · t(t− 1)(t− 2)

n(n− 1)(n− 2)
+ 70 · t(t− 1)(t− 2)(t− 3)

n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

(n > 4).

Âîçâðàùàÿñü ê ïðåæíåé ïåðåìåííîé x, ïîëó÷èì ñèñòåìó ïîëèíîìîâ, îðòîãîíàëüíûõ
íà äèñêðåòíîì ìíîæåñòâå x = {xi}:

Pk,n

(
x− x0

h

)
(k = 0, 1, . . . ,m;m 6 n)

Ñèñòåìà ïîëèíîìîâ {Pk,n(t)} íå ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííîé. Ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ íîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó è ïîëó÷èì îðòîíîðìàëüíûå ïîëèíîìû ×åáûøåâà. Îïðå-
äåëèì íîðìó äëÿ {Pk,n(t)} ñëåäóþùèì îáðàçîì, [13]:

∥∥Pk,n(t)
∥∥2

=
n∑
i=0

P 2
k,n(i) =

(
n+ k + 1

)[k+1](
2k + 1

)
· n[k]

.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìîæåò áûòü âûâåäåíî èç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè ïîëèíîìîâ
×åáûøåâà:

n∑
i=0

Pm,n(i)Pk,n(i) = 0, m 6= k

Ðàçäåëèâ ìíîãî÷ëåíû Pk,n(t) íà èõ íîðìû, ïîëó÷èì îðòîíîðìàëüíóþ ñèñòåìó ïî-
ëèíîìîâ ×åáûøåâà:

P̃k,n(t) =
Pk,n(t)∥∥Pk,n(t)

∥∥
(k = 0, 1, 2, 3 . . . ,m;m 6 n).

ÏÐÈÌÅÐ Ðàññìîòðèì íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå, êàê ñòðîèòü îðòîíîðìàëüíûå ïî-
ëèíîìû ×åáûøåâà. Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà òî÷åê:

x0 = 1/2;x1 = 1;x2 = 3/2;x3 = 2;x4 = 5/2;x5 = 3.

Ïîëó÷èì ñèñòåìó ïîëèíîìîâ äî òðåòüåé ñòåïåíè âêëþ÷èòåëüíî, îðòîíîðìàëüíóþ íà
äàííîé ñèñòåìå òî÷åê. Îòìåòèì, ÷òî ýòî âîçìîæíî ñäåëàòü, ïîñêîëüêó òî÷êè ýêâèäè-
ñòàíòíû (ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ëþáûìè ñîñåäíèìè òî÷êàìè åñòü h = 1/2).

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ââåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ:

t =
x− x0

h
=
x− 1/2

1/2
= 2 ·

(
x− 1/2

)
,
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ïðè êîòîðîé âñå xi ïåðåõîäÿò â öåëî÷èñëåííûå t = 0, 1, 2, 3, 4, 5. Â îáùåé ôîðìóëå

Pk,n(t) =
n∑
s=0

(
− 1
)s
Cs
kC

s
k+s ·

t[s]

n[s]
,

ïðèìåì n = 5, òîãäà

Pk,5(t) =
5∑
s=0

(
− 1
)s
Cs
kC

s
k+s ·

t[s]

5[s]
.

ãäå k = 0, 1, 2, 3, ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ èùåòñÿ àïïðîêñèìèðóþùèé ïîëèíîì ñòåïåíè
m = 3. Ïðîâåäåì âû÷èñëåíèÿ äëÿ âñåõ óêàçàííûõ k:

P0,5(t) =
5∑
s=0

(
− 1
)s
Cs

0C
s
s ·

t[s]

5[s]
= 1,

P1,5(t) =
5∑
s=0

(
− 1
)s
Cs

1C
s
1+s ·

t[s]

5[s]
= 1− 0.4 · t,

P2,5(t) =
5∑
s=0

(
− 1
)s
Cs

2C
s
2+s ·

t[s]

5[s]
= 1− 1.2 · t+ 0.3 · t(t− 1),

P3,5(t) =
5∑
s=0

(
− 1
)s
Cs

3C
s
3+s ·

t[s]

5[s]
= 1− 2.4 · t+ 1.5 · t(t− 1)− 0.333 · t(t− 1)(t− 2).

Íîðìû ôóíêöèé Pk,5(t), ãäå k = 0, 1, 2, 3, âû÷èñëÿåì ïî ôîðìóëå

∥∥Pk,n(t)
∥∥2

=

(
n+ k + 1

)[k+1](
2k + 1

)
· n[k]

:

∥∥P0,5(t)
∥∥ =
√

6,∥∥P1,5(t)
∥∥ =

√
7 · 6
3 · 5

=

√
14

5
,

∥∥P2,5(t)
∥∥ =

√
8 · 7 · 6
5 · 5 · 4

=
2

5

√
21,

∥∥P3,5(t)
∥∥ =

√
9 · 8 · 7 · 6
7 · 5 · 4 · 3

=
6√
5
.

Òåïåðü ðàçäåëèì ïîëèíîìû Pk,5(t) íà èõ íîðìû è ïåðåéäåì îò ïåðåìåííîé t ê èñ-
õîäíîé ïåðåìåííîé x. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì èñêîìóþ îðòîíîðìàëüíóþ ñèñòåìó ïî-
ëèíîìîâ ×åáûøåâà:

P̃0,5(x) =
1√
6

= 0.408,

P̃1,5(x) =

√
5

14

(
1− 0.8 · (x− 1/2)

)
= 0.837− 0.478 · x,

P̃2,5(x) =
5

2
√

21

(
1− 2.4 · (x− 1/2) + 0.6 · (x− 1/2)(x− 3/2)

)
=

= 1.446− 1.964 · x+ 0.327 · x2,
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P̃3,5(x) =

=

√
5

6

(
1− 4.8 · (x− 1/2) + 3 · (x− 1/2)(x− 3/2)− 0.666 · (x− 1/2)(x− 3/2)(x− 5/2)

)
=

= 2.571− 5.452 · x+ 2.235 · x2 − 0.248 · x3.

13.4.4 Íàõîæäåíèå óðàâíåíèÿ ðåãðåññèè ñ ïîìîùüþ îðòîíîðìàëüíûõ ïî-
ëèíîìîâ ×åáûøåâà è îïðåäåëåíèå ïîðÿäêà íåëèíåéíîñòè ñ çàäàííîé
äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ

Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) çàäàíà íà ìíîæåñòâå óçëîâ x = {x0, x1, . . . , xn} ñ øàãîì h,
òî íàèëó÷øèé (ïî ìåòîäó ÌÍÊ) àïïðîêñèìèðóþùèé ïîëèíîì èùåòñÿ â âèäå

f̃(x) =
m∑
k=0

ωk · Pk,n
(
x− x0

h

)
,

ãäå êîýôôèöèåíòû ωk íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå ôóíêöèè f(x) îòíîñèòåëüíî
ñèñòåìû îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà Pk,n((x− x0)/h) (k = 0, 1, 2, . . . ,m):

ωk =

n∑
i=0

yi · Pk,n(i)∥∥Pk,n(t)
∥∥2 .

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ñèñòåìà ïîëèíîìîâ íå òîëüêî îðòîãîíàëüíà, íî è îðòîíîðìàëüíà,
òî

f̃(x) =
m∑
k=0

ω̃k · P̃k,n
(
x− x0

h

)
,

ãäå êîýôôèöèåíòû ω̃k, îïðåäåëÿåìûå âûøå êàê ýëåìåíòû ìàòðèöû BTy, åñòü:

ω̃k =
n∑
i=0

yi · P̃k,n(i).

Îñòàåòñÿ âîïðîñ î ñòàòèñòè÷åñêîì êðèòåðèè âûáîðà ñòåïåíè àïïðîêñèìèðóþùåãî
ïîëèíîìà m.

Îñòàòî÷íàÿ äèñïåðñèÿ ïðè àïïðîêñèìàöèè îðòîíîðìàëüíûìè ïîëèíîìàìè ×åáûøå-
âà ñòåïåíè m åñòü

ε2m =

n∑
i=0

y2
i −

m∑
j=0

( n∑
i=0

yiP̃j,n(xi)

)2

(n+ 1)−m− 1
.

Òàê, åñëè
ε2m+1

ε2m
> 1,

òî â êà÷åñòâå ðåãðåññèè ïðèíèìàåòñÿ ïîëèíîì ñòåïåíè m. Çíà÷èìîñòü îòëè÷èÿ îñòà-
òî÷íûõ äèñïåðñèé íà êàæäîì øàãå óâåëè÷åíèÿ ñòåïåíè ïîëèíîìà äàåòñÿ êðèòåðèåì
Ôèøåðà Fγ(n−m,n−m− 1). Òàê, åñëè

ε21
ε22
> Fγ

(
(n+ 1)− 2, (n+ 1)− 2− 1

)
,
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Òàáëèöà 25:

Äàííûå íàáëþäåíèé, äëÿ êîòîðûõ íóæíî âûáðàòü ïîäõîäÿùóþ ðåãðåññèîííóþ ìîäåëü

xi 1.1 3.2 5.3 7.4 9.5 11.6 13.7 15.8 17.9 20.0

yi 1.3 4.75 6.8 1.86 −15.6 −51.1 −110.3 −198.6 −321.8 −485.2

òî ïîëèíîì âòîðîé ñòåïåíè (m = 2) ïðåäïî÷òèòåëüíåå ïîëèíîìà ïåðâîé ñòåïåíè (ò.å.
êâàäðàòè÷íàÿ ðåãðåññèÿ ïðåäïî÷òèòåëüíåå ëèíåéíîé). Åñëè

ε22
ε23
> Fγ

(
(n+ 1)− 3, (n+ 1)− 3− 1

)
,

òî ïîëèíîì òðåòüåé ñòåïåíè (m = 3) ïðåäïî÷òèòåëüíåå ïîëèíîìà âòîðîé ñòåïåíè.
Ïðîèëëþñòðèðóåì ñêàçàííîå ïðèìåðîì.
ÏÐÈÌÅÐ Ïóñòü â ðåçóëüòàòå íàáëþäåíèé ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ïàðû {xi, yi} (Òàá-

ëèöà 25).
Ïîñêîëüêó xi+1 − xi = h = 2.1, ââåäåì çàìåíó ïåðåìåííîé:

t =
x− 1.1

2.1

Ïîñêîëüêó âñå òî÷êè ýêâèäèñòàíòíû, ïîñòðîèì íà ìíîæåñòâå òî÷åê {xi}(i =
1, 2, . . . , 10) ñèñòåìó îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà (n = 9, ò.ê. íóìåðàöèÿ ïî-
ëèíîìîâ íà÷èíàåòñÿ ñ íóëåâîãî èíäåêñà):

P0,9(t) = 1,

P1,9(t) = 1− 2 · t
9
,

P2,9(t) = 1− 6 · t
9

+ 6 · t(t− 1)

9 · 8
,

P3,9(t) = 1− 12 · t
9

+ 30 · t(t− 1)

9 · 8
− 20 · t(t− 1)(t− 2)

9 · 8 · 7
,

P4,9(t) = 1− 20 · t
9

+ 90 · t(t− 1)

9 · 8
− 140 · t(t− 1)(t− 2)

9 · 8 · 7
+ 70 · t(t− 1)(t− 2)(t− 3)

9 · 8 · 7 · 6
.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îðòîíîðìàëüíîé ñèñòåìû âû÷èñëèì ñîîòâåòñòâóþùèå íîðìû:∥∥P0,9(t)
∥∥ =
√

10,

∥∥P1,9(t)
∥∥ =

√
11 · 10

3 · 9
=

√
110

27
,

∥∥P2,9(t)
∥∥ =

√
12 · 11 · 10

5 · 9 · 8
=

√
11

3
,

∥∥P3,9(t)
∥∥ =

√
13 · 12 · 11 · 10

7 · 9 · 8 · 7
=

√
715

147
,
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∥∥P4,9(t)
∥∥ =

√
14 · 13 · 12 · 11 · 10

9 · 9 · 8 · 7 · 6
=

√
715

81
.

Îêîí÷àòåëüíî îðòîíîðìàëüíàÿ ñèñòåìà ïîëèíîìîâ (äî 4-ãî ïîðÿäêà) èìååò âèä:

P̃0,9(t) = 0.316,

P̃1,9(t) = 0.495− 0.110 · t,
P̃2,9(t) = 0.522− 0.392 · t+ 0.044 · t2,

P̃3,9(t) = 0.453− 0.829 · t+ 0.243 · t2 − 0.018 · t3,
P̃4,9(t) = 0.337− 1.495 · t+ 0.956 · t2 − 0.232 · t3 + 0.023 · t4.

Âû÷èñëèì îñòàòî÷íûå äèñïåðñèè äëÿ m = 1, 2, 3, 4 ïî ôîðìóëå:

ε2m =

n∑
i=0

y2
i −

m∑
j=0

( n∑
i=0

yiP̃j,n(xi)

)2

(n+ 1)−m− 1
.

ε21 = 7707.451,

ε22 = 479.190,

ε23 = 11.580,

ε24 = 5.358.

Ñ óâåëè÷åíèåì ñòåïåíè àïïðîêñèìèðóþùåãî ïîëèíîìà îñòàòî÷íàÿ äèñïåðñèÿ ïàäàåò,
ò.å. àïïðîêñèìàöèÿ ñòàíîâèòñÿ âñå òî÷íåå. Ñðàâíèì, çíà÷èìû ëè ðàçëè÷èÿ îñòàòî÷íûõ
äèñïåðñèé:

ε21
ε22

= 16.084 > F0.95(8, 7) = 3.73,

ε22
ε23

= 41.381 > F0.95(7, 6) = 4.21,

íî
ε23
ε24

= 2.161 < F0.95(6, 5) = 4.95,

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ðàçëè÷èå îñòàòî÷íûõ äèñïåðñèé ïðè àïïðîêñèìàöèè ïîëèíîìàìè 3-ãî
è 4-ãî ïîðÿäêîâ íåçíà÷èìî. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íàáëþäàòåëüíûå äàííûå àïïðîêñèìè-
ðóþòñÿ íåëèíåéíîé ðåãðåññèîííîé ìîäåëüþ â âèäå ïîëèíîìà 3-ãî ïîðÿäêà ñ äîâåðèòåëü-
íîé âåðîÿòíîñòüþ γ = 0.95.

Íàéäåì ýòîò ïîëèíîì ïî ôîðìóëå

f̃(x) =
3∑

k=0

ω̃k · P̃k,9
(
x− 1.1

2.1

)
,

ãäå êîýôôèöèåíòû ω̃k åñòü:

ω̃k =
9∑
i=0

yi · P̃k,9(i).

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

f̃(x) = 0.688− 0.274 · x+ 0.799 · x2 − 0.100 · x3.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ìíîãî çàäà÷ ñ ðåøåíèÿìè ïî ïîñòðîåíèþ ðàçëè÷íûõ ðåãðåññè-
îííûõ ìîäåëåé ìîæíî íàéòè â ñáîðíèêå ïîä. ðåä. À.Â. Åôèìîâà è À.Ñ. Ïîñïåëîâà [12]
â ïàðàãðàôå ¾Ýëåìåíòû ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà è ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ¿.
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14 Èññëåäîâàíèå âèäà ðàñïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü {xi}, ãäå i = 1, 2, . . . n, åñòü âûáîðêà íàáëþäåíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.
Ïóñòü ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïðîâåðèòü (ñ çàäàííîé äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ), ÷òî ôóíê-
öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, ê êîòîðîé ïðèíàäëåæèò äàííàÿ âûáîð-
êà, åñòü F (x). Â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ÷àùå âñåãî ïðîâåðÿåòñÿ, ÿâëÿåòñÿ ëè ãåíåðàëüíàÿ
ñîâîêóïíîñòü ðàñïðåäåëåííîé ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó. Òàêæå ìíîãî çàäà÷ íà ïðîâåðêó
ñîîòâåòñòâèÿ ðàñïðåäåëåíèþ Ïóàññîíà. Ðàññìîòðèì àëãîðèòì ïðîâåðêè íà ñîîòâåòñòâèå
ôóíêöèè F (x) îáùåãî âèäà, à äàëåå, â ïðèìåðàõ, êîíêðåòèçèðóåì âèä ôóíêöèè F (x).

14.1 Êðèòåðèé ¾õè-êâàäðàò¿

Êðèòåðèé ¾õè-êâàäðàò¿ (èëè êðèòåðèé Ïèðñîíà) ïîçâîëÿåò êîëè÷åñòâåííî îöåíèòü
îòêëîíåíèå íàáëþäàòåëüíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíû äàííûõ îò òåîðåòè÷åñêîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ èçâåñòíîé ñòðóêòóðû, íî ñ íåèçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè. Ìåðîé îòêëîíåíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíîé îáëàñòè äëÿ íåèç-
âåñòíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðîèçâîäèòñÿ çàìåíà íåèçâåñòíûõ èñòèííûõ çíà÷å-
íèé âåðîÿòíîñòåé ïîïàäàíèÿ â èíòåðâàëû âåðîÿòíîñòÿìè, âû÷èñëåííûìè ïî òåîðåòè÷å-
ñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ.

Àëãîðèòì ïðîâåðêè ñîîòâåòñòâèÿ ñëó÷àéíîé âûáîðêè çàäàííîé ôóíêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ ¾õè-êâàäðàò¿, [12].

Ïî âûáîðêå íàáëþäåíèé íàõîäÿò îöåíêè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ïðåäïîëàãàåìîãî
çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X. Äàëåå, îáëàñòü âîçìîæíûõ çíà÷åíèé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ðàçáèâàåòñÿ íà r ïîäìíîæåñòâ

∆1,∆2, . . . ,∆r,

íàïðèìåð, r èíòåðâàëîâ â ñëó÷àå, êîãäà X � íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èëè r
ãðóïï, ñîñòîÿùèõ èç îòäåëüíûõ çíà÷åíèé, äëÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.

Ïóñòü nk � ÷èñëî ýëåìåíòîâ âûáîðêè, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó ∆k, ãäå k =
1, 2, . . . , r. Îáùåå ÷èñëî âñåõ ýëåìåíòîâ âñåõ âûáîðîê åñòü n, ïîýòîìó

r∑
k=1

nk = n.

Èñïîëüçóÿ ïðåäïîëàãàåìûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, íàõîäÿò
âåðîÿòíîñòè pk òîãî, ÷òî çíà÷åíèå X ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ∆k:

pk = P (X ∈ ∆k)

(k = 1, 2, . . . , r).

Î÷åâèäíî,
∑r

k=1 pk = 1. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â Òàáëèöå 26.
Âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè êðèòåðèÿ ¾õè-êâàäðàò¿ åñòü:

χ̃2 =
r∑

k=1

(
nk − n · pk

)2

n · pk
.

Ïóñòü çàäàíà äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü γ. Òîãäà ïðåäëîæåííûé çàêîí ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñîîòâåòñòâóåò ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè èññëåäóåìîé âûáîðêè, åñëè âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

χ̃2 < χ2
γ(r − l − 1),
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Òàáëèöà 26:

Îôîðìëåíèå ýëåìåíòîâ âûáîðêè äëÿ ïðîâåðêè íà ñîîòâåòñòâèå çàäàííîé ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ

èíòåðâàë ∆1 ∆2 . . . ∆r êîíòðîëüíàÿ ñóììà ýëåìåíòîâ

÷èñëî n1 n2 . . . nr
r∑
i=1

ni = n

íàáëþäåíèé

îæèäàåìîå np1 np2 . . . npr
r∑
i=1

n · pi = n

÷èñëî
íàáëþäåíèé

ãäå χ2
γ(r − l − 1) � γ-êâàíòèëü ¾õè-êâàäðàò¿ ðàñïðåäåëåíèÿ (Òàáëèöà 14) ñ r − l − 1

ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, l � ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå îöåíèâàþòñÿ ïî âûáîðêå
(äâà ïàðàìåòðà µ è σ2 äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì, îäèí ïàðàìåòð λ
äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà è ò.ä.).

Îòìåòèì âàæíûé ìîìåíò. Êðèòåðèé ¾õè-êâàäðàò¿ èñïîëüçóåò òîò ôàêò, ÷òî ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà (nk − n · pk)/

√
n · pk, ãäå k = 1, 2, . . . , r, èìååò ðàñïðåäåëåíèå, áëèçêîå

ê ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó. ×òîáû ýòî óòâåðæäåíèå áûëî äîñòàòî÷íî òî÷íûì, ðåêî-
ìåíäóåòñÿ, ÷òîáû äëÿ âñåõ èíòåðâàëîâ âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

n · pk > 5.

Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ èíòåðâàëîâ ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, òî èõ ñëåäóåò îáúåäè-
íèòü ñ ñîñåäíèìè äî âûïîëíåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïðîâåðêè âûáîðêè ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ íà ñîîòâåòñòâèå êîí-
êðåòíûì ðàñïðåäåëåíèåì.

ÏÐÈÌÅÐ Ïðèìåð ïðîâåðêè âûáîðêè íà ñîîòâåòñòâèå ðàñïðåäåëåíèþ Ïóàññîíà. Â
ïåðâûõ äâóõ ñòîëáöàõ Òàáëèöû 27 ïðèâåäåíû äàííûå îá îòêàçàõ àïïàðàòóðû çà 104

÷àñîâ ðàáîòû. Îáùåå ÷èñëî îáñëåäîâàííûõ ýêçåìïëÿðîâ àïïàðàòóðû n = 757, ïðè ýòîì
íàáëþäàëñÿ 0 ·427+1 ·235+2 ·72+3 ·21+4 ·1+5 ·1 = 451 îòêàç. Ïðîâåðèòü, ðàñïðåäåëåíî
ëè ÷èñëî îòêàçîâ ïî çàêîíó Ïóàññîíà, ïðèíÿâ äîâåðèòåëüíóþ âåðîÿòíîñòü 0.99:

pk = P (X = k) =
λk

k!
· e−λ

(k = 0, 1, 2, . . . )

Îöåíêà ïàðàìåòðà λ ðàâíà ñðåäíåìó ÷èñëó îòêàçîâ:

λ̄ =
451

757
≈ 0.6.
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Òàáëèöà 27:

Îôîðìëåíèå ýëåìåíòîâ âûáîðêè äëÿ ïðîâåðêè íà ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà

÷èñëî êîëè÷åñòâî pk = 0.6k

k!
· e−0.6 îæèäàåìîå ÷èñëî

îòêàçîâ ñëó÷àåâ, ñëó÷àåâ ñ k îòêàçàìè, n · pk
â êîòîðûõ

íàáëþäàëîñü
k îòêàçîâ, nk

0 427 0.54881 416
1 235 0.32929 249
2 72 0.09879 75
3 21 0.01976 15
4 1 0.00296 2
5 1 0.00036 0

> 6 0 0.00004 0
ñóììà 757

Äëÿ λ = 0.6 âû÷èñëÿåì âåðîÿòíîñòè pk è îæèäàåìîå ÷èñëî ñëó÷àåâ ñ k îòêàçàìè
(òðåòèé è ÷åòâåðòûé ñòîëáöû Òàáëèöû 27).

Äëÿ k = 4, 5 è 6 çíà÷åíèÿ n · pk < 5, ïîýòîìó îáúåäèíèì ýòè ñòðîêè ñî ñòðîêîé äëÿ
k = 3. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ, óêàçàííûå â Òàáëèöå 28.

Òàê êàê ïî âûáîðêå îöåíèâàåòñÿ îäèí ïàðàìåòð λ, òî l = 1 è ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû
ðàâíî 4−1−1 = 2. Ïî Òàáëèöå 14 ¾õè-êâàäðàò¿ ðàñïðåäåëåíèÿ íàõîäèì χ2

0.99(2) = 9.21,
ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíèìàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î ðàñïðåäåëåíèè Ïóàññîíà.

ÏÐÈÌÅÐ Ïðèìåð ïðîâåðêè âûáîðêè íà ñîîòâåòñòâèå íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëå-
íèþ. Äàíà âûáîðêà èç 55 íàáëþäåíèé (Òàáëèöà 29).

Ðàçìàõ âûáîðêè Jn(x) = x∗n−x∗1 = 23.8− 10.1 = 13.7. Äëèíà èíòåðâàëà ãðóïïèðîâêè
b = 13.7/7 ≈ 2. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî èíòåðâàëà óäîáíî âçÿòü èíòåðâàë [10, 12).

Òàáëèöà 28:

Îôîðìëåíèå ýëåìåíòîâ âûáîðêè äëÿ ïðîâåðêè íà ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ïîñëå ìàëî÷èñëåííûõ îáúåäèíåíèÿ èíòåðâàëîâ

k nk n · pk
(nk − n · pk)2

n · pk

0 427 416 0.291
1 235 249 0.787
2 72 75 0.120

> 3 23 17 2.118
χ̃2 = 3.316
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Òàáëèöà 29:

Âûáîðêà, ïðîâåðÿåìàÿ íà ñîîòâåòñòâèå íîðìàëüíîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ n = 55

20.3 15.4 17.2 19.2 23.3 18.1 21.9
15.3 16.8 13.2 20.4 16.5 19.7 20.5
14.3 20.1 16.8 14.7 20.8 19.5 15.3
19.3 17.8 16.2 15.7 22.8 21.9 12.5
10.1 21.1 18.3 14.7 14.5 18.1 18.4
13.9 19.1 18.5 20.2 23.8 16.7 20.4
19.5 17.2 19.6 17.8 21.3 17.5 19.4
17.8 13.5 17.8 11.8 18.6 19.1

Ðåçóëüòàòû ãðóïïèðîâêè ñâåäåíû â Òàáëèöó 30.
Â ÷åòâåðòîì ñòîëáöå Òàáëèöû 30 ïðèâîäÿòñÿ âåðîÿòíîñòè, âû÷èñëåííûå ïî ôîðìóëå:

pk = P (X ∈ ∆k) = Φ

(
βk − x̄
s

)
− Φ

(
αk − x̄
s

)
(k = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7)

Çäåñü αk è βk � ñîîòâåòñòâåííî íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû èíòåðâàëîâ, à çíà÷å-
íèÿ ôóíêöèè ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ áåðóòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùåé
ñòàòèñòè÷åñêîé òàáëèöû (ñì. Òàáëèöà 11).

Ïîñêîëüêó ïîñëå îáúåäèíåíèÿ îñòàëîñü r = 5 èíòåðâàëîâ, à ïî âûáîðêå îöåíåíû
äâà ïàðàìåòðà (x̄ è s), ò.å. l = 2, òî ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ðàâíî 5 − 2 − 1 = 2. Çà-
äàâàÿñü äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ 0.90, ïî ñòàòèñòè÷åñêîé òàáëèöå ðàñïðåäåëåíèÿ
¾õè-êâàäðàò¿ (ñì. Òàáëèöà 14) íàõîäèì χ2

0.90(2) = 4.61. Âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñòàòè-
ñòèêè êðèòåðèÿ åñòü χ̃2 = 0.928 < 4.61, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïîëîæåíèå î íîðìàëüíîì
ðàñïðåäåëåíèè âåðíî.

14.2 Êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà

Êðèòåðèé ¾õè-êâàäðàò¿ � îäèí èç ëó÷øèõ, ïðèìåíÿåìûõ íà ïðàêòèêå. Îäíàêî ïî-
ìèìî íåãî ñóùåñòâóþò åùå íåñêîëüêî êðèòåðèåâ äëÿ ïðîâåðêè ýìïèðè÷åñêèõ ðàñïðå-
äåëåíèé íà ñîîòâåòñòâèå çàäàííîìó òåîðåòè÷åñêîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà (èëè Êîëìîãîðîâà-Ñìèðíîâà).
Â êà÷åñòâå ìåðû ñðàâíåíèÿ âûáèðàåòñÿ ðàññòîÿíèå

Dn = max
|x|<∞

∣∣∣F ∗n(x)− F (x)
∣∣∣,

ãäå F ∗n(x) = F ∗n(x, θ) � ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, a F (x) = F (x, θ) � òåîðå-
òè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïàðàìåòðû θ � ýòî ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ, íåèç-
âåñòíûå â îáùåì ñëó÷àå è òðåáóþùèå îöåíîê ïî ýìïèðè÷åñêèì äàííûì.

À.Í. Êîëìîãîðîâûì áûëî äîêàçàíî, ÷òî çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû

Λ = Dn

√
n =
√
n · max
|x|<∞

∣∣∣F ∗n(x)− F (x)
∣∣∣ (18)
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Òàáëèöà 30:

Âûáîðêà, ïðîâåðÿåìàÿ íà ñîîòâåòñòâèå íîðìàëüíîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ n = 55
(âî âòîðîì è òðåòüåì ñòîëáöå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ãðóïïèðîâêè ïî k

èíòåðâàëàì, â ÷åòâåðòîì ñòîëáöå ïðèâåäåíû âû÷èñëåííûå âåðîÿòíîñòè (ñì.
òåêñò). Â ïÿòîì ñòîëáöå ïðèâîäÿòñÿ îæèäàåìûå ÷àñòîòû, à â øåñòîì � çíà÷åíèÿ
îæèäàåìûõ ÷àñòîò ïîñëå îáúåäèíåíèÿ ïåðâûõ äâóõ è ïîñëåäíèõ äâóõ èíòåðâàëîâ)

íàáë. âåðîÿòíîñòü îæèä.
÷àñò. ïîïàäàíèÿ ÷àñò.

k ∆k nk â èíòåðâ. n · pk n · pk nk − n · pk (nk−n·pk)2

n·pk
∆k

(pk)

1 (−∞, 12) 2 0.0228 1.254
2 [12, 14) 4 0.0731 4.020 5.274 0.725 0.099
3 [14, 16) 8 0.1686 9.273 9.273 −1.273 0.175
4 [16, 18) 12 0.2576 14.168 14.168 −2.168 0.332
5 [18, 20) 16 0.2484 13.662 13.662 −2.338 0.400
6 [20, 22) 10 0.1519 8.354 12.663 0.366 0.011
7 [22,+∞) 3 0.0778 4.279

ñóììà 55 1.0001 55 55 1.017

ïðè n→∞ îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé

F (λ) =
+∞∑

k=−∞

(−1)ke−2k2λ2 . (19)

Åñëè âåëè÷èíà Λ, âû÷èñëåííàÿ ïî äàííûì âûáîðêè ïî ôîðìóëå (18), îêàæåòñÿ ìåíü-
øå, ÷åì ñòàòèñòèêà λγ, êîòîðàÿ åñòü òàáëè÷íàÿ âåëè÷èíà, îïðåäåëÿåìàÿ ñâîåé ôóíêöèåé
ðàñïðåäåëåíèÿ F (λ) ((19), ñì. Òàáëèöó 31), òî ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ïðèçíàåòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùèì òåîðåòè÷åñêîìó.

Äëÿ ýôôåêòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ êðèòåðèÿ Êîëìîãîðîâà íåîáõîäèìî, ÷òîáû âñå ïà-
ðàìåòðû θ òåîðåòè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x, θ) áûëè èçâåñòíû çàðàíåå.

Òàáëèöà 31:

Êâàíòèëè λγ ðàñïðåäåëåíèÿ Êîëìîãîðîâà F (λ)

F (λγ) = γ 0.80 0.90 0.95 0.98 0.99 0.999

λγ 1.073 1.224 1.358 1.520 1.627 1.950
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15 Íåïàðàìåòðè÷åñêèå êðèòåðèè ñðàâíåíèÿ ðàñïðåäå-

ëåíèé

15.1 Ïîíÿòèå ðàíãîâûõ êðèòåðèåâ

Äëÿ ñðàâíåíèÿ äâóõ âûáîðîê, çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ íåèçâåñòíû èëè îíè
ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îò õîðîøî èçâåñòíûõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ, à òàêæå ïðè àíàëèçå
ìàëûõ âûáîðîê (ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ n < 10) èñïîëüçóþò íåïàðàìåòðè÷åñêèå ñòàòè-
ñòè÷åñêèå ìåòîäû. Îñíîâíàÿ èäåÿ ýòèõ ìåòîäîâ � ýòî ñðàâíåíèå ïàðàìåòðîâ ïîëîæå-
íèÿ è ïàðàìåòðîâ ìàñøòàáà äâóõ âûáîðîê (ò.å. êîëè÷åñòâåííûé àíàëèç òîãî, êàê ñèëüíî
ñìåùåíû ñðåäíèå äâóõ âûáîðîê äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà è êàê ñèëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ
âûáîðîê èñêàæåíû äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà).

Ðàíãîâûå êðèòåðèè � îäíè èç ñàìûõ ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ íåïàðàìåòðè÷åñêîé ñòà-
òèñòèêè (ýôôåêòèâíîñòü ëó÷øèõ èç íèõ ñîñòàâëÿåò äî 95% îò ìîùíîñòè t-êðèòåðèÿ
Ñòüþäåíòà è ñîïîñòàâèìà ñ ïîñëåäíèì äëÿ ñëó÷àÿ áîëüøèõ âûáîðîê, [8]; äàëåå ýôôåê-
òèâíîñòü âåçäå óêàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî t-êðèòåðèÿ). Îíè îñíîâûâàþòñÿ íà èñïîëüçî-
âàíèè ðàíãîâ, ïðèïèñûâàåìûõ çíà÷åíèÿì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â îáùåé óïîðÿäî÷åííîé
ïî âîçðàñòàíèþ âûáîðêå (ò.å. â óïîðÿäî÷åííîì ðÿäó ÷èñåë x1 6 x2 6 . . . 6 xn çíà÷åíèþ
xi ïðèïèñûâàåòñÿ ðàíã Ri). Ïðè ýòîì îäèíàêîâûì âåëè÷èíàì ïðèñâàèâàåòñÿ óñðåäíåí-
íûé ðàíã. Òàêèì îáðàçîì, àíàëèçèðóþòñÿ íå ñàìè çíà÷åíèÿ âûáîðîê, íî èõ ðàíãè.

15.2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïîèñêà êîñìè÷åñêèõ ñòðóí ñ ïîìîùüþ
ðàíãîâûõ êðèòåðèåâ

Íà ïðèìåðå îáðàáîòêè ðåàëüíûõ äàííûõ ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ðàíãîâûõ êðèòåðè-
åâ: áûñòðûé ðàíãîâûé êðèòåðèé, êðèòåðèé âàí äåð Âàðäåíà è êðèòåðèé Ìàííà-Óèòíè-
Âèëêîêñîíà, ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ Èìàíà.

Ðåàëüíûå íàáëþäàòåëüíûå äàííûå áûëè ïîëó÷åíû â õîäå ïîèñêîâ êîñìè÷åñêîé ñòðó-
íû � ãèïîòåòè÷åñêîãî îäíîìåðíîãî îáúåêòà êîñìîëîãè÷åñêèõ ìàñøòàáîâ, ñóùåñòâîâàíèå
êîòîðîãî ñëåäóåò èç òåîðèé ýâîëþöèè ðàííåé Âñåëåííîé. Ñîãëàñíî òåîðèè, êîñìè÷å-
ñêèå ñòðóíû îáëàäàþò ðÿäîì õîðîøî îïèñàííûõ àñòðîôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ, áëàãîäàðÿ
êîòîðûì îíè ìîãóò áûòü îáíàðóæåíû. Ïîñêîëüêó òàêèå îáúåêòû äâèæóòñÿ ñ ðåëÿòè-
âèñòñêèìè ñêîðîñòÿìè, òî îíè ìîãóò ïðîÿâëÿòü ñåáÿ ïîñðåäñòâîì ýôôåêòà Äîïëåðà â
ðåëèêòîâîì ìèêðîâîëíîâîì èçëó÷åíèè. Êðîìå òîãî, âëèÿÿ íà ãëîáàëüíóþ ñòðóêòóðó
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, êîñìè÷åñêèå ñòðóíû äîëæíû ïîðîæäàòü õàðàêòåðíûå öåïî÷êè
ãðàâèòàöèîííî-ëèíçîâûõ ñîáûòèé, ñòàòèñòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå êîòîðûõ è èññëåäóåò-
ñÿ ñ ïîìîùüþ íåïàðàìåòðè÷åñêèõ êðèòåðèåâ. Èçâåñòíî, ÷òî îáû÷íûå ñîáûòèÿ ãðàâèòà-
öèîííîãî ëèíçèðîâàíèÿ îáðàçóþòñÿ ïðè èñêàæåíèè âáëèçè ìàññèâíûõ òåë ëó÷åé ñâåòà
îò äàëåêèõ èñòî÷íèêîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü ïîâñþäó âî Âñåëåííîé.
Îäíàêî ñîáûòèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ëèíçèðîâàíèÿ íà êîñìè÷åñêèõ ñòðóíàõ îáëàäàþò õà-
ðàêòåðíûì ëîêàëèçîâàííûì âäîëü ëèíèè èçáûòî÷íûì ðàñïðåäåëåíèåì, ÷òî îòëè÷àåò
èõ îò ñîáûòèé îáû÷íîãî ãðàâèòàöèîííîãî ëèíçèðîâàíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, íà âñåé ïðîòÿæåííîñòè ñòðóíû îæèäàåòÿ ôîðìèðîâàíèå öåïî÷åê
ãðàâèòàöèîííî-ëèíçîâûõ ïàð ôîíîâûõ ïî îòíîøåíèþ ê ñòðóíå ãàëàêòèê, ò.í. �Ìëå÷-
íûé ïóòü ãðàâèòàöèîííûõ ëèíç�, êîëè÷åñòâî êîòîðûõ èçáûòî÷íî ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷èñ-
ëîì îáû÷íûõ ãðàâèòàöèîííî-ëèíçîâûõ ñîáûòèé è ðàñïðåäåëåíèå êîòîðûõ îòëè÷íî îò
ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ â îáû÷íîì ñëó÷àå.

Â êà÷åñòâå îáëàñòè ïîèñêà òàêèõ öåïî÷åê ëèíçèðîâàííûõ ãàëàêòèê è èññëåäîâàíèÿ
õàðàêòåðèñòèê èõ ðàñïðåäåëåèé èñïîëüçîâàëèñü äàííûå îáðàáîòêè êàðò ðåëèêòîâîãî
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èçëó÷åíèÿ, â êîòîðûõ áûë íàéäåí êàíäèäàò â êîñìè÷åñêóþ ñòðóíó (CSc-1; ïðîòÿæåí-
íîñòüþ îò (α = 11 : 29 : 03, δ = +15 : 23 : 37) äî (α = 10 : 57 : 47, δ = +25 : 03 : 51),
[14]). Òàêèì îáðàçîì, ïðîâîäèëîñü ñòàòèñòè÷åñêîå ñðàâíåíèå êîëè÷åñòâà ãðàâèòàöèîííî-
ëèíçîâûõ ïàð ãàëàêòèê â ïîëÿõ, çàâåäîìî íå ñîäåðæàùèõ ñòðóí, ñ êîëè÷åñòâîì àíàëî-
ãè÷íûõ ïàð â ïîëå, ãäå ïî äàííûì àíèçîòðîïèè ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ ðàñïîëîæåí
êàíäèäàò â êîñìè÷åñêóþ ñòðóíó.

Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïàð ëèíçèðîâàííûõ ãàëàêòèê ïðî-
âîäèëñÿ ïóòåì äîêàçàòåëüñòâà íåîäíîðîäíîñòè äâóõ íàáîðîâ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ.

15.3 Èñõîäíûå íàáëþäàòåëüíûå äàííûå è ôîðìèðîâàíèå âûáî-
ðîê äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà

Êàíäèäàòû â ãðàâèòàöèîííî-ëèíçîâûå ñîáûòèÿ áûëè íàéäåíû ïî ôîòîìåòðè÷åñêîìó
êàòàëîãó ãàëàêòèê DR12 SDSS, [14].

Òàáëèöà 32:

Èñõîäíûå äàííûå

N ïîëå êîíòðîëüíîå N ïîëå êîíòðîëüíîå
ñî ñòðóíîé ïîëå ñî ñòðóíîé ïîëå

1 52.61 20.06 17 23.23 11.01
2 32.92 16.05 18 27.53 14.44
3 37.38 23.10 19 27.64 16.87
4 26.42 30.09 20 14.91 32.72
5 26.48 27.07 21 21.37 13.98
6 24.31 32.23 22 32.19 23.35
7 13.23 31.13 23 30.11 28.89
8 25.09 20.08 24 17.38 14.23
9 30.21 15.05 25 10.87 11.74
10 10.73 10.75 26 26.21 25.88
11 30.13 19.82 27 15.37 18.19
12 36.71 23.22 28 26.50 23.61
13 38.95 30.52 29 51.08 22.85
14 30.41 12.68 30 17.05
15 21.06 25.64 31 17.92
16 29.49 18.85

Áûëî ñôîðìèðîâàíî äâå âûáîðêè (Òàáëèöà 32). Êàæäûé ýëåìåíò ïåðâîé âûáîðêè �
ýòî êîëè÷åñòî ïàð ãàëàêòèê, ðàñïîëîæåííûõ â ïëîùàäêå 1 êâ. ãðàä. â ïîëå CSc-1. Êàæ-
äûé ýëåìåíò âòîðîé âûáîðêè (êîíòðîëüíàÿ âûáîðêà) � ýòî êîëè÷åñòâî ïàð ãàëàêòèê,
ðàñïîëîæåííûõ â ïëîùàäêå 1 êâ. ãðàä. â ïîëå, íå ïðèíàäëåæàùåì ñòðóíå (ò.å. â ïîëå,
ãäå ïî äàííûì ïðåäûäóùèì èññëåäîâàíèÿì àíèçîòðîïèè ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ ñòðó-
íû íå îáíàðóæåíû). Äðîáíûå çíà÷åíèÿ êîëè÷åñòâà ïàð ïðîèñõîäÿò èç-çà íîðìèðîâêè
íà 1 êâ. ãðàä.

Òàêèì îáðàçîì, îáå âûáîðêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîîòâåòñòâóþùèå ïëîòíîñòè ïàð
ãðàâèòàöèîííî-ëèíçîâûõ ãàëàêòèê â ïîëå CSc-1 è â êîíòðîëüíûõ ïîëÿõ áåç ñòðóíû.
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Ñ ïîìîùüþ íåïàðàìåòðè÷åñêèõ êðèòåðèåâ ïðîèçâîäèëàñü ïðîâåðêà òîãî, ÷òî âíå
çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà ãðóïïèðîâêè äàííûõ ýòèõ âûáîðîê è ïðèìåíÿåìûõ ìåòîäîâ,
ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ äàííûõ äâóõ âûáîðîê ðàçëè÷íû è, òàêèì îáðàçîì, CSc-1 âû-
áîðêà ïðåäñòàâëÿåòñÿ àíîìàëüíîé ïî ñðàâíåíèþ ñ êîíòðîëüíîé âûáîðêîé.

Ïðèìåð òàêîé ãðóïïèðîâêè äàííûõ: â ïîëå CSc-1 ÷èñëî ïëîùàäîê, â êîòîðûõ çíà-
÷åíèå ïëîòíîñòè ïàð ëåæèò â èíòåðâàëå (9, 11) ðàâíî 2, à äëÿ êîíòðîëüíîãî ïîëÿ ÷èñëî
ïëîòíîñòè ïàð â ýòîì èíòåðâàëå ðàâíî 3. Ýòè ÷èñëà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå ÷àñòîòó, ñ êîòîðîé â èññëåäóåìûõ ïîëÿõ âñòðå÷àþòñÿ
ãðàâèòàöèîííî-ëèíçîâûå ïàðû. Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ âåëè÷èí ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîäíîðîäíîñòè äâóõ íàáîðîâ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ.
Ðàçáèåíèå íà èíòåðâàëû ïëîòíîñòè ïàð ïðîâîäèëîñü äâóìÿ ñïîñîáàìè. Â ïåðâîì ñëó÷àå
äëÿ ïîëÿ ñî ñòðóíîé áûëî ïîëó÷åíî ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòîò, ñîñòîÿùåå èç 24 ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí, äëÿ êîíòðîëüíûõ ïîëåé � ñîñòîÿùåå èç 13 âåëè÷èí; ïîñëå ïåðåãðóïïèðîâêè
íàáîðû ÷àñòîò âêëþ÷àëè óæå 12 è 7 âåëè÷èí äëÿ èññëåäóåìîãî è êîíòðîëüíûõ ïîëåé
ñîîòâåòñòâåííî (Òàáëèöà 33). Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè âûáîðêè ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè, ïîýòî-
ìó ïðîâîäÿ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèé, íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü
íåñêîëüêî êðèòåðèåâ.

15.4 Ñòàòèñòè÷åñêàÿ îáðàáîòêà äàííûõ

15.4.1 Îáîñíîâàíèå èñïîëüçîâàíèÿ íåïàðàìåòðè÷åñêèõ êðèòåðèåâ

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óòâåðæäàòü, ÷òî èçáûòîê ñîáûòèé ãðàâèòàöèîííîãî ëèíçèðîâàíèÿ
â èññëåäóåìîì ïîëå CSc-1 âûçâàí íàëè÷èåì â ýòîì ïîëå êîñìè÷åñêîé ñòðóíû, íåîáõî-
äèìî ïðîâåñòè àíàëèç íàáëþäàòåëüíûõ äàííûõ ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé
ñòàòèñòèêè. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ñðàâíèâ ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèé, õàðàêòåðèçóþùèõ
ïëîòíîñòü ÷èñëà ïàð ëèíçèðîâàííûõ ãàëàêòèê â èññëåäóåìîì è êîíòðîëüíûõ ïîëÿõ.

Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü ïðè ðåøåíèè ïîäîáíûõ çàäà÷ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî çàêîíû
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí çàðàíåå íå èç-
âåñòíû. Êðîìå òîãî, íåò âîçìîæíîñòè óâåëè÷èòü îáúåìû âûáîðîê äëÿ óëó÷øåíèÿ òî÷-
íîñòè àíàëèçà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðèìåíåíèå ñòàíäàðòíûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ êðèòåðèåâ
(Ñòüþäåíòà, Ôèøåðà è äð.) ìîæåò ïðèâåñòè ê ìàëîïðàâäîïîäîáíûì âûâîäàì. Ïîýòî-
ìó â äàííîì ñëó÷àå öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ñâîáîäíûå îò ðàñïðåäåëåíèÿ êðèòåðèè
îäíîðîäíîñòè.

Â îáùåì ñëó÷àå, íåïàðàìåòðè÷åñêèå êðèòåðèè äåëÿòñÿ íà êðèòåðèè ñäâèãà è ìàñ-
øòàáà (ëþáîå ðàñïðåäåëåíèå ìîæåò áûòü îïèñàíî ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðîâ ïîëîæåíèÿ è
ìàñøòàáà, íà ñîïîñòàâëåíèè êîòîðûõ è îñíîâàíû óêàçàííûå âûøå êðèòåðèè).

Öåëü èññëåäîâàíèÿ � äîêàçàòåëüñòâî íåñîâïàäåíèÿ äâóõ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí. Òàêèì îáðàçîì, íóæíî îïðîâåðãíóòü õîòÿ áû îäíî èç ïðåäïîëîæåíèé: î ðà-
âåíñòâå ïàðàìåòðîâ ïîëîæåíèÿ èëè î ðàâåíñòâå ïàðàìåòðîâ ìàñøòàáà.

Áóäåì èññëåäîâàòü ñäâèã, îïðåäåëÿåìûé ðàçíîñòüþ ïàðàìåòðîâ ïîëîæåíèÿ, õàðàê-
òåðèçóþùèõ öåíòðû ãðóïïèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â èññëåäóåìûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ
(ê êðèòåðèÿì ìàñøòàáà íåîáõîäèìî áóäåò îáðàòèòüñÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ïðåä-
ïîëîæåíèå î íàëè÷èè ñäâèãà áóäåò îòêëîíåíî). Èñïîëüçóåìûå êðèòåðèè òåñòèðóþòñÿ
íà èñêóññòâåííî ñãåíåðèðîâàííûõ âûáîðêàõ (Òàáëèöà 37), ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí â êîòîðûõ çàâåäîìî ñîâïàäàþò. Ýòî ïîçâîëÿåò óäîñòîâåðèòüñÿ â àäåêâàòíî-
ñòè ïðèìåíÿåìûõ ìåòîäîâ, è, ñëåäîâàòåëüíî, â äîñòîâåðíîñòè ñäåëàííûõ íà èõ îñíîâå
âûâîäîâ.
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Òàáëèöà 33:

Äàííûå, ïåðåãðóïïèðîâàííûå ïî èíòåðâàëàì ïëîòíîñòè ÷èñëà ïàð
ãðàâèòàöèîííî-ëèíçîâûõ îáúåêòîâ â èññëåäóåìîì è êîíòðîëüíûõ ïîëÿõ

ïåðâàÿ ïåðåãðóïïèðîâêà âòîðàÿ ïåðåãðóïïèðîâêà

èíòåðâàë ïîëå êîíòðîëüíîå èíòåðâàë ïîëå êîíòðîëüíîå
ñî ñòðóíîé ïîëå ñî ñòðóíîé ïîëå
(n1 = 24) (n2 = 13) (m1 = 12) (m2 = 7)

9 0 0 11 2 3
11 2 3 13 3 5
13 1 2 17 3 5
15 2 3 21 3 7
17 3 2 25 8 3
19 0 3 29 5 4
21 2 2 33 2 2
23 1 5 37 3
25 2 2 41 0
27 6 1 45 0
29 1 1 49 1
31 4 3 53 1
33 2 2
35 0
37 2
39 1
41 0
43 0
45 0
47 0
49 0
51 1
53 1
55 0
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15.4.2 Ðàíãîâûå êðèòåðèè ñäâèãà

Ðàíãîâûå êðèòåðèè îäíè èç ñàìûõ ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ íåïàðàìåòðè÷åñêîé ñòàòè-
ñòèêè (ýôôåêòèâíîñòü ëó÷øèõ èç íèõ ñîñòàâëÿåò äî 95% îò ìîùíîñòè t-êðèòåðèÿ Ñòüþ-
äåíòà è ñîïîñòàâèìà ñ ïîñëåäíèì äëÿ ñëó÷àÿ áîëüøèõ âûáîðîê; äàëåå ýôôåêòèâíîñòü
âåçäå óêàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî t-êðèòåðèÿ). Ðàíãîâûå êðèòåðèè îñíîâûâàþòñÿ íà èñ-
ïîëüçîâàíèè ðàíãîâ, ïðèïèñûâàåìûõ çíà÷åíèÿì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â îáùåé óïîðÿäî-
÷åííîé ïî âîçðàñòàíèþ âûáîðêå (ò.å. â óïîðÿäî÷åííîì ðÿäó ÷èñåë x1 6 x2 6 . . . 6 xn
çíà÷åíèþ xi ïðèïèñûâàåòñÿ ðàíã Ri). Ïðè ýòîì îäèíàêîâûì âåëè÷èíàì ïðèñâàèâàåòñÿ
óñðåäíåííûé ðàíã (Òàáëèöû 34 � 35).

Òàáëèöà 34:

Ïðèñâîåíèå ðàíãîâ ýëåìåíòàì ïåðâîé ãðóïïû äàííûõ (n1 = 24, n2 = 13)

N ÷àñòîòà ðàíã N ÷àñòîòà ðàíã N ÷àñòîòà ðàíã

1 0 5.5 14 1 14.5 27 2 24
2 0 5.5 15 1 14.5 28 2 24
3 0 5.5 16 1 14.5 29 2 24
4 0 5.5 17 1 14.5 30 3 32
5 0 5.5 18 1 14.5 31 3 32
6 0 5.5 19 2 24 32 3 32
7 0 5.5 20 2 24 33 3 32
8 0 5.5 21 2 24 34 3 32
9 0 5.5 22 2 24 35 4 35
10 0 5.5 23 2 24 36 5 36
11 1 14.5 24 2 24 37 6 37
12 1 14.5 25 2 24
13 1 14.5 26 2 24

Ðàíãîâûõ êðèòåðèåâ ñäâèãà ñóùåñòâóåò ìíîãî, íî åñòü òðè óñëîâèÿ, êîòîðûå ñóùå-
ñòâåííî îãðàíè÷èâàþò âûáîð: íàëè÷èå ïîâòîðÿþùèõñÿ çíà÷åíèé â íàáîðàõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí, íåðàâåíñòâî îáúåìîâ âûáîðîê è ìàëûé îáúåì âûáîðîê. Ó÷èòûâàÿ âûøåïåðå-
÷èñëåííûå îñîáåííîñòè, ìîæíî âûäåëèòü òîëüêî òðè êðèòåðèÿ, ïðèìåíåíèå êîòîðûõ â
ðàìêàõ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è áóäåò îáîñíîâàííûì: áûñòðûé ðàíãîâûé êðèòåðèé, êðèòå-
ðèé âàí äåð Âàðäåíà è êðèòåðèé Ìàííà-Óèòíè-Âèëêîêñîíà, ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðîãî
ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ Èìàíà.

15.4.3 Áûñòðûé ðàíãîâûé êðèòåðèé

Áûñòðûé (ãðóáûé) ðàíãîâûé êðèòåðèé � ñàìûé ïðîñòîé ñ òî÷êè çðåíèÿ âû÷èñëè-
òåëüíîé ñëîæíîñòè, åãî ýôôåêòèâíîñòü 86%. Êðèòåðèé îñíîâàí íà ïåðåõîäå ê ñòàòèñòè-
êå d-êðèòåðèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñ
íóëåâûì ñðåäíèì. Àëãîðèòì ïåðåõîäà ê d-ñòàòèñòèêå:

• ñîñòàâëåíèå îáùåãî ðàíæèðîâàííîãî ðÿäà èç äâóõ âûáîðîê îáúåìàìè n1 è n2;

• ïðèñâîåíèå ðàíãîâ;
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Òàáëèöà 35:

Ïðèñâîåíèå ðàíãîâ ýëåìåíòàì ïåðâîé ãðóïïû äàííûõ (m1 = 24, m2 = 13)

N ÷àñòîòà ðàíã N ÷àñòîòà ðàíã

1 0 1.5 11 3 10.5
2 0 1.5 12 3 10.5
3 1 3.5 13 3 10.5
4 1 3.5 14 4 14
5 2 6 15 5 16
6 2 6 16 5 16
7 2 6 17 5 16
8 3 10.5 18 7 18
9 3 10.5 19 8 19
10 3 10.5

• ðàñ÷åò ñóììàðíûõ óñðåäíåííûõ ðàíãîâ äëÿ êàæäîé èç ãðóïï, òî åñòü

R1 =
1

n1

∑
Ri,

R2 =
1

n2

∑
Rj.

Òîãäà d-êðèòåðèé èìååò âèä: d = R1 −R2 ñ äèñïåðñèåé

sd =

√
(n1 + n2)(n1 + n2 + 1)

12

(
1

n1

+
1

n2

)
.

Ïðîâåðêà ãèïîòåçû î íåîäíîðîäíîñòè äâóõ íàáîðîâ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì ñðàâíåíèÿ ïîëó÷åííîé âåëè÷èíû ñ uγ (Òàáëèöà 12). Åñëè |d/sd| <
1.96, òî ãèïîòåçà ñäâèãà îòêëîíÿåòñÿ ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ γ = 0.95. Äëÿ äàí-
íûõ Òàáëèöû 33:

• äëÿ n1 = 24, n2 = 13 :

Rn1 =
1

24
(5.5 · 9 + 14.5 · 6 + 24 · 6 + 32 + 35 + 37) ≈ 16.021 ,

Rn2 =
1

13
(5.5 + 14.5 · 2 + 24 · 5 + 32 · 4 + 36) = 24.5 ,

d = 24.5− 16.021 = 8.48 ,

sd =

√
(24 + 13)(24 + 13 + 1)

12

(
1

24
+

1

13

)
≈ 3.73 ,∣∣∣∣ dsd

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣8.48

3.73

∣∣∣∣ ≈ 2.27 > 1.96
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• äëÿ m1 = 12, m2 = 7 :

Rm1 =
1

12
(1.5 · 2 + 3.5 · 2 + 6 · 2 + 10.5 · 4 + 16 + 19) ≈ 8.25 ,

Rm2 =
1

7
(6 + 10.5 · 2 + 14 + 16 · 2 + 18) = 13 ,

d′ = 13− 8.25 = 4.75 ,

s′d =

√
(12 + 7)(12 + 7 + 1)

12

(
1

12
+

1

7

)
≈ 2.25 ,∣∣∣∣ d′s′d

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣4.75

2.25

∣∣∣∣ ≈ 1.77 < 1.96

Ïðåäïîëîæåíèå î ñäâèãå, ïîëó÷åííîå áûñòðûì ðàíãîâûì êðèòåðèåì, ïîäòâåðæäà-
åòñÿ òîëüêî äëÿ áîëüøîé âûáîðêè, ïîýòîìó òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ
äðóãèìè áîëåå ýôôåêòèâíûìè ìåòîäàìè.

15.4.4 Êðèòåðèé âàí äåð Âàðäåíà

Êðèòåðèé âàí äåð Âàðäåíà îñíîâàí íà àëãîðèòìå ïåðåõîäà ê ñòàòèñòèêå Õ-êðèòåðèÿ
è ðàçëè÷åí äëÿ âûáîðîê ñðåäíèõ è ìàëûõ îáúåìîâ. Äëÿ âòîðîé ãðóïïû äàííûõ Òàáëèöû
33 ñóììàðíûì îáúåìîì m1 +m2 = 19 ñòàòèñòèêà âàí äåð Âàðäåíà èìååò âèä

Xm =

m2∑
j=1

uγj ,

ãäå uγj � γj-êâàíòèëü ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ñóììèðîâàíèå ìîæíî
âåñòè îòíîñèòåëüíî m1, ðåçóëüòàò íå ìåíÿåòñÿ). Âåëè÷èíà uγ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðèáëè-
æåííîé ôîðìóëå

uγj ≈ 4.91
[
γ0.14
j − (1− γj)0.14

]
,

ãäå

γj =
Rj

m1 +m2 + 1
, j = 1,m2.

Äëÿ âòîðîé ãðóïïû äàííûõ Òàáëèöû 33

γ1 =
6

12 + 7 + 1
= 0.3 : uγ1 = 4.91

[
0.30.14 − (1− 0.3)0.14] ≈ −0.52 ;

γ2 =
10.5

20
: uγ2 ≈ 0.06 ;

γ3 =
14

20
: uγ3 ≈ 0.52 ;

γ4 =
16

20
: uγ4 ≈ 0.84 ;

γ5 =
18

20
: uγ5 ≈ 1.28 ;

Xm = −0.52 + 0.06 · 2 + 0.52 + 0.84 · 2 + 1.28 = 3.02 .

÷òî ìåíüøå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñòàòèñòèêè 3.62 (γ = 0.95 è
m1 = 12,m2 = 7), [8]. Ïðåäïîëîæåíèå î ñäâèãå îòêëîíÿåòñÿ.
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Äëÿ ïåðâîé ãðóïïû äàííûõ Òàáëèöû 33 n = n1+n2 = 37 ñòàòèñòèêà âàí äåð Âàðäåíà
àïïðîêñèìèðóåòñÿ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèñïåðñèåé

D(X) =

√√√√ n1n2

(n1 + n2)(n1 + n2 − 1)

n1+n2∑
p=1

u2
γp ,

ãäå

γp =
Rp

n1 + n2 + 1
, p = 1, n.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñ÷åòû äàþò:

Xn =

n2=13∑
j=1

uγj = 5.64 ,

D(X) =

[
24 · 13

(24 + 13)(24 + 13− 1)

n=37∑
p=1

u2
Rp

24+7+1

]0.5

= 2.49 .

Êàê è â ñëó÷àå áûñòðîãî ðàíãîâîãî êðèòåðèÿ, âåëè÷èíó |Xn/D(X)| òðåáóåòñÿ ñðàâ-
íèòü ñ u0.95: ∣∣∣∣ Xn

D(X)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣5.64

2.49

∣∣∣∣ ≈ 2.26 > 1.96.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïåðâîé ãðóïïû íàáëþäàòåëüíûõ äàííûõ Òàáëèöû 33 ïðåäïîëî-
æåíèå î ñäâèãå ñïðàâäåëèâî. Îäíàêî ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì âûáîðêàì òðåáóåòñÿ äî-
ïîëíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå, ïîñêîëüêó ìåòîä îáëàäàåò âûñîêîé ýôôåêòèâíîñòüþ (åãî
ìîùíîñòü ðàâíà ìîùíîñòè t-êðèòåðèÿ Ñòüþäåíòà) òîëüêî äëÿ áîëüøèõ âûáîðîê.

15.4.5 Êðèòåðèé Ìàííà-Óèòíè-Âèëêîêñîíà

Êðèòåðèé Ìàííà-Óèòíè-Âèëêîêñîíà îñíîâàí íà U-ñòàòèñòèêå Ìàííà-Óèòíè è R-
ñòàòèñòèêå Âèëêîêñîíà. Åãî ýôôåêòèâíîñòü 95%. U-ñòàòèñòèêà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

U =

k1∑
i=1

k2∑
j=1

hij, ãäå hij =

{
1, åñëè xi < yj,

0, åñëè xi > yj.

Çäåñü k1, k2 � îáúåìû äâóõ âûáîðîê â ðàññìàòðèâàåìîé ãðóïïå; i = 1, k1, j = 1, k2.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ U íåîáõîäèìî ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ïåðâîé âûáîðêè,

íå ïðåâîñõîäÿùèõ ïî ñâîåìó çíà÷åíèþ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû èç âòîðîé âûáîðêè. Ïðè
ýòîì íå âàæíî, îòíîñèòåëüíî êàêîé èç âûáîðîê âåä¼òñÿ ñóììèðîâàíèå. Ìû ñîïîñòàâè-
ëè âåëè÷èíû, ñîîòâåòñòâóþùèå CSc-1 è êîíòðîëüíîìó ïîëþ, è ïîëó÷èëè ñëåäóþùèå
çíà÷åíèÿ U äëÿ ïåðâîé è âòîðîé ïåðåãðóïïèðîâîê äàííûõ: Un = 57, Um = 15.

Â ñëó÷àå ìàëûõ âûáîðîê íàëè÷èå ñäâèãà ïðèçíàåòñÿ, åñëè íàéäåííàÿ âåëè÷èíà U íå
âõîäèò â ÷èñëîâîé èíòåðâàë, îïðåäåëÿåìûé êðèòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè U1 è U2, [8]. Äëÿ
m1 = 12 è m2 = 7 ïîëó÷àåì U1 = 18, U2 = 63.

Äëÿ âûáîðêè áîëüøåãî îáúåìà ëó÷øóþ îöåíêó äàåò R-ñòàòèñòèêà

R = n1n2 +
n2(n2 + 1)

2
− U,
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êîòîðàÿ àïïðîêñèìèðóåòñÿ W-ðàñïðåäåëåíèåì:

W =
R− n2(n1 + n2 + 1)

2
g

.

Âåëè÷èíà g â çíàìåíàòåëå ñòàòèñòèêè ó÷èòûâàåò ñîâïàäàþùèå ýëåìåíòû â âûáîð-
êàõ, áëàãîäàðÿ ÷åìó ïîëó÷åííîå ðàñïðåäåëåíèå ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíî íîð-
ìàëüíûì. Çíà÷åíèå g ìîæíî âû÷èñëèòü êàê

g =

√
n1n2(n1 + n2 + 1)

12

√√√√√√
1−

q∑
s=1

ts(t
2
s − 1)

(n1 + n2)(n1 + n2 + 1)(n1 + n2 − 1)
,

ãäå s � êîëè÷åñòâî ãðóïï, çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ â êîòîðûõ îäèíàêîâû, ts � êîëè÷åñòâî ýëå-
ìåíòîâ â êàæäîé ãðóïïå, q � îáùåå ÷èñëî ãðóïï. Ïðè ýòîì ýëåìåíòû, ÷èñëåííî ðàâíûå
äðóã äðóãó, íî ïðèíàäëåæàùèå ðàçíûì âûáîðêàì, íå ó÷èòûâàþòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ n1 = 24 è n2 = 13 ïîëó÷àåì

R = 24 · 13 +
13(13 + 1)

2
− 57 = 346 ,

Âåëè÷èíà q = 4, ñëåäîâàòåëüíî

t1(0) = 10 , t2(1) = 8 , t3(2) = 11 , t4(3) = 5

Â ñêîáêàõ ïðè ts óêàçàíû ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþùèõ ýëåìåíòîâ â íàáîðå
äàííûõ.

g =

24 · 13 · (n1 + n2 + 1)

12

1−

4∑
s=1

ts(t
2
s − 1)

(24 + 13) · (24 + 13 + 1) · (24 + 13− 1)




0.5

= 30.51 ;

W =
R− 13 · (24 + 13 + 1)

2
g

≈ 3.25 > 1.96.

Òàêèì îáðàçîì, ãèïîòåçà ñäâèãà ïðèíèìàåòñÿ êàê äëÿ ïåðâîé, òàê è äëÿ âòîðîé
(ìàëîé) ãðóïïèðîâêè èñõîäíûõ äàííûõ.

15.4.6 Àïïðîêñèìàöèÿ Èìàíà

Îäíèì èç íàèáîëåå òî÷íûõ íàðÿäó ñ ðàññìîòðåííûìè íåïàðàìåòðè÷åñêèìè ìåòîäà-
ìè ÿâëÿåòñÿ ìåòîä àïïðîêñèìàöèè Èìàíà. Ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà 95%. J-ñòàòèñòèêà
ýòîãî ìåòîäà ñòðîèòñÿ íà îñíîâå W -ñòàòèñòèêè Âèëêîêñîíà:

J =
W

2

[
1 +

(
n1 + n2 − 2

n1 + n2 − 1−W 2

)0.5
]
.

Ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå ñðàâíèâàåòñÿ ñ êðèòè÷åñêèì: Jγ′ = (uγ′ + tγ′)/2. Çäåñü uγ′ è tγ′
� γ′-êâàíòèëè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà ñ r = n1 +n2−2
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ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèìåì γ′ = 0.95. Òîãäà êðèòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà
åñòü

Jγ′ = 2.00.

Ðàñ÷åòíîå çíà÷åíèå äëÿ âòîðîé ãðóïïû äàííûõ:

J =
3.25

2

[
1 +

(
24 + 13− 2

24 + 13− 1− 3.252

)0.5
]

= 3.53 > 3.44,

÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î ïîäòâåðæäåíèè ïðåäïîëîæåíèÿ î ñäâèãå ñ äîâåðèòåëüíîé âåðî-
ÿòíîñòüþ γ = 0.95.

15.4.7 Ðåçóëüòàòû ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêè íåãðóïïèðîâàííûõ èñõîäíûõ
äàííûõ

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêè èñõîäíûõ íàáëþäàòåëüíûõ äàííûõ
(n1 = 31, n2 = 29, Òàáëèöà 32). Òàê êàê ñî ñòîðîíû ðàññìîòðåííûõ íåïàðàìåòðè÷åñêèõ
êðèòåðèåâ íèêàêèõ òåîðåòè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé ñâåðõó íà îáúåìû âûáîðîê íåò, òî ìû
ìîæåì ïðîàíàëèçèðîâàòü èõ ñ ïîìîùüþ ýòèõ êðèòåðèåâ. Îòìåòèì, ÷òî òåïåðü ðàíãàìè
ðàññìàòðèâàåìûõ âåëè÷èí áóäóò èõ ïîðÿäêîâûå íîìåðà â îáùåì ðàíæèðîâàííîì ðÿäó,
ïîòîìó ÷òî ñîâïàäàþùèõ çíà÷åíèé ñðåäè ýëåìåíòîâ âûáîðîê íåò. Â Òàáëèöå 36 ïðèâî-
äÿòñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿ èñõîäíûõ äàííûõ, à òàêæå ñâîäêà âñåõ ðàñ÷åòíûõ
âåëè÷èí, ïîëó÷åííûõ ïðè ïåðâîé è âòîðîé ãðóïïèðîâêàõ èñõîäíûõ äàííûõ.

Òàáëèöà 36:

Èòîãîâûå ðåçóëüòàòû äëÿ èññëåäóåìûõ âûáîðîê

íåïàðàìåòðè÷åñêèé N1 = 31, n1 = 24, êðèòè÷åñêîå m1 = 12, êðèòè÷åñêîå
êðèòåðèé ñäâèãà N2 = 29 n2 = 13 çíà÷åíèå m2 = 7 çíà÷åíèå

áûñòðûé ðàíãîâûé 2.17 2.27 1.96 1.77 1.96

âàí äåð Âàðäåíà 2.12 2.26 1.96 3.02 3.62

Ìàííà-Óèòíè-Âèëêîêñîíà 2.18 3.25 1.96 15 18 <...< 63

àïïðîêñèìàöèÿ Èìàíà 2.22* 3.53 2.00 - -

( 1.98*)

15.4.8 Òåñòèðîâàíèå èñïîëüçóåìûõ ìåòîäîâ íà ñèíòåçèðîâàííûõ âûáîðêàõ

×òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ñïðàâåäëèâîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, áûëè ïðîòå-
ñòèðîâàíû âñå èñïîëüçîâàííûå ðàíãîâûå êðèòåðèè ñäâèãà íà çàâåäîìî îäíîðîäíûõ âû-
áîðêàõ, ïðåäñòàâëåííûõ â Òàáëèöå 37. Áûëè âçÿòû âûáîðêè òîãî æå îáú¼ìà è ñòðóê-
òóðû, ÷òî è ðàññìîòðåííûå ðàíåå. Òàê, íàïðèìåð, â îäíîðîäíûõ âûáîðêàõ ñ n2 = 24,
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m2 = 13 èìåþòñÿ ïîâòîðÿþùèåñÿ ÷èñëà, à äèàïàçîí çíà÷åíèé � öåëî÷èñëåííûé, îò 0 äî
6. Êàê ìîæíî âèäåòü èç Òàáëèöû 38, èñïîëüçîâàííûå äëÿ àíàëèçà êðèòåðèè îäíîçíà÷íî
ïîäòâåðæäàþò îäèíàêîâîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â òåñòîâûõ âûáîðêàõ,
÷òî óêàçûâàåò íà óñòîé÷èâîñòü ðàáîòû êðèòåðèåâ.

Òàáëèöà 37:

Ñèíòåçèðîâàííûå îäíîðîäíûå âûáîðêè

n1 = 31 m1 = 29 n2 = 24 m2 = 13 n3 = 12 m3 = 7
27.97 24.34 2 5 1 6
27.71 16.17 6 1 6 6
11.37 13.55 2 2 6 5
11.64 24.4 0 4 4 5
23.29 10.46 5 6 1 1
11.56 24.96 5 3 6 2
23.27 29.43 4 2 5
12.14 21.19 5 6 3
27.02 10.05 0 1 6
13.19 17.49 3 4 2
26.14 15.15 4 3 5
15.10 28.85 3 4
10.44 23.89 1
16.89 13.82 6
15.21 26.24 2
27.83 21.86 3
28.90 29.48 2
12.33 20.70 3
24.95 25.91 5
14.05 28.15 5
15.97 9.58 4
23.65 19.46 6
9.53 27.38 1
29.91 28.66
26.87 18.33
20.07 19.43
28.27 25.50
11.59 26.99
24.16
15.57

15.4.9 Âûâîäû

Áûëà ðåøåíà çàäà÷à ñòàòèñòè÷åñêîãî ñðàâíåíèè ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàâèòàöèîííî-
ëèíçîâûõ ïàð ãàëàêòèê â ïîëÿõ, çàâåäîìî íå ñîäåðæàùèõ êîñìè÷åñêèõ ñòðóí (êîíòðîëü-
íîå ïîëå), ñ ðàñïðåäåëååíèì àíàëîãè÷íûõ ïàð â ïîëå CSc-1, ãäå ïî äàííûì àíèçîòðî-
ïèè ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ, [14], ðàñïîëîæåí êàíäèäàò â êîñìè÷åñêóþ ñòðóíó. Â ñëó÷àå
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Òàáëèöà 38:

Ðåçóëüòàòû àíàëèçà îäíîðîäíûõ ñèíòåçèðîâàííûõ âûáîðîê

íåïàðàìåòðè÷åñêèé n1 = 31, n2 = 24, êðèòè÷åñêîå n3 = 12, êðèòè÷åñêîå
êðèòåðèé ñäâèãà m1 = 29 m2 = 13 çíà÷åíèå m3 = 7 çíà÷åíèå

áûñòðûé ðàíãîâûé 1.04 0.03 1.96 0.08 1.96

âàí äåð Âàðäåíà 0.97 0.06 1.96 0.02 3.62

Ìàííà-Óèòíè-Âèëêîêñîíà 1.04 0.67 1.96 31 18 <...< 63

àïïðîêñèìàöèÿ Èìàíà 1.04* 0.67 2.00 - -

( 1.98*)

äåéñòâèòåëüíîãî ïðèñóòñòâèÿ êîñìè÷åñêîé ñòðóíû â ñîîòâåòñòâóþùåì ïîëå äîëæåí íà-
áëþäàòüñÿ íå òîëüêî ñòàòèñòè÷åñêèé èçáûòîê ãðàâèòàöèîííî=ëèíçîâûõ ïàð (êîòîðûé
áûë ïîëó÷åí â [14]), íî è ñàìà ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàâèòàöèîííî-ëèíçîâûõ ïàð
äîëæíà îòëè÷àòüñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ êëàññè÷åñêèõ òàêèõ
ñîáûòèé â íåñîäåðæàùèõ ñòðóí ïîëÿõ.

Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïàð ëèíçèðîâàííûõ ãàëàêòèê ïðî-
âîäèëñÿ ïóòåì äîêàçàòåëüñòâà íåîäíîðîäíîñòè äâóõ íàáîðîâ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ.
Âûáðàííûå äëÿ ýòîé öåëè ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, à èìåííî íåïàðàìåòðè-
÷åñêèå ðàíãîâûå êðèòåðèè ñäâèãà ïîçâîëèëè ðàáîòàòü ñ ìàëûìè âûáîðêàìè, ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ çàðàíåå íå èçâåñòíû. Òàêæå îáñóæäàëàñü ïðàâèëüíîñòü ðàáîòû
èñïîëüçóåìûõ êðèòåðèåâ íà îñíîâå ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêè ñèíòåçèðîâàííûõ âûáî-
ðîê ñ çàðàíåå èçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû óêàçûâàþò íà ñòàòèñòè÷åñêîå ðàçëè÷èå ðàñïðåäåëåíèé
ãðàâèòàöèîííî-ëèíçîâûõ ïàð â CSc-1 ïîëå ïî ñðàâíåíèþ ñ êîíòðîëüíûì ïîëåì. Âûÿâ-
ëåííîå ðàçëè÷èå ñëóæèò äîïîëíèòåëüíûì àðãóìåíòîì â ïîëüçó íàëè÷èÿ â èññëåäóåìîì
ïîëå êîñìè÷åñêîé ñòðóíû.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðîô. Ì.Â. Ñàæèíó (ÃÀÈØÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíî-
ñîâà) è ïðîô. Â.Å.Æàðîâó (ÃÀÈØÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà) çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ
â ïðîöåññå ðàáîòû.
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