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×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ çâåçäû â

ãàëàêòèêå.

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè P â ïðîñòðàíñòâå ïîä äåé-
ñâèåì íåêîòîðîé ñèëû. Ïî îòíîøåíèþ ê äåéñòâóþùåé ñèëå ïðèìåì ñëå-
äóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ.

1. Ñèëà çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ R òî÷êè P äî íåêîòîðîé íåïî-
äâèæíîé òî÷êè O.

2. Ñèëà èìååò ñèëîâóþ ôóíêöèþ U(R).
Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ áóäåò ïëîñ-

êîé.
Âûáåðåì ñèñòåìó ïðÿìîóãîëüíûõ íåâðàùàþùèõñÿ êîîðäèíàò x, y, z ñ

íà÷àëîì â òî÷êå O. Îñè êîîðäèíàò x, y íàïðàâèì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì
â ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ. Ðàññòîÿíèå R âûðàçèòñÿ ôîðìóëîé

R =
√
x2 + y2.

Òîãäà ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè P
áóäóò èìåòü âèä

d2x

dt2
=

∂U

∂x

d2y

dt2
=

∂U

∂y
.

Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè èñêîìûõ ôóíêöèé x(t), y(t) ïðè íà-
÷àëüíûõ óñëîâèÿõ: ïðè t = t0 èìååì x = x0, y = y0, ẋ = ẋ0, ẏ = ẏ0,
ãäå x0, y0 ẋ0, ẏ0 � çàäàííûå ïîñòîÿííûå, à âåðõíÿÿ òî÷êà â ẋ, ẏ îçíà÷àåò
ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè.
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Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ äåéñòâóþùåé ñèëû.
Ïðèìåð 1. Çàäà÷à Êåïëåðà.
Ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

U(R) =
µ

R
,

ãäå µ - íåêîòîðàÿ çàäàííàÿ ïîñòîÿííàÿ, íàçûâàåìàÿ ãðàâèòàöèîííûì ïà-
ðàìåòðîì.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèìóò âèä

d2x

dt2
= −µ

x

R3
,

d2y

dt2
= −µ

y

R3
.
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Ïðèìåð 2. Çàäà÷à Çàñîâà.
Ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

U(R) = −V 2
c ln

(
R

R0

)
,

ãäå Vc è R0 - íåêîòîðûå çàäàííûå ïîñòîÿííûå.
Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ýòîé çàäà÷å èìåþò âèä

d2x

dt2
= −V 2

c

x

R2
,

d2y

dt2
= −V 2

c

y

R2
.

Çàìåòèì, ÷òî çäåñü ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé îêàçàëèñü íåçàâèñÿùèìè îò
ïîñòîÿííîé R0.

Â ýòîé çàäà÷å áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ïðè Vc = 1
è íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ: x0 = 1, y0 = 0, ẋ0, ẏ0 =

√
1− ẋ2

0, ãäå ïîñòîÿííóþ
ẋ0 áóäåì âàðüèðîâàòü â íåêîòîðûõ ïðåäåëàõ âáëèçè íóëåâîãî çíà÷åíèÿ.

Çàäà÷à ïðàêòèêóìà. Îïðåäåëèòü ìèíèìàëüíîå Rmin è ìàêñèìàëü-
íîå Rmax çíà÷åíèÿ öåíòðàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ R äâèæóùåéñÿ òî÷êè (çâåç-
äû) íà èíòåðâàëå âðåìåíè, çà êîòîðîå òî÷êà ñîâåðøàåò íå ìåíåå äåñÿòè
îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðàëüíîé òî÷êè. Îïðåäåëåíèå Rmin è Rmax âûïîë-
íèòü äëÿ ðÿäà çíà÷åíèé ẋ0 ñ øàãîì 0.02. Îïðåäåëèòü äèàïàçîí âîçìîæ-
íûõ çíà÷åíèé ẋ0. Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà Vc âçÿòü ðàâíûì åäèíèöå, êàê óêà-
çàíî âûøå.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íåîáõîäèìî ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿòü çíà÷å-
íèÿ êîîðäèíàò x, y è öåíòðàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ R íà ðÿä ìîìåíòîâ âðå-
ìåíè ñ øàãîì H = 0.05 îò 0 äî 50.

Ïðèìåð ðåçóëüòàòîâ òàêèõ âû÷èñëåíèé ïðè ẋ0 = −0.2 äàåòñÿ íà ñëå-
äóþùèõ ãðàôèêàõ. Íà ïåðâîì ãðàôèêå ïîêàçàíà òðàåêòîðèÿ òî÷êè â êî-
îðäèíàòàõ x, y, à íà âòîðîì � ïîêàçàíî èçìåíåíèå öåíòðàëüíîãî ðàññòîÿ-
íèÿ, êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè. Íà ãðàôèêàõ âèäíû òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå
çíà÷åíèÿì âðåìåíè ñ óêàçàííûì âûøå øàãîì H.
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Ðèñ. 1: Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè â çàäà÷å Çàñîâà. Èñõîäíûå çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòîâ óêàçàíû â òåêñòå.

Ïðîãðàììèðîâàíèå òàêèõ âûäà÷ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî îñóùåñòâèòü òàê,
êàê ïðèâîäèòñÿ â ñëåäóþùåì ïðèìåðå ôðàãìåíòà ïðîãðàììû íà ÿçûêå
ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ñè.
double x[5];
double H, h, t;
int i;
...
H = 0.05; h = 0.0001; t = 0.0;
...
fprintf(out,< format >, t, x[1], x[2], sqrt(x[1] ∗ x[1] + x[2] ∗ x[2]));
for(i = 0; i < 500; i++)
{
ruku(x,H, h); t = t+H;
fprintf(out,< format >, t, x[1], x[2], sqrt(x[1] ∗ x[1] + x[2] ∗ x[2]));
}
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Ðèñ. 2: Çàâèñèìîñòü öåíòðàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ òî÷êè îò âðåìåíè â çàäà÷å
Çàñîâà. Èñõîäíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòîâ óêàçàíû â òåêñòå.

Â ýòîì ôðàãìåíòå ïðîöåäóðà ruku âûïîëíÿåò ÷èñëåííîå èíòåãðèðî-
âàíèå ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû íà èíòåðâàëå âðåìåíè H. Ïðè âõîäå â ïðî-
öåäóðó ìàññèâ x ñîäåðæèò çíà÷åíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé íà ìîìåíò âðå-
ìåíè â íà÷àëå èíòåðâàëà. Ïðè âûõîäå îíà ïðèñâàèâàåò ýëåìåíòàì ìàñ-
ñèâà x çíà÷åíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé íà êîíåö èíòåðâàëà. Ìîìåíò êîíöà
ïðåäûäóùåãî èíòåðâàëà áóäåò íà÷àëîì ñëåäóþùåãî èíòåðâàëà. Çíà÷å-
íèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé íà êîíåö ïðåäûäóùåãî èíòåðâàëà âðåìåíè áóäóò
íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè ôóíêöèé äëÿ ñëåäóþùåãî èíòåðâàëà.

Ïàðàìåòð h çàäàåò øàã ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. ×èñëåííîå èí-
òåãðèðîâàíèå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñ øàãîì h îò íåêîòîðîãî ìîìåíòà
âðåìåíè äî ñëåäóþùåãî, îòñòîÿùåãî îò ïðåäûäóùåãî íà âåëè÷èíó H.
Ïðè ïðîãðàììèðîâàíèè èñïîëüçóåòñÿ ôàêò íåçàâèñèìîñòè ïðàâûõ ÷à-
ñòåé óðàâíåíèé îò âðåìåíè.

Îïåðàòîð fprintf(...); âûäàåò î÷åðåäíûå çíà÷åíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé
íà ïå÷àòü. Ïðè ýòîì âìåñòî < format > ñëåäóåò íàïèñàòü ïîäõîäÿùèé
ôîðìàò âûäà÷è.
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Ðåçóëüòàòîì âû÷èñëåíèé ïî çàäà÷å ïðàêòèêóìà äîëæíà áûòü òàáëè-
öà, ñîñòîÿùàÿ èç òðõ ñòîëáöîâ:
1. Çíà÷åíèå ẋ0

2. Çíà÷åíèå Rmin

3. Çíà÷åíèå Rmax.
Ñëåäóåò ïðèëîæèòü òàêæå òàáëèöó ñ ïðèìåðîì ðåçóëüòàòîâ çàâèñèìî-

ñòè êîîðäèíàò è öåíòðàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ îò âðåìåíè äëÿ ëþáîãî îäíîãî
çíà÷åíèÿ ẋ0.
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