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Ãëàâà 2. Ïðîñòåéøèå ìåõàíè÷åñêèå ìîäåëè â íåáåñíîé ìåõàíè-
êå.

2.11. Çàäà÷à äâóõ òåë.

2.11.1. Îáùèå ñâåäåíèÿ î çàäà÷å äâóõ òåë.

Çàäà÷à äâóõ òåë çàêëþ÷àåòñÿ â èçó÷åíèè èõ äâèæåíèÿ ïîä äåéñòâè-
åì ãðàâèòàöèîííûõ ñèë âçàèìíîãî ïðèòÿæåíèÿ. Äâà òåëà ñ÷èòàþòñÿ
èçîëèðîâàííûìè îò äðóãèõ òåë è ëþáûõ äðóãèõ âîçäåéñòâèé.

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î äâèæåíèè äâóõ
ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, òî åñòü êîãäà ìàññà êàæäîãî èç òåë öåëèêîì ñî-
ñðåäîòî÷åíà â åãî öåíòðå ìàññ.

Êîãäà ïðèíèìàþòñÿ âî âíèìàíèå ôîðìà è ðàçìåðû òåë, ãîâîðÿò î
ïîñòóïàòåëüíî-âðàùàòåëüíîì äâèæåíèè äâóõ òåë.

Ðàññìàòðèâàþò îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå â çàäà÷å äâóõ òåë, êîãäà
íà÷àëî ñèñòåìû îòñ÷åòà ïîìåùàåòñÿ â öåíòð ìàññ îäíîãî èç íèõ, è áà-
ðèöåíòðè÷åñêîå äâèæåíèå, ïðè êîòîðîì íà÷àëî ïîìåùåíî â öåíòð ìàññ
îáîèõ òåë.

Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ â çàäà÷å äâóõ òåë âñåãäà ëåæèò â íåèçìåííîé
ïëîñêîñòè. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïñ, ïàðàáîëó èëè ãèïåðáîëó.
Öåíòðàëüíîå òåëî â îòíîñèòåëüíîì äâèæåíèè èëè áàðèöåíòð äâóõ òåë â
áàðèöåíòðè÷åñêîì äâèæåíèè ðàñïîëîæåí â ôîêóñå îäíîé èç óêàçàííûõ
ôèãóð. Ñóùåñòâóþò òàêæå ïðÿìîëèíåéíûå òðàåêòîðèè â çàäà÷å äâóõ
òåë.

Òî÷êó òðàåêòîðèè ñ ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì äî íà÷àëà ñèñòåìû
îòñ÷åòà íàçûâàþò ïåðèöåíòðîì, à òî÷êó ñ ìàêñèìàëüíûì ðàññòîÿíè-
åì (â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ) � àïîöåíòðîì. Àïîöåíòð ìî-
æåò ðàñïîëàãàòüñÿ â áåñêîíå÷íîñòè (ãèïåðáîëè÷åñêèå è ïàðàáîëè÷åñêèå
òðàåêòîðèè).

Ëèíèþ, ñîåäèíÿþùóþ ïåðèöåíòð îðáèòû ñ åå àïîöåíòðîì, íàçûâàþò
ëèíèåé àïñèä.

Äâèæåíèå â çàäà÷å äâóõ òåë èìååò òî ñâîéñòâî, ÷òî, ÷åì ìåíüøå
ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè, òåì áîëüøå èõ ñêîðîñòü.

Äâèæåíèå îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
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óðàâíåíèé 6-ãî ïîðÿäêà. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå çàâèñèò îò øå-
ñòè íåçàâèñèìûõ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.

Ñóùåñòâóþò ñåìü ïåðâûõ èíòåãðàëîâ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ñîäåð-
æàùèõ ñåìü ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ, ïÿòü èç êîòî-
ðûõ ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Íåäîñòàþùåé øåñòîé íåçàâèñèìîé ïðî-
èçâîëüíîé ïîñòîÿííîé ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòà, îïðåäåëÿþùàÿ ïîëîæåíèå
òåëà íà îðáèòå â çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè.

Òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ â çàäà÷å äâóõ òåë îïèñûâàþò ïàðàìåòðàìè
(ýëåìåíòàìè) êåïëåðîâñêîé îðáèòû.

Â ðÿäå ñëó÷àåâ ðàññìàòðèâàþò îãðàíè÷åííóþ çàäà÷ó äâóõ òåë.
Îãðàíè÷åííàÿ çàäà÷à äâóõ òåë çàêëþ÷àåòñÿ â èçó÷åíèè äâèæåíèÿ ìàòå-
ðèàëüíîé òî÷êè P1 ïîä äåéñòâèåì ñèëû ïðèòÿæåíèÿ äðóãîé ìàòåðèàëü-
íîé òî÷êè P0. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ìàññà òî÷êè P1 ïî ñðàâíåíèþ ñ
ìàññîé òî÷êè P0 ñòîëü ìàëà, ÷òî îíà íå îêàçûâàåò íèêàêîãî âëèÿíèÿ íà
äâèæåíèå òî÷êè P0. Ïîëàãàþò, ÷òî ïðèòÿãèâàþöèé öåíòð P0 ïîêîèòñÿ
â íåêîòîðîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

2.11.2. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â çàäà÷å

äâóõ òåë.

Äâèæåíèå äâóõ òåë M1 è M2 ñ ìàññàìè m1 è m2 îáû÷íî ðàññìàòðè-
âàþò â îäíîé èç äâóõ ñèñòåì êîîðäèíàò.

Ïåðâàÿ èç íèõ � èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (GX ′Y ′Z ′) ñ íåèç-
ìåííûìè íàïðàâëåíèÿìè îñåé è ñ íà÷àëîì â áàðèöåíòðå äâóõ òåë.

Âòîðàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò Oxyz, íàçûâàåìàÿ îòíîñèòåëüíîé, èìååò
íà÷àëî â òåëå M1 è îñè, ïàðàëëåëüíûå îñÿì áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò GX ′Y ′Z ′.

2.11.2.1. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äâóõ òåë

â áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

Èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (GX ′Y ′Z ′) èìååò íåèçìåííîå íà-
ïðàâëåíèå îñåé. Íà÷àëî G ýòîé ñèñòåìû ïîìåùàþò â áàðèöåíòð äâóõ
òåë. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X ′1, Y

′
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′
1 êîîðäèíàòû òåëàM1, à ÷åðåç X

′
2, Y
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2 , Z

′
2

� êîîðäèíàòû òåëàM2. Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
äâóõ òåë ïîä âëèÿíèåì èõ âçàèìíîãî ïðèòÿæåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêî-
íîì âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàïèøóòñÿ
â âèäå
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ãäå R2
i = X ′i

2
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2
+ Z ′i
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(i = 1, 2), à κ1 = G

m3
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,

èëè â âåêòîðíîé ôîðìå

~R′i = {X ′i, Y ′i , Z ′i},
d2 ~R′i
dt2

= −κi
1

R2
i

~R′i
Ri

(i = 1, 2).

Ñîãëàñíî âûáîðó íà÷àëà ñèñòåìû êîîðäèíàò âî âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ
âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

X ′1m1 +X ′2m2 = 0, Y ′1m1 + Y ′2m2 = 0, Z ′1m1 + Z ′2m2 = 0,

èëè â âåêòîðíîé ôîðìå

~R′1m1 + ~R′2m2 = 0.

Çäåñü, êàê è âñþäó äàëåå, ÷åðåç G îáîçíà÷åíà óíèâåðñàëüíàÿ ãðàâè-
òàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, à ÷åðåç t îáîçíà÷åíî âðåìÿ (íåçàâèñèìàÿ ïåðå-
ìåííàÿ).

Äâèæåíèå êàæäîãî òåëà îïèñûâàåòñÿ ñîáñòâåííîé ñèñòåìîé óðàâ-
íåíèé äâèæåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ñèñòåìó òðåõ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà. Îáùåå ðåøåíèå êàæ-
äîé ñèñòåìû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äîëæíî çàâèñåòü îò 6 íåçàâèñèìûõ
ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ.

2.11.2.2. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äâóõ òåë

â îòíîñèòåëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Ñèñòåìà êîîðäèíàò Oxyz, íàçûâàåìàÿ îòíîñèòåëüíîé, èìååò íà÷àëî
â òåëå M1 è îñè, ïàðàëëåëüíûå îñÿì áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîð-
äèíàò GX ′Y ′Z ′. Äâèæåíèå òåëàM2 â îòíîñèòåëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
áóäåò îïèñûâàòüñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

d2x
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r2
x
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d2y

dt2
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r2
y
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,

d2z

dt2
= −κ 1

r2
z

r
,

ãäå r2 = x2 + y2 + z2, à κ = G(m1 +m2) � òàê íàçûâàåìûé ãðàâèòàöè-
îííûé ïàðàìåòð ñèñòåìû äâóõ òåëM1 èM2. Ãðàâèòàöèîííûì ïàðàìåò-
ðîì êàêîãî-ëèáî òåëà íàçûâàåòñÿ, êàê èçâåñòíî, âåëè÷èíà ïðîèçâåäåíèÿ
óíèâåðñàëüíîé ãðàâèòàöèîííîé ïîñòîÿííîé íà ìàññó ýòîãî òåëà.

Â âåêòîðíîé ôîðìå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òåëà M2 â îòíîñèòåëüíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò èìåþò âèä

~r = {x, y, z}, d2~r

dt2
= −κ 1

r2
~r

r
, κ = G(m1 +m2).
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Äâèæåíèå òåëà M2 îòíîñèòåëüíî M1 îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé òðåõ
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, òàê ÷òî
åå îáùåå ðåøåíèå äîëæíî çàâèñåòü îò 6 íåçàâèñèìûõ ïðîèçâîëüíûõ ïî-
ñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî íàéòè 6 íåçàâèñèìûõ
ïåðâûõ èíòåãðàëîâ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

2.11.3. Ïåðâûå èíòåãðàëû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â çàäà÷å

äâóõ òåë.

×òî òàêîå ïåðâûé èíòåãðàë. Êîíå÷íîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó êîîð-
äèíàòàìè x, y, z, êîìïîíåíòàìè ñêîðîñòè dx/dt, dy/dt, dz/dt è âðåìåíåì
t âèäà

Φ(x, y, z, dx/dt, dy/dt, dz/dt, t) = const,

êîòîðîå òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðÿåòñÿ êàæäûì ðåøåíèåì äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïðè ïîäõîäÿùåì çíà÷åíèè ïîñòîÿííîé
â ïðàâîé ÷àñòè, íàçûâàåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì.

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàäà÷è äâóõ òåë â îòíîñè-
òåëüíûõ êîîðäèíàòàõ èìåþò ñëåäóþùèå ñåìü ïåðâûõ èíòåãðàëîâ:

• òðè èíòåãðàëà ïëîùàäåé (èëè èíòåãðàëû ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâè-
æåíèÿ)

y
dz

dt
− z dy

dt
= cx, z

dx

dt
− xdz

dt
= cy, x

dy

dt
− y dx

dt
= cz,

• èíòåãðàë ýíåðãèè (èëè èíòåãðàë æèâîé ñèëû)

dx

dt

2

+
dy

dt

2

+
dz

dt

2

=
2κ

r
+ h

è

• òðè èíòåãðàëà Ëàïëàñà

x
dr′

dt
− r′ dx

dt
= f1, y

dr′

dt
− r′ dy

dt
= f2, z

dr′

dt
− r′ dz

dt
= f3.

Çäåñü

r′ = x
dx

dt
+ y

dy

dt
+ z

dz

dt
= r

dr

dt
,

dr′

dt
=
κ

r
+ h,

è ââåäåíî îáîçíà÷åíèå
κ = G(m1 +m2).
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Ïîñòîÿííûå cx, cy, cz íàçûâàþòñÿ ïîñòîÿííûìè ïëîùàäåé, âåëè÷èíà
h � ïîñòîÿííîé ýíåðãèè (ïîñòîÿííîé æèâîé ñèëû), à f1, f2, f3 � ïîñòî-
ÿííûìè èíòåãðàëîâ Ëàïëàñà.

Èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ñåìè ïåðâûõ èíòåãðàëîâ íå âñå ÿâëÿþòñÿ
íåçàâèñèìûìè. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè ïîñòîÿí-
íûìè èíòåãðèðîâàíèÿ ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå äâå çàâèñèìîñòè:

cx · f1 + cy · f2 + cz · f3 = 0, f2 = κ2 + h · c2,

ãäå
c2 = c2x + c2y + c2z, f2 = f21 + f22 + f23 .

Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè êîíñòàíò cx, cy, cz, h, f1, f2, f3 ôàêòè÷åñêè íåçàâè-
ñèìû ëèøü ïÿòü. Íèêàêèõ äðóãèõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè
ïîñòîÿííûìè èíòåãðèðîâàíèÿ â çàäà÷å äâóõ òåë íåò.

2.11.4. Çàêîí äâèæåíèÿ è ïàðàìåòðû îðáèòû â çàäà÷å äâóõ

òåë.

2.11.4.1. Òðàåêòîðèÿ â ïëîñêîñòè îðáèòû

Ïàðàìåòð, îïèñûâàþùèé ôîðìó îðáèòû, íàçûâàåòñÿ ýêñöåíòðèñèòå-
òîì è îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé e.

Êðóãîâàÿ îðáèòà ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ e = 0,
äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòû 0 < e < 1,

ïàðàáîëè÷åñêàÿ îðáèòà îïèñûâàåòñÿ çíà÷åíèåì e = 1,
äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé îðáèòû e > 1.

Â ñëó÷àÿõ ïðÿìîëèíåéíûõ òðàåêòîðèé â çàäà÷å äâóõ òåë ïîëàãàþò
e = 1.

Ðàçìåð ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòû çàäàåòñÿ áîëüøîé ïîëóîñüþ a. Â ñëó-
÷àÿõ ïàðàáîëè÷åñêîãî è ãèïåðáîëè÷åñêîãî äâèæåíèé ðàññìàòðèâàþò ïà-
ðàìåòð òðàåêòîðèè q, ðàâíûé ìèíèìàëüíîìó ðàññòîÿíèþ òåëà îò íà÷àëà
êîîðäèíàò.

Äâèæåíèå â çàäà÷å äâóõ òåë îáû÷íî îïèñûâàþò â ïðÿìîóãîëüíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò x, y, z, îñè êîòîðîé ìîãóò áûòü íàïðàâëåíû ïðîèç-
âîëüíî.

Èç ïåðâûõ èíòåãðàëîâ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ çàäà÷è äâóõ òåë ñëåäóåò,
÷òî òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ïîëíîñòüþ ëåæèò â íåêîòîðîé ïëîñêîñòè �
ïëîñêîñòè îðáèòû. Âûáåðåì â ýòîé ïëîñêîñòè íåêîòîðóþ îðáèòàëüíóþ
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ñèñòåìó äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò Oξη ñ öåíòðîì O â òåëå M1 (ïðè ðàñ-
ñìîòðåíèè îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ) èëè ñ öåíòðîì O â áàðèöåíòðå òåë
M1 è M2 (ïðè ðàññìîòðåíèè áàðèöåíòðè÷åñêîãî äâèæåíèÿ). Îñü ξ ýòîé
ñèñòåìû íàïðàâèì â ïåðèöåíòð � òî÷êó îðáèòû, íàèìåíåå óäàëåííóþ
îò íà÷àëà ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ â çàäà÷å äâóõ òåë â îðáèòàëüíîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

κ · r = c2 − f · ξ,

ãäå r =
√
ξ2 + η2 � ìîäóëü ðàäèóñà-âåêòîðà òåëà M2, c � ïîñòîÿííàÿ

ïëîùàäåé, f � ïîñòîÿííàÿ Ëàïëàñà Ïðè ýòîì κ = G · (m1 + m2) â
îòíîñèòåëüíîì äâèæåíèè è

κ = κ2 = G
m3

1

(m1 +m2)2

ïðè ðàññìîòðåíèè äâèæåíèÿ òî÷êè M2 îòíîñèòåëüíî áàðèöåíòðà ñèñòå-
ìû òî÷åê M1 è M2, m1 è m2 � ìàññû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê M1 è M2,
à G � óíèâåðñàëüíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Âûðîæäåííûé ñëó÷àé ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ â çàäà÷å äâóõ òåë,
êîãäà ïîñòîÿííàÿ èíòåãðàëà ïëîùàäåé c ðàâíà íóëþ, îïèñàí îòäåëü-
íî. Çäåñü äîïóñòèì, ÷òî c > 0, è ðàññìîòðèì óðàâíåíèå òðàåêòîðèè â
ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ââåäåì â ïëîñêîñòè îðáèòû ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû r è v ïî ôîðìóëàì

ξ = r cos(v), η = r sin(v),

ãäå óãîë v íàçûâàåòñÿ èñòèííîé àíîìàëèåé è îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ïåðè-
öåíòðà â íàïðàâëåíèè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Óðàâíåíèå îðáèòû â
ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä

r =
p

1 + e cos(v)
,

ãäå îáîçíà÷åíî p = c2/κ, e = f/κ. Ïðè ýòîì p íàçûâàåòñÿ ôîêàëüíûì
ïàðàìåòðîì îðáèòû, à e � åå ýêñöåíòðèñèòåòîì.

Èç ïåðâûõ èíòåãðàëîâ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â çàäà÷å äâóõ òåë ñëå-
äóåò, ÷òî ïîñòîÿííàÿ ýíåðãèè çàâèñèò îò ââåäåííûõ ïàðàìåòðîâ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì :

h =
κ2

c2
(e2 − 1).
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Èçìåíåíèå ïîëÿðíîãî óãëà v âî âðåìåíè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì( p

1 + e cos(v)

)2 dv
dt

= c.

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ çàïèñûâàþò â ðàçëè÷íûõ ôîðìàõ â çàâèñèìî-
ñòè îò òèïà äâèæåíèÿ. Òèï äâèæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ýêñöåí-
òðèñèòåòà e. Ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå çàâèñèìîñòè r(t), v(t), ïðèâîäÿòñÿ
â ïàðàãðàôå 2.11.4.3. Ðàçëè÷íûå òèïû äâèæåíèé.

2.11.4.2. Îðèåíòàöèÿ îðáèòû â ïðîñòðàíñòâå.

Èç ïåðâûõ èíòåãðàëîâ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ çàäà÷è äâóõ òåë ñëåäó-
åò, ÷òî òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ïîëíîñòüþ ëåæèò â íåêîòîðîé ïëîñêîñòè
� ïëîñêîñòè îðáèòû. Âûáåðåì íåêîòîðóþ îðáèòàëüíóþ ñèñòåìó äåêàð-
òîâûõ êîîðäèíàò Oξηζ ñ öåíòðîì O â òåëå M1 (ïðè ðàññìîòðåíèè îò-
íîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ) èëè ñ öåíòðîì O â áàðèöåíòðå òåë M1 è M2

(ïðè ðàññìîòðåíèè áàðèöåíòðè÷åñêîãî äâèæåíèÿ). Îñü ξ ýòîé ñèñòåìû
íàïðàâèì ïî âåêòîðó Ëàïëàñà (ñì. ïàðàãðàô 2.11.3. Ïåðâûå èíòåãðà-
ëû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â çàäà÷å äâóõ òåë. ). Â ýòîì æå íàïðàâëåíèè
ëåæèò òî÷êà îðáèòû, íàèìåíåå óäàëåííàÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Îñü ζ
îðáèòàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íàïðàâèì ïî âåêòîðó ìîìåíòà êîëè÷å-
ñòâà äâèæåíèÿ îäíîãî èç òåë. Îñü η áóäåò äîïîëíÿòü ñèñòåìó êîîðäèíàò
äî ïðàâîé. Ïëîñêîñòü îðáèòû ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ ξOη.

Êàê äâèæóòñÿ äâà òåëà â îðáèòàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, îïèñàíî â
ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå. Çäåñü ðàññìîòðèì, êàê ïðèíÿòî â íåáåñíîé ìå-
õàíèêå çàäàâàòü îðèåíòàöèþ ïëîñêîñòè îðáèòû â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå
ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò ñ öåíòðîì O è îñÿìè x, y, z, ñîîòâåòñòâåííî
ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êàêîé-ëèáî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Ôîðìóëû ïåðåõîäà îò îðáèòàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Oξηζ ê ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò Oxyz èìåþò âèä:

x = Px · ξ +Qx · η +Rx · ζ,

y = Py · ξ +Qy · η +Ry · ζ,

z = Pz · ξ +Qz · η +Rz · ζ,

ãäå ÷åðåç Pi, Qi, Ri(i = 1, 2, 3) îáîçíà÷åíû íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû ëè-
íèè àïñèä, íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû ïåðïåíäèêóëÿðà ê ëèíèè àïñèä â
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ïëîñêîñòè îðáèòû, è íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû ïåðïåíäèêóëÿðà ê ïëîñ-
êîñòè îðáèòû ñîîòâåñòâåííî. Íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû ïðèíÿòî âûðà-
æàòü ÷åðåç òðè óãëà ïîâîðîòà îðáèòàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Oξηζ ïî
îòíîøåíèþ ê ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz:

Ω � äîëãîòà âîñõîäÿùåãî óçëà îðáèòû,
ω � óãëîâîå ðàññòîÿíèå ïåðèöåíòðà îò âîñõîäÿùåãî óçëà îðáèòû,
i � íàêëîí îðáèòû.
Âûðàæåíèÿ èìåþò âèä

Px = cosω · cos Ω − sinω · sin Ω · cos i,
Py = cosω · sin Ω + sinω · cos Ω · cos i,
Pz = sinω · sin i,
Qx = − sinω · cos Ω − cosω · sin Ω · cos i,
Qy = − sinω · sin Ω + cosω · cos Ω · cos i,
Qz = cosω · sin i,
Rx = sin Ω · sin i,
Ry = − cos Ω · sin i,
Rz = cos i.

Îðèåíòàöèþ îðáèòû â ïðîñòðàíñòâå ìîæíî óâèäåòü íà Ðèñ.
FIG02.11.4.2.

2.11.4.3. Ðàçëè÷íûå òèïû äâèæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå äâóõ òåë â îðáèòàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
(ñì. ïàðàãðàô 2.11.4.1. Òðàåêòîðèÿ â ïëîñêîñòè îðáèòû) Çà èñêëþ÷å-
íèåì ñëó÷àÿ ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ, êîãäà ïîñòîÿííàÿ ïëîùàäåé
ðàâíà íóëþ, òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ îïèñûâà-
åòñÿ óðàâíåíèåì

r =
p

1 + e cos v
,

ãäå r � ðàññòîÿíèå, v � ïîëÿðíûé óãîë, p � ôîêàëüíûé ïàðàìåòð, e �
ýêñöåíòðèñèòåò. Ïðè÷åì p è e � ïîñòîÿííûå ïàðàìåòðû, çàâèñÿùèå îò
íà÷àëüíûõ óñëîâèé äâèæåíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç h ïîñòîÿííóþ ýíåðãèè.
Èç ïîëÿðíîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî òèï òðàåêòîðèè ñóùåñòâåííî

çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ e. Ïîýòîìó ôîðìà çàâèñèìîñòè êîîðäèíàò îò âðå-
ìåíè t áóäåò ðàçëè÷íîé. Ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå òèïû îðáèò.
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1) Ê ð ó ã î â à ÿ îðáèòà : e = 0, h < 0, r = const.
2) Ý ë ë è ï ò è ÷ å ñ ê à ÿ îðáèòà : 0 < e < 1, h < 0.
3) Ï à ð à á î ë è ÷ å ñ ê à ÿ îðáèòà : e = 1, h = 0.
4) Ã è ï å ð á î ë è ÷ å ñ ê à ÿ îðáèòà : e > 1, h > 0.

Çàâèñèìîñòè êîîðäèíàò îò âðåìåíè r(t), v(t) ìîæíî ðàññìîòðåòü îòäåëü-
íî äëÿ êàæäîãî òèïà äâèæåíèÿ :

Êðóãîâîå è ýëëèïòè÷åñêîå.
Ïàðàáîëè÷åñêîå.
Ãèïåðáîëè÷åñêîå.

2.11.4.4. Êðóãîâîå è ýëëèïòè÷åñêîå äâèæåíèÿ â çàäà÷å äâóõ

òåë.

Ýêñöåíòðèñèòåò e < 1. Êðóãîâîå äâèæåíèå ïðè e = 0.
Ðàññìîòðèì äâèæåíèå îäíîãî èç äâóõ òåë � òåëà M2 â ïîëÿðíûõ

êîîðäèíàòàõ. Ïóñòü r � ðàññòîÿíèå, v � ïîëÿðíûé óãîë. Îáîçíà÷èì
áîëüøóþ ïîëóîñü ýëëèïòè÷åñêîé òðàåêòîðèè ÷åðåç a, òîãäà èç ïîëÿð-
íîãî óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèè ñëåäóåò

p = a(1− e2),

ãäå p � ôîêàëüíûé ïàðàìåòð.
Ââåäåì â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîé ïåðåìåííîé ýêñöåíòðè÷åñêóþ

àíîìàëèþ E:

r sin v = a
√

1− e2 sinE, r cos v = a(cosE − e),

r = a(1− e cosE).

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ýêñöåíòðè÷åñêîé àíîìàëèè Âû ìîæåòå óâè-
äåòü íà Ðèñ. FIG02.11.4.4. Çàâèñèìîñòü E îò âðåìåíè t îïèñûâàåòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè

E − e sinE = M,

M = n(t− t0) +M0,

n =
√
κ/a3,
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t0 � íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, à M0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ
èíòåãðèðîâàíèÿ. Âåëè÷èíà M íàçûâàåòñÿ ñðåäíåé àíîìàëèåé, n íàçû-
âàåòñÿ ñðåäíèì äâèæåíèåì, à M0 � ñðåäíåé àíîìàëèåé â ýïîõó. Ïîñòî-
ÿííàÿ κ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

κ = G · (m1 +m2),

åñëè íà÷àëî êîîðäèíàò ïîìåùåíî â òî÷êó M1, è ñîîòíîøåíèåì

κ = κ2 = G
m3

1

(m1 +m2)2

ïðè ðàññìîòðåíèè äâèæåíèÿ òî÷êè M2 îòíîñèòåëüíî áàðèöåíòðà ñèñòå-
ìû òî÷åê M1 è M2. Çäåñü m1 è m2 � ìàññû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê M1 è
M2, à G � óíèâåðñàëüíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Óðàâíåíèå
E − e sinE = M

îòíîñèòåëüíî ýêñöåíòðè÷åñêîé àíîìàëèè E íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
Êåïëåðà. Åãî ÷èñëåííîå ðåøåíèå îáû÷íî âûïîëíÿåòñÿ ìåòîäîì ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Âû ìîæåòå ïîçíàêîìèòüñÿ ñ íåñêîëüêèìè
àëãîðèòìàìè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Êåïëåðà â ïàðàãðàôå 2.11.5.1.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè èçìåíåíèèM íà 2π óãëû E è v òàêæå èçìåíÿþòñÿ
íà 2π. Ðàçíèöà ìåæäó íèìè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî M èçìåíÿåòñÿ ðàâ-
íîìåðíî âî âðåìåíè, à E è v � ñ ïåðåìåííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Ëèøü
â ÷àñòíîì ñëó÷àå êðóãîâîãî äâèæåíèÿ (e = 0) âñå òðè óãëà ñîâïàäàþò.

Ïåðèîä T îáðàùåíèÿ òåëà ïî îðáèòå ñâÿçàí ñî ñðåäíèì äâèæåíèåì
n ñîîòíîøåíèåì

T =
2π

n
.

Èñõîäíûìè ýëåìåíòàìè ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòû â çàäà÷å äâóõ òåë,
çàäàþùèìè äâèæåíèå â ïëîñêîñòè îðáèòû, ñ÷èòàþòñÿ òðè ïàðàìåòðà

n � ñðåäíåå äâèæåíèå,
e � ýêñöåíòðèñèòåò,
M0 � ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ â ýïîõó.

Âìåñòî n ìîæíî çàäàòü áîëüøóþ ïîëóîñü a. Âìåñòî ñðåäíåé àíîìà-
ëèè â ýïîõóM0 èíîãäà çàäàþò ìîìåíò t

′ ïðîõîæäåíèÿ òåëîì ïåðèöåíòðà
îðáèòû. Ò.å.

n(t′ − t0) +M0 = 0.
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2.11.4.5. Ïàðàáîëè÷åñêîå äâèæåíèå â çàäà÷å äâóõ òåë.

Ýêñöåíòðèñèòåò e = 1.
Ðàññìîòðèì äâèæåíèå îäíîãî èç äâóõ òåë � òåëà M2 â ïîëÿðíûõ

êîîðäèíàòàõ. Ïóñòü r � ðàññòîÿíèå, v � ïîëÿðíûé óãîë.
Ïîëÿðíîå óðàâíåíèå â ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä

r = q sec2(v/2),

ãäå q � ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå òåëà îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Çàâèñèìîñòü
ïîëÿðíîãî óãëà v îò âðåìåíè t îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

S = tan(v/2), S + S3/3 = M, M = n(t− t0) +M0,

ãäå
n =

√
κ

2q
,

t0 � íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, à M0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ èí-
òåãðèðîâàíèÿ. Âåëè÷èíàM íàçûâàåòñÿ ñðåäíåé àíîìàëèåé, n íàçûâàåò-
ñÿ ñðåäíèì äâèæåíèåì, àM0 � ñðåäíåé àíîìàëèåé â ýïîõó. Ïîñòîÿííàÿ
κ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

κ = G(m1 +m2),

åñëè íà÷àëî êîîðäèíàò ïîìåùåíî â òî÷êó M1, è ñîîòíîøåíèåì

κ = κ2 = G
m3

1

(m1 +m2)2

ïðè ðàññìîòðåíèè äâèæåíèÿ òî÷êè M2 îòíîñèòåëüíî áàðèöåíòðà ñèñòå-
ìû òî÷åê M1 è M2. Çäåñü m1 è m2 � ìàññû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê M1 è
M2, à G � óíèâåðñàëüíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Óðàâíåíèå S + S3/3 = M îòíîñèòåëüíî S íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
Êåïëåðà äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî äâèæåíèÿ.
(Ñì. òàêæå ïàðàãðàô 2.11.5.1).

Åãî ðåøåíèå îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé öåïî÷êîé ôîðìóë:

Q =
2

3
M, R =

(√
1 +Q2 + |Q|

) 2
3

, S =
3M

R+ 1 + 1
R

.

Èñõîäíûìè ýëåìåíòàìè ïàðàáîëè÷åñêîé îðáèòû â çàäà÷å äâóõ òåë,
çàäàþùèìè äâèæåíèå â ïëîñêîñòè îðáèòû, ñ÷èòàþòñÿ äâà ïàðàìåòðà
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n � ñðåäíåå äâèæåíèå,
M0 � ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ â ýïîõó.

Âìåñòî n ìîæíî çàäàòü ïàðàìåòð q. Âìåñòî ñðåäíåé àíîìàëèè â ýïîõó
M0 èíîãäà çàäàþò ìîìåíò t′ ïðîõîæäåíèÿ òåëîì ïåðèöåíòðà îðáèòû.
Ò.å.

n(t′ − t0) +M0 = 0.

2.11.4.5. Ãèïåðáîëè÷åñêîå äâèæåíèå â çàäà÷å äâóõ òåë.

Ýêñöåíòðèñèòåò e > 1.
Ðàññìîòðèì äâèæåíèå îäíîãî èç äâóõ òåë � òåëà M2 â ïîëÿðíûõ

êîîðäèíàòàõ. Ïóñòü r � ðàññòîÿíèå, v � ïîëÿðíûé óãîë, p � ôîêàëü-
íûé ïàðàìåòð. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð a è
âñïîìîãàòåëüíóþ ïåðåìåííóþ H ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

p = a(e2 − 1),

r sin v = a
√
e2 − 1 sinhH, r cos v = a(e− coshH),

r = a(e coshH − 1).

Çàâèñèìîñòü H îò âðåìåíè t îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

e sinhH −H = M,

M = n(t− t0) +M0,

ãäå

n =

√
κ

a3
,

t0 � íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, à M0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ èí-
òåãðèðîâàíèÿ. Âåëè÷èíàM íàçûâàåòñÿ ñðåäíåé àíîìàëèåé, n íàçûâàåò-
ñÿ ñðåäíèì äâèæåíèåì, àM0 � ñðåäíåé àíîìàëèåé â ýïîõó. Ïîñòîÿííàÿ
κ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

κ = G(m1 +m2),

åñëè íà÷àëî êîîðäèíàò ïîìåùåíî â òî÷êó M1, è ñîîòíîøåíèåì

κ = κ2 = G
m3

1

(m1 +m2)2
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ïðè ðàññìîòðåíèè äâèæåíèÿ òî÷êè M2 îòíîñèòåëüíî áàðèöåíòðà ñèñòå-
ìû òî÷åê M1 è M2. Çäåñü m1 è m2 � ìàññû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê M1 è
M2, à G � óíèâåðñàëüíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Çàìåòèì, ÷òî â ãèïåðáîëè÷åñêîì ñëó÷àå âåëè÷èíà a íå ÿâëÿåòñÿ íè-
êàêîé ïîëóîñüþ îðáèòû, ïîñêîëüêó îðáèòà èìååò áåñêîíå÷íûå ðàçìåðû.

Óðàâíåíèå
e sinhH −H = M,

îòíîñèòåëüíî H íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Êåïëåðà äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî
äâèæåíèÿ. Åãî ÷èñëåííîå ðåøåíèå îáû÷íî âûïîëíÿåòñÿ ìåòîäîì ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Âû ìîæåòå ïîçíàêîìèòüñÿ ñ àëãîðèòìîì
ðåøåíèÿ â ïàðàãðàôå 2.11.5.1.

Èñõîäíûìè ýëåìåíòàìè ãèïåðáîëè÷åñêîé îðáèòû â çàäà÷å äâóõ òåë,
çàäàþùèìè äâèæåíèå â ïëîñêîñòè îðáèòû, ñ÷èòàþòñÿ òðè ïàðàìåòðà

n � ñðåäíåå äâèæåíèå,
e � ýêñöåíòðèñèòåò,
M0 � ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ â ýïîõó.

Âìåñòî n ìîæíî çàäàòü a èëè p. Âìåñòî ñðåäíåé àíîìàëèè â ýïîõó M0

èíîãäà çàäàþò ìîìåíò t′ ïðîõîæäåíèÿ òåëîì ïåðèöåíòðà îðáèòû. Ò.å.

n(t′ − t0) +M0 = 0.

2.11.4.6. Ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå â çàäà÷å äâóõ òåë.

Ýòî ñëó÷àé, êîãäà ïîñòîÿííàÿ ïëîùàäåé c = 0. (ñì. ïàðàãðàô 2.11.3.
Ïåðâûå èíòåãðàëû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â çàäà÷å äâóõ òåë).

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå îäíîãî èç äâóõ òåë � òåëà M2 â ïîëÿðíûõ
êîîðäèíàòàõ. Ïóñòü r � ðàññòîÿíèå, v � ïîëÿðíûé óãîë. Èç èíòåãðàëà
ïëîùàäåé

r2
dv

dt
= c

âèäíî, ÷òî äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïî ïðÿìîé. Îáû÷íî ïðèíèìàþò v =
180◦.

Îïðåäåëåíèå r, êàê ôóíêöèè âðåìåíè, çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ èíòåãðà-
ëà ýíåðãèè h. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåëè÷èíó a, çàäàííóþ ôîðìóëîé

a = −κ
h
,
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ãäå ïîñòîÿííàÿ κ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

κ = G(m1 +m2),

åñëè íà÷àëî êîîðäèíàò ïîìåùåíî â òî÷êó M1, è ñîîòíîøåíèåì

κ = κ2 = G
m3

1

(m1 +m2)2

ïðè ðàññìîòðåíèè äâèæåíèÿ òî÷êè M2 îòíîñèòåëüíî áàðèöåíòðà ñèñòå-
ìû òî÷åê M1 è M2. Çäåñü m1 è m2 � ìàññû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê M1 è
M2, à G � óíèâåðñàëüíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Åñëè h < 0, òî ââåäåì ïåðåìåííóþ E, îïðåäåëÿåìóþ ðàâåíñòâîì

r = a(1− cosE).

Çàâèñèìîñòü E îò âðåìåíè îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

E − sinE = M = n(t− t0) +M0, ãäå n =

√
κ

a3
.

Åñëè h > 0, òî óäîáíî ââåñòè ïåðåìåííóþ H ñîîòíîøåíèåì

r = |a|(coshH − 1),

÷òî äàåò

sinhH −H = M = n(t− t0) +M0, ãäå n =

√
κ

|a|3
.

Ïðè h = 0 èìååì ðåøåíèå, êîòîðîå ëó÷øå âñåãî çàïèñàòü â âèäå

r = q(3M)
2
3

ãäå

M = M = n(t− t0) +M0, q = 3

√
κ

2n2
.

Âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ t0 � íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, à M0 � ïðîèç-
âîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Âåëè÷èíà M íàçûâàåòñÿ ñðåäíåé
àíîìàëèåé, n íàçûâàåòñÿ ñðåäíèì äâèæåíèåì, à M0 � ñðåäíåé àíîìà-
ëèåé â ýïîõó.

Èñõîäíûìè ýëåìåíòàìè ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ â çàäà÷å äâóõ òåë
ñ÷èòàþòñÿ äâà ïàðàìåòðà
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n � ñðåäíåå äâèæåíèå,
M0 � ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ â ýïîõó.

Âìåñòî n ìîæíî çàäàòü a èëè q. Âìåñòî ñðåäíåé àíîìàëèè â ýïîõó M0

èíîãäà çàäàþò ìîìåíò t′:

n(t′ − t0) +M0 = 0.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé E − sinE = M è sinhH −H = M âûïîëíÿåòñÿ
îáû÷íî ÷èñëåííî ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Âû ìîæåòå
ïîçíàêîìèòüñÿ ñ àëãîðèòìàìè ðåøåíèÿ â ïàðàãðàôå 2.11.5.1.

2.11.5.1. Ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Êåïëåðà.

Ìåòîäû è ôîðìóëû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Êåïëåðà ðàçëè÷íû äëÿ òðåõ
òèïîâ äâèæåíèÿ � ýëëèïòè÷åñêîãî, ïàðàáîëè÷åñêîãî è ãèïåðáîëè÷åñêî-
ãî. Êðîìå òîãî, äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî è ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïîâ äâèæå-
íèé ïðèìåíÿþòñÿ íåñêîëüêî ìåòîäîâ.

Îáîçíà÷åíèÿ:

e � ýêñöåíòðèñèòåò,
M � ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ,
E � ýêñöåíòðè÷åñêàÿ àíîìàëèÿ,
ε � òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ E.

Ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî â ñëó÷àå ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ íóæíî ïî-
ëîæèòü e = 1, à èç ïðåäëàãàåìûõ ìåòîäîâ ïðèìåíèì òîëüêî ìåòîä Ëàã-
ãåðà.

Äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ

• Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Èòåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ
ïî ïðàâèëàì:

1. Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïîëàãàåì E0 = M .

2. Âû÷èñëÿåì ïîñëåäîâàòåëüíî En+1 = M + e sinEn

äëÿ n = 0, 1, . . . äî òåõ ïîð, ïîêà |En+1 − En| > ε.

• Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Èòåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ
ïî ïðàâèëàì:

1. Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïîëàãàåì E0 = M .
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2. Âû÷èñëÿåì ïîñëåäîâàòåëüíî

En+1 = En +
M − En+e sinEn

1−e cosEn

äëÿ n = 0, 1, . . . äî òåõ ïîð, ïîêà |En+1 − En| > ε.

• Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ïî Äåíáè. Èòåðàöèè:

1. Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïîëàãàåì E0 = M + 0.85 e.

2. Âû÷èñëÿåì ïîñëåäîâàòåëüíî

En+1 = En−

− (M + e sinEn − En)2

En − 2(M + e sinEn) +M + e sin(M+e sinEn)

äëÿ n = 0, 1, . . . äî òåõ ïîð, ïîêà |En+1 − En| > ε.

• Ìåòîä Ëàããåðà.

Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïîëàãàåì E0 = M

Âû÷èñëÿåì ïîñëåäîâàòåëüíî

En = En−1−

− 5f(En−1)

max[f ′(En−1) +
√
F (En−1), f ′(En−1)−

√
F (En−1)]

,

ãäå

F (En−1) =
∣∣∣(k − 1)

{
(k − 1) (f ′(En−1))

2 − kf(En−1)f ′′(En−1)
}∣∣∣ ,

f(En−1) = En−1 − e sinEn−1 −M,

f ′(En−1) = 1− e cosEn−1,

f ′′(En−1) = e sinEn−1,

äëÿ n = 0, 1, . . . äî òåõ ïîð, ïîêà |En+1 − En| > ε.
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Äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî äâèæåíèÿ
Íèêàêèõ èòåðàöèé. Âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëàì

x =
(√

1 + 9/4M2 + 3/2|M |
)2/3

,

E =
3M

x+ 1 + 1
x

.

Äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî äâèæåíèÿ

• Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Èòåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ
ïî ïðàâèëàì:

1. Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïîëàãàåì H0 = M .

2. Âû÷èñëÿåì ïîñëåäîâàòåëüíî

Hn+1 = ln


√(

Hn +M

e

)2

+ 1 +
Hn +M

e


äëÿ n = 0, 1, . . . äî òåõ ïîð, ïîêà |Hn+1 −Hn| > ε.

• Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ïî Äåíáè.

Èòåðàöèè:

1. Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïîëàãàåì H0 = ln(2M/e+ 1.8).

2. Äëÿ n = 0, 1, 2, . . . âû÷èñëÿåì ïîñëåäîâàòåëüíî

x2 = e
[
exp(Hn)− exp(−Hn)

]
/2−M,

x3 = e
[
exp(x2)− exp(−x2)

]
/2−M,

Hn+1 = Hn −
(x2 −Hn)2

Hn − 2x2 + x3

äî òåõ ïîð, ïîêà |Hn+1 −Hn| > ε.

• Ìåòîä Ëàããåðà.

Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïîëàãàåì H0 = M

Âû÷èñëÿåì ïîñëåäîâàòåëüíî

Hn = Hn−1−
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− 5f(Hn−1)

max[f ′(Hn−1) +
√
F (Hn−1), f ′(Hn−1)−

√
F (Hn−1)]

,

ãäå

F (Hn−1) =
∣∣∣(k − 1)

{
(k − 1) (f ′(Hn−1))

2 − kf(Hn−1)f ′′(Hn−1)
}∣∣∣ ,

f(Hn−1) = Hn−1 − e shHn−1 −M,

f ′(Hn−1) = 1− e chHn−1,

f ′′(Hn−1) = e shHn−1,

äëÿ n = 0, 1, . . . äî òåõ ïîð, ïîêà |Hn+1 −Hn| > ε.

2.11.5.2. Âû÷èñëåíèå ïîëîæåíèÿ è ñêîðîñòè ïî ýëåìåíòàì

îðáèòû â çàäà÷å äâóõ òåë.

Â äàííîì ïàðàãðàôå äàåòñÿ ñïèñîê ôîðìóë êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ
íåáåñíîãî òåëà â òîì ïîðÿäêå, â êàêîì îíè íóæíû äëÿ âû÷èñëåíèÿ:

• ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò è ñêîðîñòè òåëà

• ïðè çàäàííûõ ýëåìåíòàõ îðáèòû

• íà çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè.

Äâèæåíèå òåëà ðàññìàòðèâàåòñÿ â íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò Oxyz. Ê ýòîé ñèñòåìå îòíîñÿòñÿ òàêæå ýëåìåíòû êåïëå-
ðîâñêîé îðáèòû òåëà.

Îáîçíà÷åíèÿ:
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n � ñðåäíåå äâèæåíèå, ðàçìåðíîñòü ðàäèàí/åä.âðåìåíè;
e � ýêñöåíòðèñèòåò, áåçðàçìåðíûé;
i � íàêëîí (äâóãðàííûé óãîë ìåæäó ïëîñêîñòüþ îðáèòû è

îñíîâíîé ïëîñêîñòüþ Oxy), ðàä.;
M0 � ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ â ýïîõó ( çíà÷åíèå ñðåäíåé àíîìàëèè

M â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíèè � ýïîõó ), ðàä.;
ω � óãëîâîå ðàññòîÿíèå ïåðèöåíòðà îò âîñõîäÿùåãî óçëà îð-

áèòû, ðàä.;
Ω � äîëãîòà âîñõîäÿùåãî óçëà îðáèòû (óãîë â ïëîñêîñòè

Oxy ìåæäó îñüþ x è ëèíèåé óçëîâ), ðàä.;
t0 � íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè � ýïîõà ýëåìåíòîâ;
t � òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè, íà êîòîðûé âû÷èñëÿþòñÿ êî-

îðäèíàòû òåëà.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî èçâåñòåí ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð κ:

κ = G · (m1 +m2)
â ñëó÷àå îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ( òî÷êà
ñ ìàññîé m2 äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî òî÷êè ñ
ìàññîé m1),

κ = G
m3

1

(m1+m2)2
â ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà ñ ìàññîé m2 äâèæåòñÿ
âîêðóã áàðèöåíòðà m1 è m2.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âìåñòî ñðåäíåãî äâèæåíèÿ n â êà÷åñòâå èñõîä-
íîãî ïàðàìåòðà îðáèòû ðàññìàòðèâàþò

a � áîëüøóþ ïîëóîñü îðáèòû (â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîãî äâè-
æåíèÿ), ðàçìåðíîñòü åä.äëèíû, èëè

a � äåéñòâèòåëüíóþ ïîëóîñü (â ñëó÷àå ãèïåðáîëè÷åñêîãî
äâèæåíèÿ), ðàçìåðíîñòü åä.äëèíû, èëè

p � ôîêàëüíûé ïàðàìåòð îðáèòû, åä.äëèíû (êðîìå ñëó÷àÿ
ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ ).

q � ïåðèöåíòðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå, åä. äëèíû (êðîìå ñëó÷àÿ
ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ ).

Â ýòèõ ñëó÷àÿõ âû÷èñëåíèÿ íà÷èíàþòñÿ ñ îïðåäåëåíèÿ ñðåäíåãî äâè-
æåíèÿ ïî ôîðìóëàì

n =

√
κ

a3
� äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî è ãèïåðáîëè÷åñêîãî äâèæåíèé,

n =

√
κ

2q3
èëè n =

√
4κ

p3
� äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî äâèæåíèÿ.

Åñëè çàäàíî ñðåäíåå äâèæåíèå n, ñëåäóåò ïðåæäå âñåãî íàéòè a, q
èëè p:
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a =
( κ
n2

) 1
3 � äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî è ãèïåðáîëè÷åñêîãî äâèæåíèé,

p =
(4κ

n2

) 1
3

èëè q =
( κ

2n2

) 1
3 � äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî äâèæåíèÿ.

Â ëþáîì ñëó÷àå, êîãäà n èçâåñòíî, îïðåäåëÿþò ñðåäíþþ àíîìàëèþ:

M = n(t− t0) +M0.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ ýëåìåíòû e è Ω
äîëæíû èìåòü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

e = 1, Ω = 0.

Ñëåäóþùèé ýòàï âû÷èñëåíèé çàâèñèò îò òèïà äâèæåíèÿ.
Èòàê, äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ðåøàåì óðàâíåíèå

E − e sinE = M

è ñ ïîìîùüþ íàéäåííîãî çíà÷åíèÿ íàõîäèì

sin v =

√
1− e2 sinE

1− e cosE
, cos v =

cosE − e
1− e cosE

,

r =
a(1− e2)

1 + e cos v
èëè r = a(1− e cosE).

Â ñëó÷àå ïðÿìîëèíåéíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ v = 180◦. Âû-
÷èñëÿåì

r = a(1− cosE).

Äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ñëó÷àÿ ðåøàåì óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå
óðàâíåíèþ Êåïëåðà:

e sinhH −H = M

è îïðåäåëÿåì

sin v =

√
e2 − 1 sinhH

e coshH − 1
, cos v =

e− coshH

e coshH − 1
,

r =
a(e2 − 1)

1 + e cos v
èëè r = a(e coshH − 1).

Â ñëó÷àå ïðÿìîëèíåéíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ïîëàãàåì v =
180◦ è âû÷èñëÿåì

r = a(coshH − 1).
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Â ñëó÷àå ïàðàáîëè÷åñêîãî äâèæåíèÿ íóæíî ðåøàòü óðàâíåíèå Áàð-
êåðà

S +
1

3
S3 = M,

à çàòåì íàõîäèòü

sin v = 2S/(1 + S2), cos v = (1− S2)/(1 + S2),

r =
p

1 + cos v
èëè r =

p(1 + S2)

2
.

Â ñëó÷àå ïðÿìîëèíåéíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ïîëàãàåì v =
180◦ è âû÷èñëÿåì

M = n(t− t0) +M0, a = (κ/n2)1/3,

r = (9/2)1/3aM2/3.

Èíà÷å ìîæíî ñðàçó âû÷èñëèòü

r =
(9

2

κ

n2
M2
)1/3

.

Åñëè âìåñòî ýëåìåíòà n çàäàí ïàðàìåòð a, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âû÷èñëåíèé áóäåò òàêîé:

n =
√
κ/a3, M = n(t− t0) +M0,

r = (9/2)1/3aM2/3.

Óðàâíåíèå Êåïëåðà è åãî ãèïåðáîëè÷åñêèé àíàëîã ðåøàþòñÿ èòåðà-
öèîííûìè ìåòîäàìè. Îäèí èç òàêèõ ìåòîäîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
Â "íóëåâîì"ïðèáëèæåíèè íåèçâåñòíûå E, èëè H ïîëàãàþò ðàâíûìèM .
Çàòåì èõ çíà÷åíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî óòî÷íÿþò äî òåõ ïîð ïîêà íîâîå
çíà÷åíèå ñòàíåò íåñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò ïðåäûäóùåãî.

Â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ

E1 = M + e sinM, E2 = M + e sinE1, E3 = M + e sinE2 è òàê äàëåå.

Áûñòðàÿ ñõîäèìîñòü â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îáåñ-
ïå÷èâàåòñÿ òàêîé èòåðàöèîííîé ôîðìóëîé

E1 = M + e sinM /(1− e cosM),

E2 = E1 + (M − E1 + e sinE1)/(1− e cosE1),

E3 = E2 + (M −E2 + e sinE1)/(1− e cosE2), è ò.ä.
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Â ñëó÷àå ãèïåðáîëè÷åñêîãî äâèæåíèÿ

H1 = M, Q1 = (H1 +M)/e,

H2 = ln(
√
Q2

1 + 1 +Q1), Q2 = (H2 +M)/e,

H3 = ln(
√
Q2

2 + 1 +Q2), Q3 = (H3 +M)/e, è ò.ä.

Â ñëó÷àå ïàðàáîëè÷åñêîãî äâèæåíèÿ íå íóæíû íèêàêèå èòåðàöèè.
S ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëàì

Q = 2/3M, R = (
√

1 +Q2 + |Q|)2/3,

S = 3M/(R+ 1 + 1/R).

Äàëåå âû÷èñëåíèÿ íå çàâèñÿò îò òèïà îðáèòû.
Íàõîäèì

sinu = sinω cos v + cosω sin v,

cosu = cosω cos v − sinω sin v,

è, íàêîíåö, ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò òåëà x, y, z:

x = r(cosu cos Ω− sinu sin Ω cos i),

y = r(cosu sin Ω + sinu cos Ω cos i),

z = r sinu sin i.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè ñíà÷àëà âû÷èñëèì V1 è V2:

V1 =
√
κ/p e sin v, V2 =

√
κ/p(1 + e cos v),

ïðè÷åì â ýëëèïòè÷åñêîì ñëó÷àå p âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

p = a(1− e2),

â ãèïåðáîëè÷åñêîì äâèæåíèè ïî ôîðìóëå

p = a(e2 − 1),

à â ïàðàáîëè÷åñêîì äâèæåíèè ïðîñòî

p = 2q.
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Â ñëó÷àå ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ èìååì

V1 =
√
κ/a ctg(E/2), V2 = 0 (ýëëèïòè÷åñêîå äâèæåíèå)

èëè

V1 =
√
κ/a cth(H/2), V2 = 0 (ãèïåðáîëè÷åñêîå äâèæåíèå)

èëè

V1 =
2

3

(
9

2

)1/3

naM−1/3 =
2

3

n

M
r,

V2 = 0 (ïàðàáîëè÷åñêîå äâèæåíèå)

ãäå
M = n(t− t0) +M0, a = (κ/n2)1/3.

Êîìïîíåíòû ñêîðîñòè íàõîäÿòñÿ äàëåå èç ñîîòíîøåíèé

dx

dt
=
x

r
V1 + (− sinu cos Ω− cosu sin Ω cos i) V2,

dy

dt
=
y

r
V1 + (− sinu sin Ω + cosu cos Ω cos i) V2,

dz

dt
=
z

r
V1 + cosu sin i V2.

Êîíåö âû÷èñëåíèé

2.11.5.3. Âû÷èñëåíèå ýëåìåíòîâ îðáèòû ïî ïîëîæåíèþ è

ñêîðîñòè â çàäà÷å äâóõ òåë.

Â äàííîé ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ýëåìåíòîâ êåïëåðîâñêîé îðáèòû ïî íà÷àëüíûì äàííûì:
ïðÿìîóãîëüíûì êîîðäèíàòàì è êîìïîíåíòàì ñêîðîñòè òåëà.

Ôîðìóëû äàþòñÿ â òîì ïîðÿäêå, â êàêîì îíè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âû-
÷èñëåíèé.

Äâèæåíèå òåëà ðàññìàòðèâàåòñÿ â íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò Oxyz. Îòíîñèòåëüíî ýòîé ñèñòåìû îòñ÷èòûâàþòñÿ òàêæå
ýëåìåíòû êåïëåðîâñêîé îðáèòû òåëà.
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Îáîçíà÷åíèÿ:
x0, y0, z0 � çàäàííûå êîîðäèíàòû òåëà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0;
vx0 , vy0 , vz0 � ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè òåëà;

ïîíàäîáèòñÿ òàêæå äëèíà íà÷àëüíîãî ðàäèóñà-âåêòîðà òåëà

r0 =
√
x20 + y20 + z20 ;

n � ñðåäíåå äâèæåíèå, ðàçìåðíîñòü ðàäèàí/åä.âðåìåíè;
e � ýêñöåíòðèñèòåò, áåçðàçìåðíûé;
i � íàêëîí (óãîë ìåæäó ïëîñêîñòüþ îðáèòû è îñíîâíîé

ïëîñêîñòüþ Oxy), ðàä.;
M0 � ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ â ýïîõó (çíà÷åíèå ñðåäíåé àíîìàëèè

M â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíèè � ýïîõó), ðàä;
ω � óãëîâîå ðàññòîÿíèå ïåðèöåíòðà îò âîñõîäÿùåãî óçëà îð-

áèòû, ðàä;
Ω � äîëãîòà âîñõîäÿùåãî óçëà îðáèòû (óãîë â ïëîñêîñòè

Oxy ìåæäó îñüþ x è ëèíèåé óçëîâ), ðàä;
t0 � íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè � ýïîõà ýëåìåíòîâ;
t � òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè, íà êîòîðûé âû÷èñëÿþòñÿ êî-

îðäèíàòû òåëà.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî èçâåñòåí ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð κ:

κ = G · (m1 +m2)

â ñëó÷àå îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ( òî÷êà
ñ ìàññîé m2 äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî òî÷êè ñ
ìàññîé m1),

κ = G
m3

1

(m1 +m2)2
â ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà ñ ìàññîé m2 äâèæåòñÿ
âîêðóã áàðèöåíòðà m1 è m2.

Îáû÷íî ïîëàãàþò, ÷òî ñðåäíåå äâèæåíèå òåëà n âñåãäà ÿâëÿ-
åòñÿ ïîëîæèòåëüíîé âåëè÷èíîé, à íàêëîí îðáèòû i èçìåíÿ-
åòñÿ â ïðåäåëàõ îò íóëÿ äî 180◦.

Âû÷èñëåíèÿ íà÷èíàþòñÿ ñ îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ,
ôèãóðèðóþùèõ â ïåðâûõ èíòåãðàëàõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

Èòàê, âû÷èñëÿåì ïîñòîÿííûå èíòåãðàëîâ ïëîùàäåé :

cx = y0vz0 − z0vy0
,

cy = z0vx0 − x0vz0 ,

cz = x0vy0 − y0vx0 ,

c =
√
c2x + c2y + c2z.
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Äàëåå ïîñòîÿííóþ èíòåãðàëà ýíåðãèè

h = v2x0
+ v2y0

+ v2z0 −
2κ

r0
.

Íàéäåì òàêæå âåëè÷èíó vr ïî ôîðìóëå

vr = x0vx0 + y0vy0 + z0vz0 .

Äàëåå ó÷òåì òîò ôàêò, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèÿõ â êîìïüþòåðàõ óãëî-
âûå âåëè÷èíû íàèáîëåå òî÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïî çíà÷åíèÿì òàíãåíñîâ
ýòèõ óãëîâ. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî çíàòü òàêæå çíàê êîñèíóñà èñêîìî-
ãî óãëà. Äàëüíåéøèé õîä âû÷èñëåíèé çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííîé
èíòåãðàëà ýíåðãèè h:
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h < 0 Ýëëèïòè÷åñêîå äâèæåíèå

Ñëó÷àé c = 0 ðàññìîòðåí íèæå. Çäåñü ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé c 6= 0.
Ñíà÷àëà ïðîâåðÿåì çíà÷åíèå κ+ hr0.

Åñëè κ+ hr0 = 0, òî ñðàçó ïîëàãàåì ω = 0 è e = 0

è âû÷èñëÿåì M0 ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïðîâåðÿåì, åñëè c2x + c2y = 0, òî ïîëàãàåì Ω = 0 è âû÷èñëåì M0 ïî
çíà÷åíèþ òàíãåíñà èç ñîîòíîøåíèÿ

tanM0 =
y

x
,

èíà÷å èç ñîîòíîøåíèÿ

tanM0 =
−(xcx + ycy)cz/c+ z

√
c2x + c2y

−xcy + ycx
.

Âñÿêèé ðàç çíàê êîñèíóñà îïðåäåëÿåì ïî çíàêó çíàìåíàòåëÿ.
Åñëè κ+ hr0 6= 0, òî âû÷èñëÿåì êîìáèíàöèè

tanE =
vr
√
−h

κ+ r0h
,

e sinE =
vr
√
−h
κ

.

Çàòåì ïî tanE, ó÷èòûâàÿ ÷òî sign(cosE) = sign(κ + hr0), íàõîäèì
E è, íàêîíåö, ïðîñòûì âû÷èòàíèåì âû÷èñëÿåì M0:

M0 = E − e sinE.

h > 0 Ãèïåðáîëè÷åñêîå äâèæåíèå
Âû÷èñëÿåì âñïîìîãàòåëüíóþ âåëè÷èíó

B =
vr
√
h

κ+ hr0
.

Çàòåì ñðàçó íàõîäèì M0:

M0 =
vr
√
h

κ
− 1

2
ln

(
1 +B

1−B

)
h = 0 Ïàðàáîëè÷åñêîå äâèæåíèå
Â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñëåíèÿ çàâèñÿò îò çíà÷åíèÿ c.
Åñëè c > 0, òî âû÷èñëÿåì S = vr/c, çàòåì ñðàçó M0 = S + S3/3.

Åñëè c = 0, òî M0 ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ìîæåò áûòü çàäàíà ïðî-
èçâîëüíîé.

Óäîáíî ïðèíÿòü M0 = 1 ïðè vr > 0 Ïðÿìîëèíåéíîå
èëè M0 = −1 ïðè vr < 0. äâèæåíèå
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Äàëåå õîä âû÷èñëåíèé çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ c:

c = 0 Ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå

Ñðàçó ïîëàãàåì e = 1, Ω = 0.

Äàëåå âû÷èñëÿåì íàêëîí i è àðãóìåíò ïåðèöåíòðà ω ñëåäóþùèì
îáðàçîì.
Åñëè y20 + z20 = 0 , òî ïîëàãàåì i = 0, ω = 0.
Èíà÷å:

Íàõîäèì i ïî tan i =
z0
y0
. Ïðè ýòîì

åñëè z0 < 0, òî sign(cos i) = sign(−y0),
èíà÷å sign(cos i) = sign(y0).

Íàõîäèì ω:

åñëè z0 < 0, òî tanω =
−
√
y20 + z20
x0

,

èíà÷å tanω =

√
y20 + z20
x0

.

Ïðè ýòîì sign(cosω) = sign(−x0).
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c > 0
Âû÷èñëÿåì ïîñòîÿííûå èíòåãðàëîâ Ëàïëàñà

fx = vy0 · cz − vz0 · cy −
κx0
r0

,

fy = vz0 · cx − vx0
· cz −

κy0
r0

,

fz = vx0
· cy − vy0

· cx −
κz0
r0

,

f =
√
f2x + f2y + f2z .

Åñëè c2x + c2y = 0, òî Ω = 0,
à ω âû÷èñëÿåì èç ñîîòíîøåíèÿ

tanω =
fy
fx
,

ïðè ýòîì çíàê êîñèíóñà ω áåðåòñÿ ñîâïàäàþùèì ñî çíàêîì fx.
Èíà÷å âû÷èñëÿåì Ω è ω èç ñîîòíîøåíèé

tan Ω =
cx
−cy

, tanω =
cfz

fycx − fxcy
,

ãäå çíàêè êîñèíóñîâ áåðóòñÿ ðàâíûìè çíàêàì ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà-
ìåíàòåëåé â âûðàæåíèÿõ.
Äàëåå

tan i =

√
c2x + c2y

cz
,

çíàê cos i ñîâïàäàåò ñî çíàêîì cz.

Íàêîíåö, îïðåäåëÿåì ýêñöåíòðèñèòåò

e =
f

κ
.
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Äàëüíåéøèé õîä âû÷èñëåíèé ñíîâà çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííîé
èíòåãðàëà ýíåðãèè h:

h < 0 Ýëëèïòè÷åñêîå äâèæåíèå

a = −κ
h
, n =

√
κ

a3
.

h > 0 Ãèïåðáîëè÷åñêîå äâèæåíèå

a =
κ

h
, n =

√
κ

a3
.

h < 0 Ïàðàáîëè÷åñêîå äâèæåíèå

Åñëè c = 0 (ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå),

òî íàõîäèì a = r0(9/2)−1/3, n =

√
κ

a3
.

Èíà÷å îïðåäåëÿåì ñíà÷àëà q = r0/(1 + S2),

çàòåì n =

√
κ

2q3
.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïàðàáîëè÷åñêîãî äâèæåíèÿ òåðÿåò ñìûñë
áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû a. Â ñëó÷àå ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ îòñóò-
ñòâóåò ïîíÿòèå ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ òåëà äî ïðèòÿãèâàþùåãî öåí-
òðà. Â ïðÿìîëèíåéíîì ïàðàáîëè÷åñêîì äâèæåíèè âìåñòî ýëåìåíòà n
ìîæíî çàäàâàòü ïàðàìåòð

a = r0(9/2)−1/3,

òàê, ÷òî
n =

√
κ

a3
.
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