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Îãëàâëåíèå.

Ãëàâà 2. Ïðîñòåéøèå ìåõàíè÷åñêèå ìîäåëè â íåáåñíîé ìåõàíè-
êå.

2.33. Çàäà÷à äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ.

Îáùèå ñâåäåíèÿ.
Çàäà÷à äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ ñîñòîèò â èçó÷åíèè äâèæåíèÿ

ïàññèâíî ãðàâèòèðóþùåé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, ïðèòÿãèâàåìîé äâóìÿ
íåïîäâèæíûìè òî÷å÷íûìè ìàññàìè ïî çàêîíó Íüþòîíà.

Íåïîäâèæíûå òî÷å÷íûå ìàññû íàçûâàþòñÿ ïðèòÿãèâàþùèìè öåí-
òðàìè.

Â ïðÿìîóãîëüíîé áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz ñ íà-
÷àëîì â öåíòðå ìàññ O íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñ ìàññàìè m1 è m2 è ñ îñüþ
àáñöèññ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòè òî÷êè, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ ïàññèâíî ãðàâèòèðóþùåé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè (ïðåíåáðåæè-
ìî ìàëîé èëè íóëåâîé ìàññû) è ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ U çàäà÷è èìåþò âèä:

d2x

dt2
=

dU

dx
,

d2y

dt2
=

dU

dy
,

d2z

dt2
=

dU

dz
,

U = G
(m1

r1
+

m2

r2

)
.

Çäåñü x, y, z � êîîðäèíàòû ïàññèâíî ãðàâèòèðóþùåé ìàòåðèàëüíîé
òî÷êè,

G � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ,
m1 è m2 � ìàññû íåïîäâèæíûõ ïðèòÿãèâàþùèõ òî÷åê,
r1 è r2 � ðàññòîÿíèÿ îò äâèæóùåéñÿ òî÷êè äî ïðèòÿãèâàþùèõ öåí-

òðîâ:

r1 =
√

(x− x1)2 + y2 + z2, r2 =
√

(x− x2)2 + y2 + z2,

x1 = − 2 c m2

m1 + m2
, x2 =

2 c m1

m1 + m2
,

ãäå c � ïîñòîÿííàÿ, ðàâíàÿ ïîëîâèíå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïðèòÿãèâàþ-
ùèìè öåíòðàìè.
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Çàäà÷à äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ îòíîñèòñÿ ê èíòåãðèðóåìûì çà-
äà÷àì íåáåñíîé ìåõàíèêè. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ìîæíî ïîëó÷èòü â êâàä-
ðàòóðàõ ìåòîäîì Ãàìèëüòîíà-ßêîáè.

Ðåøåíèå çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ ïðè
èçó÷åíèè äâèæåíèÿ ìàëîãî òåëà ñîëíå÷íîé ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè ïëà-
íåòû. Îðáèòó ïàññèâíî ãðàâèòèðóþùåé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, îïðåäåëÿ-
åìóþ ðåøåíèåì çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ, ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ïðîìåæóòî÷íóþ èëè íåâîçìóùåííóþ îðáèòó â îãðàíè÷åííîé
çàäà÷å òðåõ òåë, èñïîëüçóÿ ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.

Ðåøåíèå çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ.
Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïàññèâíî ãðàâèòèðóþùåé ìà-

òåðèàëüíîé òî÷êè ñ íóëåâîé ìàññîé óäîáíåå âûïîëíÿòü â ýëëèïñîèäàëü-
íûõ êîîðäèíàòàõ λ, µ, w, ñâÿçàííûõ ñ ââåäåííûìè ðàíåå ïðÿìîóãîëü-
íûìè êîîðäèíàòàìè x, y, z ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

x = c λµ +
c (m1 −m2)

m1 + m2
,

y = c
√

(λ2 − 1)(1− µ2) cos w,

z = c
√

(λ2 − 1)(1− µ2) sin w,

+1 ≤ λ < +∞
−1 ≤ µ ≤ +1

0 ≤ w ≤ 2π

Ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ è ðàññòîÿíèÿ äî ïðèòÿãèâàþùèõ öåíòðîâ â íîâûõ
ïåðåìåííûõ áóäóò èìåòü âèä:

U =
G

c
· (m1 + m2)λ− (m1 −m2)µ

λ2 − µ2
,

r1 = c (λ + µ),

r2 = c (λ− µ),

ãäå G � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, c � ïîñòîÿííàÿ, ðàâíàÿ ïîëîâèíå
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïðèòÿãèâàþùèìè öåíòðàìè.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè T :

T =
1
2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2) =

c2(λ2 − µ2)
4

[
λ̇2

λ2 − 1
+

µ̇2

1− µ2

]
+

+
c2(λ2 − 1)(1− µ2)ẇ2

2
,

2



â êîòîðîì èñïîëüçîâàíû îáùåïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ
îò êîîðäèíàò ïî âðåìåíè, ââåäåì îáîáùåííûå èìïóëüñû λ′, µ′, w′ îáû÷-
íûìè ôîðìóëàìè:

λ′ =
∂T

∂λ̇
=

c2

2
· λ2 − µ2

λ2 − 1
λ̇,

µ′ =
∂T

∂µ̇
=

c2

2
· λ2 − µ2

1− µ2
µ̇,

w′ =
∂T

∂ẇ
= c2 (λ2 − 1)(1− µ2)ẇ.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè ñ íóëåâîé ìàññîé â êàíîíè÷åñêèõ ïåðå-
ìåííûõ

λ, µ, w, λ′, µ′, w′

îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé Ãàìèëüòîíà:

dλ

dt
=

∂H

∂λ′
,

dλ′

dt
= −∂H

∂λ
,

dµ

dt
=

∂H

∂µ′
,

dµ′

dt
= −∂H

∂µ
,

dw

dt
=

∂H

∂w′
,

dw′

dt
= −∂H

∂w

ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé

H =
1
c2
· λ2 − 1
λ2 − µ2

λ′2 +
1
c2
· 1− µ2

λ2 − µ2
µ′2+

+
w′2

2c2(λ2 − 1)(1− µ2)
− G

c
· (m1 + m2)λ− (m1 −m2)µ

λ2 − µ2
.

Ýòà ñèñòåìà èíòåãðèðóåòñÿ ìåòîäîì Ãàìèëüòîíà-ßêîáè è èìååò ïåð-
âûå èíòåãðàëû

dλ

dt
=

√
Φ(λ)
J

,
dµ

dt
=

√
F (µ)
J

,
dw

dt
=

α3

c2(λ2 − 1)(1− µ2)
,

ãäå
J =

r1r2

2
=

1
2
c2(λ2 − µ2),

Φ(λ) = hc2λ4 +Gc(m1 +m2)λ3 +(α2−hc2)λ2−Gc(m1 +m2)λ− 1
2
α2

3−α2,
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F (µ) = hc2µ4 +Gc(m1−m2)µ3 +(α2 +hc2)µ2−Gc(m1−m2)µ− 1
2
α2

3−α2,

ãäå ÷åðåç h, α2, α3 îáîçíà÷åíû ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ââîäÿ íîâóþ íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ τ , ñâÿçàííóþ ñî âðåìåíåì t

äèôôåðåíöèàëüíûì ñîîòíîøåíèåì

dt = J dτ,

ðåøåíèå çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñëå-
äóþùèõ êâàäðàòóð:

∫
dλ√
Φ(λ)

= τ + C1,

∫
dµ√
F (µ)

= τ + C2,

α3

2

∫
λ2 − µ2

(λ2 − 1)(1− µ2)
dτ = w + C3,

ãäå C1, C2, C3 � ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ïîñëå îáðàùåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ íàõîäÿò ôóíêöèè λ(τ),

µ(τ), w(τ), êàê ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè âñïîìîãàòåëüíîé ïåðåìåííîé τ ,
à ïîñëå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ t:

dt

dτ
= J(λ, µ)

ïîëó÷àåì ñâÿçü τ ñî âðåìåíåì t. Îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæ-
íûõ öåíòðîâ çàâèñèò îò øåñòè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ. Áîëåå ïî-
äðîáíî èññëåäîâàíî äâèæåíèå â ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé íåïîäâèæíûå
öåíòðû. Ïîëó÷åíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ýëëèïñîèäàëüíûõ êîîðäèíàò
òî÷êè â çàâèñèìîñòè îò τ , èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî λ è µ âñåãäà ÿâëÿ-
þòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè τ . Â çàâèñèìîñòè îò ñîèçìåðèìîñòè
ïåðèîäîâ ýòèõ ôóíêöèé, äâèæåíèå áóäåò ëèáî ïåðèîäè÷åñêèì ïî τ ïî
çàìêíóòîé îðáèòå, ëèáî óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêèì ïî òðàåêòîðèè, çàïîë-
íÿþùåé âñþäó ïëîòíî íåêîòîðóþ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà λ , µ.

Â îáùåì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâåííûõ äâèæåíèé ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ
ýëëèïñîèäàëüíûõ êîîðäèíàò òî÷êè â çàâèñèìîñòè îò τ íå ïîëó÷åíû.
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