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Îãëàâëåíèå.

Ãëàâà 2. Ïðîñòåéøèå ìåõàíè÷åñêèå ìîäåëè â íåáåñíîé ìåõàíè-
êå.

2.34. Îáîáùåííàÿ çàäà÷à äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ.

Îáùèå ñâåäåíèÿ.
Îáîáùåííàÿ çàäà÷à äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ çàêëþ÷àåòñÿ â èçó-

÷åíèè äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå, ñèëîâàÿ
ôóíêöèÿ êîòîðîãî äàåòñÿ ôîðìóëîé

W =
Gm

2

[1 +
√−1 σ

r1
+

1−√−1 σ

r2

]
,

ãäå
r2
1 = x2 + y2 +

[
z − c (σ +

√−1)
]2

,

r2
2 = x2 + y2 +

[
z − c (σ −√−1)

]2
,

G � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ; m, c, σ � íåêîòîðûå âåùåñòâåííûå
ïîñòîÿííûå, à x, y, z �- ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû òî÷êè.

Ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó äâóõ êîìïëåêñ-
íî-ñîïðÿæåííûõ âåëè÷èí, ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé äåéñòâèòåëüíîé.

Èç âûðàæåíèÿ äëÿ ñèëîâîé ôóíêöèè âèäíî, ÷òî åå ìîæíî èíòåðïðå-
òèðîâàòü êàê ñèëîâóþ ôóíêöèþ çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ ñ
êîìïëåêñíûìè ìàññàìè

m

2
(1 +

√−1 σ),
m

2
(1−√−1 σ)

è ñ ìíèìûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó íèìè, ðàâíûì 2c
√−1.

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â
îáîáùåííîé çàäà÷å äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ ìîãóò áûòü ïðîèíòåãðè-
ðîâàíû (íàïðèìåð, ìåòîäîì Ãàìèëüòîíà-ßêîáè). Íî ðåøåíèå â êîíå÷-
íîì âèäå ìîæåò áûòü âûðàæåíî òîëüêî ñ ïîìîùüþ êâàäðàòóð.

Âàæíîå çíà÷åíèå îáîáùåííîé çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ â
íåáåñíîé ìåõàíèêå îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ ýòîé çàäà÷è
îïèñûâàåò ïðèòÿæåíèå ñæàòîé ïëàíåòû çíà÷èòåëüíî òî÷íåå, ÷åì ñèëî-
âàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è äâóõ òåë.
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2.31.7.1. Ðåøåíèå îáîáùåííîé çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ
öåíòðîâ.

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â îáîáùåííîé çàäà÷å äâóõ
íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ èìåþò âèä

dx

dt
=

dW

dx
,

dy

dt
=

dW

dy
,

dz

dt
=

dW

dz
,

ãäå x, y, z � ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû, t � âðåìÿ, W � ñèëîâàÿ ôóíê-
öèÿ.

Ýòè óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíû ìåòîäîì Ãàìèëüòîíà-
ßêîáè, åñëè ââåñòè ñôåðîèäàëüíûå êîîðäèíàòû ξ, η, ζ, ñâÿçàííûå ñ x ,
y, z ñîîòíîøåíèÿìè

x =
√

(ξ2 + c2)(1− η2) cos w,

y =
√

(ξ2 + c2)(1− η2) sin w,

z = cσ + ξη.

Ñóùåñòâóþò òðè ïåðâûõ èíòåãðàëà çàäà÷è

dξ

dt
=

√
Φ(ξ)
J

,
dη

dt
=

√
F (η)
J

, (1− η2)(ξ2 + c2)
dw

dt
= α3,

Φ(ξ) = (ξ2 + c2)(2α1ξ
2 + 2Gmξ − α2

2) + c2α2
3,

F (η) = (1− η2)(2α1c
2η2 − 2 G mc σ η + α2

2)− α2
3,

J = ξ2 + c2η2,

à α1, α2, α3 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
Ââîäÿ íîâóþ íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ τ ïîñðåäñòâîì óðàâíåíèÿ

dt = Jdτ,

ðåøåíèå îáîáùåííîé çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ ìîæíî çàïè-
ñàòü â âèäå ñëåäóþùèõ êâàäðàòóð:

∫
dξ√
Φ(ξ)

= τ + c1,

∫
dη√
F (η)

= τ + c2,

w = α3

∫
ξ2 + c2η2

(1− η2)(ξ2 + c2)
dτ + c3,
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ãäå c1, c2, c3 � ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîñëå îáðàùåíèÿ êâàäðà-
òóð íàõîäÿòñÿ ôóíêöèè ξ(τ), η(τ), w(τ), à ïîñëå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

dt

dτ
= J(ξ, η),

êîòîðîå ëåãêî âûðàæàåòñÿ â âèäå êâàäðàòóðû, ïîëó÷àåòñÿ ñâÿçü τ ñî
âðåìåíåì t.

Îáðàùåíèå âûïèñàííûõ çäåñü êâàäðàòóð � ýòî íåïðîñòàÿ çàäà÷à.
Îíî âûïîëíåíî â ðàáîòàõ Å.Ï.Àêñåíîâà, Å.À.Ãðåáåíèêîâà, Â.Ã.Äåìèíà.
Â èòîãå òî÷íîå ðåøåíèå îáîáùåííîé çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ
âûðàæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé â êîíå÷íîì âèäå ÷åðåç
τ , à ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèé ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåòðîâ c è σ òàêæå è ÷åðåç
âðåìÿ t.

2.31.7.2. Ïðèëîæåíèå ðåøåíèÿ îáîáùåííîé çàäà÷è äâóõ íå-
ïîäâèæíûõ öåíòðîâ.

Ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ îáîáùåííîé çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ
îáëàäàåò òåì çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì, ÷òî ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âû-
áîðå çíà÷åíèé ïîñòîÿííûõ m, c, σ îíà õîðîøî îïèñûâàåò ïðèòÿæåíèå
ñæàòîãî òåëà êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ. Ýòîò ôàêò óñïåøíî èñïîëüçóåòñÿ ïðè
ïîñòðîåíèè àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ñæàòîé ïëàíåòû,
â ÷àñòíîñòè, â òåîðèè äâèæåíèÿ ÈÑÇ.

Äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ óêàçàííûõ ñâîéñòâ ðåøåíèÿ îáðà-
òèìñÿ ê ðàçëîæåíèÿì ñèëîâûõ ôóíêöèé â ðÿäû ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíê-
öèÿì. Ïîñêîëüêó ãëàâíûì ïðîÿâëåíèåì íåñôåðè÷íîñòè ëþáîé ïëàíåòû
îêàçûâàåòñÿ ñæàòèå âäîëü îñè âðàùåíèÿ, îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì
îñåñèììåòðè÷íûõ òåë.

Èòàê, ðàçëîæåíèå ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ îñåñèììåòðè÷íîãî
òåëà â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì èìååò âèä

U =
Gm

r

∞∑

k=0

Ik

(
r0

r

)k

Pk

(z

r

)
,

r =
√

x2 + y2 + z2,

ãäå G � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, m � ìàññà òåëà; x, y, z � åãî ïðÿ-
ìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû, Pk(...) � ïîëèíîìû Ëåæàíäðà. Ñèñòåìà êî-
îðäèíàò çäåñü âûáðàíà ñïåöèàëüíûì îáðàçîì: íà÷àëî â öåíòðå ìàññû
òåëà, îñü z ïî îñè ñèììåòðèè. Â ýòîì ñëó÷àå ïàðàìåòðû r0, Ik (k =
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0, 1, 2, ...) ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè, êîòîðûå ïîëíîñòüþ îïèñûâàþò ïðè-
òÿæåíèå îñåñèììåòðè÷íîãî òåëà. Êðîìå òîãî, I0 = 1, I1 = 0. Íà ïðàêòè-
êå çíà÷åíèå r0 ïðèíèìàþò ðàâíûì ñðåäíåìó ýêâàòîðèàëüíîìó ðàäèóñó
ïëàíåòû.

Ñèëîâóþ ôóíêöèþ îáîáùåííîé çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ
òàêæå ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì

W =
Gm

r

∞∑

k=0

I ′k

(
r0

r

)k

Pk

(z

r

)
,

ãäå ïîñòîÿííûå I0 = 1, I1 = 0, à r0, I ′k (k = 2, 3, ...) ñâÿçàíû ñ c è σ
ñîîòíîøåíèÿìè

I ′2 = −
( c

r0

)2

(1 + σ2),

I ′3 = −2
( c

r0

)3

σ(1 + σ2),

. . .

I ′k =
1
2

( c

r0

)k[
(1 +

√−1 σ)(σ +
√−1)k + (1−√−1 σ)(σ −√−1)k

]
,

(k = 2, 3, ...).

Èç ôîðìû ðàçëîæåíèé âèäíî, ÷òî çíà÷åíèÿ c è σ ìîæíî âûáðàòü òàê,
÷òîáû âûïîëíèëèñü ðàâåíñòâà

I2 = I ′2, I3 = I ′3.

Ïðè ýòîì äîëæíî áûòü I2 < 0. Òîãäà ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé ôóíê-
öèè îáîáùåííîé çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ W è ñèëîâîé ôóíê-
öèè ðåàëüíîãî òåëà U ïðè k = 0, 1, 2, 3 ñîâïàäóò.

Äëÿ èçâåñòíûõ íàì ïëàíåò, â òîì ÷èñëå äëÿ Çåìëè, ãëàâíûì ïðî-
ÿâëåíèåì íåñôåðè÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ ñæàòèå ó ïîëþñîâ. Ïðè ýòîì âñåãäà
I2 < 0, à çíà÷åíèå I3 ïî ìîäóëþ âî ìíîãî ðàç ìåíüøå I2.

Äëÿ Çåìëè èç íàáëþäåíèé ÈÑÇ ïðè r0 = 6378.14 êì ïîëó÷åíû çíà-
÷åíèÿ:

I2 = −0.00108262683, I3 = 0.000002535635.

Äëÿ Çåìëè è äðóãèõ ïëàíåò ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè
ïðèòÿæåíèÿ ïðè k > 2 äàþò ñóùåñòâåííî ìåíüøèé âêëàä, ÷åì ïåðâûå
÷ëåíû. À ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè îáîáùåííîé çàäà÷è äâóõ
íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ ïðè k > 2 áûñòðî óáûâàþò. Ïîýòîìó ðåøåíèå
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îáîáùåííîé çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ õîðîøî îïèñûâàåò äâè-
æåíèå ñïóòíèêîâ ïëàíåò. Íà îñíîâå ýòîãî ðåøåíèÿ ðÿä àâòîðîâ óñïåøíî
ïîñòðîèëè äîñòàòî÷íî òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå òåîðèè äâèæåíèÿ èñêóñ-
ñòâåííûõ ñïóòíèêîâ Çåìëè.

2.31.7.3. Ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ îáîáùåííîé çàäà÷è äâóõ íåïî-
äâèæíûõ öåíòðîâ.

Ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ îáîáùåííîé çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ
îáû÷íî ïóáëèêóåòñÿ â ëèòåðàòóðå â ñëåäóþùåé ôîðìå:

W =
G ·m

2

[
1 +

√−1 σ

r1
+

1−√−1 σ

r2

]
,

ãäå
r2
1 = x2 + y2 +

[
z − c (σ +

√−1)
]2

,

r2
2 = x2 + y2 +

[
z − c (σ −√−1)

]2
,

G � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ; m, c, σ � íåêîòîðûå âåùåñòâåííûå
ïîñòîÿííûå, à x, y, z � ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû òî÷êè.

Òàêàÿ ôîðìà íåïðèãîäíà ïðè ðåøåíèè òåõ çàäà÷, â êîòîðûõ íåîáõî-
äèìî âû÷èñëÿòü êîìïîíåíòû ñèëû, äåéñòâóþùåé íà èññëåäóåìîå òåëî.
Òàêîå ñëó÷àåòñÿ, íàïðèìåð, ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ. Ïîýòîìó ïðèâîäèì çäåñü âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ îò
ñèëîâîé ôóíêöèè ïî êîîðäèíàòàì:

dW

dx
= −GmD

x

r3
,

dW

dy
= −GmD

y

r3
,

dW

dz
= −Gm

r3

[
Dz +

c (1 + σ2)B
Ag3

√
2

]
,

ãäå
D =

A2 − σB

Ag3
√

2
,

A =
√

a3 − 3ab2 + g3, B = b3 − 3a2b, g =
√

a2 + b2,

a = 1 +
( c

r

)2

(σ2 − 1)− 2σ
cz

r2
, b = 2σ

( c

r

)2

− 2cz

r2
,

r =
√

x2 + y2 + z2.
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Âû÷èñëåíèÿ ïî ïðèâåäåííûì çäåñü ôîðìóëàì ìîãóò áûòü ëåãêî
çàïðîãðàììèðîâàíû äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ îáîáùåííîé çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ.
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