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Îãëàâëåíèå.

Ãëàâà 3. Ìîäåëè äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë. Àíàëèòè÷åñêèå ìåòî-
äû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

3.1.1. Ïðèìåíåíèå òåîðèè âîçìóùåíèé.

3.1.1.1. Îáùàÿ ñõåìà ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé â íåáåñ-
íîé ìåõàíèêå.

Òåîðèÿ âîçìóùåíèé ïðèìåíÿåòñÿ âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ íàóêè. Îñíîâ-
íàÿ èäåÿ âñþäó îäíà è òà æå. Ðàçëè÷àþòñÿ ëèøü ôîðìû ìåòîäîâ è
âèä ôîðìóë. Ðàññìîòðèì çäåñü îäèí èç ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé â
ôîðìå, íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿåìîé â íåáåñíîé ìåõàíèêå.

Äëÿ ïðîñòîòû è íàãëÿäíîñòè èçëîæåíèÿ îñíîâíîé èäåè ìåòîäà îãðà-
íè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè, â êîòîðîé äâèæåíèå ìà-
òåðèàëüíîé òî÷êè îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè âèäà

d2x

dt2
=

∂U

∂x
,

d2y

dt2
=

∂U

∂y
,

d2z

dt2
=

∂U

∂z
, (1)

ãäå x, y, z � êîîðäèíàòû ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â íåêîòîðîé ñèñòåìå ïðÿ-
ìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò, t � âðåìÿ, à U � ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ. Êàê ïðà-
âèëî, â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ èìååò òàêîé âèä, ÷òî
òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íàéòè íåâîçìîæíî.

Îñíîâíàÿ èäåÿ òåîðèè âîçìóùåíèé çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ðàç-
ëîæèì ñèëîâóþ ôóíêöèþ íà äâà ñëàãàåìûõ

U = V + R

ïðè ñîáëþäåíèè ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:
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1. Ïîñëå çàìåíû â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ñèëîâîé ôóêíêöèè U íà
ôóíêöèþ V ìîæåò áûòü íàéäåíî èõ îáùåå àíàëèòè÷åñêîå ðåøå-
íèå.

2. Ïî êðàéíåé ìåðå â îáëàñòè ðàññìàòðèâàåìîãî äâèæåíèÿ âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî |R| ¿ |V | .

Ðàçóìååòñÿ, íå â ëþáîé çàäà÷å òàêîå ðàçáèåíèå âîçìîæíî. Ïî êðàé-
íåé ìåðå âûïîëíåíèå ïåðâîãî óñëîâèÿ óæå ïîçâîëÿåò ôîðìàëüíî ñòðî-
èòü ðåøåíèå ïåðâîíà÷àëüíûõ óðàâíåíèé (1) ìåòîäàìè òåîðèè âîçìóùå-
íèé. Îäíàêî ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñëó÷àè, êîãäà âûïîë-
íÿåòñÿ òàêæå è âòîðîå óñëîâèå.

Óðàâíåíèÿ
d2x

dt2
=

∂V

∂x
,

d2y

dt2
=

∂V

∂y
,

d2z

dt2
=

∂V

∂z
(2)

íàçûâàþò óðàâíåíèÿìè íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ, èñõîäíûå óðàâíå-
íèÿ (1) � óðàâíåíèÿìè âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ, à R � âîçìóùàþùåé
ôóíêöèåé. Èñõîäíûå óðàâíåíèÿ (1) ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå

dx
dt = ẋ, dy

dt = ẏ, dz
dt = ż,

dẏ
dt = ∂(V +R)

∂y , dż
dt = ∂(V +R)

∂z , dẋ
dt = ∂(V +R)

∂x ,
(3)

ãäå ïåðåìåííûå x, y, z, ẋ, ẏ, ż ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè ôóíêöèÿìè.
Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ áóäåò èìåòü

âèä
x = x(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),
y = y(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),
z = z(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),
ẋ = ẋ(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),
ẏ = ẏ(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),
ż = ż(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),

(4)

ãäå c1, c2, c3, c4, c5, c6 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
Â ìåòîäå òåîðèè âîçìóùåíèé ïîñëåäíèå ôîðìóëû èñïîëüçóþòñÿ êàê

ôîðìóëû çàìåíû ïåðåìåííûõ x, y, z, ẋ, ẏ, ż íà ïåðåìåííûå c1, c2, c3, c4,
c5, c6 â óðàâíåíèÿõ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ (3). Çàìåíÿþòñÿ çàâèñè-
ìûå ïåðåìåííûå � èñêîìûå ôóíêöèè. Â èòîãå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àþò
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî
íîâûõ ïåðåìåííûõ c1, c2, c3, c4, c5, c6 â âèäå

dci

dt
= Ai(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6), (i = 1, 2, 3, 4, 5, 6) (5)
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Òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèÿ òàêæå, êàê è óðàâíå-
íèé (1), íàéòè íåâîçìîæíî. Îäíàêî îíè èìåþò îäíî î÷åâèäíîå ïðåèìó-
ùåñòâî. Åñëè â óðàâíåíèÿõ (3) ïîëîæèòü R = 0, òî îíè ïðåâðàòÿòñÿ
â óðàâíåíèÿ (2), à â ñîîòâåòñòâóþùåì ðåøåíèè (4) àðãóìåíòû c1, c2,
c3, c4, c5, c6 áóäóò ïîñòîÿííûìè âåëè÷èíàìè. Ñëåäîâàòåëüíî â ïðåîáðà-
çîâàííûõ óðàâíåíèÿõ (5) ïðàâûå ÷àñòè îêàæóòñÿ ðàâíûìè íóëþ. Ïðè
R íå ðàâíîé íóëþ è ñîáëþäåíèè âòîðîãî óñëîâèÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðèè
âîçìóùåíèé |R| ¿ |V | ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (5) áóäóò ñîäåðæàòü
ìíîæèòåëåì íåêîòîðûé ìàëûé ïàðàìåòð. Ýòî ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ïðè-
áëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ìåòîäîì ìàëî-
ãî ïàðàìåòðà. Óñïåõ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà çàâèñèò â
ïåðâóþ î÷åðåäü îò âåëè÷èíû ñàìîãî ìàëîãî ïàðàìåòðà, òî åñòü îò îò-
íîøåíèÿ |R|/|V |. Ïîýòîìó ïðè ðàçëîæåíèè ñèëîâîé ôóíêöèè U íà äâà
ñëàãàåìûõ V è R åñòåñòâåííî ñòðåìëåíèå óìåíüøèòü âåëè÷èíó |R| ïðè
ñîõðàíåíèè ïåðâîãî óñëîâèÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé.

Â ðàçíîîáðàçèè çàäà÷ íåáåñíîé ìåõàíèêè âèä óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé ìîæåò áûòü ðàçëè÷íûì,
îäíàêî îáùàÿ ñõåìà èçëîæåííîãî çäåñü ïîäõîäà ñîõðàíÿåòñÿ.

3.1.1.2. Îáñòîÿòåëüñòâà â äâèæåíèè ðåàëüíûõ íåáåñíûõ òåë,
ïîçâîëÿþùèå ïðèìåíÿòü ìåòîäû òåîðèè âîçìóùåíèé.

Â îáùåì ñëó÷àå ïðè ðàññìîòðåíèè äâèæåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà
íåáåñíûõ òåë ñîâñåì íå î÷åâèäíî, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïðèìåíåíèÿ
ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé. Îäíàêî â ñîîòíîøåíèÿõ ðàçìåðîâ áîëü-
øèíñòâà ðåàëüíûõ íåáåñíûõ òåë, ðàññòîÿíèé ìåæäó íèìè è ñâîéñòâàõ
èõ äâèæåíèÿ ñóùåñòâóåò îïðåäåëåííàÿ èåðàðõèÿ. Ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ
ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû è ïî÷òè âñåõ èõ ñïóòíèêîâ óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì, íåîáõîäèìûì äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìåòîäàìè
òåîðèè âîçìóùåíèé. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî êîíêðåòíûõ ñëó÷àåâ, êîòî-
ðûå ïðèâîäÿò ê ôóíäàìåíòàëüíûì çàäà÷àì òåîðèè äâèæåíèÿ òåë Ñîë-
íå÷íîé ñèñòåìû.

Ñíà÷àëà óïðîñòèì ðàññìîòðåíèå ñèñòåìû Ñîëíöà, ïëàíåò è ñïóòíè-
êîâ, ïîëàãàÿ, ÷òî âñå ýòè òåëà ÿâëÿþòñÿ ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè. Òîãäà
ê íèì ïîäîéäåò ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è î äâèæåíèè n+1 ìàòåðè-
àëüíîé òî÷êè. Ñðåäè ýòèõ òî÷åê áóäóò Ñîëíöå, ïëàíåòû è èõ ñïóòíèêè.
Ïîìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò â îäíó èç íèõ. Îïèøåì äâèæåíèå ñèñòåìû
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n + 1 ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê óðàâíåíèÿìè îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ

d2xi

dt2
=

∂(Vi + Ri)
∂xi

,
d2yi

dt2
=

∂(Vi + Ri)
∂yi

,
d2zi

dt2
=

∂(Vi + Ri)
∂zi

, (6)

ãäå

Vi =
G(m0 + mi)

ri
, Ri = G

n∑

j=1

′
mj

(
1

∆ij
− xixj + yiyj + zizj

r3
j

)
,

∆ij =
√

(xj − xi)2 + (yj − yi)2 + (zj − zi)2, ri =
√

x2
i + y2

i + z2
i ,

G � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, xi, yi, zi,mi (i = 1, 2, ..., n) � ïðÿ-
ìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû è ìàññû òåë, ñîîòâåòñòâåííî, à m0 � ìàññà
öåíòðàëüíîãî òåëà. Øòðèõ ó çíàêà ñóììû îçíà÷àåò, ÷òî îòñóòñòâóåò
ñëàãàåìîå ïðè j = i.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.
Ïëàíåòíàÿ çàäà÷à.
Áóäåì èçó÷àòü äâèæåíèå n ïëàíåò ïî äåéñòâèåì ïðèòÿæåíèÿ Ñîëí-

öà è èõ âçàèìíîãî ïðèòÿæåíèÿ. Ìàëûì âëèÿíèåì äðóãèõ òåë ïðåíåáðå-
æåì. Â óðàâíåíèÿõ îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ öåíòðàëüíûì òåëîì áóäåò
Ñîëíöå. Â äàííîì ñëó÷àå äëÿ óðàâíåíèé íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ïðè
Ri = 0 (i = 1, 2, ..., n) èçâåñòíî îáùåå ðåøåíèå, òàê êàê ñèñòåìà óðàâ-
íåíèé ðàñïàäàåòñÿ íà n íåçàâèñèìûõ ñèñòåì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äâóõ
òåë, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ èçâåñòíî îáùåå ðåøåíèå. Òàêèì îáðàçîì
ïåðâîå óñëîâèå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé âûïîëíÿåòñÿ.
Ïðîâåðèì òåïåðü âûïîëíåíèå âòîðîãî óñëîâèÿ. Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå
Ri/Vi. Èç óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñëåäóåò

Ri

Vi
=

n∑

j=1

′
mj

m0 + mi

[
ri

∆ij
− ri(xixj + yiyj + zizj)

r3
j

]
. (7)

Çäåñü i = 1, 2, ..., n.
Ïàðàìåòðû îðáèò äåâÿòè áîëüøèõ ïëàíåò òàêîâû, ÷òî ïëàíåòû íå

èñïûòûâàþò íè òåñíûõ ñáëèæåíèé ñ Ñîëíöåì, íè òåñíûõ âçàèìíûõ
ñáëèæåíèé. Ïîýòîìó âåëè÷èíû xi, yi, zi,∆ij , ri ìîæíî ñ÷èòàòü âåëè÷è-
íàìè ïðèìåðíî îäíîãî ïîðÿäêà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñëàãàåìûå â ôîð-
ìóëå (7) èìåþò ìíîæèòåëè

mj

m0 + mi
,
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êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè ïàðàìåòðàìè â ñèëó ìàëîñòè ìàññ ïëàíåò ïî
ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé Ñîëíöà. Òàêèì îáðàçîì âûïîëíåíèå âòîðîãî óñëî-
âèÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé â ïëàíåòíîé çàäà÷å îáåñ-
ïå÷èâàåòñÿ ìàëîñòüþ ìàññ ïëàíåò ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé Ñîëíöà. Ïðè
ðåøåíèè óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ (5) ìàëûìè ïàðàìåòðàìè
áóäóò îòíîøåíèÿ

εj =
mj

m0
(j = 1, 2, ..., n) .

Ñïóòíèêîâàÿ çàäà÷à.
Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ñèñòåìû ñïóòíèêîâ ïëàíåòû ïî äåéñòâèåì

ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû, Ñîëíöà è âçàèìíîãî ïðèòÿæåíèÿ ñïóòíèêîâ. Ïðè-
òÿæåíèåì äðóãèõ ïëàíåò ïðåíåáðåæåì â ñèëó èõ óäàëåííîñòè. Ïðèòÿ-
æåíèåì Ñîëíöà, íåñìîòðÿ íà åãî óäàëåííîñòü, ïðåíåáðå÷ü íåëüçÿ, òàê
êàê îíî èìååò áîëüøóþ ìàññó. Â óðàâíåíèÿõ îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ
öåíòðàëüíûì òåëîì áóäåò ïëàíåòà. Ñ íåé è ñîâìåñòèì íà÷àëî êîîðäè-
íàò. Ñîëíöå áóäåì ñ÷èòàòü òåëîì íîìåð 1 (i = 1). Óðàâíåíèÿ ïðè i = 1
ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì, òàê êàê îíè îïðåäåëÿþò îòíîñèòåëüíîå äâè-
æåíèå ïëàíåòû è Ñîëíöà.

Â ðàññìàòðèâàåìîé ñïóòíèêîâîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèé íåâîçìóùåí-
íîãî äâèæåíèÿ ïðè Ri = 0 (i = 2, 3, ..., n) òàêæå èçâåñòíî îáùåå ðåøå-
íèå, òàê êàê ñèñòåìà óðàâíåíèé ðàñïàäàåòñÿ íà íåçàâèñèìûå ñèñòåìû
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äâóõ òåë. Òàêèì îáðàçîì ïåðâîå óñëîâèå ïðèìå-
íåíèÿ ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé âûïîëíÿåòñÿ. Ïðîâåðèì òåïåðü âû-
ïîëíåíèå âòîðîãî óñëîâèÿ. Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

Ri

Vi
=

n∑

j=1

′
mj

m0 + mi

[
ri

∆ij
− ri(xixj + yiyj + zizj)

r3
j

]
(8)

äëÿ i = 2, ..., n. Ìàëîñòü ñëàãàåìûõ ïðè j = 2, ..., n òàêæå, êàê è â ïëà-
íåòíîé çàäà÷å, îáåñïå÷èâàåòñÿ ìàëîñòüþ ìàññ ñïóòíèêîâ mj ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ìàññîé ïëàíåòû m0. Ñëàãàåìîå ïðè j = 1 (âëèÿíèå ïðèòÿæåíèÿ
Ñîëíöà) òðåáóåò îñîáîãî ðàññìîòðåíèÿ. Îáîçíà÷èì ýòî ñëàãàåìîå â âå-
ëè÷èíå Ri ÷åðåç (Ri)1 , à â âåëè÷èíå Ri

Vi
� ÷åðåç (Ri

Vi
)1.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

xix1 + yiy1 + ziz1 = rir1 cos H1i, ∆2
i1 = r2

i + r2
1 − 2 rir1 cosH1i.

Çäåñü ri � ïëàíåòîöåíòðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ñïóòíèêà, r1 � ãåëèîöåí-
òðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ïëàíåòû, à H1i � óãîë ìåæäó ïëàíåòîöåíòðè-
÷åñêèìè íàïðàâëåíèÿìè íà ñïóòíèê è íà Ñîëíöå. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîêà
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ñïóòíèê îñòàåòñÿ ñïóòíèêîì ïëàíåòû, îòíîøåíèå ri/r1 áóäåò ìàëûì.
Ðàçëîæèì âåëè÷èíó 1

∆i1
, à çàòåì è (Ri)1 â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïà-

ðàìåòðà ri/r1. Áóäåì èìåòü

(Ri)1 = G m1
1
r1

[
1 +

(
ri

r1

)2 (
3
2

cos2 H1i − 1
2

)
+ ...

]
,

ãäå íåâûïèñàííûå ÷ëåíû èìåþò áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê ìàëîñòè, ÷åì
( ri

r1
)2.
Âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ Ri âõîäèò â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òîëüêî

ïîä çíàêîì ïðîèçâîäíûõ ïî xi, yi, zi. Ïðîèçâîäíûå îò ïåðâîãî ñëàãàå-
ìîãî äàäóò íóëü. Ïîýòîìó åãî ìîæíî îïóñòèòü. Îñòàâëÿÿ òîëüêî ñàìîå
ñóùåñòâåííîå ñëàãàåìîå â ðàçëîæåíèè, ïîëó÷èì

(Ri)1 = G m1
r2
i

r3
1

(
3
2

cos2 H1i − 1
2

)
.

Òîãäà ïðåíåáðåãàÿ ìàññîé ñïóòíèêà mi ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé ïëàíå-
òû m0 ñëàãàåìîå â âåëè÷èíå Ri

Vi
, îáóñëîâëåííîå ïðèòÿæåíèåì Ñîëíöà,

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
(

Ri

Vi

)

1

=
m1

m0

r3
i

r3
1

(
3
2

cos2 H1i − 1
2

)
.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìàññà Ñîëíöà m1 âî ìíîãî ðàç áîëüøå ìàññû
ïëàíåòû m0, îòíîøåíèå (Ri

Vi
)1 äëÿ ñïóòíèêîâ ïëàíåò îêàçûâàåòñÿ ìà-

ëîé âåëè÷èíîé çà ñ÷åò òîãî, ÷òî ðàññòîÿíèÿ ñïóòíèêîâ äî ïëàíåòû ri

ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿíèåì r1 ïëàíåòû äî Ñîëíöà. Òàêèì îá-
ðàçîì, âûïîëíåíèå âòîðîãî óñëîâèÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ òåîðèè âîçìó-
ùåíèé â ñïóòíèêîâîé çàäà÷å îáåñïå÷èâàåòñÿ ìàëîñòüþ ìàññ ñïóòíèêîâ
m2,m3, ..., mn ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé ïëàíåòû m0, à òàêæå ìàëîñòüþ
ðàññòîÿíèé ñïóòíèêîâ äî ïëàíåòû ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿíèåì ïëàíå-
òû äî Ñîëíöà. Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ (5)
èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ìàëûå ïàðàìåòðû:

εj =
mj

m0
, ε′j =

m1

m0

r3
j

r3
1

(j = 2, 3, ..., n).

Çàäà÷à î äâèæåíèè ñïóòíèêà íåñôåðè÷íîé ïëàíåòû.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðèìåð äâèæåíèÿ â çàäà÷å äâóõ òåë, êîãäà îäíî

èç òåë (ñïóòíèê) ìîæíî ñ÷èòàòü ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé, à äðóãîå (ïëàíå-
òà) ñîçäàåò íåöåíòðàëüíîå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
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ñïóòíèêà â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

d2x

dt2
=

∂(V + R)
∂x

,
d2y

dt2
=

∂(V + R)
∂y

,
d2z

dt2
=

∂(V + R)
∂z

, (9)

ãäå
V =

G m

r
, R =

G m

r
J X(x, y, z),

x, y, z � ïëàíåòîöåíòðè÷åñêèå ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû ñïóòíèêà, m
- ìàññà ïëàíåòû, G � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, r =

√
x2 + y2 + z2,

J � ïîñòîÿííûé ïàðàìåòð, à X(x, y, z) � íåêîòîðàÿ èçâåñòíàÿ ôóíê-
öèÿ. Ïîñëåäíèìè äâóìÿ âåëè÷èíàìè ìîæíî ðàñïîðÿäèòüñÿ òàê, ÷òîáû
ôóíêöèÿ X(x, y, z) â îáëàñòè äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ïðèíèìàëà çíà÷åíèÿ,
íå ìíîãî îòëè÷àþùèåñÿ îò åäèíèöû. Ïàðàìåòð J â ýòîì ñëó÷àå áóäåò
õàðàêòåðèçîâàòü îòëè÷èå ïëàíåòû îò øàðà ñ êîíöåíòðè÷åñêèì ðàñïðå-
äåëåíèåì ïëîòíîñòè. Èçâåñòíûå ãðàâèòàöèîííûå ïîëÿ Çåìëè, äðóãèõ
ïëàíåò è ìíîãèõ åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò
ïîëÿ ïðèòÿæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Ïîýòîìó çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà J
îêàçûâàþòñÿ ìàëûìè. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ìåòîäîâ
òåîðèè âîçìóùåíèé â äàííîì ñëó÷àå òàêæå âûïîëíÿþòñÿ, à J ÿâëÿåòñÿ
õàðàêòåðíûì ìàëûì ïàðàìåòðîì.

Ôîðìû áîëüøèõ ïëàíåò è èõ îñíîâíûõ ñïóòíèêîâ áëèçêè ê ôîð-
ìå ñæàòîãî îñåñèììåòðè÷íîãî òåëà. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà J
áåðåòñÿ êýôôèöèåíò ïðè âòîðîé çîíàëüíîé ãàðìîíèêå ðàçëîæåíèÿ ñè-
ëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì.

Äðóãèå ñëó÷àè ïðèìåíåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé.
Ðàññìîòðåííûå âûøå êîíôèãóðàöèè íåáåñíûõ òåë ÿâëÿþòñÿ ëèøü

ïðèìåðàìè ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèìåíåíèé òåîðèè âîçìóùåíèé â íåáåñ-
íîé ìåõàíèêå. Îòìåòèì çäåñü òîëüêî åùå îäíó ãðóïïó çàäà÷, êîãäà â
êà÷åñòâå íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Âîçìóùåííîå äâèæåíèå ïðîèñõîäèò âáëèçè ýòî-
ãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ. Ìàëûå ïàðàìåòðû â òàêèõ çàäà÷àõ õàðàêòåðèçó-
þò ðàçíîñòè êîîðäèíàò â âîçìóùåííîì è íåâîçìóùåííîì äâèæåíèÿõ, à
äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè òåîðèè âîçìóùåíèé ÿâëÿåòñÿ
ñîõðàíåíèå ìàëîñòè ýòèõ ðàçíîñòåé ïî êðàéíåé ìåðå íà èññëåäóåìîì
èíòåðâàëå âðåìåíè.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ðàçëè÷íûõ ìàëûõ ïàðàìåòðîâ â çàäà÷àõ íåáåñ-
íîé ìåõàíèêè ñëåäóåò îòëè÷àòü ïàðàìåòðû, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò
ìàëîñòü âîçìóùàþùåé ôóíêöèè. Âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò ðàç-
ëàãàòüñÿ â ðÿäû ïî ñòåïåíÿì òàêæå è äðóãèõ ìàëûõ ïàðàìåòðîâ. Ýòî
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÷àñòî äåëàåòñÿ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âîçìîæíîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé âîç-
ìóùåííîãî äâèæåíèÿ â ôîðìå (5).

Îòìåòèì åùå ñëó÷àè, êîãäà ñèëû, äåéñòâóþùèå íà íåáåñíîå òåëî,
íå èìåþò ñèëîâîé ôóíêöèè. Ïðèìåðîì òàêèõ ñèë ñëóæèò ñèëà ñîïðî-
òèâëåíèÿ àòìîñôåðû, äåéñòâóþùàÿ íà èñêóññòâåííûé ñïóòíèê Çåìëè.
Â òàêèõ ñëó÷àÿõ èñõîäíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ïðÿìîóãîëüíûõ êî-
îðäèíàòàõ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

d2x

dt2
= Vx + Rx,

d2y

dt2
= Vy + Ry,

d2z

dt2
= Vz + Rz, (10)

ãäå ñëàãàåìûå Vx, Vy, Vz äîëæíû âûáèðàòüñÿ òàê, ÷òîáû ìîæíî áû-
ëî íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïðè îòáðàñûâàíèè ñëà-
ãàåìûõ Rx, Ry, Rz. Ýòè ïîñëåäíèå ñëàãàåìûå íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòà-
ìè âîçìóùàþùåãî óñêîðåíèÿ. Äëÿ âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ òåîðèè
âîçìóùåíèé íåîáõîäèìî, ÷òîáû Rx, Ry, Rz áûëè ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ
Vx, Vy, Vz .
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