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Îãëàâëåíèå.

3.5.2. Âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ, îáóñëîâëåííàÿ íåñôåðè÷-
íîñòüþ ïëàíåòû.

Îäíîé èç îñíîâíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ìîäåëåé íåáåñíîé ìåõàíèêè ÿâëÿ-
åòñÿ ñïóòíèêîâàÿ çàäà÷à. Îíà ôîðìóëèðóåòñÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé çà-
äà÷è î äâèæåíèè òðåõ è áîëåå ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Îäíàêî â ïðàêòè÷å-
ñêèõ çàäà÷àõ î äâèæåíèè ñóùåñòâóþùèõ åñòåñòâåííûõ è èñêóññòâåííûõ
ñïóòíèêîâ ïëàíåò öåíòðàëüíîå òåëî, ò. å. ïëàíåòà, íå ìîæåò ðàññìàòðè-
âàòüñÿ êàê ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà, ïîñêîëüêó âëèÿíèå åå íåñôåðè÷íîñòè
îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííûì.

Òà ÷àñòü ñèëîâîé ôóíêöèè ñïóòíèêîâîé çàäà÷è, êîòîðàÿ îáóñëîâëå-
íà ïðèòÿæåíèåì ïëàíåòû, ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ ïðè-
òÿæåíèÿ íåñôåðè÷íîãî òåëà êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ.

Äâèæåíèå ñïóòíèêà ïëàíåòû ðàññìàòðèâàþò â ñèñòåìå ïðÿìîóãîëü-
íûõ êîîðäèíàò O, x, y, z ñ íà÷àëîì â öåíòðå ìàññ ïëàíåòû. Îñè íàïðàâ-
ëÿþò ïàðàëëåëüíî îñÿì íåêîòîðîé àáñîëþòíîé (íåâðàùàþùåéñÿ) ñèñòå-
ìû êîîðäèíàò. Îáû÷íî îñü z íàïðàâëÿþò ïî íàïðàâëåíèþ îñè âðàùåíèÿ
ïëàíåòû. Íàïðàâëåíèå îñè x âûáèðàþò ñïåöèàëüíî â ðàçíûõ ïðàêòè-
÷åñêèõ çàäà÷àõ. ×àùå âñåãî âûáèðàþò ëèíèþ ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè
ýêâàòîðà è ïëîñêîñòè îðáèòû ïëàíåòû. Ïîñêîëüêó â ðåàëüíûõ óñëîâè-
ÿõ îáå ïëîñêîñòè ìåäëåííî ïîâîðà÷èâàþòñÿ, òî îñè ñèñòåìû êîîðäèíàò
ñâÿçûâàþò ñ ïîëîæåíèÿìè ïëîñêîñòåé ýêâàòîðà è îðáèòû â íåêîòîðûé
ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïðè áîëåå òî÷íîì ðàññìîòðåíèè îð-
áèòàëüíîå äâèæåíèå ïëàíåòû íå ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì. Òîãäà â êà÷åñòâå
ïëîñêîñòè îðáèòû áåðóò íåêîòîðóþ óñëîâíóþ ïëîñêîñòü, âáëèçè êîòî-
ðîé äâèæåòñÿ ïëàíåòà. Áîëåå ïîäðîáíî î âûáîðå ñèñòåìû êîîðäèíàò
íàïèñàíî â ïàðàãðàôå 2.52.

Äëÿ ïðèáëèæåííîé òåîðèè äâèæåíèÿ ñïóòíèêà è â êà÷åñòâå îñíîâû
òî÷íîé òåîðèè ðàññìàòðèâàþò ñëåäóþùóþ ìîäåëü ñèñòåìû êîîðäèíàò.
Îñü ðàâíîìåðíîãî âðàùåíèÿ ïëàíåòû ñ÷èòàåòñÿ íåïîäâèæíîé, è îñü z
íàïðàâëÿþò ïî ýòîé îñè.
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Ãðàâèòàöèîííîå ïîëå ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû ñîçäàåòñÿ êàæäîé åå ÷à-
ñòèöåé. Ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè âåùåñòâà ïëàíåòû ÷àùå âñåãî íåèç-
âåñòíî. Ïîýòîìó ñèëîâóþ ôóíêöèþ ïðèòÿæåíèÿ íåñôåðè÷íîé ïëàíåòû
ðàçëàãàþò â ðÿä ïî ëèíåéíîìó ìíîæåñòâó îðòîãîíàëüíûõ ôóíêöèé, à
êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ íàõîäÿò èç íàáëþäåíèé äâèæåíèÿ ñïóòíè-
êîâ, ãðàâèòàöèîííûõ èçìåðåíèé íà ïîâåðõíîñòè ïëàíåòû è äàííûõ î
ôîðìå ïëàíåòû.

Âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ íåñôå-
ðè÷íîé ïëàíåòû, ïðèâåäåííûì â ïàðàãðàôå 2.52. Ýòî ðàçëîæåíèå îïè-
ñûâàåòñÿ ôîðìóëîé

U =
fm

r

[
1−

∞∑
n=2

(r0

r

)n

JnPn(sinϕ)+

+
∞∑

n=2

n∑

k=1

(r0

r

)n

P (k)
n (sin ϕ)(Cnk cos kλ + Snk sin kλ)

]
,

ãäå Pn(sinϕ) � ïîëèíîìû Ëåæàíäðà, P
(k)
n (sinϕ) � ïðèñîåäèíåííûå

ôóíêöèè Ëåæàíäðà, àðãóìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ sin ϕ. Ïîñòîÿííûå
êîýôôèöèåíòû Jn, Cnk, Snk êàê ðàç è çàäàþò ãðàâèòàöèîííîå ïîëå ïëà-
íåòû. Çäåñü èñïîëüçóþòñÿ ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû � öåíòðàëüíîå ðàñ-
ñòîÿíèå r, øèðîòà ϕ, äîëãîòà λ, ñîîòâåòñòâóþùèå âûáðàííîé íåâðàùà-
þùåéñÿ ñèñòåìîé êîîðäèíàò O, x, y, z. Âåëè÷èíà λ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîò-
íîøåíèåì

λ = λ− S, (1)
ãäå S � óãîë ïîâîðîòà íà÷àëüíîãî ìåðèäèàíà ïëàíåòû îòíîñèòåëüíî îñè
x. Â ñëó÷àå Çåìëè S ÿâëÿåòñÿ çâåçäíûì âðåìåíåì. Ïðèáëèæåííî ìîæíî
ñ÷èòàòü

S = Ṡ(t− t0) + S0 ,

ãäå Ṡ, t0, S0 � èçâåñòíûå ïîñòîÿííûå, à t � âðåìÿ.
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîãëàñíî òåîðèè âîçìóùåíèé íóæíî ðàçëîæèòü

ñèëîâóþ ôóíêöèþ íà äâà ñëàãàåìûõ

U = V + R,

ãäå V � îñíîâíàÿ ÷àñòü, à R � âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ. Ïðè ýòîì äîëæ-
íî áûòü èçâåñòíî îáùåå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ,
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â êîòîðûõ îñòàâëåíà òîëüêî îñíîâíàÿ ÷àñòü V . Â ñàìîì ïðîñòåéøåì
ñëó÷àå ïðèíèìàþò

V =
fm

r
,

Òîãäà îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ îïèñûâàåò-
ñÿ ôîðìóëàìè êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ, à âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ R,
îáóñëîâëåííàÿ íåöåíòðàëüíîñòüþ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ïëàíåòû, èìå-
åò âèä

R =
fm

r

[
−

∞∑
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(r0

r

)n

JnPn(sinϕ)+

+
∞∑
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n∑

k=1

(r0

r

)n

P (k)
n (sin ϕ)(Cnk cos kλ + Snk sin kλ)

]
.

Ñîãëàñíî ìåòîäàì òåîðèè âîçìóùåíèé òî÷íûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
â êîîðäèíàòàõ çàìåíÿþòñÿ íà óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ îòíî-
ñèòåëüíî íîâûõ ïåðåìåííûõ � ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû. Ñâÿçü
íîâûõ ïåðåìåííûõ è êîîðäèíàò îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëàìè îáùåãî ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèé íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ (ñ ñèëîâîé ôóíêöèåé V ), â
êîòîðûõ íîâûå ïåðåìåííûå èãðàþò ðîëü ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ �
ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû âîçìóùàþùàÿ ôóíê-
öèÿ äîëæíà áûòü âûðàæåíà ÷åðåç ýòè ýëåìåíòû. Òàêîé ïðîöåññ íàçûâà-
åòñÿ ðàçëîæåíèåì âîçìóùàþùåé ôóíêöèè, ïîñêîëüêó ôàêòè÷åñêè ïðî-
èçâîäÿòñÿ íîâûå ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì íîâûõ ìàëûõ ïàðàìåòðîâ.

Ðàññìîòðèì çäåñü, êàê ýòî äåëàåòñÿ â ñëó÷àå êåïëåðîâñêîé ïðîìå-
æóòî÷íîé îðáèòû ñïóòíèêà. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýëåìåíòàìè ïðî-
ìåæóòî÷íîé îðáèòû ÿâëÿþòñÿ:
a - áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû,
e - ýêñöåíòðèñèòåò,
i - íàêëîí,
M - ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ,
ω - óãëîâîå ðàññòîÿíèå ïåðèöåíòðà îò âîñõîäÿùåãî óçëà îðáèòû,
Ω - äëîãîòà óçëà,
ïðè÷åì ýëåìåíòû i, ω, Ω îòñ÷èòûâàþòñÿ â ñèñòåìå êîîðäèíàò O, x, y, z.

Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî îáúåäèíèì îáîçíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëî-
æåíèÿ Jn è Cnk, Snk ïóòåì äîîïðåäåëåíèÿ Cnk, Snk è ôóíêöèé P

(k)
n äëÿ

k = 0 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Cn0 = −Jn, Sn0 = 0 P (0)
n = Pn.
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Òîãäà, ó÷èòûâàÿ åùå ñîîòíîøåíèå (1), âîçìóùàþùóþ ôóíêöèþ âûðà-
çèì â âèäå

R =
fm

r

∞∑
n=2

n∑

k=0

(r0

r

)n

P (k)
n (sinϕ) [Cnk cos k(λ− S) + Snk sin k(λ− S)] .

Òåïåðü ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåëè÷èíû Jnk, λnk, ñâÿçàííûå ñ êîýô-
ôèöèåíòàìè Cnk, Snk ñîîòíîøåíèÿìè

Cnk = Jnk cos kλnk, Snk = Jnk sin kλnk.

Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèè èìååì

R =
fm

r

∞∑
n=2

n∑

k=0

Jnk

(r0

r

)n

P (k)
n (sin ϕ) cos k(λ− S − λnk).

Äàëåå óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ êîìïëåêñíûì ïðåäñòàâëåíèåì ôóíê-
öèè

R = fm
∞∑

n=2

n∑

k=0

JnkRe{Rnk},

ãäå
Rnk =

rn
0

rn+1
P (k)

n (sinϕ) exp
√−1k(λ− S − λnk).

Çàïèøåì î÷åâèäíîå ñîîòíîøåíèå

λ− S − λnk = (λ− Ω) + Ω− S − λnk.

Òîãäà
Rnk =

rn
0

rn+1
Qnk exp

√−1kΩ exp
√−1k(−S − λnk),

ãäå
Qnk = P (k)

n (sinϕ) exp
√−1k(λ− Ω).

Òåïåðü îòìåòèì, ÷òî íàïðàâëåíèå ðàäèóñà-âåêòîðà ñïóòíèêà îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ åãî øèðîòîé ϕ è äîëãîòîé, îòñ÷èòûâàåìîé îò âîñ-
õîäÿùåãî óçëà îðáèòû, ò. å. λ− Ω. Íàïðàâëåíèå ðàäèóñà-âåêòîðà ñïóò-
íèêà òàêæå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íàêëîíîì îðáèòû i è àðãóìåíòîì
øèðîòû u (óãîë ìåæäó ðàäèóñîì-âåêòîðîì è íàïðàâëåíèåì íà âîñõîäÿ-
ùèé óçåë). Ìåæäó ýòèìè ïàðàìè óãëîâ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

sin ϕ = sin i sin u,
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cos ϕ cos(λ− Ω) = cos u,

cosϕ sin(λ− Ω) = cos i sinu.

Èñïîëüçóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî âûðàçèòü Qnk ÷åðåç i è u. Â ðàáîòàõ
ïî ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è ÷àùå âñåãî ïðèâîäèòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Qnk =
(√−1

)k−n+2E( n−k
2 )

n∑
p=0

Fnkp(i) exp
√−1(n− 2p)u, (2)

ãäå Fnkp(i) � ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè íåáåñíîé ìåõàíèêè, íàçûâàåìûå
ôóíêöèÿìè íàêëîíà.

Âûâîä ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ è ôîðìóëû, îïðåäåëÿþùèå ôóíêöèè
íàêëîíà, ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [1, 2, 3]. Ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé
íàêëîíà êðàòêî èçëîæåíû â Ïðèëîæåíèè Ï.1.02.

Â äàëüíåéøèõ âûêëàäêàõ ó÷òåì, ÷òî

u = v + ω,

ãäå v � èñòèííàÿ àíîìàëèÿ. Òåïåðü ôîðìóëà (2) ïîçâîëÿåò çàïèñàòü
âûðàæåíèå äëÿ Rnk â ñëåäóþùåì âèäå:

Rnk =
rn
0

rn+1

(√−1
)k−n+2E( n−k

2 )
n∑

p=0

Fnkp(i) exp
√−1(n− 2p)v ×

× exp
√−1(n− 2p)ω exp

√−1kΩexp
√−1k(−S − λnk).

Ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå â ôîðìå

Rnk =
rn
0

an+1

(√−1
)k−n+2E( n−k

2 )
n∑

p=0

Fnkp(i)X−n−1,n−2p ×

× exp
√−1(n− 2p)ω exp

√−1k(Ω− S) exp
√−1k(−λnk),

ãäå
Xl,j =

( r

a

)l

exp
√−1jv.

Ôóíêöèè Xl,j â êåïëåðîâñêîì äâèæåíèè çàâèñÿò îò âðåìåíè ïîñðåä-
ñòâîì r è v, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü ñâÿçàíû ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì e è
ñðåäíåé àíîìàëèåé M öåïî÷êîé ñîîòíîøåíèé

r

a
=

1− e2

1 + e cos v
,
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tg
v

2
=

√
1 + e

1− e
tg

E

2
,

E − e sin E = M.

Âûðàçèòü Xl,j ÷åðåç e è M â êîíå÷íîì âèäå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîç-
ìîæíûì, îäíàêî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ýêñöåíòðèñèòåòà e
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëîæåíèåì â ðÿä

Xl,j =
( r

a

)l

exp
√−1jv =

∞∑
q=−∞

X l,j
q (e) exp

√−1qM, (3)

ãäå X l,j
q (e) � ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè íåáåñíîé ìåõàíèêè, íàçûâàåìûå êî-

ýôôèöèåíòàìè Ãàíçåíà. Âûâîä òàêîãî ðàçëîæåíèÿ è ôîðìóëû, îïðåäå-
ëÿþùèå êîýôôèöèåíòû Ãàíçåíà, ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [1, 2, 3]. Çàìå-
òèì, ÷òî çàïèñàííûé âûøå ðÿä ïî êðàòíûì ñðåäíåé àíîìàëèè ñõîäèòñÿ
ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ýêñöåíòðèñèòåòà, ìåíüøèõ åäèíèöû.

Ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé êðàòêî îïèñàíû â Ïðèëîæåíèè
Ï.1.02. Çäåñü òîëüêî îòìåòèì íåêîòîðûå èõ ñâîéñòâà. Ïðè çíà÷åíèè èí-
äåêñà q = 0 êîýôôèöèåíòû Ãàíçåíà âûðàæàþòñÿ â êîíå÷íîì âèäå êàê
ôóíêöèè îò ýêñöåíòðèñèòåòà. Êðîìå òîãî äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷å-
íèé èíäåêñîâ ìîæíî çàïèñàòü ðàçëîæåíèå

X l,j
q (e) = e|q−j|

∞∑
s=0

X l,j
q,se

2s,

ãäå X l,j
q,s � íåêîòîðûå ÷èñëà, à ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ e < 1. Ïðè âû÷èñëå-

íèè íåêîòîðûõ âîçìóùåíèé îêàçûâàåòñÿ âàæíûì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:

X−3,2
0 (e) = X−3,−2

0 (e) = 0

ïðè âñåõ e < 1.
Èòàê, âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì (3), äëÿ Rnk çàïèøåì

Rnk =
rn
0

an+1

(√−1
)k−n+2E( n−k

2 )
n∑

p=0

∞∑
q=−∞

Fnkp(i) X−n−1,n−2p
q (e) ×

× exp
√−1[qM + (n− 2p)ω + k(Ω− S)− kλnk].

×òîáû îïðåäåëèòü äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü îò Rnk , çàìåòèì, ÷òî

Re{(√−1
)k−n+2E( n−k

2 )
exp

√−1α} =
{

cos α ïðè n− k � ÷åò
sin α ïðè n− k � íå÷åò .
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Ó÷èòûâàÿ ýòî, âûðàæåíèå äëÿ R çàïèøåì ñíà÷àëà òàê:

R = fm
∞∑

n=2

n∑

k=0

n∑
p=0

∞∑
q=−∞

rn
0

an+1
Fnkp(i) X−n−1,n−2p

q (e) Jnk×

×
{

cos(Dnkpq − kλnk) ïðè n− k � ÷åò
sin(Dnkpq − kλnk) ïðè n− k � íå÷åò ,

ãäå
Dnkpq = qM + (n− 2p)ω + k(Ω− S).

Âîçâðàùàÿñü ê êîýôôèöèåíòàì Cnk, Snk , îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

R = fm
∞∑

n=2

n∑
k=0

n∑
p=0

∞∑
q=−∞

rn
0

an+1 Fnkp(i) X−n−1,n−2p
q (e) ×

×
({

Cnk ïðè n− k � ÷åò
−Snk ïðè n− k � íå÷åò

}
cos Dnkpq+

+
{

Snk ïðè n− k � ÷åò
Cnk ïðè n− k � íå÷åò

}
sin Dnkpq

)
,

(4)

Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ðåøåíà, è îáúÿâëåííîå â íàçâàíèè ïàðàãðàôà
ðàçëîæåíèå âîçìóùàþùåé ôóíêöèè, îáóñëîâëåííîé íåöåíòðàëüíîñòüþ
ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ïëàíåòû, äàåòñÿ ïîñëåäíåé ôîðìóëîé. Â òàêîì
âèäå âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ðåøåíèè äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñïóòíèêà îòíîñèòåëüíî êåïëåðîâ-
ñêèõ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû, ïåðå÷èñëåííûõ â íà÷àëå ýòîãî
ïàðàãðàôà. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïîðÿäîê èõ ðåøåíèÿ îïè-
ñàíû â ïàðàãðàôàõ 3.12, 3.13.

Îòíîñèòåëüíî ðàññìàòðèâàåìîãî ðàçëîæåíèÿ ñäåëàåì íåñêîëüêî çà-
ìå÷àíèé.

1. Íà ïðàêòèêå áåñêîíå÷íóþ ñóììó âû÷èñëèòü íåëüçÿ, ïîýòîìó îãðà-
íè÷èâàþòñÿ îòðåçêîì ðÿäà. Ìàëîñòü îòáðàñûâàåìûõ ÷ëåíîâ îáóñëîâëå-
íà óáûâàíèåì çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ Cnk, Snk ñ ðîñòîì èíäåêñà n è
óáûâàíèåì çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ Ãàíçåíà ñ ðîñòîì |q − n + 2p|.

2. Îáû÷íî îïåðèðóþò ñ íîðìèðîâàííûìè çíà÷åíèÿìè êîýôôèöèåí-
òîâ Cnk, Snk òàê, êàê ýòî îïèñàíî â ïàðàãðàôå 2.5.2 . Ïðè ýòîì îäíî-
âðåìåííî ðàáîòàþò ñ íîðìèðîâàííûìè ôóíêöèÿìè íàêëîíà, èñïîëüçóÿ
òîò æå íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò, ÷òî è äëÿ ïîëèíîìîâ è ïðèñîåäè-
íåííûõ ôóíêöèé Ëåæàíäðà, êàê îïèñàíî â ïàðàãðàôàõ 2.5.2 è XXX.
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3. Ïðè ïîñòðîåíèè àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ïëà-
íåòû íåîáõîäèìî îïðåäåëÿòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò âîçìóùàþùåé
ôóíêöèè ïî åå àðãóìåíòàì � ýëåìåíòàì êåïëåðîâñêîé ïðîìåæóòî÷íîé
îðáèòû. Ïðîèçâîäíûå ïî ýëåìåíòàì a,M, ω, Ω îïðåäåëÿþòñÿ ýëåìåíòàð-
íî, ïðè ýòîì íå èçìåíÿåòñÿ âèä ôíêöèè. Äëè îïðåäåëåíèÿ ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ ïî ýëåìåíòàì e, i íóæíî çàìåíÿòü êîýôôèöèåíòû Ãàíçåíà è
ôóíêöèè íàêëîíà íà èõ ïðîèçâîäíûå ïî ñâîèì àðãóìåíòàì. Íà ïðàêòè-
êå âû÷èñëÿþò îäíîâðåìåííî çíà÷åíèÿ ýòèõ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé è èõ
ïðîèçâîäíûõ.

4. Â ðÿäå çàäà÷ óäîáíî èëè äàæå íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü èíûå
ýëåìåíòû êåïëåðîâñêîé ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû ñïóòíèêà íåæåëè óêà-
çàííûå âûøå. ×òîáû ïîëó÷èòü âûðàæåíèå âîçìóùàþùåé ôóíêöèè â
íîâûõ ýëåìåíòàõ ìîæíî ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ â óæå ïîëó÷åííîì
ðàçëîæåíèè. Îäíàêî èíîãäà ïðèõîäèòñÿ âûïîëíÿòü ðàçëîæåíèå çàíîâî,
ïðîõîäÿ ïî àíàëîãè÷íîìó ïóòè, êàê îïèñàíî âûøå.

5. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû ñïóòíèêà, îñíîâàííîé
íà ðåøåíèè îáîáùåííîé çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ (ñì. ïàðà-
ãðàô 2.34), ïðèâåäåííîå âûøå ðàçëîæåíèå ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê
ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå âîçìóùàþùåé ôóíêöèè. Â ðÿäå ñëó÷àåâ ýòî-
ãî âûðàæåíèÿ áûâàåò äîñòàòî÷íî è ïðè íåêåïëåðîâñêîé ïðîìåæóòî÷íîé
îðáèòå.

6. Âðåìÿ âõîäèò ÿâíî â âîçìóùàþùóþ ôóíêöèþ òîëüêî ïîñðåäñòâîì
âåëè÷èíû S � óãëà ïîâîðîòà ïëàíåòû â íåâðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîð-
äèíàò (çâåçäíîå âðåìÿ â ñëó÷àå ñïóòíèêà Çåìëè). Îäíàêî åñëè ïëàíåòà
îñåñèììåòðè÷íàÿ, òî âñå êîýôôèöèåíòû Cnk, Snk ïðè k 6= 0 ðàâíû íóëþ,
è âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ íå çàâèñèò ÿâíî îò âðåìåíè.

Äàëåå ðàññìîòðèì îäíó ìîäèôèêàöèþ ðàçëîæåíèÿ âîçìóùàþùåé
ôóíêöèè, îáóñëîâëåííîé íåöåíòðàëüíîñòüþ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ïëà-
íåòû, èìåþùóþ ïðåèìóùåñòâà íà ïðàêòèêå è ïðè àíàëèçå âîçìóùåíèé
â äâèæåíèè ñïóòíèêà.

Ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå 1, çàìåíèì áåñêîíå÷íûå ñóììû íà îòðåçêè ðÿ-
äîâ. Äëÿ ýòîãî çàäàäèì íåêîòîðûå ÷èñëà N è K , è â ñóììå ó÷òåì
òîëüêî ÷ëåíû ïðè n ≤ N è −K ≤ q− n + 2p ≤ K. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû
ïðåíåáðåãàåì ÷ëåíàìè ñ êîýôôèöèåíòàìè Cnk, Snk, ó êîòîðûõ n > N ,
è ÷ëåíàìè, ïðîïîðöèîíàëüíûìè eq ïðè q > K . Èçìåíèì ïîðÿäîê ñóì-
ìèðîâàíèÿ â ôîìóëå (4) òàê, ÷òîáû âûäåëèòü ÷ëåíû ñ îäèíàêîâûìè

8



êîýôôèöèåíòàìè ïðè M,ω, (Ω− S). Ïîëó÷èì

R =
q′′∑

q=q′

j′′∑

j=j′

N∑

k=0

(Aqjk cos Dqjk + Bqjk sin Dqjk), (5)

ãäå
Dqjk = qM + jω + k(Ω− S),

Aqjk =
p′′∑

p=p′
fm

rn
0

an+1
Fnkp(i) X−n−1,j

q (e)C ′nk,

Bqjk =
p′′∑

p=p′
fm

rn
0

an+1
Fnkp(i) X−n−1,j

q (e)S′nk,

C ′nk =
{

Cnk ïðè n− k � ÷åò
−Snk ïðè n− k � íå÷åò ,

S′nk =
{

Snk ïðè n− k � ÷åò
Cnk ïðè n− k � íå÷åò ,

n = j + 2p.

Ïðåäåëû ñóììèðîâàíèÿ q′, q′′, j′, j′′, p′, p′′ îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé

q′ = −K −N, q′′ = K + N,

j′ = max{q −K,−N}, j′′ = min{q + K, N},

p′ = −E

(
−1

2
max{0,−2j, 2− j, k − j}

)
, p′′ = E

(
N − j

2

)
.

Çäåñü ôóíêöèÿ E(...) îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà, òî åñòü áëèæàéøåå
öåëîå, íå ïðåâûøàþùåå çàäàííîå.
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