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Îãëàâëåíèå.

Ãëàâà 5. Ïîñòðîåíèå ìîäåëåé äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë íà îñíîâå
íàáëþäåíèé.

5.51. Ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ äâè-
æåíèÿ íåáåñíûõ òåë íà îñíîâå íàáëþäåíèé. Ïðèìåíå-
íèå ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Â íåáåñíîé ìåõàíèêå ñóùåñòâóåò ðÿä çàäà÷, ðàçëè÷íûõ ïî èçó÷àå-
ìûì îáúåêòàì, íî ñõîäíûõ ïî ñïîñîáó èõ ðåøåíèÿ. Ýòè çàäà÷è ìîæíî
ñôîðìóëèðîâàòü êàê "Óòî÷íåíèå ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë èç
íàáëþäåíèé". Äåòàëüíîå îáúÿñíåíèå òîãî, ÷òî ìû ïîíèìàåì ïîä ïàðà-
ìåòðàìè è íàáëþäåíèÿìè äàíî â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ. Çäåñü îïèøåì
ýòè ïîíÿòèÿ êðàòêî.

Ïàðàìåòðàìè äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë íàçûâàþòñÿ âåëè÷èíû, îò êî-
òîðûõ çàâèñèò äâèæåíèå òåë è êîòîðûå ïî êðàéíåé ìåðå íà íåêîòîðîì
ýòàïå èçó÷åíèÿ ñ÷èòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Ìû ðàññìàòðèâàåì òðè òèïà
ïàðàìåòðîâ. Ïåðâûé òèï � ïàðàìåòðû, êîòîðûå âõîäÿò â óðàâíåíèÿ äâè-
æåíèÿ. Îíè ñóùåñòâóþò åùå äî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé. Âòîðîé òèï ïàðà-
ìåòðîâ ïîÿâëÿåòñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ. Ýòî ëèáî ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå â îáùåì àíàëèòè÷åñêîì
ðåøåíèè óðàâíåíèé, ëèáî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâà-
íèÿ, òî åñòü êîîðäèíàòû è êîìïîíåíòû ñêîðîñòè òåë â íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò âðåìåíè. Ïàðàìåòðû òðåòüåãî òèïà âõîäÿò â ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿ-
çûâàþùèå ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé è êîîðäèíàòû íåáåñíîãî òåëà. Îíè
íå ñâÿçàíû ñ èçó÷àåìûì îáúåêòîì è íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðàìè óñëîâèé
íàáëþäåíèé.

Ïðèìåðàìè ïàðàìåòðîâ ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî òèïîâ ìîãóò
ñëóæèòü ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð íåáåñíîãî òåëà, ýëåìåíòû åãî îð-
áèòû è ãåîöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû îáñåðâàòîðèè, ñîîòâåòñòâåííî.

Â ïðîöåññå íàáëþäåíèé èçìåðÿþòñÿ êàêèå-ëèáî âåëè÷èíû, çàâèñÿ-
ùèå îò ïîëîæåíèÿ èëè ñêîðîñòè íåáåñíîãî òåëà. Îíè òàê è íàçûâàþòñÿ
� èçìåðÿåìûå âåëè÷èíû. Íàáëþäåíèÿ äàþò íàì çíà÷åíèÿ èçìåðÿå-
ìûõ âåëè÷èí íà ìîìåíòû èçìåðåíèé. Îäíîâðåìåííî ìîãóò èçìåðÿòüñÿ
íåñêîëüêî âåëè÷èí. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ áåç íàðóøåíèÿ îáùíî-
ñòè çàäà÷è áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âñå âåëè÷èíû èçìåðÿþòñÿ íåçàâèñèìî,
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êàæäàÿ â îäèí ìîìåíò âðåìåíè. Ìîìåíòû èçìåðåíèé ðàçíûõ âåëè÷èí
ìîãóò ñîâïàäàòü. Ïðèìåðàìè èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí ÿâëÿþòñÿ óãëîâûå
òîïîöåíòðè÷åñêèå ýêâàòîðèàëüíûå êîîðäèíàòû íåáåñíîãî òåëà, òîïî-
öåíòðè÷åñêàÿ äàëüíîñòü íåáåñíîãî òåëà, ðàçíîñòü óãëîâûõ êîîðäèíàò
äâóõ òåë. Èçìåðÿåìàÿ âåëè÷èíà âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ðåàëüíîé ôèçè÷åñêîé
âåëè÷èíîé, ïîëó÷àåìîé ñ ïîìîùüþ èçìåðèòåëüíûõ ïðèáîðîâ â îïðåäå-
ëåííîì ìåñòå. Ìîìåíòû èçìåðåíèé îòñ÷èòûâàþòñÿ ïî ÷àñàì, ðàñïîëî-
æåííûì â ïóíêòå íàáëþäåíèé.

Çàäà÷ó óòî÷íåíèÿ ìîäåëè äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà ñôîðìóëèðóåì
ñëåäóþùèì îáðàçîì: äàíû ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé, òðåáóåòñÿ íàéòè ïà-
ðàìåòðû äâèæåíèÿ.

Ïóñòü ξ � îäíà èç èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí, à p1, p2, ..., pn � èñòèííûå, íî
íåèçâåñòíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà. Òåîðèÿ è
ìîäåëü äâèæåíèÿ äàþò íàì ìîäåëüíîå çíà÷åíèå èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû
ξc, êàê èçâåñòíóþ ôóíêöèþ âðåìåíè t è ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ:

ξc = ξ(t, p1, p2, ..., pn). (1)

Ëþáàÿ ìîäåëü ñîäåðæèò îøèáêè. Îáîçíà÷èì îøèáêó ìîäåëè ÷åðåç δth.
Òîãäà èñòèííîå çíà÷åíèå èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû ξ îïðåäåëèòñÿ ïóòåì
èñêëþ÷åíèÿ îøèáêè δth :

ξ = ξ(t, p1, p2, ..., pn)− δth.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè èçìåðÿåìûå âåëè÷èíû ïîëó÷àþòñÿ èç íàáëþäå-
íèé è ïîýòîìó ñîäåðæàò îøèáêè íàáëþäåíèé. Ïóñòü ξo � íàáëþäåííîå
çíà÷åíèå èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû, à δobs � åå îøèáêà. Âû÷èòàÿ îøèáêó
íàáëþäåíèÿ, ñíîâà ïîëó÷èì èñòèííîå çíà÷åíèå èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû

ξ = ξo − δobs.

Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ, ïîëó÷èì

ξo = ξ(t, p1, p2, ..., pn) + δobs − δth.

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ èçìåðåíèé â ìîìåíòû âðåìåíè t1, t2, ..., tm , ïî-
ëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

ξo
i = ξ(ti, p1, p2, ..., pn) + δ

(i)
obs − δ

(i)
th (i = 1, 2, 3, ...,m) (2)

îòíîñèòåëüíî èñòèííûõ çíà÷åíèé èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ. Âåëè÷èíû

δ(i)
sum = δ

(i)
obs − δ

(i)
th
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íàçûâàþò ñóììàðíûìè îøèáêàìè òåîðèè è íàáëþäåíèé.
Ïðè ðåøåíèè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è òî÷íûå çíà÷åíèÿ îøèáîê δ

(i)
obs

è δ
(i)
th (i = 1, 2, 3, ..., m) îñòàþòñÿ íåèçâåñòíûìè. Èõ îáû÷íî ðàññìàò-

ðèâàþò êàê ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ çàäàííûìè âåðîÿòíîñòíûìè õàðàê-
òåðèñòèêàìè (çàêîíàìè ðàñïðåäåëåíèÿ, ìîìåíòàìè è ò. ï.). Ïðè ýòîì
óðàâíåíèÿ (2) çàìåíÿþò òàê íàçûâàåìîé ñèñòåìîé óñëîâíûõ óðàâíåíèé

ξo
i = ξ(ti, p1, p2, ..., pn) (i = 1, 2, 3, ..., m), (3)

ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ñèñòåìó èç m óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè
p1, p2, ..., pn. Ñèñòåìà óñëîâíûõ óðàâíåíèé (3) íåñîâìåñòíà, îíà íå èìååò
ðåøåíèÿ, ïîñêîëüêó ïîëó÷åíà ïóòåì âû÷èòàíèÿ èç ïðàâûõ ÷àñòåé òî÷-
íûõ óðàâíåíèé (2) ñëó÷àéíûõ íåçàâèñèìûõ ñóììàðíûõ îøèáîê δ

(i)
sum

.
Ìîæíî ïûòàòüñÿ íàéòè íåêîòîðóþ ïðèáëèæåííóþ îöåíêó èñêîìûõ

ïàðàìåòðîâ. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåìûå çíà÷åíèÿ äîëæíû ïî âîçìîæíîñòè
ìàëî îòëè÷àòüñÿ îò èñòèííûõ. Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîé
îöåíêè íàçûâàþò àëãîðèòìîì ôèëüòðàöèè . Îñíîâíîé çàäà÷åé ýòî-
ãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîå óìåíüøåíèå (ôèëüòðàöèÿ) âëèÿíèÿ
îøèáîê òåîðèè è îøèáîê íàáëþäåíèé. Âûáîð àëãîðèòìà ôèëüòðàöèè
íåîäíîçíà÷åí, åãî ñòðóêòóðà çàâèñèò îò èìåþùèõñÿ ñâåäåíèé î ñóì-
ìàðíîé îøèáêå δ

(i)
sum . Íà ïðàêòèêå òàêèõ ñâåäåíèé î÷åíü ìàëî èëè îíè

âîîáùå îòñóòñòâóþò. Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ äîâîëüñòâîâàòüñÿ òåìè èëè
èíûìè ïðåäïîëîæåíèÿìè î ñâîéñòâàõ ñóììàðíîé îøèáêè è àëãîðèòìîì
ôèëüòðàöèè, îñíîâàííîì íà ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.

Ñîîòíîøåíèÿ (3) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëü-
íî èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ p1, p2, ..., pn . Ðåøèòü ýòè óðàâíåíèÿ íåïîñðåä-
ñòâåííî íà ïðàêòèêå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì åùå è ïî äðóãîé
ïðè÷èíå. Äåëî â òîì, ÷òî ξ(ti, p1, p2, ..., pn) � ñóãóáî íåëèíåéíàÿ ôóíê-
öèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ. ×àùå âñåãî åå áûâàåò íåâîçìîæíî äàæå çàïèñàòü
â ÿâíîì âèäå. Òåì áîëåå íåëüçÿ ïîëó÷èòü â ÿâíîì âèäå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèé (3).

Ðåøåíèå çàäà÷è áóäåì âûïîëíÿòü ïî ñõåìå, êîòîðàÿ óæå ïðåäñòàâ-
ëåíà â Ãëàâå 1. Ýòó ñõåìó òî÷íåå ñëåäóåò íàçâàòü ìåòîäîì äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë èç íàáëþäåíèé.

Ïðàêòè÷åñêè íà ëþáîì ýòàïå èññëåäîâàíèé áûâàþò èçâåñòíû íåêî-
òîðûå ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ. Íàçîâåì ýòè çíà-
÷åíèÿ ïðåäâàðèòåëüíûìè è îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç p

(0)
1 , p

(0)
2 , ..., p

(0)
n .

Ïóñòü òî÷íûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ p1, p2, ..., pn îòëè÷àþòñÿ îò ïðåä-
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âàðèòåëüíûõ ïðèáëèæåííûõ íà âåëè÷èíû ïîïðàâîê

∆p1 = p1 − p
(0)
1 , ∆p2 = p2 − p

(0)
2 , ... , ∆pn = pn − p(0)

n .

Òîãäà (3) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ξo
i = ξ(ti, p

(0)
1 + ∆p1, p

(0)
2 + ∆p2, ... , p(0)

n + ∆pn). (4)

Äëÿ áîëüøèíñòâà íåáåñíûõ òåë ìîäåëè äâèæåíèÿ ðàçâèâàþòñÿ óæå
äàâíî. Ïîýòîìó íà î÷åðåäíîì ýòàïå óòî÷íåíèÿ ïðåäâàðèòåëüíûå çíà÷å-
íèÿ ïàðàìåòðîâ óæå áëèçêè ê èñòèííûì. Ýòî ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü ïîïðàâ-
êè ∆p1,∆p2, ... , ∆pn ìàëûìè è ðàçëîæèòü ïðàâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ
(4) â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì ïîïðàâîê:

ξo
i = ξ(ti, p

(0)
1 , p

(0)
2 , ... , p(0)

n ) +
n∑

k=1

(
∂ξ

∂pk

)

i

∆pk + ... . (5)

Ïðîèçâîäíûå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ âû÷èñëÿþòñÿ ïðè

t = ti, p1 = p
(0)
1 , ... , pn = p(0)

n .

Îãðàíè÷èìñÿ âåëè÷èíàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî
ïîïðàâîê è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

ξ
c(0)
i = ξ(ti, p

(0)
1 , p

(0)
2 , ... , p(0)

n ) , (6)

a
(i)
k =

(
∂ξ

∂pk

)

i

, (7)

∆ξi = ξo
i − ξ

c(0)
i . (8)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

∆ξi =
n∑

k=1

a
(i)
k ∆pk, (i = 1, 2, ... , m). (9)

Ïðèáëèæåííûå ñîîòíîøåíèÿ (9) íàçûâàþòñÿ óñëîâíûìè óðàâíåíèÿ-
ìè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîïðàâîê ê ïàðàìåòðàì. Îíè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè
íåîäíîðîäíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè îòíîñèòåëüíî èñêîìûõ
ïîïðàâîê ∆pk, (k = 1, 2, ... , n).

Óñëîâíûå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûìè ïî äâóì ïðè÷èíàì.
Âî-ïåðâûõ, â ëåâûõ ÷àñòÿõ îòáðîøåíû îøèáêè íàáëþäåíèé è îøèá-
êè òåîðèè. Âî-âòîðûõ, â ïðàâûõ ÷àñòÿõ îòáðîøåíû âñå ÷ëåíû ïîðÿäêà
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êâàäðàòîâ ïîïðàâîê è âûøå. Óðàâíåíèÿ (9) èíîãäà íàçûâàþò ëèíåàðè-
çîâàííûìè ïî îòíîøåíèþ ê óñëîâíûì óðàâíåíèÿì (3).

Äåëàÿ òå èëè èíûå äîïóùåíèÿ îòíîñèòåëüíî îøèáîê òåîðèè è îøè-
áîê íàáëþäåíèé, ìîæíî âûáðàòü îäèí èç ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ
ôèëüòðàöèè è íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óñëîâíûõ óðàâíåíèé (9).
Ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû ïîçâîëÿþò òàêæå îöåíèòü ïîãðåøíîñòü ðåøå-
íèÿ.

Ïîñëå òîãî, êàê ïîïðàâêè íàéäåíû, ïðèáàâëÿåì èõ ê ïðåäâàðèòåëü-
íûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ è ïîëó÷àåì íîâûå è, êàê ìû íàäååìñÿ, áîëåå
òî÷íûå èõ çíà÷åíèÿ. Òàêîé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ
íåáåñíûõ òåë íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óòî÷íåíèåì.

Â ñèëó ïðèáëèæåííîñòè óñëîâíûõ óðàâíåíèé è ïðèáëèæåííîñòè èõ
ðåøåíèÿ íîâûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ áóäóò íåäîñòàòî÷íî òî÷íûìè. Îä-
íàêî óòî÷íåíèå ìîæíî ïðîâåñòè ïîâòîðíî íåñêîëüêî ðàç. Åñëè ïðîöåññ
óòî÷íåíèÿ ñõîäèòñÿ, òî åñòü ïîïðàâêè îò øàãà ê øàãó óáûâàþò, òî âû-
÷èñëåíèÿ ìîæíî ïðåêðàòèòü, êîãäà ïîïðàâêè ñòàíóò ñóùåñòâåííî ìåíü-
øå èõ ïîãðåøíîñòåé. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ
äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà p1, p2, ..., pn , ñîîòâåòñòâóþùèå âñåì èñïîëü-
çóåìûì ïðè ýòîì íàáëþäåíèÿì. Ýòî ñîîòâåòñòâèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ-
åòñÿ çàäàííîé ìîäåëüþ äâèæåíèÿ (1) è âûáðàííûì àëãîðèòìîì ôèëü-
òðàöèè.

Òåîðåòè÷åñêè ñõîäèìîñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ ïî÷òè íå
èññëåäîâàíà. Ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåðû, â êîòîðûõ ïðîöåññ íå ñõîäèòñÿ
èëè ñõîäèòñÿ ê ëîæíûì çíà÷åíèÿì èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ. Ïðè èñïîëüçî-
âàíèè ìåòîäà äèôôåðåíöèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî ñ
íåêîòîðîãî øàãà óòî÷íåíèÿ ïîïðàâêè íà÷èíàþò êîëåáàòüñÿ èç-çà íåèç-
áåæíûõ îøèáîê âû÷èñëåíèé. Ïîñëå ïîÿâëåíèÿ òàêèõ êîëåáàíèé äàëü-
íåéøèå ïîïûòêè óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñòàíîâÿòñÿ áåñïîëåçíûìè.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîãäà îïèñàííûé ïðîöåññ õîðîøî ñõîäèòñÿ, íå
âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòè â òî÷íîì âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíûõ

(
∂ξ
∂pk

)
i
,

òàê êàê â ïðîöåññå óòî÷íåíèÿ îíè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ âñå
óìåíüøàþùèõñÿ ïîïðàâîê ∆p1,∆p2, ... , ∆pn . Â ýòèõ óñëîâèÿõ ëåæà-
ùèå â ðàçóìíûõ ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ óêàçàííûõ ïðîèç-
âîäíûõ ìîãóò ëèøü íåñêîëüêî óâåëè÷èòü ÷èñëî øàãîâ óòî÷íåíèÿ, ïðàê-
òè÷åñêè íå îòðàæàÿñü íà òî÷íîñòè îêîí÷àòåëüíîãî ðåçóëüòàòà.

Íà ïåðâîì è ïîñëåäóþùèõ øàãàõ óòî÷íåíèÿ ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ïî-
ïðàâîê ∆p1, ∆p2, ... , ∆pn ìîæíî íàéòè òàê íàçûâàåìûå íåâÿçêè óñëîâ-
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íûõ óðàâíåíèé

δi = ∆ξi −
n∑

k=1

a
(i)
k ∆pk, (i = 1, 2, ... , m). (10)

Ïîñëå òîãî, êàê ïðîöåññ óòî÷íåíèÿ çàâåðøåí, è ïîïðàâêè ê ïàðàìåò-
ðàì ñòàëè ïðåíåáðåæèìî ìàëûìè, íåâÿçêè óñëîâíûõ óðàâíåíèé ñòàíóò
îêîí÷àòåëüíûìè íåâÿçêàìè óòî÷íåííîé òåîðèè ñ íàáëþäåíèÿìè ("O-
C") :

δi = ξo
i − ξ(ti, p1, p2, ..., pn) (i = 1, 2, ... , m). (11)

Ñîâîêóïíîñòü íåâÿçîê ÷àñòî èñïîëüçóþò äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà ïîëó÷åí-
íîãî ðåøåíèÿ. Îäíàêî äëÿ óñòàíîâëåíèÿ áëèçîñòè ðåøåíèÿ ê èñòèííîìó
ýòîãî îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íî.

Èç âñåõ èìåþùèõñÿ àëãîðèòìîâ ôèëüòðàöèè â ïðàêòè÷åñêîé íåáåñ-
íîé ìåõàíèêå ÷àùå âñåãî ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ
(ÌÍÊ). Ýòîò ìåòîä îáëàäàåò ðÿäîì ïðåèìóùåñòâ ïî ñðàâíåíèþ ñ äðó-
ãèìè àëãîðèòìàìè ôèëüòðàöèè. Îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâî çàêëþ÷àåòñÿ
â åãî ïðîñòîòå.

Äëÿ êðàòêîñòè èçëîæåíèÿ ìåòîäà ââåäåì ìàòðè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ

∆p =




∆p1

∆p2

.

.

.
∆pn




, ∆ξ =




∆ξ1

∆ξ2

.

.

.
∆ξm




, δ =




δ1

δ2

.

.

.
δm




,

A =




a
(1)
1 a

(1)
2 ... a

(1)
n

a
(2)
1 a

(2)
2 ... a

(2)
n

... ... ... ...

a
(m)
1 a

(m)
2 ... a

(m)
n


 , δsum =




δ
(1)
sum

δ
(2)
sum

.

.

.

δ
(m)
sum




.

Òîãäà ñèñòåìó óñëîâíûõ óðàâíåíèé (9) è èõ íåâÿçêè (10) ìîæíî çàïè-
ñàòü â âèäå

∆ξ = A ∆p , (12)
δ = ∆ξ −A ∆p . (13)
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Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ îñíîâàí íà âûâîäàõ òåîðèè âåðîÿòíî-
ñòåé. Îí ñïðàâåäëèâ ïðè ñîáëþäåíèè ñëåäóþùèõ óñëîâèé [1].
1. Çàäàíà ìîäåëü äâèæåíèÿ (1).
2. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E(δsum) ðàâíî íóëþ, ò. å.

E(δsum) = 0 .

3. Âåêòîð îøèáîê δsum ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì â ñìûñëå òåîðèè âåðîÿò-
íîñòåé.
4. Êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà D(δsum) çàäàíà ñ òî÷íîñòüþ äî íåêîòîðîãî
ïðîèçâîëüíîãî ìíîæèòåëÿ, ò. å.

D(δsum) = σ2 K .

Ïðîèçâîëüíûé ìíîæèòåëü σ2 óòî÷íÿåòñÿ â ïðîöåññå ïðèìåíåíèÿ ìåòî-
äà.

Ïðè ñäåëàííûõ äîïóùåíèÿõ àëãîðèòì ôèëüòðàöèè ïî ìåòîäó íàè-
ìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ âåêòîðà ∆p èç óñëîâèÿ àá-
ñîëþòíîãî ìèíèìóìà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

S(∆p) = δT K−1δ = [∆ξ −A ∆p]T K−1[∆ξ −A ∆p]. (14)

Çàìåòèì, ÷òî íà ïðàêòèêå ïðîâåðêà ñîáëþäåíèÿ äàííûõ óñëîâèé
îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíîé. Â ÷àñòíîñòè, ìàòðèöà K ÷àùå âñåãî íåèç-
âåñòíà.

Øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå è ïðèâû÷íîñòü ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàä-
ðàòîâ ÷àñòî ïðèâîäÿò ê íåêðèòè÷åñêîìó îòíîøåíèþ ê ïîëó÷àåìûì ïî
ýòîìó ìåòîäó ðåçóëüòàòàì. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ èç ðåçóëüòàòîâ äåëàþò-
ñÿ íåâåðíûå âûâîäû. Ïðè÷èíîé ýòîãî ÿâëÿåòñÿ îáû÷íî íåñîîòâåòñòâèå
ðåàëüíûõ óñëîâèé, â êîòîðûõ ðåøàåòñÿ äàííàÿ ïðàêòè÷åñêàÿ çàäà÷à, ñ
óñëîâèÿìè, ïðèíÿòûìè ïðè îáîñíîâàíèè ìåòîäà. Îäíàêî íåðåäêî ÌÍÊ
ïðèâîäèò ê óäîâëåòâîðèòåëüíûì ðåçóëüòàòàì äàæå ïðè íåâûïîëíåíèè
óñëîâèé.

Íà ïðàêòèêå êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà îøèáîê ÷àùå âñåãî îêàçûâà-
åòñÿ òî÷íî íåèçâåñòíîé. Â áîëüøèíñòâå çàäà÷ è ìåõàíè÷åñêèõ ìîäåëåé
ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî îøèáêè íàáëþäåíèé íåêîððåëèðîâàíû. Òîãäà ìàò-
ðèöà K îêàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíîé. Åñëè èìååòñÿ êàêàÿ-òî èíôîðìà-
öèÿ î òî÷íîñòè îäíèõ íàáëþäåíèé ïî îòíîøåíèþ ê òî÷íîñòè äðóãèõ,
òî ìàòðèöó K ìîæíî ñäåëàòü åäèíè÷íîé. Äëÿ ýòîãî êàæäîìó íàáëþäå-
íèþ ïðèñâàèâàåòñÿ íåêîòîðûé âåñ wi (i = 1, 2, ..., m). Êàæäîå óñëîâíîå
óðàâíåíèå óìíîæàþò ïî÷ëåííî íà óñòàíîâëåííûé âåñ. Ïðè ýòîì îøèáêè
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òàêæå îêàçûâàþòñÿ óìíîæåííûìè íà ýòîò âåñ. Â ðåçóëüòàòå òàêîé îïå-
ðàöèè íàáëþäåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ ê ðàâíîòî÷íûì, à ìàòðèöà K ñòàíîâèòñÿ
åäèíè÷íîé. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèå (14) ïðèíèìàåò âèä

S(∆p) =
m∑

i=1

δ2
i =

m∑

i=1

(
∆ξi − a

(i)
k ∆pk

)2

. (15)

Îòûñêàíèå ìèíèìóìà ôóíêöèè S(∆p) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû
óðàâíåíèé

∂S(∆p)
∂∆pk

= 0 (k = 1, 2, ..., n). (16)

Êàê âèäíî èç (15), óðàâíåíèÿ (16) ñîäåðæàò òîëüêî íóëåâûå è ïåðâûå
ñòåïåíè èñêîìûõ ïîïðàâîê ∆pk (k = 1, 2, ..., n). Ïîýòîìó ñèñòåìà (16)
îêàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé. Ýòó ñèñòåìó
ïðèíÿòî íàçûâàòü ñèñòåìîé íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â (16) ñèñòåìó íîðìàëüíûõ
óðàâíåíèé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

L ∆p = d ,

ãäå L è d ñóòü ìàòðèöà è âåêòîð

L =




l11 l12 ... l1n

l21 l22 ... l2n

... ... ... ...
ln1 ln2 ... lnn


 , d =




d1

d2

.

.

.
dn




, (17)

ýëåìåíòû êîòîðûõ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

lkj =
m∑

i=1

a
(i)
k a

(i)
j (k, j = 1, 2, ... , n), (18)

dk =
m∑

i=1

a
(i)
k ∆ξi (k = 1, 2, ... , n). (19)

Äëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå âåëè÷èíà:

d0 =
m∑

i=1

(∆ξi)2. (20)
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Ðàññìîòðèì ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé L .
Êàê âèäíî èç (18), ìàòðèöà L � ñèììåòðè÷íàÿ, ñ ïîëîæèòåëüíûìè äèà-
ãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè. Íàéäåì îäíèì èç èçâåñòíûõ ñïîñîáîâ ìàòðèöó
L−1, îáðàòíóþ ìàòðèöå L. Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû íîðìàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ïîëó÷èì èç ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ

∆p = L−1 d . (21)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî ðåøåíèå ñèñòåìû íîðìàëüíûõ óðàâ-
íåíèé è åãî ìîæíî áûëî íàéòè, ìàòðèöà L äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü îïðå-
äåëåííûì óñëîâèÿì. Â ÷àñòíîñòè, åå ðàíã äîëæåí áûòü ðàâåí n . Íà
ïðàêòèêå èíîãäà îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âû÷èñëèòü îáðàòíóþ ìàòðèöó L−1

ìîæíî ñ âåñüìà îãðàíè÷åííîé òî÷íîñòüþ.
Åñëè ïîïðàâêè âñå æå íàéäåíû, ìîæíî îïðåäåëèòü ñðåäíåêâàäðàòè-

÷åñêèå îøèáêè ïîïðàâîê ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà âû÷èñëèì òàê
íàçûâàåìóþ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêóþ îøèáêó íà åäèíèöó âåñà σ0 ïî ôîð-
ìóëå

σ2
0 =

1
m− n

[d0 − (d∆p)] , (22)

ãäå ∆p) íàéäåííûé âåêòîð ïîïðàâîê. Óìíîæèì òåïåðü âñå ýëåìåíòû
ìàòðèöû L−1 íà σ2

0 . Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ìàòðèöà

D = σ2
0L

−1 (23)

íàçûâàåòñÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé èëè ìàòðèöåé îøèáîê ïîïðàâîê.
Çàïèøåì åå â âèäå

D =




D11 D12 ... D1n

D21 D22 ... D2n

... ... ... ...
Dn1 Dn2 ... Dnn


 .

Ñîãëàñíî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ëþáîé äèàãîíàëüíûé ýëå-
ìåíò ìàòðèöû D ñ íîìåðîì k ðàâåí êâàäðàòó ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé
îøèáêè σk ïîïðàâêè ∆pk, òî åñòü

σk =
√

Dkk. (24)

Èç (22), (23), (24) âèäíî, ÷òî îøèáêè ïîïðàâîê óòî÷íÿåìûõ ïàðàìåòðîâ
óáûâàþò ñ ðîñòîì ÷èñëà íàáëþäåíèé m. Ïðèáëèæåííî îíè ïðîïîðöè-
îíàëüíû 1√

m
, òàê êàê íà ïðàêòèêå ÷èñëî íàáëþäåíèé íàìíîãî áîëüøå

÷èñëà óòî÷íÿåìûõ ïàðàìåòðîâ.
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Cëåäñòâèåì ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ÿâëÿåòñÿ ñòðåìëåíèå ê
íóëþ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêè ðåøåíèÿ ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà íà-
áëþäåíèé.

Ñäåëàííûå çäåñü âûâîäû ñïðàâåäëèâû ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâè-
ÿõ, íàëàãàåìûõ íå òîëüêî íà îøèáêè òåîðèè è íàáëþäåíèé, íî òàêæå
íà ïðèíÿòóþ ìîäåëü äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà. Ïîäðîáíåå ýòè óñëîâèÿ
ðàññìîòðåíû â êíèãå [1].

Âåëè÷èíû rkj , îïðåäåëåííûå ñîîòíîøåíèåì

rkj =
Dkj

σkσj
,

íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè êîððåëÿöèè ìåæäó îøèáêàìè ïîïðàâîê,
à ìàòðèöà

R =




1 r12 r13 ... r1n

r21 1 r23 ... r2n

... ... ... ... ...
rn1 rn2 rn3 ... 1




íàçûâàåòñÿ êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöåé.
Ïîñëå íåñêîëüêèõ øàãîâ óòî÷íåíèÿ, êîãäà ïîïðàâêè ñòàíîâÿòñÿ äî-

ñòàòî÷íî ìàëûìè, îøèáêè ïîïðàâîê õàðàêòåðèçóþò îøèáêè óëó÷øåí-
íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, îáóñëîâëåííûå êàê îøèáêàìè òåîðèè, òàê è
îøèáêàìè íàáëþäåíèé.

Êà÷åñòâî ñîãëàñîâàíèÿ òåîðèè ñ íàáëþäåíèÿìè ïîñëå óòî÷íåíèÿ ïà-
ðàìåòðîâ äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà áóäåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ âåëè÷èíîé

σ =

√
d0

m
,

êîòîðàÿ ïîñëå óñïåøíîãî óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåêâàä-
ðàòè÷åñêîé âåëè÷èíîé íåâÿçîê δi (11).

Ïðèìåíåíèå ÌÍÊ íà ïðàêòèêå ÷àñòî ïðèâîäèò ê íåîæèäàííûì
ïðîáëåìàì. Äåëî â òîì, â óñëîâèÿõ èññëåäîâàíèé íà îñíîâå ðåàëüíûõ
íàáëþäåíèé íåáåñíûõ òåë ñ èñïîëüçîâàíèåì îãðàíè÷åííûõ ïî òî÷íî-
ñòè òåîðèé íå âñåãäà ñòðîãî âûïîëíÿþòñÿ òå äîïóùåíèÿ, ïðè êîòîðûõ
ïðàâîìåðíî ïðèìåíåíèå ÌÍÊ. Åñëè îøèáêè òåîðèè ïðåâàëèðóþò íàä
îøèáêàìè íàáëþäåíèé, òî ñóììàðíàÿ îøèáêà íå áóäåò ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíîé. Ýòî ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà íàáëþäåíèé
òî÷íîñòü ðåçóëüòàòà íå áóäåò óëó÷øàòüñÿ, à ðåøåíèå â ñâîþ î÷åðåäü
ïðèîáðåòåò çàâèñèìîñòü îò ñîñòàâà èçìåðåíèé, òî åñòü îò òîãî, â êà-
êèå ìîìåíòû äåëàëèñü èçìåðåíèÿ. Íàëè÷èå òàêîé çàâèñèìîñòè äåëàåò
ðåçóëüòàò íå âïîëíå äîñòîâåðíûì.
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Â êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ ïî óòî÷íåíèþ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ íåáåñ-
íûõ òåë ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû L áëèçîê ê íó-
ëþ. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ìû èìååì äåëî ñ òàê íàçûâàåìûìè ïëîõî îáóñëîâ-
ëåííûìè ñèñòåìàìè íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ðåøåíèè òàêèõ ñèñòåì
ïîïðàâêè ê ïàðàìåòðàì ìîãóò ïîëó÷àòüñÿ ñòîëü ãðóáûìè, ÷òî ïðîöåññ
óòî÷íåíèÿ íå áóäåò ñõîäèòüñÿ. Ïðè÷èíà ïëîõîé îáóñëîâëåííîñòè ìîæåò
çàêëþ÷àòüñÿ íå â ñàìîì ìåòîäå íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, à ñâîéñòâàõ ìå-
õàíè÷åñêîé ìîäåëè. Ïðèìåðîì ñëó÷àÿ ñ ïëîõîé îáóñëîâëåííîñòüþ ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðîöåññ óòî÷íåíèÿ äîëãîòû óçëà êåïëåðîâñêîé îðáèòû íåáåñ-
íîãî òåëà ïðè î÷åíü ìàëîì åå íàêëîíå. Äðóãîé ïðèìåð � ñîâìåñòíîå
óòî÷íåíèå äîëãîòû ïåðèöåíòðà îðáèòû è ñðåäíåé àíîìàëèè â ýïîõó ïðè
ìàëûõ ýêñöåíòðèñèòåòàõ îðáèòû. Ïîêàçàòåëåì ïëîõîé îáóñëîâëåííîñòè
ìîæåò ñëóæèòü áëèçîñòü ê åäèíèöå îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ êîýôôèöè-
åíòîâ êîððåëÿöèè. ×òîáû óìåíüøèòü ïëîõóþ îáóñëîâëåííîñòü, ìîæíî
èñêëþ÷èòü èç ñïèñêà óòî÷íÿåìûõ ïàðàìåòðîâ òîò èç íèõ, êîòîðûé äàåò
ñèëüíóþ êîððåëÿöèþ, ôèêñèðóÿ åãî ïðåäâàðèòåëüíîå çíà÷åíèå.

Áîëåå ïîäðîáíî è âìåñòå ñ îáîñíîâàíèåì ÌÍÊ èçëîæåí â êíèãå [1].
Ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ íåáåñíûõ
òåë èç íàáëþäåíèé ñ âîïðîñàìè åãî ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ðàññìîò-
ðåí â êíèãå [2]. Óïðîùåííîå îïèñàíèå ÌÍÊ äàíî â êíèãå [3].

Ñóùåñòâåííîé ÷àñòüþ àëãîðèòìà óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ
íåáåñíûõ òåë èç íàáëþäåíèé ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé èçìåðÿåìîé
âåëè÷èíû íà çàäàííûå ìîìåíòû âðåìåíè, à òàêæå åå ïðîèçâîäíûõ ïî
óëó÷øàåìûì ïàðàìåòðàì. Äëÿ ýòîé öåëè ìîæíî ïðèìåíÿòü êàê ôîð-
ìóëû àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà, òàê è ìåòîäû
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé èõ äâèæåíèÿ. Ïðè èñïîëüçîâà-
íèè àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè âðåìÿ âû÷èñëåíèé áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíî
êîëè÷åñòâó èñïîëüçóåìûõ íàáëþäåíèé. Ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè
çàòðàòû âðåìåíè íà âû÷èñëåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíû èíòåðâàëó âðåìåíè,
íà êîòîðîì âåëèñü íàáëþäåíèÿ. Ïîðÿäîê òàêèõ âû÷èñëåíèé îáúÿñíåí â
ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ.
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