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Îãëàâëåíèå.

Ãëàâà 5. Ïîñòðîåíèå ìîäåëåé äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë íà îñíîâå
íàáëþäåíèé.

5.61. Âû÷èñëåíèå èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí è ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-

íûõ îò èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí ïî óòî÷íÿåìûì ïàðàìåò-

ðàì.

5.61.1. Ïîðÿäîê âû÷èñëåíèÿ èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí è ïðîèçâîä-

íûõ îò èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí ïî óòî÷íÿåìûì ïàðàìåò-

ðàì.

Â ïðîöåññå äèôôåðåíöèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ
íåáåñíûõ òåë èç íàáëþäåíèé òðåáóåòñÿ âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ èçìåðÿå-
ìûõ âåëè÷èí è ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí ïî óòî÷-
íÿåìûì ïàðàìåìàòðàì íà ìîìåíòû íàáëþäåíèé. Ýòè âû÷èñëåíèÿ äåëà-
þòñÿ íà îñíîâå ïðèíÿòîãî çàêîíà äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë. Çàêîí äâè-
æåíèÿ îïèñûâàåòñÿ â êàêîé-ëèáî ñèñòåìå êîîðäèíàò. ×àùå âñåãî ýòî
ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû x, y, z. Òàêèì îáðàçîì, â ìåòîäå äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ èçìåðÿåìàÿ âåëè÷èíà
ξ, êàê ôóíêöèÿ óòî÷íÿåìûõ ïàðàìåòðîâ p1, p2, ..., pn, ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé
ôóíêöèåé. Îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïåðâîíà÷àëüíî êàê ôóíêöèÿ îò ïðÿìî-
óãîëüíûõ êîîðäèíàò íåáåñíîãî òåëà, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü â ñèëó
çàêîíà äâèæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âðåìåíè t è ïàðàìåòðîâ äâè-
æåíèÿ. Çàâèñèìîñòü ξ(x, y, z) íå ñâÿçàíà ñ çàêîíîì äâèæåíèÿ íåáåñíîãî
òåëà, îäíàêî îíà ìîæåò âêëþ÷àòü â ñåáÿ âðåìÿ t è íåêîòîðûå ïàðàìåò-
ðû, êîòîðûå òàêæå ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê óòî÷íÿåìûå. Â îòëè÷èå
îò ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà íàçîâåì èõ ïàðàìåòðàìè óñëî-
âèé íàáëþäåíèé. Ôóíêöèÿ ξ(x, y, z) îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî âûáîðîì èçìå-
ðÿåìîé âåëè÷èíû. Â àñòðîíîìè÷åñêîé ïðàêòèêå èñïîëüçóåòñÿ áîëüøîå
ìíîæåñòâî âåëè÷èí, èçìåðÿåìûõ â ïðîöåññå íàáëþäåíèé. Â ñëåäóþùåì
ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå èç íèõ, è äàþòñÿ ÿâíûå âûðà-
æåíèÿ äëÿ ôóíêöèè ξ(x, y, z).

Âû÷èñëåíèå êîîðäèíàò íåáåñíîãî òåëà x, y, z äåëàåòñÿ ëèáî ïî ôîð-
ìóëàì ïîñòðîåííîé çàðàíåå àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äâèæåíèÿ, ëèáî íà
îñíîâå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.
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×àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí ïî óòî÷íÿåìûì ïà-
ðàìåìàòðàì íà ìîìåíòû íàáëþäåíèé âû÷èñëÿþòñÿ íà îñíîâå ðàññìîò-
ðåííûõ âûøå çàâèñèìîñòåé. Òàê êàê ïðîìåæóòî÷íûìè âåëè÷èíàìè ÿâ-
ëÿþòñÿ êîîðäèíàòû íåáåñíîãî òåëà x, y, z, òî äëÿ èñêîìûõ ïðîèçâîäíûõ
ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

∂ξ
∂p1

∂ξ
∂p2

...

∂ξ
∂pn

 = K ·B, K =



∂x
∂p1

∂y
∂p1

∂z
∂p1

∂x
∂p2

∂y
∂p2

∂z
∂p2

... ... ...

∂x
∂pn

∂y
∂pn

∂z
∂pn

 . B =


∂ξ
∂x

∂ξ
∂y

∂ξ
∂z

 . (1)

Êàê âèäíî èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé, âû÷èñëèòåëüíàÿ çàäà÷à ðàçäåëÿ-
åòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå ÷àñòè. Â ïåðâîé èç íèõ íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ
÷àñòíûõ ïðîçâîäíûõ îò ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò ïî ïàðàìåòðàì äâè-
æåíèÿ íåáåñíîãî òåëà. Âî âòîðîé � ïðîèçâîäíûå îò èçìåðÿåìîé âåëè-
÷èíû ïî ïðÿìîóãîëüíûì êîîðäèíàòàì íåáåñíîãî òåëà. Â ñîîòâåòñòâèå
ñ ýòèì íàçîâåì ìàòðèöó K ìàòðèöåé ïàðàìåòðîâ, òàê êàê îíà çàâèñèò
òîëüêî îò âûáîðà óòî÷íÿåìûõ ïàðàìåòðîâ p1, p2, ..., pn. Âåêòîð-ñòîëáåö
B íàçîâåì âåêòîðîì ôóíêöèè, îí îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì èçìåðÿåìîé
ôóíêöèè ξ(x, y, z).

Âåêòîð ôóíêöèè B âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì, ïîëó÷àåìûì äèôôå-
ðåíöèðîâàíèåì ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ξ(x, y, z). Âû÷èñëåíèå ìàòðèöû
ïàðàìåòðîâ K ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà íàáëþäåíèé
êàê ïî ôîðìóëàì, ñëåäóþùèì èç òåîðèè äâèæåíèÿ, òàê è â ïðîöåññå
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñïåöèàëü-
íî ïîñòðîåííûõ äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò êîîðäèíàò ïî ïàðàìåò-
ðàì äâèæåíèÿ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ýëåìåíòû ìàòðèöû K íàçûâàþò
èçîõðîííûìè ïðîèçâîäíûìè, à äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ íèõ
èíòåãðèðóþò ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ.

Ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû K â ñëó÷àÿõ èñïîëüçîâàíèÿ
ôîðìóë àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äâèæåíèÿ è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-
íèÿ äëÿ èçîõðîííûõ ïðîèçâîäíûõ â êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ ðàññìàòðèâà-
þòñÿ â ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ.
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5.61.2. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ èçîõðîííûõ ïðîèç-

âîäíûõ â íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ ñëó÷àÿõ.

5.61.2.1. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ èçîõðîííûõ ïðî-

èçâîäíûõ â çàäà÷å òðåõ òåë. Óòî÷íåíèå ïàðàìåòðîâ

äâèæåíèÿ âîçìóùàåìîãî òåëà.

Ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó äèôôåðåíöèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ
äâèæåíèÿ â ñëó÷àå çàäà÷è òðåõ òåë. Ïîñêîëüêó òî÷íîãî àíàëèòè÷åñêîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è òðåõ òåë äî ñèõ ïîð íå íàéäåíî, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
â ýòîé çàäà÷å ðåøàþòñÿ ìåòîäàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Â êà-
÷åñòâå ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå ÷àùå âñåãî ðàññìàòðèâàþò
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, òî åñòü çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò íà íåêîòîðûé íà÷àëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè t0.

Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ âòî-
ðîãî òåëà îòíîñèòåëüíî ïåðâîãî èç íàáëþäåíèé âòîðîãî òåëà. Äâèæåíèå
ïðîèñõîäèò ïîä âîçìóùàþùèì äåéñòâèåì òðåòüåãî òåëà, äâèæåíèå êî-
òîðîãî çàäàíî êîîðäèíàòàìè, êàê ôóíêöèÿìè âðåìåíè.

Â îáùåì ñëó÷àå ìîãóò îïðåäåëÿòüñÿ èç íàáëþäåíèé ïàðàìåòðû äâè-
æåíèÿ âòîðîãî è òðåòüåãî òåëà â åäèíîì ïðîöåññå äèôôåðåíöèàëüíîãî
óòî÷íåíèÿ. Òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è èçîõðîííûå ïðîèçâîäíûå âòî-
ðîãî è òðåòüåãî òåë èíòåãðèðóþòñÿ ñîâìåñòíî.

Òåëà áóäåì ñ÷èòàòü ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè. Íà÷àëî ñèñòåìû íå-
âðàùàþùèõñÿ ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò ïîìåñòèì â ïåðâîå èç òåë. Êî-
îðäèíàòû âòîðîãî òåëà, äâèæåíèå êîòîðîãî èçó÷àåòñÿ, îáîçíà÷èì ÷åðåç
x1, x2, x3. Êîîðäèíàòû òðåòüåãî, âîçìóùàþùåãî òåëà îáîçíà÷èì ÷åðåç
x′
1, x

′
2, x

′
3 .

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âòîðîãî òåëà â ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ çàïè-
øóòñÿ â âèäå

d2xi

dt2
= −fm

xi

r3
− fm′

(
xi − x′

i

∆3
+

x′
i

r′3

)
= Fi (i = 1, 2, 3) , (2)

ãäå f � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, m � ìàññà ïåðâîãî òåëà, m′ � ìàññà
âîçìóùàþùåãî òåëà. Êðîìå òîãî, ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷å-
íèÿ:

r =
√

x2
1 + x2

2 + x2
3, r′ =

√
x′
1
2 + x′

2
2 + x′

3
2,

∆ =
√

(x1 − x′
1)

2 + (x2 − x′
2)

2 + (x3 − x′
3).

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òðåòüåãî òåëà ìîãóò áûòü çàïèñàíû àíàëîãè÷íî.
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Çàìåòèì, ÷òî ïðèâîäèìûå íèæå ôîðìóëû áóäóò ïðèãîäíû è äëÿ áî-
ëåå îáùåãî ñëó÷àÿ, êîãäà êîîðäèíàòû âîçìóùàþùåãî òåëà âû÷èñëÿþòñÿ
íà îñíîâå áîëåå ñëîæíîé ìîäåëè, ó÷èòûâàþùåé âëèÿíèå äðóãèõ òåë.

Ïàðàìåòðàìè èçó÷àåìîãî äâèæåíèÿ âòîðîãî òåëà áóäóò íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ, òî åñòü êîîðäèíàòû è êîìïîíåíòû ñêîðîñòè

x
(0)
1 , x

(0)
2 , x

(0)
3 , ẋ

(0)
1 , ẋ

(0)
2 , ẋ

(0)
3 ,

çàäàííûå íà ìîìåíò âðåìåíè t0.
Èñêîìûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, íåîáõîäèìûå äëÿ äèôôåðåíöèàëü-

íîãî óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ, îáðàçóþò ìàòðèöó

K =



∂x1

∂x
(0)
1

∂x2

∂x
(0)
1

∂x3

∂x
(0)
1

∂x1

∂x
(0)
2

∂x2

∂x
(0)
2

∂x3

∂x
(0)
2

∂x1

∂x
(0)
3

∂x2

∂x
(0)
3

∂x3

∂x
(0)
3

∂x1

∂ẋ
(0)
1

∂x2

∂ẋ
(0)
1

∂x3

∂ẋ
(0)
1

∂x1

∂ẋ
(0)
2

∂x2

∂ẋ
(0)
2

∂x3

∂ẋ
(0)
2

∂x1

∂ẋ
(0)
3

∂x2

∂ẋ
(0)
3

∂x3

∂ẋ
(0)
3


. (3)

Äëÿ ýëåìåíòîâ ýòîé ìàòðèöû ìîæíî ñîñòàâèòü äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ ïóòåì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíå-
íèé (2) ïî ïàðàìåòðó. Âûïîëíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ýòó îïåðàöèþ äëÿ
êàæäîãî èç ïàðàìåòðîâ, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

d2

dt2

(
∂xi

∂x
(0)
j

)
=

3∑
n=1

∂Fi

∂xn

∂xn

∂x
(0)
j

, (4)

d2

dt2

(
∂xi

∂ẋ
(0)
j

)
=

3∑
n=1

∂Fi

∂xn

∂xn

∂ẋ
(0)
j

, (5)

(i, j = 1, 2, 3),

ãäå

∂Fi

∂xn
= fm

1

r3

(
3

r2
xixn − δin

)
+ fm′ 1

∆3

[
3

∆2
(xi − x′

i)(xn − x′
n)− δin

]
,
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δin =

{
1 ïðè i = n
0 ïðè i ̸= n

Ïðè ýòîì ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé (4) è (5) ñëåäóåò âûïîë-
íÿòü ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèÿìè (2). Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèé
(4) è (5) îïðåäåëÿòñÿ ìàòðèöàìè

K0 = K|t=t0 =



1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

0 0 0

0 0 0


, (6)

K̇0 = K̇|t=t0 =



0 0 0

0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1


. (7)

5.61.2.2. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ èçîõðîííûõ ïðî-

èçâîäíûõ â çàäà÷å òðåõ òåë. Óòî÷íåíèå ìàññû âîçìó-

ùàþùåãî òåëà.

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå âòîðîãî èç òðåõ òåë ïîä äåéñòâèåì ïðèòÿæå-
íèÿ ïåðâîãî òåëà è âîçìóùàþùèì âëèÿíèåì òðåòüåãî òåëà. Èç íàáëþ-
äåíèé äâèæåíèÿ âòîðîãî òåëà ìîæíî îïðåäåëÿòü ïàðàìåòðû åãî äâè-
æåíèÿ. Êðîìå òîãî ñîâìåñòíî ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè âòîðîãî òåëà
ìîæíî îïðåäåëÿòü ìàññó âîçìóùàþùåãî òåëà. Òàêîå îïðåäåëåíèå ñëå-
äóåò äåëàòü îáÿçàòåëüíîî ñîâìåñòíî, ïîñêîëüêó ïðè êîððåêöèè ìàññû
âîçìóùàþùåãî òåëà ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ âòîðîãî òåëà áóäóò óæå äðó-
ãèìè.

Â òàêîé çàäà÷å óòî÷íÿåìûìè ïàðàìåòðàìè áóäóò íà÷àëüíûå óñëî-
âèÿ, òî åñòü êîîðäèíàòû è êîìïîíåíòû ñêîðîñòè

x
(0)
1 , x

(0)
2 , x

(0)
3 , ẋ

(0)
1 , ẋ

(0)
2 , ẋ

(0)
3 ,
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çàäàííûå íà ìîìåíò âðåìåíè t0 äëÿ âòîðîãî òåëà è ìàññà m′ âîçìó-
ùàþùåãî òåëà. Â ýòîì ñëó÷àå ê ìàòðèöå (3) íóæíî äîáàâèòü åùå îäíó
ñòðîêó (

∂x1

∂m′
∂x2

∂m′
∂x3

∂m′

)
. (8)

Äëÿ ýëåìåíòîâ ýòîé ñòðîêè ìîæíî ñîñòàâèòü ñëåäóþùèå äèôôåðåíöè-
àëüíûå óðàâíåíèÿ:

d2

dt2

(
∂xi

∂m′

)
= −

(
xi − x′

i

∆3
+

x′
i

r′3

)
+

3∑
n=1

∂Fi

∂xn

∂xn

∂m′ , (9)

Òîãäà íóæíî èíòåãðèðîâàòü ñîâìåñòíî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (2), óðàâ-
íåíèÿ (4), (5) è (9). Íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ ïåðåìåííûõ (8) áóäóò

∂x1

∂m′ = 0, ∂x2

∂m′ = 0, ∂x3

∂m′ = 0,

d
dt

(
∂x1

∂m′

)
= 0, d

dt

(
∂x2

∂m′

)
= 0, d

dt

(
∂x3

∂m′

)
= 0.

(10)

5.51.2.3. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ èçîõðîííûõ ïðî-

èçâîäíûõ â çàäà÷å î äâèæåíèè ñïóòíèêà ñæàòîé ïëà-

íåòû.

Ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó äèôôåðåíöèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ
äâèæåíèÿ ñïóòíèêà â ñëó÷àå ó÷åòà âîçìóùåíèé îò íåñôåðè÷íîñòè ïëà-
íåòû. Â ýòîé çàäà÷å âîçìóùåíèÿ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû
ñïóòíèêà ìîãóò îïðåäåëÿòüñÿ ìåòîäàìè òåîðèè âîçìóùåíèé â àíàëè-
òè÷åñêîì âèäå. Îäíàêî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ìîãóò òàêæå ðå-
øàòüñÿ ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì. Â òàêîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå ïàðà-
ìåòðîâ äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàþò íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, òî åñòü çíà÷åíèÿ
êîîðäèíàò íà íåêîòîðûé íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0.

Ñèëîâóþ ôóíêöèþ ïðèòÿæåíèÿ íåñôåðè÷íîé ïëàíåòû èñïîëüçóþò
â ôîðìå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïî øàðîâûì ôóíêöèÿì. Ýòî ðàçëîæåíèå
ïîäðîáíî ðàññìîòðåíî â ïàðàãðàôå 2.52 . Ïîñêîëüêó ðàçëîæåíèå ñèëî-
âîé ôóíêöèè â ýòîì ñëó÷àå çàïèñûâàåòñÿ â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàí-
íîé ñ îñüþ ñèììåòðèè ñæàòîãî òåëà, òî ìû äîëæíû âûáðàòü ïëîñêîñòü
(x1, x2) ïàðàëëåëüíîé ïëîñêîñòè ýêâàòîðà ïëàíåòû. Âîçüìåì â ðàçëîæå-
íèè òîëüêî ãëàâíûé ÷ëåí, îïèñûâàþùèé äèíàìè÷åñêîå ñæàòèå ïëàíåòû,
à èìåííî âòîðóþ çîíàëüíóþ ãàðìîíèêó. Äëÿ äðóãèõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ
óðàâíåíèÿ äëÿ èçîõðîííûõ ïðîèçâîäíûõ ìîãóò áûòü âûâåäåíû àíàëî-
ãè÷íî.
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Ïðÿìîóãîëüíûå ïëàíåòîöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ñïóòíèêà îáîçíà-
÷èì ÷åðåç x1, x2, x3. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñ ó÷åòîì âòîðîé çîíàëüíîé
ãàðìîíèêè ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû çàïè-
øåì â ñëåäóþùåé ôîðìå:

d2xi

dt2
= −fm

xi

r3
+

3

2
fmJ2

r20
r5

xi

(
5
x2
3

r2
− ei

)
= Fi (i = 1, 2, 3) , (11)

ãäå f � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, m � ìàññà ïëàíåòû, J2 � êîýôôè-
öèåíò ïðè âòîðîé çîíàëüíîé ãàðìîíèêå ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè
ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû, r0 � ñðåäíèé ýêâàòîðèàëüíûé ðàäèóñ ïëàíåòû.
Êðîìå òîãî, ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

r =
√
x2
1 + x2

2 + x2
3,

e1 = 1, e2 = 1, e3 = 3.

Ïàðàìåòðàìè èçó÷àåìîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêà áóäóò íà÷àëüíûå óñëî-
âèÿ, òî åñòü êîîðäèíàòû è êîìïîíåíòû ñêîðîñòè

x
(0)
1 , x

(0)
2 , x

(0)
3 , ẋ

(0)
1 , ẋ

(0)
2 , ẋ

(0)
3 ,

çàäàííûå íà ìîìåíò âðåìåíè t0.
Èñêîìûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, íåîáõîäèìûå äëÿ äèôôåðåíöèàëü-

íîãî óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ, îáðàçóþò ìàòðèöó âèäà (3). Äëÿ ýëåìåíòîâ
ýòîé ìàòðèöû ìîæíî ñîñòàâèòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïóòåì
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé (11) ïî ïàðà-
ìåòðó. Âûïîëíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ýòó îïåðàöèþ äëÿ êàæäîãî èç ïàðà-
ìåòðîâ, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

d2

dt2

(
∂xi

∂x
(0)
j

)
=

3∑
n=1

∂Fi

∂xn

∂xn

∂x
(0)
j

, (12)

d2

dt2

(
∂xi

∂ẋ
(0)
j

)
=

3∑
n=1

∂Fi

∂xn

∂xn

∂ẋ
(0)
j

, (13)

(i, j = 1, 2, 3),

Â äàííîì ñëó÷àå èìååì

∂Fi

∂xn
= fm

1

r3

(
3

r2
xixn − δin

)
+
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+
3

2
fmJ2

r20
r5

[(
5
x2
3

r2
− ei

)
δin − 35

x2
3

r4
xixn + 10

x3xi

r2
fn + 5

xixn

r2
ei

]
, (14)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

f1 = 0, f2 = 0, f3 = 1 .

Íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ïðè èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé (12) è (13)
ñëåäóåò âçÿòü (6), (7).

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà îäíîâðåìåííî ó÷èòûâàåòñÿ âîçìóùàþ-
ùåå âëèÿíèå òðåòüåãî òåëà è ñæàòèÿ ïëàíåòû, ñèñòåìû êîîðäèíàò äëÿ
ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèÿõ (2) è (11) ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè. Ýòî ðàç-
ëè÷èå íóæíî ó÷èòûâàòü òàêæå â óðàâíåíèÿõ äëÿ èçîõðîííûõ ïðîèçâîä-
íûõ.

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé äâèæå-

íèÿ ïðè ó÷åòå âîçìóùåíèé îò ÷åòâåðòîé çîíàëüíîé ãàðìîíèêè

ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ íåñôåðè÷íîé ïëà-

íåòû

Â îáîçíà÷åíèÿõ, ïðèíÿòûõ âûøå, ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé èìåþò
âèä

Fi = A

(
ai
xi

r7
+ bi

x2
3xi

r9
+ c

x4
3xi

r11

)
,

ãäå

A =
5

8
Gmr40J4 ,

a1 = 3, , a2 = 3, , a3 = 15, ,

b1 = −42, , b2 = −42, , b3 = −70, ,

c = 63,

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòàì íàéäóòñÿ â âèäå

∂Fi

∂xn
= A

(
aiF

(1)
in + biF

(2)
in + cF

(3)
in

)
,

ãäå

F
(1)
in =

δin
r7

− 7xixn

r9

F
(2)
in =

x2
3δin
r9

− 9x2
3xixn

r11
+ fn

2x3xi

r9

F
(3)
in =

x4
3δin
r11

− 11x4
3xixn

r13
+ fn

4x3
3xi

r11
.

8



Ëèòåðàòóðà

1. Ýëüÿñáåðã Ï.Å. Îïðåäåëåíèå äâèæåíèÿ ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèé. �
Ì.: Íàóêà, 1976.
2. Ùèãîëåâ Á.Ì. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ îáðàáîòêà íàáëþäåíèé. � 3-å èçä.�
Ì.: Íàóêà, 1969.
3. Åìåëüÿíîâ Í.Â. Ìåòîäû ñîñòàâëåíèÿ àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì â çàäà-
÷àõ íåáåñíîé ìåõàíèêè. � Ì.: Íàóêà, 1983.

9


