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Ìîìåíò ãðàâèòîìàãíèòíîé ñèëû

Åñëè ïëîñêèé äèñê (èëè åãî êîëüöà)
ñëåãêà âûâåñòè èç ýêâàòîðèàëüíîé
ïëîñêîñòè âðàùàþùåéñÿ ÷åðíîé
äûðû, òî ïîÿâèòñÿ êîìïîíåíòà
ãðàâèòîìàãíèòíîé ñèëû,
íàïðàâëåííàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî
íîâîé ïëîñêîñòè äèñêà:

Fξ =
4aΩM2

r2
β sinψ,

Ñòàöèîíàðíûé äèñê äîëæåí
ïåðåñòðîèòüñÿ òàê, ÷òîáû
ñáàëàíñèðîâàòü ïîÿâèâøèéñÿ
íåíóëåâîé ìîìåíò ñèëû Fξ.

Çäåñü |a| < 1 - ïàðàìåòð Êåððà,
Ω =

√
M/r3 - êåïëåðîâñêàÿ ÷àñòîòà,

r � rg . Òóò è íèæå ïðèíÿòî ÷òî
c = G = 1.
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Äèñê äîëæåí èçîãíóòüñÿ

Èâàíîâ & Èëëàðèîíîâ (1997)

Âîçíèêíîâåíèå ïðîåêöèè âåðòèêàëüíîãî

ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ íà ïëîñêîñòü

êåïëåðîâñêîãî âðàùåíèÿ.

Ó÷åò âÿçêîñòè è/èëè ýéíøòåéíîâñêîé

ïðåöåññèè äàåò ëèíèè òîêà â âèäå

ýëëèïñîâ ñ e ∼ ξβ′ ïîýòîìó ρ1 ∼ ξ

∫
dξρ1

∂Φ

∂ξ
+ ΣFξ = 0

Çäåñü ∂Φ
∂ξ

= −ξΩ2, Σ =
∫
dξρ0.
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Âÿçêèé è/èëè òîíêèé äèñê

Åñëè α > h/r

Òîãäà ñòàöèîíàðíûé èçãèáíûé äèñê âñåãäà
óêëàäûâàåòñÿ â ýêâàòîðèàëüíóþ ïëîñêîñòü
÷åðíîé äûðû íà÷èíàÿ ñ ðàññòîÿíèÿ

R1 ∼ α2/3
a
2/3(r/h)4/3Rg

Áàðäèí & Ïåòòåðñîí (1975)

À íåñòàöèîíàðíàÿ ýâîëþöèÿ ÿâëÿåòñÿ äèôôóçèîííîé ñ õàðàêòåðíûì
âðåìåíåì

t1 = α(r/h)2Ω−1

Ïàïàëîéçó & Ïðèíãë (1983)
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Ðåëÿòèâèñòñêèå óðàâíåíèÿ ãàçîäèíàìèêè

Æóðàâëåâ & Èâàíîâ (2011) �
Ïîëíîå ðåëÿòèâèñòñêîå ðàññìîòðåíèå çàäà÷è

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû ïîêîÿ:

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè-èìïóëüñà:

(ρU i );i = 0

T ik
;k = 0

T ik = (ε+ p)U iUk − pg ik + T ik
ν − U iqk − Ukqi ,

g ik = diag{1,−1,−1,−1}, ε = ρ+ εth

Âêëàä âÿçêîñòè T ik
ν = 2ησik

Òåíçîð ñäâèãà σik = 1

2
(U i

;jP
jk + Uk

;jP
ji )− 1

3
U j

;jP
ik

Ïðîåêöèîííûé òåíçîð P ik = g ik − U iUk

qi - ïîòîê ëó÷èñòîé ýíåðãèè, η -äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü

Êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ âåêòîðà è êîâàðèàíòíàÿ äèâåðãåíöèÿ òåíçîðà:
Ai

;j = ej (A
i ) + ΓikjA

k , Aij
;j = ej (A

ij ) + ΓikjA
kj + ΓjkjA

ik
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Òâèñòîâûå êîîðäèíàòû è òåòðàäíûé áàçèñ


τ

r cosψ
r sinψ
ξ

 =


1 0 0 0

0 cos γ sin γ 0

0 − sin γ cos γ β
0 β sin γ −β cos γ 1




t

x

y

z


|β(τ, r)| � 1 è γ(τ, r) ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ

1 Ìåòðèêà Êåððà áåðåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè ìåäëåííîãî âðàùåíèÿ
÷åðíîé äûðû a� 1

2 Îðòîíîðìèðîâàííûé òåòðàäíûé áàçèñ îòñëåæèâàåò èçãèá äèñêà è
äåëèòñÿ íà îñíîâíóþ �ïëîñêóþ� è äîïîëíèòåëüíóþ �èçãèáíóþ� ÷àñòè
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Òåòðàäíûé áàçèñ

eτ =
1

K1

(
∂τ

+ξU∂r +
ξ

r
∂ϕU∂ϕ − rU∂ξ

)

er =
1

K2

(

−aξ
K3

K1

∂ϕZ∂τ + (1 + ξW )

∂r

+
ξ

r
∂ϕW∂ϕ − rW∂ξ

)

eϕ =
1

K2

(
−ar

K3

K1

(1−
ξ

r
Z)

∂τ

−aξ
K3

K1

rU∂r

+

(
1− arξ

K3

K1

∂ϕU

)

1

r
∂ϕ

+ar
K3

K1

rU∂ξ

)

eξ =
1

K2

(

ar
K3

K1

∂ϕZ∂τ+

∂ξ

)
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Òåòðàäíûé áàçèñ

eτ =
1

K1

(
∂τ+ξU∂r +

ξ

r
∂ϕU∂ϕ − rU∂ξ

)

er =
1

K2

(
−aξ

K3

K1

∂ϕZ∂τ + (1 + ξW )∂r+
ξ

r
∂ϕW∂ϕ − rW∂ξ

)

eϕ =
1

K2

(
−ar

K3

K1

(1−
ξ

r
Z)∂τ−aξ

K3

K1

rU∂r +

(
1− arξ

K3

K1

∂ϕU

)
1

r
∂ϕ+ar

K3

K1

rU∂ξ

)

eξ =
1

K2

(
ar
K3

K1

∂ϕZ∂τ+∂ξ

)
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Êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè

Γτrτ =
K ′
1

K1K2
Γτrϕ = a K3

K2

2

(
1−

(
1− ξ

r
Z
)

r
2
K4

)
Γτrξ =

−a K3
K2

2

∂ϕZ
(
1− 1

2r

(
r2 + ξ2

)
K4

)

Γτϕr = −Γτrϕ

Γτϕξ = a K3
K2

2

(

Z +
(
1− ξ

r
Z
)

ξ
2
K4

)
Γτξτ = ξ

r

K ′
1

K1K2

Γτξr =

−Γτrξ

Γτξϕ = −Γτϕξ
Γrϕτ =

ξ
r

1

K1
∂ϕU

− Γτrϕ Γrϕr =

ξ
r

1

K2
∂ϕW

Γrϕϕ = (rK2)′

rK2

2

−aξ K3
K1K2

∂ϕU

Γrξτ =

U
K1
− Γτrξ

Γrξr =

W
K2

− ξ
r

K ′
2

K2

2

Γrξϕ =

−ar K3
K1K2

U

Γrξξ =
K ′
2

K2

2

Γϕξτ =

1

K1
∂ϕU

− Γτϕξ

Γϕξr =

1

K2
∂ϕW

Γϕξϕ = − ξ
r

K ′
2

K2

2

−ar K3
K1K2

∂ϕU

ãäå K4 ≡ (K3/K1)(K1/K3)′
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Âûâîä òâèñòîâûõ óðàâíåíèé

T ik
;k = (T0

ik)0;k+(T1
ik)0;k + (T0

ik)1;k

Ïëîñêèé äèñê

Äèíàìèêà èçãèáà

(T0
ik)0;k = 0

(T1
ik)0;k + (T0

ik)1;k = 0

T ik = T0
ik + T1

ik ⇐= U i = U i
0

+ v i , ρ = ρ0 + ρ1, p = p0 + p1, ...

Ãëàâíîå ïðåäïîëîæåíèå ÷òî h/r � 1 äàåò

ttw � td ( òàêæå ïîñêîëüêó tLT � td )

�ãîðèçîíòàëüíàÿ� ÷àñòü òâèñòîâûõ óðàâíåíèé (τ, r , ϕ) ñîäåðæèò òîëüêî
÷ëåíû ∝ h/r

à èõ �âåðòèêàëüíàÿ� ÷àñòü (ξ) ñîäåðæèò ÷ëåíû ∝ (h/r)2 è...
ãðàâèòîìàãíèòíûé ÷ëåí ∝ a(h/r)0 ⇐= Â ìîäåëè ïëîñêîãî äèñêà

ìîæíî ïîëîæèòü a = 0

εth, qi = qi
0

+ qi
1
, η1, p1

âûáîð êàëèáðîâêè dξ/dτ = 0
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Ñòàöèîíàðíûé èçãèáíûé äèñê

Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî äèñêà ñ α-ïàðàìåòðèçàöèåé âÿçêîñòè ïîëó÷àåì

K1

R1/2D

d

dR

(
R3/2D

K1Uτ
f ∗(α,R)

dW

dR

)
− 3αUτ (1− D−1)

dW

dR
+

4ia

δ2K3

1
R3Uϕ

W = 0

ãäå ∗ îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå,

f (α,R) = (1 + α2 − 3iαK2

1 )
R(i − α)

αR(α+ 2i)− 6
+ α, W = βe iγ

Uτ (R),Uϕ(R) - êåïëåðîâñêàÿ ñêîðîñòü â ìåòðèêå Øâàðöøèëüäà,

D(R) - ðåëÿòèâèñòñêàÿ ïîïðàâêà Íîâèêîâà-Òîðíà (Ðèôôåðò & Õýðîëüä 1995 ),

δ = h(R)/R - ïðîôèëü ïîëóòîëùèíû äèñêà

Äâà íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðà çàäà÷è

α → [0, 1]

δ̃ = δ∗/
√
|a| → (0,∞)
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Òåêóùàÿ ðàáîòà è äàëüíåéøèå ïëàíû

Ñðàâíåíèå ðàñ÷åòîâ äèíàìèêè íåñòàöèîíàðíîãî ðåëÿòèâèñòñêîãî
èçãèáíîãî äèñêà ñ ðåçóëüòàòàìè ñèìóëÿöèé �
ê ïðèìåðó, Äåêñòåð & Ôðàãèëü (2012)
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Òåêóùàÿ ðàáîòà è äàëüíåéøèå ïëàíû

Èññëåäîâàíèå ðåæèìîâ ýâîëþöèè ðåëÿòèâèñòñêèõ àêêðåöèðóþùèõ
òîðîâ. (Íàïèñàí êîä äëÿ ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è ñ
òâèñòîâûìè óðàâíåíèÿìè è íåñòàöèîíàðíûì áýêãðàóíäîì)

Àíàëèòè÷åñêîå è ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è íà
èçãèáíûå âîçìóùåíèÿ â ðåëÿòèâèñòñêîì äèñêå. Ïîèñê è àíàëèç
çàõâà÷åííûõ èçãèáíûõ ìîä.

Ðàñ÷åò íàáëþäàòåëüíûõ ïðîÿâëåíèé ðåëÿòèâèñòñêèõ èçãèáíûõ äèñêîâ
ñ èñïîëüçîâàíèåì êîäà, ñèìóëèðóþùåãî èçîáðàæåíèå è ñïåêòð
îêðåñòíîñòåé âðàùàþùåéñÿ ÷åðíîé äûðû äëÿ óäàëåííîãî
íàáëþäàòåëÿ
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Àíàëèç ìàëûõ âîçìóùåíèé

Ëèíåéíàÿ òåîðèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ âîçìóùåíèé � óñòîé÷èâîñòü è
ïåðåíîñ óãëîâîãî ìîìåíòà, âîëíû è îñöèëëÿöèè â äèñêàõ, à òàêæå
íåñòàöèîíàðíûå òðàíçèåíòíûå ÿâëåíèÿ â íèõ

Ýâîëþöèè âîçìóùåíèé ìîæíî ïðèïèñàòü äèíàìè÷åñêèé îïåðàòîð,
âîçäåéñòâóþùèé íà íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå: q(t) = U(t) q(0).

UU
† = U

†
U,

Uq = e
iωt
q

UU
† 6= U

†
U,

Uv = σu, U
†
u = σv

Íàëè÷èå ñäâèãà ñêîðîñòè â ãàçîâîì ïîòîêå äåëàåò äèíàìè÷åñêèé îïåðàòîð
íåíîðìàëüíûì, åãî ñîáñòâåííûå ìîäû ñòàíîâÿòñÿ íåîðòîãîíàëüíûìè äðóã
äðóãó, ÷òî äåëàåò âîçìîæíûì ñóùåñòâîâàíèå ñïåöèôè÷åñêèõ
òðàíçèåíòíûõ âîçìóùåíèé

Øìèä (2007)
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Ìîäàëüíûé àíàëèç

Íåìîäàëüíûé àíàëèç

=⇒

=⇒

âûñòðàèâàåò ñîáñòâåííûå ìîäû
â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè // èíòåðâàë âðåìåíè íå âàæåí

âûñòðàèâàåò ñèíãóëÿðíûå âåêòîðà
â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ ñèíãóëÿðíûìè
çíà÷åíèÿìè // äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà
âðåìåíè

Ñèñòåìà ñèíãóëÿðíûõ âåêòîðîâ íåíîðìàëüíîãî îïåðàòîðà
îðòîãîíàëüíà è ïîëíà

ïîäîáíî ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ýðìèòîâà îïåðàòîðà

Íàéòè îïòèìàëüíûå âîçìóùåíèÿ - îçíà÷àåò íàéòè íàèáîëüøåå

ñèíãóëÿðíîå çíà÷åíèå è ñîîòâåòñòâóþùèé ñèíãóëÿðíûé âåêòîð.
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Ìîäàëüíûé àíàëèç

Íåìîäàëüíûé àíàëèç

=⇒

=⇒

âûñòðàèâàåò ñîáñòâåííûå ìîäû
â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ ñîáñòâåííûìè
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âûñòðàèâàåò ñèíãóëÿðíûå âåêòîðà
â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ ñèíãóëÿðíûìè
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âðåìåíè

Ñèñòåìà ñèíãóëÿðíûõ âåêòîðîâ íåíîðìàëüíîãî îïåðàòîðà
îðòîãîíàëüíà è ïîëíà

ïîäîáíî ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ýðìèòîâà îïåðàòîðà

Íàéòè îïòèìàëüíûå âîçìóùåíèÿ - îçíà÷àåò íàéòè íàèáîëüøåå
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Òðàíçèåíòíàÿ àêòèâíîñòü òóðáóëåíòíûõ äèñêîâ

Îïòèìàëüíûå ãëîáàëüíûå âîçìóùåíèÿ

Ioannou & Kakouris (2001) � èññëåäîâàëè äâóìåðíûé ïîòîê âÿçêîé
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ êåïëåðîâñêèì ïðîôèëåì âðàùåíèÿ, íàøëè
îïòèìàëüíûå íà÷àëüíûå âîçìóùåíèÿ è ñòàöèîíàðíûé îòêëèê òå÷åíèÿ íà
âíåøíåå ñòîõàñòè÷åñêîå âîçáóæäåíèå.

Îïòèìàëüíûå
âèõðåâûå
âîçìóùåíèÿ

Íî êàêèå îïòèìàëüíûå âîçìóùåíèÿ ïîëó÷èì, åñëè ðàññìîòðèì
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Òðàíçèåíòíàÿ àêòèâíîñòü òóðáóëåíòíûõ äèñêîâ

Îïòèìàëüíûå ãëîáàëüíûå âîçìóùåíèÿ

Ioannou & Kakouris (2001) � èññëåäîâàëè äâóìåðíûé ïîòîê âÿçêîé
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ êåïëåðîâñêèì ïðîôèëåì âðàùåíèÿ, íàøëè
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Îïòèìàëüíûå
âèõðåâûå
âîçìóùåíèÿ
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Äâà ìåòîäà ïîèñêà îïòèìàëüíûõ âîçìóùåíèé

Ìàòðè÷íûé ìåòîä.

Îñíîâàí íà ïîèñêå ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè ñîáñòâåííûõ ìîä,
ïîêàçûâàþùåé íàèáîëüøèé
òðàíçèåíòíûé ðîñò.

Æóðàâëåâ & Øàêóðà (2009),
Ðàçäîáóðäèí & Æóðàâëåâ (2012)

q =
N∑
n=1

κnq̃n, (q, q) =
N∑

i,j=1

κ∗i κjMij ,

ãäå Mij = (q̃i , q̃j )

Òîãäà M = F†F è

G(T ) = σ21

(
Fe

ΛT
F
−1
)

Èòåðàöèîííûé ìåòîä.

Ïîçâîëÿåò èñêàòü îïòèìàëüíîå
âîçìóùåíèå áåç íàõîæäåíèÿ
ñîáñòâåííûõ ìîä, ðåøàÿ
íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ
ïðÿìîé è ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû
óðàâíåíèé íà âîçìóùåíèÿ.

L (q;~q) =
||q (T ) ||2

||q (0) ||2 −
T∫
0

(
~q,
∂q

∂t
− Aq

)
dt

Âàðüèðîâàíèå L äàåò ñèñòåìó

q̇ = Aq

˙̃q = −A† q̃
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Èòåðàöèîííûé ìåòîä

Ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà íà ïðÿìîé è ñîïðÿæåííûé âåêòîð ðåøàåòñÿ
ìåòîäîì ïðÿìûõ èòåðàöèé

q0(0)

q̃n(T) = 2
qn(T)

||qn(0)||2

qn+1(0) =
1
2
||qn(0)||4

||qn(T)||2
q̃n(0)

qn(T) = eATqn(0)

q̃n(0) = eA†T q̃n(T)

Äàííàÿ ñõåìà ýêâèâàëåíòíà èòåðàöèè qn+1 = U†U · qn,
ãäå U†U = e (A†+A) t åñòü íåîòðèöàòåëüíûé ýðìèòîð îïåðàòîð.
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q0(0)

q̃n(T) = 2
qn(T)

||qn(0)||2

qn+1(0) =
1
2
||qn(0)||4

||qn(T)||2
q̃n(0)

qn(T) = eATqn(0)

q̃n(0) = eA†T q̃n(T)

Äàííàÿ ñõåìà ýêâèâàëåíòíà èòåðàöèè qn+1 = U†U · qn,
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Ñõîäèìîñòü èòåðàöèé

Ïðåâðàùåíèå äâóõ ðàçíûõ ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé â
åäèíñòâåííîå îïòèìàëüíîå âîçìóùåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå çàäàííîìó
ïðîìåæóòêó âðåìåíè

Ñëåâà

Ìãíîâåííûå ïðîôèëè
âîçìóùåíèÿ ýíòàëüïèè
â ìîìåíò âðåìåíè
T = 0.

Ñïðàâà

Ìãíîâåííûå çíà÷åíèÿ
ôàêòîðà ðîñòà
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Ìîäóëü âîçìóùåíèÿ ýíòàëüïèè â ïëîñêîñòè r − ϕ

Îïòèìàëüíîå âîçìóùåíèå ñ Topt = 50.
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Ìîäóëü âîçìóùåíèÿ ýíòàëüïèè â ïëîñêîñòè r − ϕ

Âîçìóùåíèå, âûáðàííîå ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì.
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Òåêóùàÿ ðàáîòà è äàëüíåéøèå ïëàíû

Àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå òðàíçèåíòíîãî ðîñòà îñåñèììåòðè÷íûõ
ëîêàëüíûõ èíåðöèîííî-çâóêîâûõ âîçìóùåíèé. (Âûïîëíåíî)

Èñïîëüçîâàíèå èòåðàöèîííîãî ìåòîäà äëÿ àíàëèçà òðàíçèåíòíîé
äèíàìèêè ðåàëüíîãî àêêðåöèîííîãî äèñêà. Íîðìîé âîçìóùåíèÿ
(||q||2) ìîæåò ñëóæèòü íàáëþäàåìàÿ âåëè÷èíà - âàðèàöèÿ ñâåòèìîñòè
äèñêà. Â êà÷åñòâå íåâîçìóùåííîãî ïîòîêà - α-äèñê Øàêóðû-Ñþíÿåâà.

Çäåñü æå êàê ïðîäîëæåíèå - ïðîáëåìà îòêëèêà àêêðåöèîííîãî äèñêà
íà ñòîõàñòè÷åñêîå âîçäåéñòâèå.

Ó÷åò âåðòèêàëüíûõ äâèæåíèé â äèñêå - ðåøåíèå äâóìåðíîé
íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è ïî (r , z) è ñîîòâåòñòâóþùåé èòåðàöèîííîé
çàäà÷è. Ðàññìîòðåíèå êàê èíåðöèîííî-çâóêîâûõ, êàê è âèõðåâûõ (ò.å.
íèçêî÷àñòîòíûõ) âîçìóùåíèé.

Â. Æóðàâëåâ Èçãèáíûå äèñêè. Òðàíçèåíòíûé ðîñò.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïî òðàíçèåíòíîé äèíàìèêå âîçìóùåíèé â
íåñòàöèîíàðíûõ ïîòîêàõ

Âîïðîñ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçðàáîòàííûõ êîäîâ ïî ðåøåíèþ ëèíåéíîé
íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è íà âîçìóùåíèÿ â äèñêàõ â äðóãèõ öåëÿõ
(íàïðèìåð, ïîèñê ñïåêòðàëüíûõ íåóñòîé÷èâîñòåé â ñëîæíûõ
áàðîêëèííûõ ïîòîêàõ)

Íåëèíåéíàÿ òðàíçèåíòíàÿ äèíàìèêà è ïîèñê íåëèíåéíûõ
îïòèìàëüíûõ âîçìóùåíèé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ èòåðàöèîííàÿ çàäà÷à.

Â. Æóðàâëåâ Èçãèáíûå äèñêè. Òðàíçèåíòíûé ðîñò.
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