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Модель потока

1) Безграничный однородный сдвиговый вращательный поток.
2) p = const, ρ = const.
3) y - локальная азимутальная координата.
4) x - локальная радиальная координата.
5) z - локальная координата в направлении оси вращения.
6) vy = −qΩ0x .
* Рассматривается только вихревая динамика ∇v = 0.

Антициклонический поток (на рисунке):
q > 0.
Ω падает наружу.

Циклонический поток: q < 0.
Ω растет наружу.

*Число вращения: RΩ ≡ 2Ω/S = −2/q.

Из Mukhopadhyay et al. (2005)

Важные случаи:

1) q = 0 - твердотельное вращение.
2) q = ±∞ - плоско-параллельный
поток.

3) q = 3/2 - кеплеровское вращение.
4) q = 2 - изомоментное вращение
(линия Рэлея).
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Положение дел

q = 0 (RΩ = ±∞) — нет растущих возмущений.

2 < q < +∞ (−1 < RΩ < 0) — центробежная неустойчивость
⇒ сверхкритическая турбулентность.

q = ±∞ (RΩ = 0) — эффект подхватывания (роллы → стрейки)
⇒ докритическая турбулентность по сценарию SSP.

q = 2 (RΩ = −1) — эффект анти-подхватывания (стрейки → роллы)
⇒ докритическая турбулентность по сценарию ???.

0 < q < 2 (RΩ < −1) — свинговое усиление сдвиговых вихрей
⇒ докритическая турбулентность ??? по сценарию ???.

−∞ < q < 0 (RΩ > 0) — свинговое усиление сдвиговых вихрей
⇒ докритическая турбулентность ??? по сценарию ???.
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Self-sustaining process (SSP)

1) Роллы вырастают в стрейки
большой амплитуды.

2) Вторичная линейная
неустойчивость относительно
неосесимметричных мод
(Теорема Рэлея
о точке перегиба в vy (x , z )).

4) Регенерация роллов итоговым
существенно 3D потоком.

5) Впервые показано Hamilton et al.
(1995).

Waleffe (1997)
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Решение нелинейной задачи

Non-linear continuation method: Rincon et al. (2007).

1) WTV можно продолжить до RΩ = 0 и
далее в 0 < RΩ � 1.

2) WTV нельзя продолжить до RΩ = −1.

Direct numerical simulations: Lesur & Longaretti (2005).
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Уравнения для малых возмущений

ux , uy , uz , p - эйлеровы возмущения скоростей и давления:

(
∂

∂t
− qΩ0x

∂

∂y

)
ux − 2Ω0uy = −

1
ρ0

∂p
∂x
,(

∂

∂t
− qΩ0x

∂

∂y

)
uy + (2− q)Ω0ux = −

1
ρ0

∂p
∂y
,(

∂

∂t
− qΩ0x

∂

∂y

)
uz = −

1
ρ0

∂p
∂z
,

∂ux

∂x
+
∂uy

∂y
+
∂uz

∂z
= 0,

Переход к ПФГ в безразмерных сдвиговых координатах:

f = f̂ (kx , ky , kz , t′) exp(ikxx ′ + ikyy ′ + ikzz ′),

x ′ = x/L, y ′ = (y + qΩ0xt)/L, z ′ = z/L, t′ = Ω0t,

L выбирается таким, чтобы ky = 1.
Выбираются переменные ux и x-компонента ω̂ ≡ k× û.
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Транзиентный рост роллов и стрейков

ky = 0 :

d2ûx

d2t
+ σ2ûx = 0,

σ2 ≡
2(2− q)

1 + α2 , α ≡ kx/kz .

Рост роллов (в начальный момент ûy = 0):

g =
2− q

2
sin2 σt + cos2 σt.

Рост стрейков (в начальный момент ûy = 1 и ûx = ûz = 0):

g =
2

2− q
sin2 σt + cos2 σt.

Для роллов g →∞ при q → −∞ (RΩ → 0) — в плоскопараллельном потоке.

Для стрейков g →∞ при q → 2 (RΩ → −1)— на линии Рэлея.

Для |q| ∼ 1 & q < 2 ⇒ g ∼ 1!
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Транзиентный рост сдвиговых вихрей

ky = 1, kz = 0:

dûx

dt
= −2q

k̃x

k2 ûx ,

k̃x = kx + qt, k2 = 1 + k̃2
x .

Решение при kx � 1:

ûx =
kx

k2 дает g = (û2
x + û2

y )|k̃x =0 = k2
x .

Действие вязкости:

tv ' ttg ⇒ kx,max = −sgn(q)(R|q|)1/3, R ≡
ΩL2

ν
.

Отсюда максимальное свинговое усиление:

G = (R|q|)2/3.

В нормировке Lesur & Longaretti (2005) R → R/q ⇒ G не зависит от q!
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Транзиентный рост квази-двумерных сдвиговых вихрей

ky = 1, kz � 1:

Полная система уравнений

dûx

dt
= −2

kz

k2 + k2
z
ω̂x − 2q

k̃x

k2 + k2
z

ûx ,

dω̂x

dt
= (2− q)kz ûx

разделяется.

Ускорение жидкости в направлении z
модулируется динамикой свингового усиления.

Аналитическое решение при t →∞:

ûz → sgn(q)π kz |kx |
2− q

q
. (ûx , ûy → 0)
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Кросс-роллы: поле скоростей в разрезе

На верхних панелях - кросс-роллы, на нижних панелях - роллы.
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Оценка числа Рейнольдса перехода к докритической турбулентности
при −∞ < q < 2.

Оценка максимальной амлитуды кросс-роллов, рожденных рожденных
свинговым усилением сдвиговых вихрей:

gpl max ≈ π2 k2
z max(q) k2

x max(q,R)

(
2− q

q

)2

.

Прохождение линии твердотельного вращения:

kz max ∼ |q|

Гипотеза о том, что именно кросс-роллы ответственны за регенерацию
растущих сдвиговых вихрей позволяет предположить, что

gpl max(q,RT ) ' const ⇒ RT (q).
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Оценка числа Рейнольдса перехода к докритической турбулентности
при −∞ < q < 2.
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Переход к докритической турбулентности при q = −4:
численные расчеты в вытянутом ящике
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Спасение 2D докритической турбулентности в кеплеровском потоке

Lithwick (2009).
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