
Í.Â.Åìåëüÿíîâ

ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÅÑÒÅÑÒÂÅÍÍÛÕ ÑÏÓÒÍÈÊÎÂ ÏËÀÍÅÒ
ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÍÀÁËÞÄÅÍÈÉ

ÃÀÈØ ÌÃÓ - 2019



Глава 3

УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ
И АНАЛИТИЧЕСКИЕ ТЕОРИИ

Ðåçþìå

Ýòî áîëüøàÿ ãëàâà, â êîòîðîé ïðåäñòàâëåí íàáîð àíàëèòè÷åñêèõ
ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ïëàíåò. Íà÷èíà-
åòñÿ âñå ñ çàäà÷è äâóõ òåë. Äàþòñÿ ôîðìóëû êåïëåðîâñêîãî äâè-
æåíèÿ. Äëÿ óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ îðáèò ñïóòíèêîâ íà îñíîâå íà-
áëþäåíèé íóæíû çíà÷åíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò êîîðäèíàò ïî
ýëåìåíòàì îðáèòû. Çäåñü äàþòñÿ ôîðìóëû äëÿ ýòèõ ïðîèçâîäíûõ.

Ïðèâîäèòñÿ ðàçëîæåíèå ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ íåñôå-
ðè÷íîãî òåëà, âûðàæåííîå ÷åðåç êîîðäèíàòû ñïóòíèêà. Ðàññìàòðè-
âàåòñÿ ñâÿçàííàÿ ñ ýòèì î÷åíü èíòåðåñíàÿ îáîáùåííàÿ çàäà÷à äâóõ
íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ.

Îñíîâà àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ — ýòî òåîðèÿ âîçìóùåíèé. Çäåñü
ïîäðîáíî èçëàãåòñÿ âåñü àëãîðèòì ïðèìåíåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé.
Ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà.

Ðàçëîæåíèå âîçìóùàþùåé ôóíêöèè, îáóñëîâëåííîé íåñôåðè÷-
íîñòüþ öåíòðàëüíîãî òåëà, âûðàæåíî ÷åðåç ýëåìåíòû êåïëåðîâñêîé
ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû è äàåòñÿ â ôîðìå, óäîáíîé äëÿ ïðàêòè-
÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ. Äëÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèè, îáóñëîâëåííîé
ïðèòÿæåíèåì âíåøíåãî òåëà, ïðèâîäèòñÿ ðàçëîæåíèå òàêæå âûðà-
æåííîå ÷åðåç ýëåìåíòû êåïëåðîâñêîé ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû.

Ñ ïîìîùüþ òåîðèè âîçìóùåíèé â ïåðâóþ î÷åðåäü ïîëó÷àþò-
ñÿ âåêîâûå âîçìóùåíèÿ. Äàëåå íà îñíîâå òàêîãî ïîäõîäà ñòðîèòñÿ
ìîäåëü ïðåöåññèðóþùåãî ýëëèïñà. Â êîíöå ãëàâû ðàññìàòðèâàþòñÿ
ïðèìåíåíèÿ ýòîé ìîäåëè. Ïîêàçàíî, êàê ïîëó÷àþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå
âîçìóùåíèÿ. Èçó÷àþòñÿ èõ ñâîéñòâà.
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Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ îñîáûå ñëó÷àè â òåîðèè âîçìó-
ùåíèé, êîòîðûå íå îñâåùåíû äîëæíûì îáðàçîì â ëèòåðàòóðå. Îíè
ñâÿçàíû ñ èíòåðïðåòàöèåé âåêîâûõ âîçìóùåíèé è âîçìóùåíèÿìè
ïðè ìàëûõ ýêñöåíòðèñèòåòàõ. Ýòè ðåçóëüòàòû êàæóòñÿ íåîæèäàí-
íûìè.

Êàê ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ÷èñòî àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äâèæåíèÿ
ñïóòíèêà îïèñûâàåòñÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ ñïóòíèêà Íåïòóíà Òðèòî-
íà, ïîñòðîåííàÿ àâòîðîì äàííîé êíèãè. Ïàðàìåòðû òåîðèè óòî÷íå-
íû íà îñíîâå âñåõ èìåþùèõñÿ íàáëþäåíèé. Ïî òî÷íîñòè ýòà ìî-
äåëü êîíêóðèðóåò ñ ìîäåëÿìè, ïîñòðîåííûìè äðóãèìè àâòîðàìè
÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ Òðèòîíà.

Â êîíöå ãëàâû îïèñàí ìåòîä îïðåäåëåíèÿ âîçìóùåíèé îðáè-
òàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ñïóòíèêà, îáóñëîâëåííûõ ïðèëèâàìè â âÿçêî-
óïðóãèõ òåëàõ ïëàíåòû è ñàìîãî ñïóòíèêà. Ïðèìåíÿþòñÿ íåêîòîðûå
óïðîùåíèÿ ìîäåëè äåéñòâóþùèõ ñèë, ïðèíÿòûå è äðóãèìè èññëå-
äîâàòåëÿìè. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû, âûâåäåííûå àâòîðîì äàííîé
êíèãè, êîòîðûå ïðîÿñíÿþò íåêîòîðûå àñïåêòû ýòîé òåîðèè. Ðàñ-
ñìîòðåííàÿ çàäà÷à ñëàáî îñâåùåíà â ïóáëèêàöèÿõ. Îäíàêî èìåþòñÿ
ñîâðåìåííûå ðàáîòû, â êîòîðûõ ïðèíèìàåòñÿ áîëåå îáùèé è òî÷-
íûé ïîäõîä, ÷åì â ïðåäøåñòâóþùèõ ïóáëèêàöèÿõ. Â äàííîé ãëà-
âå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ âÿçêî-óïðóãèõ
ñâîéñòâ Þïèòåðà, Ñàòóðíà è íåêîòîðûõ èõ ñïóòíèêîâ íà îñíîâå
àñòðîìåòðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé.

3.1. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è ñèñòåìû êîîðäèíàò
Äâèæåíèå ñïóòíèêîâ îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíå-

íèÿìè. Â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ çàïèñàíà âñÿ èíôîðìàöèÿ î òîì,
êàêèå ñèëû è ïðè÷èíû âîçäåéñòâóþò íà äâèæåíèå. Ôîðìà çàïè-
ñè óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé î÷åíü âàæíûé ìîìåíò â ïðîöåñ-
ñå èçó÷åíèÿ äèíàìèêè. Ñ îäíîé ñòîðîíû, çäåñü íåîáõîäèìà áåçóêî-
ðèçíåííàÿ òî÷íîñòü, èáî ïðè íåàêêóðàòíîé çàïèñè âñÿ ïîñëåäóþ-
ùàÿ ðàáîòà îêàæåòñÿ áåñïîëåçíîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îò ôîðìû çà-
ïèñè çàâèñèò ïðèìåíèìîñòü è ïðîñòîòà ìåòîäîâ, ñ ïîìîùüþ êîòî-
ðûõ áóäóò ðåøàòüñÿ óðàâíåíèÿ.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îñíîâàíû íà çàêîíàõ ìåõàíèêè. Âíà÷àëå
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðèìåíÿåìàÿ ìåõàíèêà — ýòî êëàññè÷åñêàÿ ìå-
õàíèêà Íüþòîíà. Âîçìîæíî, ÷òî ýòîãî áóäåò äîñòàòî÷íî. Íà êàêîì-
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òî ýòàïå èññëåäîâàíèé âîçíèêàåò âîïðîñ î íåîáõîäèìîñòè ïåðåõîäà
ê çàêîíàì îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè (ÎÒÎ), êàê áîëåå àäåê-
âàòíûì ðåàëüíîé îêðóæàþùåé íàñ ïðèðîäå. Íà ýòîì ýòàïå ìû îêà-
çûâàåìñÿ ïåðåä ïðîòèâîðå÷èâûìè òðåáîâàíèÿìè. Ïåðåõîä ê óðàâ-
íåíèÿì îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ÷ðåçâû÷àéíî óñëîæíÿåò çà-
äà÷ó. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåîáõîäèìîñòü ïåðåõîäà äîëæíà áûòü ÷åò-
êî îáîñíîâàíà. Íóæíî ëè ïåðåõîäèòü? Î÷åíü âàæíî, êàêèìè êðèòå-
ðèÿìè ïðè ýòîì âîñïîëüçîâàòüñÿ. Ïðè ïðàêòè÷åñêîì ìîäåëèðîâà-
íèè äâèæåíèÿ ñ öåëüþ ìàêñèìàëüíî ïðèáëèçèòü ìîäåëü ê äåéñòâè-
òåëüíîñòè êðèòåðèåì âûáîðà òèïà ïðèìåíÿåìîé ìîäåëè ìåõàíèêè
äîëæíî áûòü ñîîòâåòñòâèå òî÷íîñòè ìîäåëè òî÷íîñòè íàáëþäåíèé.
Ñîïîñòàâëåíèå òî÷íîñòè óðàâíåíèé è òî÷íîñòè íàáëþäåíèé çäåñü
íå ãîäèòñÿ. Ñ òî÷íîñòüþ íàáëþäåíèé íóæíî ñîïîñòàâëÿòü òî÷íîñòü
ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, à íå ñàìèõ óðàâ-
íåíèé. Îäíàêî îöåíêà òî÷íîñòè ðåøåíèÿ âñåãäà âåñüìà çàòðóäíè-
òåëüíà. Êðîìå òîãî, ïðè ìîäåëèðîâàíèè âåëè÷èí, êîòîðûå èçìåðÿ-
þòñÿ â ïðîöåññå íàáëþäåíèé, ó÷àñòâóåò åùå ìíîæåñòâî äðóãèõ ôàê-
òîðîâ, êîòîðûå íå ñîäåðæàòñÿ â ñàìèõ óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ.

Ïðîáëåìó ïåðåõîäà ê ìåõàíèêå ÎÒÎ ìîæíî ðåøàòü òåì ïðè-
åìîì, êîòîðûé ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ â íåáåñíîé ìåõàíèêå â ïîäîá-
íûõ ñëó÷àÿõ. Âìåñòî ïåðåõîäà ê óðàâíåíèÿì ÎÒÎ óðàâíåíèÿ äâè-
æåíèÿ çàïèñûâàþò â ðàìêàõ ìåõàíèêè Íüþòîíà, íî ïðè ýòîì ââî-
äÿò â ðàññìîòðåíèå íåêîòîðûå ôèêòèâíûå âîçìóùàþùèå ñèëû, äåé-
ñòâóþùèå íà íåáåñíîå òåëî, òàê ÷òî ïîëó÷àåìîå ðåøåíèå áóäåò äî-
ñòàòî÷íî áëèçêî ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé ÎÒÎ. Íåîáõîäèìîñòü äàæå
òàêîãî óïðîùåííîãî ïðèåìà äîëæíà áûòü òùàòåëüíî îöåíåíà. Íà
äàííîì ýòàïå èçëîæåíèÿ ìû îãðàíè÷èìñÿ óðàâíåíèÿìè ìåõàíèêè
Íüþòîíà.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ïëàíåòû ñî ñïóòíèêàìè, êîòîðûå ïðîíóìå-
ðóåì èíäåêñîì i = 1, 2, 3, ..., N . Äâèæåíèå ñèñòåìû N ñïóòíèêîâ
ïðîèñõîäèò ïîä äåéñòâèåì ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû, âçàèìíîãî ïðèòÿ-
æåíèÿ ñïóòíèêîâ, ïðèòÿæåíèÿ äðóãèõ ñïóòíèêîâ, íå âêëþ÷åííûõ
â ïåðâûå N , à òàêæå ïîä äåéñòâèåì ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà è äðóãèõ
ïëàíåò. Ñîëíöå, äðóãèå ïëàíåòû è ñïóòíèêè íàçîâåì âíåøíèìè òå-
ëàìè. Áóäåì äîïóñêàòü, ÷òî òåëî ïëàíåòû èìååò êîíå÷íûå ðàçìåðû,
à åãî ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë îòëè÷àåòñÿ îò ïîòåíöèàëà ìàòå-
ðèàëüíîé òî÷êè. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíè-
êîâ ïëàíåòû ïåðâîíà÷àëüíî ñîñòàâëÿþòñÿ êàê óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
çàäà÷è äëÿ N+1 ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Ïðè ýòîì íå âàæíî, â êàêîé
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èç íèõ ðàñïîëîæåíî íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò. Âèä óðàâíåíèé îò
ýòîãî íå çàâèñèò. Ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî ñïóòíèêè, Ñîëíöå è äðóãèå
ïëàíåòû äâèæóòñÿ âîêðóã ãëàâíîé ïëàíåòû, â öåíòðå êîòîðîé ðàñ-
ïîëîæåíî íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò. Òàêóþ ñèñòåìó ìû áóäåì íà-
çûâàòü ïëàíåòîöåíòðè÷åñêîé.

Äàëüíåéøåå óòî÷íåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ñîñòîèò
â ïðèíÿòèè â ðàñ÷åò òîãî ôàêòà, ÷òî ïëàíåòà, à òàêæå äðóãèå ñïóò-
íèêè, îòëè÷àþòñÿ îò ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê è ïðèòÿãèâàþò êàê ïðî-
òÿæåííûå òåëà ñî ñëîæíûìè ãðàâèòàöèîííûìè ïîëÿìè.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ N ñïóòíèêîâ ñ êîîðäèíàòàìè
xi, yi, zi (i = 1, 2, 3, ..., N) â ïëàíåòîöåíòðè÷åñêîé íåâðàùàþùåéñÿ
ñèñòåìå êîîðäèíàò. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â âåêòîðíîé ôîðìå èìå-
þò âèä

d2ri
dt2

= −G(m0 +mi)
ri
|ri|3

−
N∑
j=1

′Gmj

(
∆∆∆ij

|∆∆∆ij |3
+
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|rj |3

)
−

−
N ′∑
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j

(
∆∆∆′

ij

|∆∆∆′
ij |3

+
r′j

|r′j |3

)
+ F(t, ri) , (3.1)

ãäå G — óíèâåðñàëüíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, mi — ìàññà
ñïóòíèêà, m0 — ìàññà ïëàíåòû, m′

j — ìàññà âíåøíåãî òåëà (Ñîëí-
öà, ïëàíåòû, ñïóòíèêà). Â óðàâíåíèÿõ îáîçíà÷åíû: ri = {xi, yi, zi} —
ðàäèóñ-âåêòîð ñïóòíèêà íîìåð i, r′j = {xj , yj , zj} — ðàäèóñ-âåêòîð
âíåøíåãî òåëà íîìåð j,∆∆∆ij = ri−rj ,∆∆∆′

ij = ri−r′j . ×åðåç F(t, ri) îáî-
çíà÷åí âåêòîð óñêîðåíèÿ, îáóñëîâëåííîãî íåñôåðè÷íîñòüþ ïëàíå-
òû. Ýòîò âåêòîð ìîæåò ÿâíî çàâèñåòü îò âðåìåíè, ïîñêîëüêó ïëàíåòà
ñî ñâîèì ãðàâèòàöèîííûì ïîëåì äâèæåòñÿ íåçàâèñèìî îò ñïóòíè-
êà. Âïðî÷åì, ýòî ñëàãàåìîå ìîæåò âêëþ÷àòü â ñåáÿ è ó÷åò íåñôåðè÷-
íîñòè ñàìîãî ñïóòíèêà, åñëè åãî âðàùåíèå çàäàíî. Â ïåðâîé ñóììå
øòðèõ îçíà÷àåò, ÷òî ñëàãàåìîå ïðè j = i îïóùåíî.

Â ìîäåëè äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ìîãóò ó÷èòûâàòüñÿ è äðóãèå ñèëû.
Ýòî ìîãóò áûòü ñèëû íåãðàâèòàöèîííîé ïðèðîäû, íàïðèìåð, ñèëû
ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû èëè ñèëû ïðèëèâíîãî òðåíèÿ â òåëå ïëàíåòû
èëè â òåëå ñïóòíèêà. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ÷ëåíû â ïðàâîé ÷àñòè
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìîãóò çàâèñåòü åùå è îò êîìïîíåíò ñêîðîñòè
ñïóòíèêà.

Â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ âåêòîðû ri (i = 1, 2, 3, ..., N) ôèãóðè-
ðóþò êàê èñêîìûå ôóíêöèè, à âåêòîðû r′j äîëæíû áûòü âû÷èñëÿ-
åìûìè íà ëþáîé çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Êîîðäèíàòû Ñîëíöà
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è äðóãèõ ïëàíåò îïðåäåëÿþòñÿ ïî ýôåìåðèäàì ïëàíåò. Êîîðäèíàòû
äðóãèõ ñïóòíèêîâ, ïîìèìî ïåðâûõ N , âû÷èñëÿþòñÿ íà îñíîâå ðàíåå
ðàçðàáîòàííûõ ìîäåëåé èõ äâèæåíèÿ.

Ãëàâíîé ñèëîé, äåéñòâóþùåé íà ñïóòíèê, ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿæåíèå
ïëàíåòû. Ïîòîìó îí è ÿâëÿåòñÿ åå ñïóòíèêîì. Ãëàâíîå äåéñòâèå
ïëàíåòû — ýòî åå ïðèòÿæåíèå êàê ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, ðàñïîëî-
æåííîé â öåíòðå ìàññ. Ýòî ãëàâíîå äåéñòâèå çàäàåòñÿ ïåðâûì ñëà-
ãàåìûì â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Ïðåíåáðåãàÿ âñåìè
äðóãèìè âîçäåéñòâèÿìè íà ñïóòíèê, êðîìå ãëàâíîãî, ïîëó÷èì óðàâ-
íåíèÿ äâèæåíèÿ çàäà÷è äâóõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Ïðè ýòîì íà÷à-
ëî êîîðäèíàò ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç íèõ — ñ ïëàíåòîé. Äëÿ ïðîñòîòû
òàêóþ çàäà÷ó íàçûâàþò çàäà÷åé äâóõ òåë.

Àëüòåðíàòèâîé óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â îòíîñèòåëüíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â áàðèöåíòðè÷åñêîé ñè-
ñòåìå. Îñòàâëÿÿ â ðàññìîòðåíèè òîëüêî ïëàíåòó è ñïóòíèê, ïðèõî-
äèì ñíîâà ê óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ çàäà÷è äâóõ òåë.

Õîðîøî èçâåñòíî ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé çàäà-
÷è äâóõ òåë. Ýòî çàêîí è ìîäåëü êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ. Òàêóþ
ìîäåëü ðàññìîòðèì â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Äëÿ äåòàëüíîãî è ãëóáîêîãî èçó÷åíèÿ çàäà÷è äâóõ òåë ìîæíî ðå-
êîìåíäîâàòü Ó÷åáíîå ïîñîáèå (Õîëøåâíèêîâ, Òèòîâ, 2007). Ñòèëü
èçëîæåíèÿ â ýòîé êíèãå àáñòðàêòíî-òåîðåòè÷åñêèé. Â ÷àñòíîñòè,
ñòðîÿòñÿ ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà îðáèò è îïèñûâàþòñÿ èõ òîïî-
ëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà. Óäåëåíî âíèìàíèå ðàçëîæåíèþ êîîðäèíàò â
ðÿäû è çàäà÷àì îïðåäåëåíèÿ îðáèò. Â êîíöå êíèãè ïðèâîäèòñÿ ñïè-
ñîê ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùèé ññûëêè íà ñïðàâî÷íèêè, ó÷åáíèêè è
çàäà÷íèêè ïî íåáåñíîé ìåõàíèêå.

3.2. Ìîäåëü êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ
3.2.1. Îñíîâíûå ôîðìóëû êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ

Ìîäåëü êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ ïîÿâëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå çà-
äà÷è äâóõ òåë. Òåëà ñ÷èòàþòñÿ ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè, èçîëèðî-
âàííûìè îò äðóãèõ òåë è ëþáûõ äðóãèõ âîçäåéñòâèé. Îíè äâèæóò-
ñÿ òîëüêî ïîä äåéñòâèåì âçàèìíîãî ïðèòÿæåíèÿ ïî çàêîíó êâàäðà-
òîâ îáðàòûõ ðàññòîÿíèé Íüþòîíà. Òàêîå äâèæåíèå åùå íàçûâàåòñÿ
íåâîçìóùåííûì.

Ðàññìàòðèâàþò îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå â çàäà÷å äâóõ òåë, êîãäà
íà÷àëî ñèñòåìû îòñ÷åòà ïîìåùàåòñÿ â öåíòð ìàññ îäíîãî èç íèõ, è
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áàðèöåíòðè÷åñêîå äâèæåíèå, ïðè êîòîðîì íà÷àëî ïîìåùåíî â öåíòð
ìàññ îáîèõ òåë.

Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ â çàäà÷å äâóõ òåë âñåãäà ëåæèò â íåèçìåí-
íîé ïëîñêîñòè. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïñ, ïàðàáîëó èëè ãè-
ïåðáîëó. Öåíòðàëüíîå òåëî â îòíîñèòåëüíîì äâèæåíèè èëè áàðè-
öåíòð äâóõ òåë â áàðèöåíòðè÷åñêîì äâèæåíèè ðàñïîëîæåíû â ôî-
êóñå îäíîé èç óêàçàííûõ êðèâûõ. Ñóùåñòâóþò òàêæå ïðÿìîëèíåé-
íûå òðàåêòîðèè â çàäà÷å äâóõ òåë.

Òî÷êó òðàåêòîðèè ñ ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì äî íà÷àëà ñèñòå-
ìû îòñ÷åòà íàçûâàþò ïåðèöåíòðîì, à òî÷êó ñ ìàêñèìàëüíûì ðàñ-
ñòîÿíèåì (â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ) — àïîöåíòðîì. Àïî-
öåíòð ìîæåò ðàñïîëàãàòüñÿ â áåñêîíå÷íîñòè (ãèïåðáîëè÷åñêèå è ïà-
ðàáîëè÷åñêèå òðàåêòîðèè). Ëèíèþ, ñîåäèíÿþùóþ ïåðèöåíòð îðáè-
òû ñ åå àïîöåíòðîì, íàçûâàþò ëèíèåé àïñèä.

Îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 6-ãî ïîðÿäêà. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå
ðåøåíèå çàâèñèò îò øåñòè íåçàâèñèìûõ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàäà÷è äâóõ òåë ñ ìàññàìè m1

è m2 â ïðîèçâîëüíîé íåâðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå ïðÿìîóãîëüíûõ êî-
îðäèíàò x, y, z. Íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò O ðàñïîëîæèì ëèáî â
ïåðâîå òåëî, ëèáî âî âòîðîå, ëèáî â áàðèöåíòð ñèñòåìû. Äëÿ âñåõ
òðåõ ñëó÷àåâ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ áóäóò èìåòü âèä

d2x

dt2
= −µx

r3
,

d2y

dt2
= −µy

r3
,

d2z

dt2
= −µz

r3
,

ãäå r =
√

x2 + y2 + x2, à µ — ïîñòîÿííàÿ, íàçûâàåìàÿ ãðàâèòàöèîí-
íûì ïàðàìåòðîì.

Åñëè íà÷àëî êîîðäèíàò ïîìåùåíî â îäíî èç òåë, òî óðàâíåíèÿ
îïèñûâàþò äâèæåíèå äðóãîãî èç íèõ, à ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð
µ çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

µ = G(m1 +m2),

ãäå G — óíèâåðñàëüíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ. Åñëè íà÷àëî
êîîðäèíàò ïîìåùåíî â áàðèöåíòð ñèñòåìû, òî óðàâíåíèÿ îïèñûâà-
þò äâèæåíèå ïåðâîãî òåëà ñ ãðàâèòàöèîííûì ïàðàìåòðîì

µ = G
m3

2

(m1 +m2)2
.
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Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âòîðîãî òåëà îòíîñèòåëüíî áàðèöåíòðà èìåþò
òàêîé æå âèä, íî ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð â ýòîì ñëó÷àå çàäàåòñÿ
ðàâåíñòâîì

µ = G
m3

1

(m1 +m2)2
.

Ñóùåñòâóþò ñåìü ïåðâûõ èíòåãðàëîâ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ñî-
äåðæàùèõ ñåìü ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ, ïÿòü èç
êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Íåäîñòàþùåé øåñòîé íåçàâèñè-
ìîé ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòà, îïðåäåëÿþùàÿ
ïîëîæåíèå òåëà íà îðáèòå â çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè.

Òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ â çàäà÷å äâóõ òåë îïèñûâàþò ïàðàìåòðà-
ìè (ýëåìåíòàìè) êåïëåðîâñêîé îðáèòû.

Ïîñêîëüêó èçâåñòíî, ÷òî äâèæåíèå òåë ïðîèñõîäèò â íåêîòîðîé
íåèçìåííîé ïëîñêîñòè, ðàññìîòðèì ñèñòåìó êîîðäèíàò ξ, η, ζ ñ íà-
÷àëîì â òî÷êå O, îñü ξ êîòîðîé íàïðàâëåíà â ïåðèöåíòð îðáèòû, à
îñü η ðàñïîëàãàåòñÿ â ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ òàê, ÷òî ðàäèóñ-âåêòîð
òåëà âðàùàåòñÿ îò îñè ξ â ñòîðîíó îñè η. Òðåòüþ îñü ζ íàïðàâèì
òàê, ÷òîáû ñèñòåìà êîîðäèíàò îêàçàëàñü ïðàâîé. Ñèñòåìó êîîðäè-
íàò ξ, η, ζ íàçûâàþò îðáèòàëüíîé.

Ôîðìóëû ïåðåõîäà îò îðáèòàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Oξηζ ê
ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz èìåþò âèä:

x = Px · ξ +Qx · η +Rx · ζ,

y = Py · ξ +Qy · η +Ry · ζ, (3.2)

z = Pz · ξ +Qz · η +Rz · ζ,

ãäå ÷åðåç Pi, Qi, Ri(i = 1, 2, 3) îáîçíà÷åíû íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû
ëèíèè àïñèä, íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû ïåðïåíäèêóëÿðà ê ëèíèè àï-
ñèä â ïëîñêîñòè îðáèòû, è íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû ïåðïåíäèêóëÿ-
ðà ê ïëîñêîñòè îðáèòû, ñîîòâåòñòâåííî. Íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû
ïðèíÿòî âûðàæàòü ÷åðåç òðè óãëà ïîâîðîòà îðáèòàëüíîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò Oξηζ ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz:

Ω — äîëãîòà âîñõîäÿùåãî óçëà îðáèòû,
ω — óãëîâîå ðàññòîÿíèå ïåðèöåíòðà îò âîñõîäÿùåãî óçëà îðáè-

òû,
i — íàêëîí îðáèòû ê îñíîâíîé ïëîñêîñòè.
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Ðèñ. 3.1. Ãåîìåòðèÿ ñèñòåì êîîðäèíàò è ïëîñêîñòè îðáèòû êåïëåðîâñêîãî
äâèæåíèÿ.

Âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ èìåþò âèä

Px = cosω · cosΩ − sinω · sinΩ · cos i,
Py = cosω · sinΩ + sinω · cosΩ · cos i,
Pz = sinω · sin i,
Qx = − sinω · cosΩ − cosω · sinΩ · cos i,
Qy = − sinω · sinΩ + cosω · cosΩ · cos i,
Qz = cosω · sin i,
Rx = sinΩ · sin i,
Ry = − cosΩ · sin i,
Rz = cos i.

Îðèåíòàöèþ îðáèòû â ïðîñòðàíñòâå ìîæíî óâèäåòü íà ðèñ. 3.1,
ãäå ïîêàçàíû óãëû i, ω, Ω.
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Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ â çàäà÷å äâóõ òåë â îðáèòàëüíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

µ · r = c2 − f · ξ,

ãäå r =
√
ξ2 + η2 — ìîäóëü ðàäèóñ-âåêòîðà òåëà, c — ïîñòîÿííàÿ

èíòåãðàëà ïëîùàäåé, f — ïîñòîÿííàÿ èíòåãðàëà Ëàïëàñà.
Âûðîæäåííûé ñëó÷àé ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ â çàäà÷å äâóõ

òåë, êîãäà ïîñòîÿííàÿ èíòåãðàëà ïëîùàäåé c ðàâíà íóëþ, ìû íå ðàñ-
ñìàòðèâàåì. Çäåñü äîïóñòèì, ÷òî c > 0, è ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
òðàåêòîðèè â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ââåäåì â ïëîñêîñòè îðáèòû ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû r è v îáúåêòà
ïî ôîðìóëàì

ξ = r cos v, η = r sin v,

ãäå óãîë v â êåïëåðîâñêîì äâèæåíèè íàçûâàåòñÿ èñòèííîé àíîìàëè-
åé è îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ïåðèöåíòðà â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè
äâèæåíèÿ òî÷êè. Ôîêàëüíîå óðàâíåíèå îðáèòû â ïîëÿðíûõ êîîð-
äèíàòàõ èìååò âèä

r =
p

1 + e cos v
,

ãäå îáîçíà÷åíî p = c2/µ, e = f/µ. Ïðè ýòîì p íàçûâàåòñÿ ôîêàëü-
íûì ïàðàìåòðîì îðáèòû, à e — åå ýêñöåíòðèñèòåòîì.

Èç ïåðâûõ èíòåãðàëîâ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â çàäà÷å äâóõ òåë
ñëåäóåò, ÷òî ïîñòîÿííàÿ ýíåðãèè çàâèñèò îò ââåäåííûõ ïàðàìåòðîâ
ñëåäóþùèì îáðàçîì :

h =
µ2

c2
(e2 − 1).

Èçìåíåíèå ïîëÿðíîãî óãëà v âî âðåìåíè îïèñûâàåòñÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì( p

1 + e cos v

)2 dv
dt

= c.

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ çàïèñûâàþò â ðàçëè÷íûõ ôîðìàõ â çàâè-
ñèìîñòè îò òèïà äâèæåíèÿ. Òèï äâèæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì
ýêñöåíòðèñèòåòà e. Ïîýòîìó ôîðìà çàâèñèìîñòè êîîðäèíàò îò âðå-
ìåíè t áóäåò ðàçëè÷íîé. Ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå òèïû îðáèò.
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1) Ê ð ó ã î â à ÿ îðáèòà : e = 0, h < 0, r = const.

2) Ý ë ë è ï ò è ÷ å ñ ê à ÿ îðáèòà : 0 < e < 1, h < 0.

3) Ï à ð à á î ë è ÷ å ñ ê à ÿ îðáèòà : e = 1, h = 0.

4) Ã è ï å ð á î ë è ÷ å ñ ê à ÿ îðáèòà : e > 1, h > 0.

Ïîñêîëüêó ìû èçó÷àåì äâèæåíèå ñïóòíèêîâ ïëàíåò íà êîíå÷-
íûõ òðàåêòîðèÿõ, òî îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî êðóãîâîãî
è ýëëèïòè÷åñêîãî äâèæåíèé â çàäà÷å äâóõ òåë. Òîãäà ýêñöåíòðèñè-
òåò e < 1. Êðóãîâîå äâèæåíèå áóäåò ïðè e = 0.

Â êðóãîâîì è ýëëèïòè÷åñêîì äâèæåíèÿõ ðàññìàòðèâàþò áîëü-
øóþ ïîëóîñü îðáèòû a. Ïðè ýòîì ôîêàëüíûé ïàðàìåòð è èíòåãðàë
ýíåðãèè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç áîëüøóþ ïîëóîñü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p = a(1− e2), h = −µ

a
.

Èç ôîêàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ñëåäóåò, ÷òî
ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå òåëà äî íà÷àëà êîîðäèíàò áóäåò ðàâíî
a(1− e), à ìàêñèìàëüíîå — a(1 + e).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ r è v êàê ôóíêöèé âðåìåíè ââåäåì â êà÷åñòâå
âñïîìîãàòåëüíîé ïåðåìåííîé ýêñöåíòðè÷åñêóþ àíîìàëèþ E:

r sin v = a
√

1− e2 sinE, r cos v = a(cosE − e),

r = a(1− e cosE).

Çàâèñèìîñòü E îò âðåìåíè t îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

E − e sinE = M,

M = n(t− t0) +M0,

n =
√
µ/a3,

t0 — íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè (ýïîõà), à M0 — ïðîèçâîëüíàÿ ïî-
ñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Âåëè÷èíà M íàçûâàåòñÿ ñðåäíåé àíîìà-
ëèåé, n íàçûâàåòñÿ ñðåäíèì äâèæåíèåì , à M0 — ñðåäíåé àíîìàëèåé
â ýïîõó.

Óðàâíåíèå
E − e sinE = M

îòíîñèòåëüíî ýêñöåíòðè÷åñêîé àíîìàëèè E íàçûâàåòñÿ óðàâíåíè-
åì Êåïëåðà. Åãî ÷èñëåííîå ðåøåíèå îáû÷íî âûïîëíÿåòñÿ ìåòîäîì
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ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Îïòèìàëüíîå ïîñòðîåíèå ïðèáëè-
æåíèé îïèñàíî íèæå.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè èçìåíåíèèM íà 2π óãëû E è v òàêæå èçìåíÿ-
þòñÿ íà 2π. Òî÷íî òàê æå îáñòîèò äåëî ïðè èçìåíåíèè íà π. Ðàçíèöà
ìåæäó íèìè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî M èçìåíÿåòñÿ ðàâíîìåðíî âî
âðåìåíè, à E è v — ñ ïåðåìåííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Ëèøü â ÷àñò-
íîì ñëó÷àå êðóãîâîãî äâèæåíèÿ (e = 0) âñå òðè óãëà ñîâïàäàþò.

Â ïðàêòèêå âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò â êåïëåðîâñêîì äâèæåíèè
èíîãäà èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè u = v + ω, êîòîðàÿ íàçûâà-
åòñÿ àðãóìåíòîì øèðîòû îáúåêòà. Ôàêòè÷åñêè u — ýòî öåíòðàëü-
íûé óãîë â ïëîñêîñòè îðáèòû ìåæäó íàïðàâëåíèåì íà äâèæóùåå-
ñÿ òåëî è íàïðàâëåíèåì íà âîñõîäÿùèé óçåë îðáèòû. Èñïîëüçóåòñÿ
òàêæå âåëè÷èíà λ = v + ω + Ω, íàçûâàåìàÿ äîëãîòîé â îðáèòå, êî-
òîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ óãëîâ u è Ω, îòñ÷èòûâàåìûõ â ðàçíûõ
ïëîñêîñòÿõ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ åùå âåëè÷èíà λ = M +ω+Ω, êîòîðàÿ
íàçûâàåòñÿ ñðåäíåé äîëãîòîé.

Ïåðèîä T îáðàùåíèÿ òåëà ïî îðáèòå ñâÿçàí ñî ñðåäíèì äâèæå-
íèåì n ñîîòíîøåíèåì

T =
2π

n
.

Èñõîäíûìè ýëåìåíòàìè ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòû â çàäà÷å äâóõ
òåë, çàäàþùèìè äâèæåíèå â ïëîñêîñòè îðáèòû, ñ÷èòàþòñÿ òðè ïà-
ðàìåòðà

n — ñðåäíåå äâèæåíèå,

e — ýêñöåíòðèñèòåò,

M0 — ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ â ýïîõó.

Ñóùåñòâóåò âàæíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñðåäíèì äâèæåíèåì n

è áîëüøîé ïîëóîñüþ a

n2 a3 = µ,

êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò 3-ìó çàêîíó Êåïëåðà è èìååò âàæíîå ïðàê-
òè÷åñêîå çíà÷åíèå. Åñëè â îòíîñèòåëüíîì äâèæåíèè äâóõ òåë èç íà-
áëþäåíèé íåçàâèñèìî îïðåäåëÿþòñÿ ñðåäíåå äâèæåíèå n è áîëüøàÿ
ïîëóîñü a, òî ñðàçó íàõîäèòñÿ ñóììà ìàññ äâóõ òåë

m1 +m2 =
µ

G
.

Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà îðáèòû âìåñòî n ìîæíî çàäàòü áîëüøóþ ïî-
ëóîñü a. Îäíàêî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íàáëþäàåìîå ïîëîæåíèå òåëà
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íà îðáèòå çàäàåòñÿ ñðåäíåé àíîìàëèåéM . Ïîýòîìó ïîñëå íàáëþäå-
íèÿ íåñêîëüêèõ îáîðîòîâ òåëà ïî îðáèòå ñðåäíåå äâèæåíèå n îïðå-
äåëÿåòñÿ òî÷íåå, èç ñîîòíîøåíèÿ

n =
M −M0

t− t0
,

÷åì áîëüøàÿ ïîëóîñü a.
Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ êåïëåðîâñêîé îðáèòû ðàññìàòðèâàþòñÿ

òàêæå ïàðàìåòð ϖ = ω+Ω, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ äîëãîòîé ïåðèöåí-
ðà, à òàêæå ïàðàìåòð λ0 = M0 + ω + Ω, êîòîðûé íàçûâàþò ñðåäíåé
äîëãîòîé â ýïîõó.

Âìåñòî ñðåäíåé àíîìàëèè â ýïîõó M0 èíîãäà çàäàþò äèíàìè÷å-
ñêèé ìîìåíò t′ ïðîõîæäåíèÿ òåëîì ïåðèöåíòðà îðáèòû. Ò.å.

n(t′ − t0) +M0 = 0.

Ðàññìîòðèì, êàê ëó÷øå ðåøàòü óðàâíåíèå Êåïëåðà. Â êëàññè÷å-
ñêîì ìåòîäå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé èòåðàöèè âûïîëíÿ-
þòñÿ ïî ïðàâèëàì:

1. Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïîëàãàåì E0 = M .

2. Âû÷èñëÿåì ïîñëåäîâàòåëüíî En+1 = M + e sinEn

äëÿ n = 0, 1, . . . äî òåõ ïîð, ïîêà |En+1 − En| > ε,

ãäå ε — òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé.
Áîëåå ýôôåêòèâíûì îêàçûâàåòñÿ ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðè-

áëèæåíèé ïî Äåíáè (Danby, 1995). Èòåðàöèè ïðîèçâîäÿòñÿ ïî ñõå-
ìå:

1. Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïîëàãàåì E0 = M + 0.85 e.

2. Âû÷èñëÿåì ïîñëåäîâàòåëüíî

En+1 = En−

− (M + e sinEn − En)
2

En − 2(M + e sinEn) +M + e sin(M+e sinEn)

äëÿ n = 0, 1, . . . äî òåõ ïîð, ïîêà |En+1 − En| > ε.
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3.2.2. Âû÷èñëåíèå êîîðäèíàò â ýëëèïòè÷åñêîì êåïëåðîâñêîì
äâèæåíèè

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âìåñòî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò èç îð-
áèòàëüíîé ñèñòåìû â çàäàííóþ ñèñòåìó x, y, z, êàê óêàçàíî âûøå
(3.2), óäîáíî èñïîëüçîâàòü àðãóìåíò øèðîòû u = v+ω è âû÷èñëÿòü
êîîðäèíàòû â çàäàííîé ñèñòåìå ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

x = r(cosu cosΩ− sinu sinΩ cos i),

y = r(cosu sinΩ+ sinu cosΩ cos i),

z = r sinu sin i.

3.2.3. Âû÷èñëåíèå ñêîðîñòè â ýëëèïòè÷åñêîì êåïëåðîâñêîì
äâèæåíèè

Ïîñëå òîãî, êàê íàéäåíû ðàññòîÿíèå r è èñòèííàÿ àíîìàëèÿ v,
ìîæíî âû÷èñëèòü ìîäóëü ñêîðîñòè V , ðàäèàëüíóþ êîìïîíåíòó ñêî-
ðîñòè Vr è òðàíñâåðñàëüíóþ êîìïîíåíòó ñêîðîñòè Vn èç ñîîòíîøå-
íèé

V 2 = µ

(
2

r
− 1

a

)
,

Vr =

√
µ

p
e sin v,

Vn =

√
µ

p
(1 + e cos v).

Äàëåå ìîæíî íàéòè ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò
ïî ôîðìóëàì

ẋ =
x

r
Vr + (− sinu cosΩ− cosu sinΩ cos i) Vn,

ẏ =
y

r
Vr + (− sinu sinΩ+ cosu cosΩ cos i) Vn,

ż =
z

r
Vr + cosu sin i Vn.

3.2.4. Âû÷èñëåíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò êîîðäèíàò è
êîìïîíåíò ñêîðîñòè ïî ýëåìåíòàì êåïëåðîâñêîé îðáèòû â
ýëëèïòè÷åñêîì äâèæåíèè

Â ïðàêòè÷åñêîé íåáåñíîé ìåõàíèêå ðåøàþòñÿ çàäà÷è óòî÷íå-
íèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë èç íàáëþäåíèé. Â êà÷åñòâå
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ïàðàìåòðîâ ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ýëåìåíòû êåïëåðîâñêîé îðáèòû.
Óòî÷íåíèå îðáèòû äåëàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óòî÷íåíèåì ñ ïðè-
ìåíåíèåì ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ óñëîâíûõ
óðàâíåíèé íåîáõîäèìû ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò êîîðäèíàò è êîì-
ïîíåíò ñêîðîñòè ïî îðáèòàëüíûì ýëåìåíòàì. Ïðèâåäåì çäåñü ôîð-
ìóëû äëÿ ýòèõ ïðîèçâîäíûõ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êîîðäèíàòû è
ñêîðîñòü ñâÿçàíû ñ ïàðàìåòðàìè è âðåìåíåì ôîðìóëàìè ýëëèïòè-
÷åñêîãî êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ. Ôîðìóëû ñëåäóþò â òîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè, êàêàÿ íóæíà äëÿ âû÷èñëåíèé. Ñíà÷àëà âû÷èñëÿþòñÿ
âñïîìîãàòåëüíûå âåëè÷èíû

c1 = sin i sinΩ, c2 = − sin i cosΩ, c3 = cos i,

l1 = cosω cosΩ− sinω sinΩ cos i.

l2 = cosω sinΩ+ sinω cosΩ cos i.

l3 = sinω sin i,

r =
√
x2 + y2 + z2, cos v =

l1x+ l2y + l3z

r
,

sin v =
(c2l3 − c3l2)x+ (c3l1 − c1l3)y + (c1l2 − c2l1)z

r
,

a1 =
1 + e cos v
1− e2

, r1 = a1 cos v −
e

1− e2
,

r2 =
n a1 sin v (1 + e cos v + e2)

(1− e2)3/2
,

p1 = − µ

n r3
, q1 =

2

3n
,

p2 = −a1 cos v, q2 =

(
a1 +

1

1− e3

)
sin v.

Çàòåì íàõîäÿòñÿ èñêîìûå ïðîèçâîäíûå

∂x

∂n
=

ẋ

n
(t− t0)− q1x,

∂y

∂n
=

ẏ

n
(t− t0)− q1y,

∂z

∂n
=

ż

n
(t− t0)− q1z,

∂ẋ

∂n
= p1x(t−t0)+

1

2
q1ẋ,

∂ẏ

∂n
= p1y(t−t0)+

1

2
q1ẏ,

∂ż

∂n
= p1z(t−t0)+

1

2
q1ż,

∂x

∂i
= z sinΩ,

∂y

∂i
= −z cosΩ,

∂z

∂i
= y cosΩ− x sinΩ,
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∂ẋ

∂i
= ż sinΩ,

∂ẏ

∂i
= −ż cosΩ,

∂ż

∂i
= ẏ cosΩ− ẋ sinΩ,

∂x

∂M
=

ẋ

n
,

∂y

∂M
=

ẏ

n
,

∂z

∂M
=

ż

n
,

∂ẋ

∂M
= p1x,

∂ẏ

∂M
= p1y,

∂ż

∂M
= p1z,

∂x

∂ω
= c2z − c3y,

∂y

∂ω
= c3x− c1z,

∂z

∂ω
= c1y − c2x,

∂ẋ

∂ω
= c2ż − c3ẏ,

∂ẏ

∂ω
= c3ẋ− c1ż,

∂ż

∂ω
= c1ẏ − c2ẋ,

∂x

∂e
= q2

∂x

∂ω
+ p2x,

∂y

∂e
= q2

∂y

∂ω
+ p2y,

∂z

∂e
= q2

∂z

∂ω
+ p2z,

∂ẋ

∂e
= q2

∂ẋ

∂ω
+r2x+r1ẋ,

∂ẏ

∂e
= q2

∂ẏ

∂ω
+r2y+r1ẏ,

∂ż

∂e
= q2

∂ż

∂ω
+r2z+r1ż,

∂x

∂Ω
= −y,

∂y

∂Ω
= x,

∂z

∂Ω
= 0,

∂ẋ

∂Ω
= −ẏ,

∂ẏ

∂Ω
= ẋ,

∂ż

∂Ω
= 0,

Ïðè âûâîäå ýòèõ ôîðìóë ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî íåçàâèñèìûìè ïà-
ðàìåòðàìè îðáèòû ÿâëÿþòñÿ øåñòü ýëåìåíòîâ n, e, i, M0, ω, Ω, îáî-
çíà÷åíèÿ êîòîðûõ îáúÿñíåíû â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Ïðè ýòîì ïðî-
èçâîäíûå ïî M0 ðàâíû ïðîèçâîäíûì ïî M .

Â ïðàêòèêå èññëåäîâàíèé ÷àñòî ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íåçàâè-
ñèìîãî îïðåäåëåíèÿ èç íàáëþäåíèé ñðåäíåãî äâèæåíèÿ n è áîëü-
øîé ïîëóîñè a îðáèòû. Ýòî áûâàåò â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìàññà ïðèòÿ-
ãèâàþùåãî öåíòðà íå èçâåñòíà, è åå æåëàòåëüíî îïðåäåëèòü èç íà-
áëþäåíèé. Òîãäà íåîáõîäèìû ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò êîîðäèíàò
èëè êîìïîíåíò ñêîðîñòè ïî ýëåìåíòàì n è a, ðàññìàòðèâàåìûì êàê
íåçàâèñèìûå ïàðàìåòðû. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ â ïðèâåäåííûõ âûøå ôîð-
ìóëàõ äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïî n ñëåäóåò îòáðîñèòü âòîðûå ñëàãàåìûå,
à ïðîèçâîäíûå ïî a âû÷èñëÿòü ñîãëàñíî ñëåäóþùèì ðàâåíñòâàì:

∂x

∂a
=

x

a
,

∂y

∂a
=

y

a
,

∂z

∂a
=

z

a
,

∂ẋ

∂a
= − ẋ

2a
,

∂ẏ

∂a
= − ẏ

2a
,

∂ż

∂a
= − ż

2a
.
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3.2.5. Ôîðìóëû êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî
íåñèíãóëÿðíûõ ýëåìåíòîâ (ýëåìåíòîâ Ëàãðàíæà)

Êåïëåðîâñêîå äâèæåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì çàêîíîì äâèæå-
íèÿ íåáåñíûõ òåë. Âûðàæåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò è êîìïîíåíò ñêîðî-
ñòè êàê ôóíêöèé âðåìåíè ñëåäóþò èç îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ çàäà÷è äâóõ òåë. Îáùåå ðåøåíèå çàâèñèò òàêæå îò øå-
ñòè íåçàâèñèìûõ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ. Âûáîð íåçàâèñèìûõ
ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ íå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì. Â ïðåäûäó-
ùèõ ðàçäåëàõ â êà÷åñòâå ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ ðàññìàòðèâà-
ëèñü ýëåìåíòû êåïëåðîâñêîé îðáèòû, êîòîðûå èìåþò íàãëÿäíûé
ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë.

Îäíàêî â ðÿäå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ âûáîð êåïëåðîâñêèõ ýëåìåí-
òîâ â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ îðáèòû ïðèâîäèò ê ïîòåðå òî÷íîñòè ïðè
âû÷èñëåíèÿõ ñ îãðàíè÷åííûì ÷èñëîì çíà÷àùèõ öèôð â çíà÷åíèÿõ
èñêîìûõ ïåðåìåííûõ. Ïðè ïðèìåíåíèÿõ òåîðèè âîçìóùåíèé âîç-
íèêàþò ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ íåðàâíîöåííûì âêëàäîì ðàçëè÷íûõ
÷ëåíîâ â âûðàæåíèÿõ äëÿ âîçìóùåíèé êåïëåðîâñêèõ ýëåìåíòîâ. Â
êîíå÷íîì ñ÷åòå ýòî òàêæå ïðèâîäèò ê ïîòåðå òî÷íîñòè òåîðèè. Òà-
êèå ïðîáëåìû âîçíèêàþò â ñëó÷àÿõ, êîãäà ýëëèïòè÷åñêàÿ îðáèòà
î÷åíü áëèçêà ê êðóãîâîé. Êðóãîâàÿ îðáèòà ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåíèåì
ýëëèïòè÷åñêîé ïðè ñòðåìëåíèè ýêñöåíòðèñèòåòà ê íóëþ.

Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò è ïðè î÷åíü ìàëûõ íàêëîíàõ
îðáèòû ñïóòíèêà. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ óãëîâîå ðàññòîÿíèå ïåðèöåíòðà îò
âîñõîäÿùåãî óçëà îðáèòû è äîëãîòà óçëà îïðåäåëÿþòñÿ èç íàáëþäå-
íèé ñ ïîíèæåííîé òî÷íîñòüþ ïðè íåèçìåííîé òî÷íîñòè ñàìèõ íà-
áëþäåíèé.

Ïðåîäîëåòü óêàçàííûå òðóäíîñòè ïðè ìàëûõ ýêñöåíòðèñèòåòàõ
è íàêëîíàõ êåïëåðîâñêîé îðáèòû ïîçâîëÿþò ýëåìåíòû Ëàãðàíæà,
âûáðàííûå â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ èí-
òåãðèðîâàíèÿ â îáùåì ðåøåíèè óðàâíåíèé çàäà÷è äâóõ òåë. Ðàñ-
ñìîòðèì íèæå ôîðìóëû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò íåïîñðåäñòâåííî èç
ýëåìåíòîâ Ëàãðàíæà âû÷èñëÿòü ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû òåëà.

Ýëåìåíòû îðáèòû ñâÿçûâàþò ñ ïðîèçâîëüíîé íåâðàùàþùåéñÿ
ñèñòåìîé ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò x, y, z, íà÷àëî êîòîðîé ëèáî
ðàçìåùàþò â öåíòðå ìàññ äâóõ òåë, ëèáî ñîâìåùàþò ñ îäíèì èç òåë.

Äëÿ ââåäåíèÿ ýëåìåíòîâ Ëàãðàíæà âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíÿòûìè
âûøå îáîçíà÷åíèÿìè äëÿ êåïëåðîâñêèõ ýëåìåíòîâ îðáèòû:
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n — ñðåäíåå äâèæåíèå, ðàçìåðíîñòü ðàäèàí/åä. âðåìåíè;

e — ýêñöåíòðèñèòåò, áåçðàçìåðíûé;

i — íàêëîí (äâóãðàííûé óãîë ìåæäó ïëîñêîñòüþ îðáèòû
è îñíîâíîé ïëîñêîñòüþ Oxy), ðàä.;

M0 — ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ â ýïîõó ( çíà÷åíèå ñðåäíåé àíîìà-
ëèèM â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè — ýïîõó ), ðàä.;

ω — óãëîâîå ðàññòîÿíèå ïåðèöåíòðà îò âîñõîäÿùåãî óçëà
îðáèòû, ðàä.;

Ω — äîëãîòà âîñõîäÿùåãî óçëà îðáèòû (óãîë â ïëîñêîñòè
Oxy ìåæäó îñüþ x è ëèíèåé óçëîâ), ðàä.;

t0 — íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè — ýïîõà ýëåìåíòîâ;

t — òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè, íà êîòîðûé âû÷èñëÿþòñÿ
êîîðäèíàòû òåëà.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âìåñòî ñðåäíåãî äâèæåíèÿ n â êà÷åñòâå èñ-
õîäíîãî ïàðàìåòðà îðáèòû ðàññìàòðèâàþò áîëüøóþ ïîëóîñü îðáè-
òû a, ñâÿçàííóþ ñ n ñîîòíîøåíèåì

a3n2 = µ, (3.3)

ãäå µ — ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð äâóõ òåë.
Ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ M â ëþáîì ñëó÷àå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

M = n(t− t0) +M0. (3.4)

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò
íà çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè èçâåñòíû ïÿòü ýëåìåíòîâ êåïëåðîâ-
ñêîé îðáèòû a, e, i, ω,Ω è ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿM . Ýëåìåíòàìè Ëàãðàí-
æà ñ÷èòàþòñÿ âåëè÷èíû a, λ, k, h, q, p, ïÿòü èç êîòîðûõ îïðåäåëÿþò-
ñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

λ = M + ω +Ω,

k = e cos(ω +Ω), h = e sin(ω +Ω),

q = sin i
2 cosΩ, p = sin i

2 sinΩ.

(3.5)

Êàê óêàçàíî âûøå, âåëè÷èíà λ íàçûâàåòñÿ ñðåäíåé äîëãîòîé è ÿâ-
ëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé âðåìåíè.

Åñëè çàäàíû ýëåìåíòû Ëàãðàíæà a, λ, k, h, q, p, òî ïðÿìîóãîëüíûå
êîîðäèíàòû x, y, z è êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ẋ, ẏ, ż ìîæíî âû÷èñëèòü
ïî ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðìóë.
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Ñíà÷àëà âû÷èñëÿåì

S = sinλ, C = cosλ,

k′ = k C + h S, h′ = k S − h C.
(3.6)

Äàëåå èòåðàöèÿìè ðåøàåì óðàâíåíèÿ

Cν = cos ν, Sν = sin ν, ν = h′Cν + k′Sν , (3.7)

ïîëàãàÿ â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ν = h′.
Âû÷èñëÿåì âñïîìîãàòåëüíûå âåëè÷èíû

ν′ =
ν

1 +
√
1− k2 − h2

, (3.8)

S′ =
Sν − ν′k′ + h′

1− k′Cν + h′Sν
, C ′ =

Cν − ν′h′ − k′

1− k′Cν + h′Sν
, (3.9)

Sλ = SC ′ + CS′, Cλ = CC ′ − SS′. (3.10)

Òåïåðü öåíòðàëüíîå ðàññòîÿíèå r è ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû
òåëà x, y, z íàéäóòñÿ ïî ôîðìóëàì

r =
a (1− k2 − h2)

1 + k Cλ + h Sλ
, (3.11)

x = r Cλ(1− 2p2) + 2 r Sλp q,

y = r Sλ(1− 2q2) + 2 r Cλp q,

z = 2 r
√
1− p2 − q2(q Sλ − p Cλ).

(3.12)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè íåîáõîäèìî íàéòè âñïî-
ìîãàòåëüíûå âåëè÷èíû

Vr =

√
µ

a(1− k2 − h2)
(k Sλ − h Cλ), (3.13)

Vn =

√
µ

a(1− k2 − h2)
(1 + k Cλ + h Sλ), (3.14)

Rx = 2 Cλp q − Sλ(1− 2 p2),

Ry = Cλ(1− 2 q2)− 2 Sλp q,

Rz = 2
√
1− p2 − q2(q Cλ + p Sλ).

(3.15)
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Ïîñëå ýòîãî êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ẋ, ẏ, ż âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ
ñîîòíîøåíèé

ẋ = x
rVr +RxVn,

ẏ = y
rVr +RyVn,

ż = z
rVr +RzVn.

(3.16)

3.2.6. Ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ýëåìåíòîâ Ëàãðàíæà

Óêàæåì çäåñü äâà ïðèìåðà, êîãäà ýëåìåíòû Ëàãðàíæà íàøëè
óäà÷íîå ïðèìåíåíèå.

Ïåðâûé ïðèìåð — ýòî òåîðèÿ âåêîâûõ âîçìóùåíèé ïëàíåò, ïî-
ñòðîåííàÿ Ëàãðàíæåì. Â âîçìóùàþùåé ôóíêöèè áûëè îñòàâëåíû
òîëüêî âåêîâûå ÷ëåíû (íåçàâèñÿùèå îò äîëãîò ïëàíåò). Ñ ó÷åòîì
ìàëîñòè ýêñöåíòðèñèòåòîâ è âçàèìíûõ íàêëîíîâ îðáèò áîëüøèõ
ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû âåêîâàÿ ÷àñòü âîçìóùàþùåé ôóíêöèè
áûëà ðàçëîæåíà â ñòåïåííîé ðÿä îòíîñèòåëüíî ýêñöåíòðèñèòåòîâ è
âçàèìíûõ íàêëîíîâ, è â ðàçëîæåíèè îñòàâëåíû ÷ëåíû äî âòîðîé
ñòåïåíè âêëþ÷èòåëüíî. Ïðè ýòîì áîëüøèå ïîëóîñè îðáèò ïëàíåò
ñ÷èòàëèñü íåèçìåííûìè. Îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ Ëàãðàíæà óäà-
ëîñü çàïèñàòü ëèíåéíûå îäíîðîäíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-
íèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé ïî-
ëó÷åíî Ëàãðàíæåì â âèäå ñóììû òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé îò-
íîñèòåëüíî ëèíåéíûõ ïî âðåìåíè àðãóìåíòîâ. Ýòî ïîçâîëèëî îïè-
ñàòü ýâîëþöèþ îðáèò ïëàíåò íà áîëüøèõ ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè è
îáíàðóæèòü èíòåðåñíûå ñâîéñòâà âçàèìíûõ âîçìóùåíèé ïëàíåò.
Õîðîøåå îïèñàíèå ìåòîäà Ëàãðàíæà ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè
Ì. Ô. Ñóááîòèíà (Ñóááîòèí, 1968).

Âòîðîé ïðèìåð ÿâëÿåòñÿ ôàêòè÷åñêè ïðèìåíåíèåì ìåòîäà Ëà-
ãðàíæà äëÿ ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äâèæåíèÿ ãëàâíûõ
ñïóòíèêîâ Óðàíà (Laskar, Jacobson, 1987). Ýòà òåîðèÿ äî íåäàâíåãî
âðåìåíè áûëà åäèíñòâåííûì ñðåäñòâîì ïîëó÷åíèÿ ñàìûõ òî÷íûõ
ýôåìåðèä ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà.

3.3. Ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ ïðèòÿæåíèÿ íåñôåðè÷íîé
ïëàíåòû

3.3.1. Ðàçëîæåíèå ñèëîâîé ôóíêöèè

Ó÷åò âëèÿíèÿ íåñôåðè÷íîñòè ïëàíåòû äåëàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíè-
åì ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ íåñôåðè÷íîé ïëàíå-
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òû â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì. Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ
çàâèñÿò îò òîãî, â êàêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îòíîñèòåëüíî òåëà ïëà-
íåòû ñäåëàíî ðàçëîæåíèå. Îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà êîîðäè-
íàò, ñâÿçàííàÿ ñ òåëîì ïëàíåòû è îñíîâíîé ïëîñêîñòüþ, ñîâïàäà-
þùåé ñ åå ýêâàòîðîì. Ýêâàòîð ïëàíåòû ñâÿçûâàþò ñ îñüþ åå âðà-
ùåíèÿ. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàþò, ÷òî îñü âðàùåíèÿ íåèçìåííà â òå-
ëå ïëàíåòû. Òåëà áîëüøèõ ïëàíåò îêàçûâàþòñÿ áëèçêèìè ê îñåñèì-
ìåòðè÷íûì òåëàì, âðàùàþùèìñÿ âîêðóã îñè ñèììåòðèè. Ïîýòîìó
îñíîâíàÿ ïëîñêîñòü ñèñòåìû êîîðäèíàò, â êîòîðîé âåäåòñÿ ðàçëîæå-
íèå ñèëîâîé ôóíêöèè åå ïðèòÿæåíèÿ, âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû òðåòüÿ
îñü (îñü z) ñîâïàäàëà ñ îñüþ ñèììåòðèè íåêîòîðîãî òåëà, áëèçêîãî
ïî ôîðìå ñ ïëàíåòîé.

Â ëèòåðàòóðå âñòðå÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå ôîðìû ðàçëîæåíèÿ ñèëî-
âîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåò. Ïðèâåäåì çäåñü ôîðìóëó, êîòî-
ðàÿ áûëà ðåêîìåíäîâàíà Êîìèññèåé 7 Ìåæäóíàðîäíîãî àñòðîíîìè-
÷åñêîãî ñîþçà. Îíà èìååò âèä

U(r, φ, λ′) =
Gm0

r

[
1−

∞∑
n=2

(r0
r

)n
JnPn(sinφ)+

+

∞∑
n=2

n∑
k=1

(r0
r

)n
P (k)
n (sinφ)(Cnk cos kλ′ + Snk sin kλ′)

]
, (3.17)

ãäå r, φ è λ′ — öåíòðàëüíîå ðàññòîÿíèå, øèðîòà è äîëãîòà òî÷êè
â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ ïëàíåòîé, Pn(sinφ) — ïîëèíîìû
Ëåæàíäðà, P (k)

n (sinφ) — ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè Ëåæàíäðà, àð-
ãóìåíòîì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ sinφ. Çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé r0 ôèêñè-
ðóåòñÿ çàðàíåå ðàâíûì ðàäèóñó êðóãà, íàèáîëåå áëèçêîãî ê ýêâàòî-
ðèàëüíîìó ñå÷åíèþ ïëàíåòû. Òîãäà ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû Jn,
Cnk, Snk çàäàþò ãðàâèòàöèîííîå ïîëå ïëàíåòû. Èõ çíà÷åíèÿ îïðå-
äåëÿþò èç íàáëþäåíèé ðàçëè÷íûõ òèïîâ.

×ëåíû ðàçëîæåíèÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè Jn íàçûâàþòñÿ çîíàëü-
íûìè ãàðìîíèêàìè.

Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ â ðàçëîæåíèè ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ
íåñôåðè÷íîãî òåëà âìåñòî êîýôôèöèåíòîâ Jn èñïîëüçóþò Cn0 =

−Jn. Ïî÷åìó â ñòàíäàðòíîé ôîðìóëå (3.17) ïåðåä çîíàëüíîé ÷àñòüþ
ðàçëîæåíèÿ ïðèíÿòî áðàòü çíàê «ìèíóñ», îáúÿñíåíî íèæå.
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3.3.2. Ïðèòÿæåíèå â ìîäåëÿõ è äëÿ ðåàëüíûõ òåë

Ñëåäóåò óêàçàòü íà âàæíûå ñâîéñòâà ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ (3.17).
Åñëè òåëî ñòðîãî îñåñèììåòðè÷íî è îñíîâíàÿ ïëîñêîñòü ñèñòåìû
êîîðäèíàò ïåðïåíäèêóëÿðíà îñè ñèììåòðèè, òî â ðàçëîæåíèè îñòà-
åòñÿ òîëüêî çîíàëüíàÿ ÷àñòü ñ êîýôôèöèåíòàìè Jn. Åñëè, êðîìå òî-
ãî, òåëî èìååò åùå è ïëîñêîñòü ñèììåòðèè, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷à-
ëî êîîðäèíàò ïåðïåíäèêóëÿðíî ê îñè ñèììåòðèè, òî â ðàçëîæåíèè
îñòàþòñÿ òîëüêî çîíàëüíûå ãàðìîíèêè ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè.

Èçâåñòíî, ÷òî áîëüøèå ïëàíåòû ñæàòû ó ïîëþñîâ. Äëÿ ñæàòî-
ãî òåëà J2 > 0. Èìåííî ïîýòîìó â ñòàíäàðòíîé ôîðìóëå (3.17) ïå-
ðåä çîíàëüíîé ÷àñòüþ ðàçëîæåíèÿ ïðèíÿòî ïèñàòü «ìèíóñ». Òîãäà
íå áóäåò íåîáõîäèìîñòè çàäàâàòü çíà÷åíèÿ âñåõ êîýôôèöèåíòîâ J2
äëÿ áîëüøèõ ïëàíåò ñî çíàêîì «ìèíóñ».

Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ èçó÷àåòñÿ ôîðìà ïîâåðõíîñòè òåë. Äëÿ ýòîãî
ïðèìåíÿþò ðàçíûå ìîäåëè. Ôîðìà òåëà êîñâåííî âëèÿåò íà íåöåí-
òðàëüíîñòü åãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, îäíàêî ïîëå ñóùåñòâåííî çà-
âèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ âíóòðè. Â ÷àñòíîñòè, ñæàòîå ñíàðóæè
òåëî ìîæåò ñîçäàâàòü âûòÿíóòîå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå. Ðàñïðîñòðà-
íåííîé è óäîáíîé ìîäåëüþ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü îäíîðîäíîãî òðåõîñíî-
ãî ýëëèïñîèäà. Ðàçëîæåíèå ñèëîâîé ôóíêöèè îäíîðîäíîãî òðåõîñ-
íîãî ýëëèïñîèäà ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ, îäíàêî, ëþ-
áîé êîýôôèöèåíò ñ íå÷åòíûì n èëè ñ íå÷åòíûì k â ðàçëîæåíèè
(3.17) ðàâåí íóëþ, è âñå êîýôôèöèåíòû Snk òîæå ðàâíû íóëþ.

Ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå êîýôôèöè-
åíòû íåêîòîðûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè ñ ðàçìåðàìè
îäíîðîäíîãî ýëëèïñîèäà. Ïóñòü ðàçëîæåíèå ïîñòðîåíî òàê, ÷òî îñè
ñèñòåìû êîîðäèíàò x, y, z, ñâÿçàííîé ñ òåëîì, íàïðàâëåíû ïî îñÿì
ýëëèïñîèäà, à ïîëóîñè ðàâíû a, b, c, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà êîýôôè-
öèåíòû ïåðâûõ íåñêîëüêèõ ÷ëåíîâ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïîëóîñè ýë-
ëèïñîèäà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

−J2 = C20 =
2c2 − (a2 + b2)

10r20
, C22 =

a2 − b2

20r20
,

−J4 = C40 = 3
3(a4 + b4) + 8c4 + 2a2b2 − 8c2(a2 + b2)

280r40
,

C42 =
(a2 − b2)(2c2 − a2 − b2)

280r40
, C44 =

(a2 − b2)2

2240r40
.
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Òåîðèÿ ïîòåíöèàëà ðàçâèòà â ôóíäàìåíòàëüíûõ ðàáîòàõ (Êîí-
äðàòüåâ, 2003, 2007). Ðàññìîòðåíû ðàçëîæåíèÿ ãðàâèòàöèîííûõ ïî-
òåíöèàëîâ äëÿ ðàçíîîáðàçíûõ ìîäåëåé òåë.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ãðàâèòàöèîííûå ïîëÿ áîëüøèõ ïëàíåò. Îò-
ìåòèì, ÷òî äëÿ Þïèòåðà, Ñàòóðíà, Óðàíà è Íåïòóíà ñ ïðèåìëåìîé
òî÷íîñòüþ èçâåñòíû òîëüêî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ J2, J4, J6.

Ïðè çàïèñè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (3.1) íèêàê íå ôèêñèðóåòñÿ
âûáîð íàïðàâëåíèÿ îñåé êîîðäèíàò. Îáû÷íî äåëàåòñÿ ïîïûòêà ñâÿ-
çàòü íàïðàâëåíèÿ îñåé ñ ãåîýêâàòîðîì ýïîõè J2000, òî åñòü ñ Ìåæ-
äóíàðîäíîé ñèñòåìîé íåáåñíûõ êîîðäèíàò (ICRF — International
Celestial Reference Frame). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýòó ñâÿçü íåâîç-
ìîæíî îñóùåñòâèòü çàïèñüþ óðàâíåíèé. Ïðèâÿçêà ñèñòåìû, â êî-
òîðîé îòñ÷èòûâàþòñÿ êîîðäèíàòû ñïóòíèêà, ê ICRF ìîæåò áûòü
ñäåëàíà òîëüêî ïóòåì óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà
òàê, ÷òîáû åãî ìîäåëüíîå äâèæåíèå îêàçàëîñü íàèáîëåå áëèçêèì
ê ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèé, îòñ÷èòûâàåìûì â ñèñòåìå ICRF. Òîëü-
êî áëèçîñòü ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé ê òàêîâûì â ñèñòåìå ICRF è
äàëüíåéøåå óòî÷íåíèå îðáèò ñïóòíèêîâ íà îñíîâå íàáëþäåíèé ìî-
ãóò îáåñïå÷èòü áëèçîñòü ñèñòåìû êîîðäèíàò ê ñèñòåìå ICRF.

Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ñèëîâûõ ôóíêöèé ïðèòÿ-
æåíèÿ íåêîòîðûõ áîëüøèõ ïëàíåò äàíû â ðàçäåëå 2.5 Ãëàâû 2.

Â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ (3.1) ôèãóðèðóåò ñëàãàå-
ìîå F(ri) — ôóíêöèÿ, çàäàþùàÿ âåêòîð óñêîðåíèÿ, îáóñëîâëåííî-
ãî íåñôåðè÷íîñòüþ ïëàíåòû. Àðãóìåíòîì ýòîé ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ
êîîðäèíàòû ñïóòíèêà â ñèñòåìå êîîðäèíàò x, y, z. Îäíàêî â ðàçëî-
æåíèè ñèëîâîé ôóíêöèè (3.17) ôèãóðèðóþò êîîðäèíàòû â ñèñòåìå,
ñâÿçàííîé ñ òåëîì, â ÷àñòíîñòè, ñ ýêâàòîðîì ïëàíåòû. Ïðÿìîóãîëü-
íûå êîîðäèíàòû â ýòîé ñèñòåìå îáîçíà÷èì ÷åðåç x, y, z. Cîîòíîøå-
íèÿ ñ êîîðäèíàòàìè, ôèãóðèðóþùèìè â âûðàæåíèè 3.17, î÷åâèäíû:

x = r cosφ cosλ′, y = r cosφ sinλ′, z = r sinφ.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (3.1) ñíà÷àëà
íàõîäÿò êîìïîíåíòû óñêîðåíèÿ F = {Fx, Fy, Fz} â ñèñòåìå êîîðäè-
íàò x, y, z, æåñòêî ñâÿçàííîé ñ òåëîì. Ýòî äåëàåòñÿ ïóòåì âû÷èñëå-
íèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

F =

{
∂

∂x

(
U − Gm0

r

)
,
∂

∂y

(
U − Gm0

r

)
,
∂

∂z

(
U − Gm0

r

)}
.
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Çàòåì êîìïîíåíòû âåêòîðà F ïåðåâîäÿòñÿ â ñèñòåìó êîîðäèíàò
x, y, z ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû ïåðåõîäà

{Fx, Fy, Fz}T = R0{Fx, Fy, Fz}T .

Çäåñü ïðè çàïèñè êîîðäèíàò ìû äëÿ êðàòêîñòè îïóñêàåì èíäåêñ,
îáîçíà÷àþùèé íîìåð ñïóòíèêà. Ìàòðèöà R0 íåïîñðåäñòâåííî îïðå-
äåëÿåòñÿ íåáåñíûìè êîîðäèíàòàìè ïîëþñà ïëàíåòû α0, δ0 è óãëîì
åå âðàùåíèÿ W , âûðàæåííûìè â ñèñòåìå êîîðäèíàò x, y, z. Åñëè â
êà÷åñòâå îñíîâíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðèíèìàåòñÿ ICRF, òî ïà-
ðàìåòðû α0, δ0,W ìîæíî âçÿòü èç ïóáëèêàöèè äîêëàäà Ðàáî÷åé
ãðóïïû ïî êàðòîãðàôè÷åñêèì êîîðäèíàòàì è ýëåìåíòàì âðàùåíèÿ
Ìåæäóíàðîäíîãî àñòðîíîìè÷åñêîãî ñîþçà (IAU Working Group on
Cartographic Coordinates and Rotational Elements) (Archinal et al.,
2018). Ýòè ïàðàìåòðû ïðèâåäåíû òàêæå â Ïðèëîæåíèè 6 íàñòîÿ-
ùåé êíèãè.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ïëàíåòà ñ÷èòàåòñÿ ñòðîãî îñåñèììåòðè÷-
íîé, îñü x ìîæíî íàïðàâèòü ïî ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ ýêâàòîðà ïëàíå-
òû ñ ïëîñêîñòüþ (x, y). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ýòî ñëåäóåò ñäåëàòü òàê,
÷òîáû îñü x áûëà íàïðàâëåíà â âîñõîäÿùèé óçåë ïëîñêîñòè x, y îò-
íîñèòåëüíî ïëîñêîñòè (x, y). Â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ìàòðèöà R0 áó-
äåò èìåòü âèä

R0 =

 − sinα0 − cosα0 sin δ0 cosα0 cos δ0
cosα0 − sinα0 sin δ0 sinα0 cos δ0

0 cos δ0 sin δ0

 . (3.18)

Ïîñêîëüêó ïëàíåòûÞïèòåð, Ñàòóðí, Óðàí, Íåïòóí è íåêîòîðûå
äðóãèå ïëàíåòû ïî÷òè îñåñèììåòðè÷íû, òî ÷àñòî âîçíèêàåò âîïðîñ,
êàêîé èç ïîëþñîâ ïëàíåòû ñ÷èòàòü ñåâåðíûì. ×òîáû èçáåæàòü ïó-
òàíèöû, Ðàáî÷åé ãðóïïîé ïî êàðòîãðàôè÷åñêèì êîîðäèíàòàì è ýëå-
ìåíòàì âðàùåíèÿ Ìåæäóíàðîíîãî àñòðîíîìè÷åñêîãî ñîþçà ïðèíÿ-
òî ðåøåíèå (Archinal et al., 2018) ñ÷èòàòü ñåâåðíûì ïîëþñîì ïëàíå-
òû òîò, êîòîðûé ëåæèò â ñåâåðíîé ïîëóñôåðå ïî îòíîøåíèþ ê òàê
íàçûâàåìîé íåèçìåííîé ïëîñêîñòè Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû (The north
pole is that pole of rotation that lies on the north side of the invariable
plane of the Solar System). Êîîðäèíàòû ïîëþñà íåèçìåííîé ïëîñ-
êîñòè Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû (ïåðïåíäèêóëÿðà ê ïëîñêîñòè) â ñèñòå-
ìå ISRF ýïîõè J2000 ðàâíû: ïðÿìîå âîñõîæäåíèå α0 = 273.85 ãðàä,
ñêëîíåíèå δ0 = 66.99 ãðàä.
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Òàáëèöà 3.1. Êîîðäèíàòû ïîëþñà â ñèñòåìå ISRF ýïîõè J2000 äëÿ íåêî-
òîðûõ áîëüøèõ ïëàíåò. Àðãóìåíò T — âðåìÿ â þëèàíñêèõ ñòîëåòèÿõ (ïî

36525 ñóòîê) îò ýïîõè J2000.

Ïðÿìîå âîñõîæäåíèå Ñêëîíåíèå

Ïëàíåòà α0, ãðàä δ0, ãðàä

Þïèòåð 268.056595 - 0.006499 T 64.495303 + 0.002413 T

Ñàòóðí 40.589 - 0.036 T 83.537 - 0.004 T

Óðàí 257.311 -15.175

Íåïòóí 299.36 43.46

Â òàáëèöå 3.1 äàþòñÿ íåáåñíûå êîîðäèíàòû ïîëþñîâ Þïèòåðà,
Ñàòóðíà, Óðàíà è Íåïòóíà. Êàê âèäíî â òàáëèöå, äëÿ Þïèòåðà è
Ñàòóðíà èçâåñòíà ïðåöåññèÿ ïîëþñîâ.

Çàìåòèì, ÷òî ñåâåðíûé ïîëþñ Óðàíà íàïðàâëåí â þæíîå ïîëó-
øàðèå íåáåñíîé ñôåðû, òàê êàê ñêëîíåíèå ïîëþñà îòðèöàòåëüíî.
Îäíàêî âðàùåíèå ïëàíåòû âîêðóã ýòîãî ñåâåðíîãî ïîëþñà ïðîèñõî-
äèò â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè (îò îñè y ê îñè x), è âåêòîð óãëîâîé
ñêîðîñòè íàïðàâëåí ê þæíîìó ïîëþñó.

Ïðèâåäåì çäåñü âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà F â ïëàíåòî-
ýêâàòîðèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò x, y, z ñ ó÷åòîì òîëüêî çîíàëü-
íûõ ãàðìîíèê ñ êîýôôèöèåíòàìè J2 è J4.

Fx =
3

2
Gm0J2

r20
r5

(
5
z2

r2
− 1

)
x+

5

8
Gm0J4

r40
r7

(
63

z4

r4
− 42

z2

r2
+ 3

)
x,

Fy =
3

2
Gm0J2

r20
r5

(
5
z2

r2
− 1

)
y +

5

8
Gm0J4

r40
r7

(
63

z4

r4
− 42

z2

r2
+ 3

)
y,

Fz =
3

2
Gm0J2

r20
r5

(
5
z2

r2
− 3

)
z +

5

8
Gm0J4

r40
r7

(
63

z4

r4
− 70

z2

r2
+ 15

)
z.

Ïðè âû÷èñëåíèè ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé çàäàííûìè ÿâëÿþòñÿ
êîîðäèíàòû ñïóòíèêà â ñèñòåìå êîîðäèíàò x, y, z, à â ïðåäûäóùèå
ôîðìóëû íóæíî ïîäñòàâëÿòü êîîðäèíàòû x, y, z. Âû÷èñëèòü ýòè êî-
îðäèíàòû ìîæíî èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå

{x, y, z}T = R0
−1{x, y, z},
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ãäå ìàòðèöà R0 îïðåäåëÿåòñÿ ñîòíîøåíèåì (3.18). Çäåñü âìåñòî
R0

−1 ìîæíî èñïîëüçîâàòü òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàòðèöó R0
T , ïî-

ñêîëüêó R0
−1 = R0

T â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ýòèõ ìàòðèö.

3.4. Ïðèáëèæåííûé ó÷åò âëèÿíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ
íà äâèæåíèå äàëåêèõ ñïóòíèêîâ ïëàíåòû

Ðàññìîòðèì çäåñü îäèí ïðèåì, êîòîðûé ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ó÷åòà
âëèÿíèÿ ïðèòÿæåíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà, Ñàòóðíà, Óðà-
íà è Íåïòóíà ïðè ìîäåëèðîâàíèè äâèæåíèÿ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ
ýòèõ ïëàíåò. Ðàññòîÿíèÿ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ äî ïëàíåòû çíà÷èòåëü-
íî ïðåâîñõîäÿò ðàçìåðû ïî÷òè êðóãîâûõ îðáèò ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ,
êîòîðûå äâèæóòñÿ ïî÷òè â ïëîñêîñòè ýêâàòîðà ïëàíåòû. Ïðèáëè-
æåííî ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî îðáèòû ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ êðóãîâûå
è ðàñïîëîæåíû â ïëîñêîñòè ýêâàòîðà ïëàíåòû. Ïåðèîäû îáðàùå-
íèÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ âîêðóã ïëàíåòû çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ïå-
ðèîäîâ îáðàùåíèÿ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ. Ìîæíî óñðåäíèòü ïî âðå-
ìåíè äâèæåíèå ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ ïðè ó÷åòå èõ âëèÿíèÿ íà äà-
ëåêèå. Òîãäà ìû çàìåíÿåì ðåàëüíûå ãëàâíûå ñïóòíèêè íà áåñêî-
íå÷íî òîíêèå ìàññèâíûå êðóãîâûå êîëüöà, ðàñïîëîæåííûå â ïëîñ-
êîñòè ýêâàòîðà ïëàíåòû. Ìàññû êîëåö áóäóò ðàâíû ìàññàì ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ñïóòíèêîâ, à ðàäèóñû ðàâíû ðàäèóñàì èõ êðóãîâûõ
îðáèò. Â íåáåñíîé ìåõàíèêå ïîäîáíûå êîëüöà íàçûâàþò ãàóññîâû-
ìè ïî èìåíè Ê. Ô. Ãàóññà, êîòîðûé âïåðâûå ââåë èõ â ðàññìîòðå-
íèå. Çíàÿ ìàññó mc è ðàäèóñ rc êîëüöà ìîæíî ëåãêî íàéòè ñèëîâóþ
ôóíêöèþ Uc åãî ïðèòÿæåíèÿ â ôîðìå ðàçëîæåíèÿ ïî ñôåðè÷åñêèì
ôóíêöèÿì. Ïîëó÷àåì:

Uc =
Gmc

r

[
1−

∞∑
n=2

(r0
r

)n
J (c)
n Pn(sinφ)

]
,

ãäå êîýôôèöèåíòû J
(c)
n íàõîäÿòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

J (c)
n = −rnc

rn0
Pn(0).

Ïðè ýòîì äëÿ íå÷åòíûõ çíà÷åíèé n îêàçûâàåòñÿ, ÷òî Pn(0) = 0, à
ïðè ÷åòíûõ n = 2k, ãäå k — öåëîå, P2k(0) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

P2k(0) = (−1)k
(2k!)

22k(k!)2
.
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Òàêîé ïðèåì çàìåíû ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ íà ïðèòÿãèâàþùèå
êîëüöà â ìîäåëè äâèæåíèÿ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ áûë ïðèìåíåí â ðà-
áîòàõ (Emelyanov, 2005; Åìåëüÿíîâ, Êàíòåð, 2005), ãäå ïîêàçàíî,
÷òî ïðè òî÷íîñòè ñîâðåìåííûõ íàçåìíûõ íàáëþäåíèé ýòà çàìåíà
âïîëíå äîïóñòèìà.

3.5. Ðàçëè÷íûå ïîäõîäû è ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ
ìîäåëåé äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ïëàíåò

Äâèæåíèå ñïóòíèêîâ ïëàíåò îïèñûâàåòñÿ çàêîíîì äâèæåíèÿ,
êîòîðûé çàäàåòñÿ ôóíêöèÿìè, ïðåäñòàâëÿþùèìè êîîðäèíàòû ñïóò-
íèêà êàê ôóíêöèè âðåìåíè. Ïîëó÷èòü ýòè ôóíêöèè ìîæíî ðàçíûìè
ñïîñîáàìè. Ðàçëè÷íûìè îêàçûâàþòñÿ è ñïîñîáû èç îòîáðàæåíèÿ.
Îáû÷íî ïîä ôóíêöèÿìè ïîíèìàþò àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ, ñî-
äåðæàùèå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ, äåëåíèÿ, ýëåìåíòàðíûå
ôóíêöèè: ëîãàðèôì, òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè, à òàêæå ñïåöè-
àëüíûå ôóíêöèè. Îäíàêî çàêîí äâèæåíèÿ ìîæåò áûòü çàäàí òàá-
ëè÷íûì îïèñàíèåì ôóíêöèé: ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò íà ðÿä
ìîìåíòîâ âðåìåíè.

Â òåîðèè äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ çàêîí äâèæåíèÿ âñåãäà ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Ïðèíöèïèàëü-
íîå ðàçëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â ñïîñîáå ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ. Ïåðâûé
ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â ïîëó÷åíèè àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, ïðåä-
ñòàâëÿåìîãî íàáîðîì àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ïîñëåäîâàòåëüíîå
âû÷èñëåíèå êîòîðûõ ïîçâîëÿåò íàéòè êîîðäèíàòû íåáåñíîãî òåëà
íà ëþáîé çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû äàþò
ñðàçó ñåìåéñòâî ðåøåíèé, çàäàâàåìûõ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ïà-
ðàìåòðîâ, áóêâåííî âõîäÿùèõ â ôîðìóëû. Âñå ìîäåëè äâèæåíèÿ
ñåìåéñòâà îïèñûâàþòñÿ îäíèìè è òåìè æå ôîðìóëàìè. Ïàðàìåòðà-
ìè äâèæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå àíàëèòè÷åñêîãî
ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Âûáîð ïðîèçâîëüíûõ ïî-
ñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî ñäåëàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.
Îäèí èç íèõ — ýòî òàê íàçûâàåìûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äâèæåíèÿ,
ò. å. çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò è êîìïîíåíò ñêîðîñòè íà íåêîòîðûé íà-
÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0.

Ïîëüçîâàòüñÿ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì ìîæíî òàê: çàäàåì îäèí
ðàç ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ. Çàòåì ëþáîå ÷èñëî ðàç çàäàåì ëþáîé ìî-
ìåíò âðåìåíè. Ïîäñòàâëÿÿ åãî â àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè, ïðåäñòàâ-
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ëÿþùèå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ êîîðäè-
íàò è êîìïîíåíò ñêîðîñòè. Íà êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè îïåðàöèÿ
îäíà è òà æå. Ïîýòîìó âðåìÿ âû÷èñëåíèé ïðîïîðöèîíàëüíî êîëè-
÷åñòâó ìîìåíòîâ, íà êîòîðûå íóæíî çíàòü êîîðäèíàòû, è íå çàâèñèò
îò èíòåðâàëà ìåæäó íà÷àëüíûì è êîíå÷íûì ìîìåíòîì.

Ïîëó÷åíèå ôîðìóë àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ — âåñüìà ñëîæíûé
è òðóäîåìêèé ïðîöåññ. Îäíî õîðîøî — ñäåëàòü ýòî íóæíî âñåãî
îäèí ðàç. Ïîñêîëüêó òî÷íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, êðîìå íåñêîëü-
êèõ ïðîñòåéøèõ ñëó÷àåâ, ïîëó÷èòü íåâîçìîæíî, òî ðåøåíèå âñå-
ãäà ïîëó÷àåòñÿ ïðèáëèæåííûì. Òî÷íîñòü çàâèñèò îò òîãî, íàñêîëü-
êî ðàçâèòî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. ×åì òî÷íåå íóæíî ðåøåíèå, òåì
áîëåå òðóäîåìêèì ïîëó÷àåòñÿ ïðîöåññ åãî ïîëó÷åíèÿ. Ïðåäåë íàëà-
ãàþò âîçìîæíîñòè ïðîèçâîäñòâà àíàëèòè÷åñêèõ âûêëàäîê ñ îãðîì-
íûìè ôîðìóëàìè.

Â ýòîì äåëå õîðîøî ïîìîãàþò ìåòîäû êîìïüþòåðíîé àëãåáðû.
Îäíàêî è ýòè âîçìîæíîñòè íå áåñïðåäåëüíû.

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ ïîëó÷àþò ìåòîäàìè òåîðèè âîçìóùåíèé. Ýòèõ ìåòîäîâ èìååò-
ñÿ áîëüøîå ðàçíîîáðàçèå. Íèæå ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå èç íèõ è
ìîäåëè äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ïëàíåò, ïîñòðîåííûå òàêèì ñïîñîáîì.

Ïðèíöèïèàëüíî äðóãèì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ÷èñëåííîãî èíòåãðèðî-
âàíèÿ óðàâíåíèé. Îñíîâíîé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Çà-
äàåì íà íåêîòîðûé íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè êîîðäèíàòû è êîì-
ïîíåíòû ñêîðîñòè ñïóòíèêà. Âûáèðàåì íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè,
î÷åíü áëèçêèé ê íà÷àëüíîìó, è ïðèáëèæåííûì ìåòîäîì âû÷èñëÿåì
êîîðäèíàòû è ñêîðîñòü íà ýòîò íîâûé ìîìåíò.

Ñïîñîáîâ, êàê ýòî ñäåëàòü ñóùåñòâóåò ìíîãî. Ãëàâíîå èõ ñâîé-
ñòâî — âñå îíè ïðèáëèæåííûå, íî ÷åì áëèæå çàäàííûé ìîìåíò ê
íà÷àëüíîìó, òåì òî÷íåå ïîëó÷àåòñÿ ðåçóëüòàò. Ïîñëå òîãî, êàê êî-
îðäèíàòû è ñêîðîñòü íàéäåíû íà íîâûé ìîìåíò âðåìåíè, áëèçêèé
ê íà÷àëüíîìó, ýòîò ìîìåíò ïðèíèìàåòñÿ çà íà÷àëüíûé è ïðîöåññ
ïîâòîðÿåòñÿ. Òàê øàã çà øàãîì ïî âðåìåíè äîáèðàåìñÿ äî òîãî ìî-
ìåíòà âðåìåíè, íà êîòîðûé íàì è íóæíî áûëî çíàòü ïîëîæåíèå è
ñêîðîñòü íåáåñíîãî òåëà. Ïîëó÷èëè èñêîìûé ðåçóëüòàò, îäíàêî äëÿ
ýòîãî ïðèøëîñü âû÷èñëèòü êîîðäèíàòû è ñêîðîñòü íà ìíîæåñòâî
ïðîìåæóòî÷íûõ ìîìåíòîâ.

×åì òî÷íåå íóæåí ðåçóëüòàò, òåì ìåíüøèé øàã ïðèõîäèòñÿ âû-
áèðàòü, íî òåì áîëüøå íóæíî ñäåëàòü øàãîâ âû÷èñëåíèé, ÷òîáû
äîáðàòüñÿ äî íóæíîãî ìîìåíòà âðåìåíè. Òàê ÷òî âðåìÿ âû÷èñëå-
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íèé ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíî ÷èñëó øàãîâ, à ÷èñëî øàãîâ òåì áîëü-
øå, ÷åì ëó÷øàÿ íàì íóæíà òî÷íîñòü. Óìåíüøàÿ âåëè÷èíó øàãà äî
íåêîòîðîé ñòåïåíè ìîæíî óëó÷øèòü òî÷íîñòü. Îäíàêî íàñòóïàåò òà-
êàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ÷èñëî øàãîâ ñòîëü âåëèêî, ÷òî íàêîïëåíèå îøè-
áîê ïðè âû÷èñëåíèÿõ èç-çà îøèáîê îêðóãëåíèÿ ÷èñåë ïðè àðèôìå-
òè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ íà÷èíàåò ïðåâàëèðîâàòü íàä âëèÿíèåì îøèáîê
ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ íà êàæäîì îäíîì øàãå.

Â èòîãå ìû èìååì ïðåäåëüíóþ òî÷íîñòü, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè
íåêîòîðîì îïòèìàëüíîì øàãå. Óëó÷øèòü ýòó ïðåäåëüíóþ òî÷íîñòü
ìîæíî òîëüêî óâåëè÷èâàÿ òî÷íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë â êîìïüþ-
òåðå, óìåíüøàÿ òåì ñàìûì îøèáêè îêðóãëåíèÿ. Íåêîòîðîãî íåïðèí-
öèïèàëüíîãî óëó÷øåíèÿ òî÷íîñòè ìîæíî äîáèòüñÿ óñîâåðøåíñòâî-
âàíèåì ìåòîäîâ âû÷èñëåíèé íà îäíîì øàãå.

Ïðèíöèïèàëüíûì ïðåèìóùåñòâîì ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðè-
ðîâàíèÿ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ èõ ðåàëèçàöèè íóæíî çíàòü
òîëüêî âûðàæåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Ïðèíöèïèàëüíûé íåäîñòàòîê ýòèõ ìåòîäîâ çàêëþ÷àåòñÿ â âåñüìà
áîëüøèõ çàòðàòàõ âðåìåíè âû÷èñëåíèé. Âñÿêèé ðàç, êîãäà íóæíî
ïîëó÷àòü íîâîå ðåøåíèå, ïðèõîäèòñÿ çàïóñêàòü ïðîöåññ ÷èñëåííî-
ãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðàçðàáîòàíî ìíîæåñòâî ìåòîäîâ ÷èñëåí-
íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Îñíîâíûå èõ ñâîéñòâà
ðàññìîòðåíû íèæå â Ãëàâå 4.

Îäíèì èç íåäîñòàòêîâ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ òî, ÷òî íóæíî êàê-òî õðàíèòü âñå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò íà
ïðîìåæóòî÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ýòè ìîìåíòû ôèêñèðóþòñÿ ïðè
÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè. Èõ îáû÷íî ÷ðåçâû÷àéíî ìíîãî. Åñëè
ïîòîì íóæíî íàéòè êîîðäèíàòû íà êàêîé-òî ìîìåíò, êîòîðûé íå
ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èç òåõ, ÷òî áûë â ïðîöåññå ÷èñëåííîãî èí-
òåãðèðîâàíèÿ, ïðèäåòñÿ ÷òî-òî ïðèäóìûâàòü. Êàê îáû÷íî õðàíÿòñÿ
ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è êàê îíè èñïîëüçóþòñÿ,
ðàññìîòðåíî íèæå â ñïåöèàëüíîì ðàçäåëå Ãëàâû 4.

Ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë ê íàñòîÿ-
ùåìó âðåìåíè ðàçðàáîòàíî ÷ðåçâû÷àéíî ìíîãî. Ïðèåìëåìûé îáçîð
âñåõ ýòèõ ìåòîäîâ ïîëó÷èëñÿ áû ÷ðåçâû÷àéíî áîëüøèì. Â íàñòîÿ-
ùåé êíèãå ðàññìîòðåíû òîëüêî íåêîòîðûå èç íèõ. Âûáîð òîãî, ÷òî
ñòîèò ðàññìîòðåòü, îáîñíîâàí òîëüêî îïûòîì àâòîðà.
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3.6. Ìîäåëü äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ñæàòîé ïëàíåòû,
îñíîâàííàÿ íà ðåøåíèè îáîáùåííîé çàäà÷è äâóõ
íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ

Äëÿ áîëüøèõ ïëàíåò õàðàêòåðíî ñâîéñòâî ñæàòîñòè èõ ôèãó-
ðû. Ýòî ñàìûé ãëàâíûé ôàêòîð íåñôåðè÷íîñòè. Âíåøíåé ñæàòîé
ôîðìå ñîïóòñòâóåò íåöåíòðàëüíîñòü ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ïëàíå-
òû. Ïîýòîìó â ðàçëîæåíèè ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ (3.17) ïî-
ñëå ãëàâíîãî ÷ëåíà Gm

r äîìèíèðóåò âòîðàÿ çîíàëüíàÿ ãàðìîíèêà ñ
êîýôôèöèåíòîì J2. Ðàçëîæåíèå ñïåöèàëüíî áûëî çàïèñàíî â òàêîé
ôîðìå, ÷òîáû ýòîò êîýôôèöèåíò áûë ïîëîæèòåëüíûì äëÿ áîëüøèõ
ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû.

Â íåáåñíîé ìåõàíèêå äåëàëèñü ðàçíûå ïîïûòêè ó÷åòà âòîðîé çî-
íàëüíîé ãàðìîíèêè â ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ ñïóòíèêà. Â ðÿäå ðàáîò ýòî íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé ïðîáëåìîé.

Äàâíî ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëüíàÿ çàäà÷à î äâèæåíèè ìàòåðè-
àëüíîé òî÷êè â ïîëå ïðèòÿæåíèÿ äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ. Ëåã-
êî âèäåòü, ÷òî ãðàâèòàöèîííîå ïîëå äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ ïî
ñòðóêòóðå áëèçêî ïîëþ âûòÿíóòîãî òåëà. Îäíàêî âñå áîëüøèå ïëà-
íåòû ñæàòû.

Ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ ïðèòÿæåíèÿ äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ èìå-
åò âèä

W =
Gm1

r1
+

Gm2

r2
,

ãäåm1,m2 —ìàññû öåíòðîâ, à r1, r2 — ðàññòîÿíèÿ îò ïðèòÿãèâàåìîé
ìàññû äî êàæäîãî èç íèõ. Åñëè â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîðäèíàò
x, y, z îñü z íàïðàâèòü ïî ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé öåíòðû ïðèòÿæåíèÿ,
òî âûðàæåíèÿ ðàññòîÿíèé ÷åðåç êîîðäèíàòû áóäóò èìåòü âèä

r1 =
√

x2 + y2 + (z − z1)2, r2 =
√

x2 + y2 + (z − z2)2,

ãäå z1, z2 ñóòü êîîðäèíàòû öåíòðîâ íà îñè àïïëèêàò.
Âïåðâûå ýòó çàäà÷ó äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêîãî äâèæåíèÿ èññëåäîâàë

è ñâåë ê êâàäðàòóðàì Ëåîíàðä Ýéëåð (Euler, 1760, 1764). Ïîýòîìó
çàäà÷ó äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ íàçûâàþò òàêæå çàäà÷åé Ýéëå-
ðà. Â íà÷àëå XX âåêà Ãàñòîí Äàðáó (Darboux, 1901) óêàçàë íà âîç-
ìîæíîñòü îáîáùåíèÿ çàäà÷è Ýéëåðà â ñëó÷àå ïëîñêîãî äâèæåíèÿ
ïóòåì ââåäåíèÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ìàññ è ìíèìîãî ðàññòî-
ÿíèÿ ìåæäó íèìè. Ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ ïðèòÿæåíèÿ ïðè ýòîì âñåãäà
ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, à ðåøåíèå çàäà÷è òàêæå ñâî-
äèòñÿ ê êâàäðàòóðàì. Ýòî îáîáùåíèå Äàðáó ïîëó÷èë êàê íåêîòîðûé
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÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèé ðåçóëüòàò è íå ðàññìàòðèâàë âîçìîæíîñòåé
äëÿ åãî ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ.

Â ðàáîòå (Àêñåíîâ, Ãðåáåíèêîâ, Äåìèí, 1961) è â ïîñëåäóþùåì
öèêëå ðàáîò ýòèõ àâòîðîâ ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ïðîñòðàíñòâåííîì
äâèæåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ïîëå äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ ñ
êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè ìàññàìè è ìíèìûì ðàññòîÿíèåì ìåæ-
äó íèìè. Àâòîðû íàçâàëè ýòó ìîäåëü îáîáùåííîé çàäà÷åé äâóõ íåïî-
äâèæíûõ öåíòðîâ.

Ãëàâíûé èíòåðåñ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ãðà-
âèòàöèîíîå ïîëå òàêîé ñèñòåìû äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ áëèçêî
ê ïîëþ íüþòîíîâñêîãî ïðèòÿæåíèÿ ñæàòîé ïëàíåòû. Ïîêàæåì ýòî.
Ïîëîæèì

m1 =
m

2
(1 +

√
−1σ), m2 =

m

2
(1−

√
−1σ),

r1 =

√
x2 + y2 +

[
z − c(σ +

√
−1)

]2
,

r2 =

√
x2 + y2 +

[
z − c(σ −

√
−1)

]2
,

ãäå c è σ — äåéñòâèòåëüíûå ïàðàìåòðû. Òîãäà ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ ïðè-
òÿæåíèÿ â òàêîé ìîäåëè ïðèìåò âèä

W =
Gm

2

[1 +√
−1σ

r1
+

1−
√
−1σ

r2

]
. (3.19)

Î÷åâèäíî, ÷òî áóäó÷è ñóììîé äâóõ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ âåëè-
÷èí, ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ áóäåò äåéñòâèòåëüíîé âåëè÷èíîé.

Ðàçëîæèì ôóíêöèþ W â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì. Çàïè-
øåì ðàçëîæåíèå â âèäå

W =
Gm

r

[
1−

∞∑
n=2

(r0
r

)n
J ′
nPn(sinφ)

]
, (3.20)

ãäå r0 èñêóññòâåííî ââåäåííûé ïàðàìåòð, à êîýôôèöèåíòû J ′
n îïðå-

äåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

J ′
n = −1

2

( c

r0

)n[
(1 +

√
−1σ)(σ +

√
−1)n + (1−

√
−1σ)(σ −

√
−1)n

]
,

(n = 2, 3, ...).
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Â ÷àñòíîñòè, èìååì

J ′
2 =

( c

r0

)2
(1 + σ2),

J ′
3 = 2

( c

r0

)3
σ(1 + σ2).

Åñëè òåïåðü ïðåäñòàâèòü ñèëîâóþ ôóíêöèþ ïðèòÿæåíèÿ ïëàíå-
òû U â âèäå U = W +R, òî äëÿ R ïîëó÷èì

R = −Gm

r

∞∑
n=2

(r0
r

)n
(Jn − J ′

n)Pn(sinφ). (3.21)

Íåîïðåäåëåííûìè äî ñèõ ïîð ïàðàìåòðàìè c, σ ìîæíî ðàñïîðÿ-
äèòüñÿ òàê, ÷òîáû îêàçàëîñü

J ′
2 = J2, J ′

3 = J3.

Òîãäà ñóììà â âûðàæåíèè (3.21) áóäåò íà÷èíàòüñÿ ñ n = 4, ò.å. íå
áóäåò ñîäåðæàòü âòîðîé è òðåòüåé çîíàëüíûõ ãàðìîíèê. Êðîìå òîãî,
äëÿ Çåìëè, Ìàðñà, Þïèòåðà, Ñàòóðíà, Óðàíà è Íåïòóíà îêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òî |J ′

n| < |Jn| ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ n = 4, 5, 6.
Òåïåðü âñïîìíèì, ÷òî çàäà÷à äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ ñâåäå-

íà Ë. Ýéëåðîì ê êâàäðàòóðàì. Ýòî ðåøåíèå ïðèãîäíî òàêæå è ïðè
ñèëîâîé ôóíêöèè (3.19). Ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì âîñïîëüçîâàëñÿ Å.
Ï. Àêñåíîâ (Àêñåíîâ, 1977). Îí âûïîëíèë îáðàùåíèå êâàäðàòóð è
ïîñòðîèë íà ýòîé îñíîâå íîâóþ íåêåïëåðîâñêóþ ïðîìåæóòî÷íóþ
îðáèòó ñïóòíèêà ñæàòîé ïëàíåòû è àíàëèòè÷åñêóþ òåîðèþ äâèæå-
íèÿ èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ Çåìëè. Òåîðèÿ óñïåøíî ïðèìåíÿëàñü
â òå÷åíèè ðÿäà ëåò, áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ R

îêàçàëàñü â 1000 ðàç ìåíüøåé, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè êåïëåðîâ-
ñêîé ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû.

Àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ äâèæåíèÿ åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ áîëü-
øèõ ïëàíåò òàêæå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà íà îñíîâå ðåøåíèÿ îáîá-
ùåííîé çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ. Ýòî îêàçûâàåòñÿ ýô-
ôåêòèâíûì, åñëè äîñòàòî÷íî ó÷åòà âòîðîé è òðåòüåé çîíàëüíûõ ãàð-
ìîíèê â ðàçëîæåíèè ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû è âîç-
ìóùåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ îñòàëüíûõ âîçìóùàþùèõ ôàêòîðîâ.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âîçìóùåíèé áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ òàêîé ïîä-
õîä ïðèâîäèò ê äîâîëüíî ãðîìîçäêèì âûêëàäêàì è îêàçûâàåòñÿ
íåýôôåêòèâíûì.
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Ïðè íåîáõîäèìîñòè âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòîé
ñïóòíèêà, îñíîâàííîé íà ðåøåíèè îáîáùåííîé çàäà÷è äâóõ íåïî-
äâèæíûõ öåíòðîâ, ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò è êîìïî-
íåíò ñêîðîñòè ñïóòíèêà äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè ëó÷øå âçÿòü
èç ðàáîòû (Àêñåíîâ, Åìåëüÿíîâ, Òàìàðîâ, 1988), ãäå îíè äàþòñÿ â
ôîðìå, óäîáíîé äëÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ âû÷èñëåíèé. Êðîìå òîãî, â
ýòîé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ òåêñò âû÷èñëèòåëüíîé ïðîãðàììû íà ÿçûêå
Ôîðòðàí.

3.7. Ïîñòðîåíèå àíàëèòè÷åñêèõ òåîðèé äâèæåíèÿ
ñïóòíèêà ïëàíåòû ìåòîäàìè òåîðèè âîçìóùåíèé

3.7.1. Îáùàÿ ñõåìà òåîðèè âîçìóùåíèé

Ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ïëàíåòû — êåïëåðîâ-
ñêîå äâèæåíèå. Ìîäåëü è çàêîí äâèæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì òî÷-
íîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé çàäà÷è äâóõ òåë. Ñëå-
äóþùèå ýòàïû óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ìîäåëè — ó÷åò âëèÿíèÿ âîçìó-
ùàþùèõ ôàêòîðîâ. Äëÿ ýòîãî â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äîáàâëÿþòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùèå äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû. Ïðè ýòîì òî÷íîå àíàëè-
òè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèé íàéòè óæå íåâîçìîæíî.

Âñåãäà äîñòóïíû ðàçëè÷íûå ìåòîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýòèì ìåòîäàì ïîñâÿùåí ñïåöèàëü-
íûé ðàçäåë äàííîé êíèãè. Äðóãîé ïóòü — ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåí-
íîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ìåòîäàìè òåîðèè âîçìóùåíèé.

Òåîðèÿ âîçìóùåíèé ïðèìåíÿåòñÿ âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ íàóêè. Îñ-
íîâíàÿ èäåÿ âñþäó îäíà è òà æå. Ðàçëè÷àþòñÿ ëèøü ôîðìû ìåòîäîâ
è âèä ôîðìóë. Ðàññìîòðèì çäåñü îäèí èç ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùå-
íèé â ôîðìå, íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿåìîé â íåáåñíîé ìåõàíèêå.

Äëÿ ïðîñòîòû è íàãëÿäíîñòè èçëîæåíèÿ îñíîâíîé èäåè îãðàíè-
÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè, â êîòîðîé äâèæåíèå
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿ-
ìè âèäà

d2x

dt2
=

∂U

∂x
,

d2y

dt2
=

∂U

∂y
,

d2z

dt2
=

∂U

∂z
, (3.22)

ãäå x, y, z — êîîðäèíàòû ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â íåêîòîðîé ñèñòå-
ìå ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò, t — âðåìÿ, à U — ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ.
Êàê ïðàâèëî, â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ èìååò òàêîé
âèä, ïðè êîòðîì òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ íàéòè íåâîçìîæíî.
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Îñíîâíàÿ èäåÿ òåîðèè âîçìóùåíèé çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
Ðàçëîæèì ñèëîâóþ ôóíêöèþ íà äâà ñëàãàåìûõ

U = V +R

ïðè ñîáëþäåíèè ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

1. Ïîñëå çàìåíû â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ñèëîâîé ôóêíêöèè U

íà ôóíêöèþ V ìîæåò áûòü íàéäåíî èõ òî÷íîå îáùåå àíàëè-
òè÷åñêîå ðåøåíèå.

2. Ïî êðàéíåé ìåðå â îáëàñòè ðàññìàòðèâàåìîãî äâèæåíèÿ âû-
ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |R| ≪ |V | .

Ðàçóìååòñÿ, íå â ëþáîé çàäà÷å òàêîå ðàçáèåíèå âîçìîæíî. Ïî
êðàéíåé ìåðå âûïîëíåíèå ïåðâîãî óñëîâèÿ óæå ïîçâîëÿåò ôîðìàëü-
íî ñòðîèòü ðåøåíèå ïåðâîíà÷àëüíûõ óðàâíåíèé (3.22) ìåòîäàìè
òåîðèè âîçìóùåíèé. Îäíàêî ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò
ñëó÷àè, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ òàêæå è âòîðîå óñëîâèå.

Óðàâíåíèÿ

d2x

dt2
=

∂V

∂x
,

d2y

dt2
=

∂V

∂y
,

d2z

dt2
=

∂V

∂z
(3.23)

íàçûâàþò óðàâíåíèÿìè íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ, èñõîäíûå óðàâ-
íåíèÿ (3.22) — óðàâíåíèÿìè âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ, à R — âîç-
ìóùàþùåé ôóíêöèåé. Èñõîäíûå óðàâíåíèÿ (3.22) ìîæíî çàïèñàòü
â ôîðìå ñèñòåìû øåñòè óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

dx
dt = ẋ, dy

dt = ẏ, dz
dt = ż,

dẋ
dt = ∂(V+R)

∂x , dẏ
dt = ∂(V+R)

∂y , dż
dt = ∂(V+R)

∂z ,

(3.24)

ãäå ïåðåìåííûå x, y, z, ẋ, ẏ, ż ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè ôóíêöèÿìè.
Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ áóäåò

èìåòü âèä
x = x(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),

y = y(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),

z = z(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),

ẋ = ẋ(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),

ẏ = ẏ(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),

ż = ż(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),

(3.25)
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ãäå c1, c2, c3, c4, c5, c6 — ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ.
Â ìåòîäå òåîðèè âîçìóùåíèé ïîñëåäíèå ôîðìóëû èñïîëüçóþò-

ñÿ êàê ôîðìóëû çàìåíû ïåðåìåííûõ x, y, z, ẋ, ẏ, ż íà ïåðåìåííûå
ôóíêöèè âðåìåíè c1, c2, c3, c4, c5, c6 â óðàâíåíèÿõ âîçìóùåííî-
ãî äâèæåíèÿ (3.24). Çàìåíÿþòñÿ çàâèñèìûå ïåðåìåííûå — èñêî-
ìûå ôóíêöèè. Â èòîãå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àþò äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî íîâûõ ïåðå-
ìåííûõ ci(t) (i = 1, 2, ..., 6) â âèäå

dci
dt

= Ci(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6) (i = 1, 2, ..., 6). (3.26)

Òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé òàê æå, êàê è
óðàâíåíèé (3.22), íàéòè íåâîçìîæíî. Îäíàêî îíè èìåþò îäíî î÷å-
âèäíîå ïðåèìóùåñòâî. Åñëè â óðàâíåíèÿõ (3.24) ïîëîæèòü R = 0,
òî îíè ïðåâðàòÿòñÿ â óðàâíåíèÿ (3.23), à â ñîîòâåòñòâóþùåì ðåøå-
íèè (3.25) àðãóìåíòû c1, c2, c3, c4, c5, c6 áóäóò ïîñòîÿííûìè âåëè÷è-
íàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðåîáðàçîâàííûõ óðàâíåíèÿõ (3.26) ïðàâûå
÷àñòè îêàæóòñÿ ðàâíûìè íóëþ. Ïðè R, íå ðàâíîé íóëþ, è ñîáëþ-
äåíèè âòîðîãî óñëîâèÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé |R| ≪ |V |
ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (3.26) áóäóò ñîäåðæàòü ìíîæèòåëåì íåêî-
òîðûé ìàëûé ïàðàìåòð. Ýòî ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ïðèáëèæåííîå ðå-
øåíèå óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ìåòîäîì ìàëîãî ïàðà-
ìåòðà. Óñïåõ åãî ïðèìåíåíèÿ çàâèñèò â ïåðâóþ î÷åðåäü îò âåëè÷è-
íû ñàìîãî ìàëîãî ïàðàìåòðà, òî åñòü îò îòíîøåíèÿ |R|/|V |. Ïîýòî-
ìó ïðè ðàçëîæåíèè ñèëîâîé ôóíêöèè U íà äâà ñëàãàåìûõ V è R

åñòåñòâåííî ñòðåìëåíèå óìåíüøèòü âåëè÷èíó |R| ïðè ñîõðàíåíèè
ïåðâîãî óñëîâèÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé.

Â ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷àõ íåáåñíîé ìåõàíèêè âèä óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé ìîæåò
áûòü ðàçëè÷íûì, îäíàêî îáùàÿ ñõåìà èçëîæåííîãî çäåñü ïîäõîäà
ñîõðàíÿåòñÿ.

3.7.2. Îáñòîÿòåëüñòâà â äâèæåíèè ðåàëüíûõ íåáåñíûõ òåë,
ïîçâîëÿþùèå ïðèìåíÿòü ìåòîäû òåîðèè âîçìóùåíèé

Â îáùåì ñëó÷àå ïðè ðàññìîòðåíèè äâèæåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî
÷èñëà íåáåñíûõ òåë ñîâñåì íå î÷åâèäíî, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé. Îäíàêî â ñîîòíîøåíè-
ÿõ ðàçìåðîâ áîëüøèíñòâà ðåàëüíûõ íåáåñíûõ òåë, ðàññòîÿíèé ìåæ-
äó íèìè è ñâîéñòâàõ èõ äâèæåíèÿ ñóùåñòâóåò îïðåäåëåííàÿ èåðàð-
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õèÿ. Ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû è ïî÷òè âñåõ
èõ ñïóòíèêîâ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì, íåîáõîäèìûì äëÿ ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìåòîäàìè òåîðèè âîçìóùåíèé. Ðàññìîò-
ðèì íåñêîëüêî êîíêðåòíûõ ñëó÷àåâ, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ôóíäàìåí-
òàëüíûì çàäà÷àì òåîðèè äâèæåíèÿ òåë Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû.

Ñíà÷àëà óïðîñòèì ðàññìîòðåíèå ñèñòåìû Ñîëíöà, ïëàíåò è
ñïóòíèêîâ, ïîëàãàÿ, ÷òî âñå ýòè òåëà ÿâëÿþòñÿ ìàòåðèàëüíûìè òî÷-
êàìè. Òîãäà ê íèì ïîäîéäåò ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è î äâèæå-
íèè n + 1 ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Ñðåäè ýòèõ òî÷åê áóäóò Ñîëíöå,
ïëàíåòû è èõ ñïóòíèêè. Ïîìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò â îäíó èç íèõ.
Îïèøåì äâèæåíèå ñèñòåìû n+ 1 ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê óðàâíåíèÿ-
ìè îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ

d2xi

dt2
=

∂(Vi +Ri)

∂xi
,

d2yi
dt2

=
∂(Vi +Ri)

∂yi
,

d2zi
dt2

=
∂(Vi +Ri)

∂zi
,

(3.27)
ãäå

Vi =
G(m0 +mi)

ri
, Ri = G

n∑
j=1

′

mj

(
1

∆ij
− xixj + yiyj + zizj

r3j

)
,

∆ij =
√
(xj − xi)2 + (yj − yi)2 + (zj − zi)2, ri =

√
x2
i + y2i + z2i ,

rj =
√
x2
j + y2j + z2j ,

G — óíèâåðñàëüíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, xi, yi, zi,mi (i =

1, 2, ..., n) — ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû è ìàññû òåë, ñîîòâåòñòâåí-
íî, à m0 — ìàññà öåíòðàëüíîãî òåëà. Øòðèõ ó çíàêà ñóììû îçíà÷à-
åò, ÷òî îòñóòñòâóåò ñëàãàåìîå ïðè j = i.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.
Ïëàíåòíàÿ çàäà÷à.
Áóäåì èçó÷àòü äâèæåíèå n ïëàíåò ïîä äåéñòâèåì ïðèòÿæåíèÿ

Ñîëíöà è èõ âçàèìíîãî ïðèòÿæåíèÿ. Ìàëûì âëèÿíèåì äðóãèõ òåë
ïðåíåáðåæåì. Â óðàâíåíèÿõ îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ öåíòðàëü-
íûì òåëîì áóäåò Ñîëíöå. Â äàííîì ñëó÷àå äëÿ óðàâíåíèé íåâîç-
ìóùåííîãî äâèæåíèÿ ïðè Ri = 0 (i = 1, 2, ..., n) èçâåñòíî îáùåå
ðåøåíèå, òàê êàê ñèñòåìà óðàâíåíèé ðàñïàäàåòñÿ íà n íåçàâèñè-
ìûõ ñèñòåì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äâóõ òåë, äëÿ êàæäîãî èç êîòî-
ðûõ èçâåñòíî îáùåå ðåøåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîå óñëîâèå ïðè-
ìåíåíèÿ ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé âûïîëíÿåòñÿ. Ïðîâåðèì òå-
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ïåðü âûïîëíåíèå âòîðîãî óñëîâèÿ. Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå Ri/Vi.
Èç óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñëåäóåò

Ri

Vi
=

n∑
j=1

′
mj

m0 +mi

[
ri
∆ij

− ri(xixj + yiyj + zizj)

r3j

]
. (3.28)

Çäåñü i = 1, 2, ..., n.
Ïàðàìåòðû îðáèò äåâÿòè áîëüøèõ ïëàíåò òàêîâû, ÷òî ïëàíåòû

íå èñïûòûâàþò íè òåñíûõ ñáëèæåíèé ñ Ñîëíöåì, íè òåñíûõ âçàèì-
íûõ ñáëèæåíèé. Ïîýòîìó âåëè÷èíû xi, yi, zi,∆ij , ri ìîæíî ñ÷èòàòü
âåëè÷èíàìè ïðèìåðíî îäíîãî ïîðÿäêà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñëàãàå-
ìûå â ôîðìóëå (3.28) èìåþò ìíîæèòåëè

mj

m0 +mi
,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè ïàðàìåòðàìè â ñèëó ìàëîñòè ìàññ ïëà-
íåò ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé Ñîëíöà. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíèå
âòîðîãî óñëîâèÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé â ïëà-
íåòíîé çàäà÷å îáåñïå÷èâàåòñÿ ìàëîñòüþ ìàññ ïëàíåò ïî ñðàâíåíèþ
ñ ìàññîé Ñîëíöà. Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ
(3.26) â ïëàíåòíîé çàäà÷å ìàëûìè ïàðàìåòðàìè áóäóò îòíîøåíèÿ

εj =
mj

m0
(j = 1, 2, ..., n) .

Ñïóòíèêîâàÿ çàäà÷à.
Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ñèñòåìû ñïóòíèêîâ ïëàíåòû ïîä äåéñòâè-

åì ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû, Ñîëíöà è âçàèìíîãî ïðèòÿæåíèÿ ñïóòíè-
êîâ. Ïðèòÿæåíèåì äðóãèõ ïëàíåò ïðåíåáðåæåì â ñèëó èõ óäàëåí-
íîñòè. Ïðèòÿæåíèåì Ñîëíöà, íåñìîòðÿ íà åãî óäàëåííîñòü, ïðåíå-
áðå÷ü íåëüçÿ, òàê êàê îíî èìååò áîëüøóþ ìàññó. Â óðàâíåíèÿõ îò-
íîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ öåíòðàëüíûì òåëîì áóäåò ïëàíåòà. Ñ íåé è
ñîâìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò. Ñîëíöå áóäåì ñ÷èòàòü òåëîì íîìåð 1
(i = 1). Óðàâíåíèÿ ïðè i = 1 ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì, òàê êàê îíè
îïðåäåëÿþò îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå ïëàíåòû è Ñîëíöà.

Â ðàññìàòðèâàåìîé ñïóòíèêîâîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèé íåâîç-
ìóùåííîãî äâèæåíèÿ ïðè Ri = 0 (i = 2, 3, ..., n) òàêæå èçâåñòíî
îáùåå ðåøåíèå, òàê êàê ñèñòåìà óðàâíåíèé ðàñïàäàåòñÿ íà íåçàâè-
ñèìûå ñèñòåìû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äâóõ òåë. Òàêèì îáðàçîì, ïåð-
âîå óñëîâèå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé âûïîëíÿåòñÿ.
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Ïðîâåðèì òåïåðü âûïîëíåíèå âòîðîãî óñëîâèÿ. Ðàññìîòðèì âûðà-
æåíèå

Ri

Vi
=

n∑
j=1

′
mj

m0 +mi

[
ri
∆ij

− ri(xixj + yiyj + zizj)

r3j

]
(3.29)

äëÿ i = 2, ..., n. Ìàëîñòü ñëàãàåìûõ ïðè j = 2, ..., n òàê æå, êàê è
â ïëàíåòíîé çàäà÷å, îáåñïå÷èâàåòñÿ ìàëîñòüþ ìàññ ñïóòíèêîâ mj

ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé ïëàíåòû m0. Ñëàãàåìîå ïðè j = 1 (âëèÿíèå
ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà) òðåáóåò îñîáîãî ðàññìîòðåíèÿ. Îáîçíà÷èì ýòî
ñëàãàåìîå â âåëè÷èíå Ri ÷åðåç (Ri)1, à â âåëè÷èíå Ri

Vi
— ÷åðåç (Ri

Vi
)1.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

xix1 + yiy1 + ziz1 = rir1 cosH1i, ∆2
i1 = r2i + r21 − 2 rir1 cosH1i.

Çäåñü ri — ïëàíåòîöåíòðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ñïóòíèêà, r1 — ãåëèî-
öåíòðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ïëàíåòû, à H1i — óãîë ìåæäó ïëàíåòîöåí-
òðè÷åñêèìè íàïðàâëåíèÿìè íà ñïóòíèê è íà Ñîëíöå. Î÷åâèäíî, ÷òî
ïîêà ñïóòíèê îñòàåòñÿ ñïóòíèêîì ïëàíåòû, îòíîøåíèå ri/r1 áóäåò
ìàëûì. Ðàçëîæèì âåëè÷èíó 1

∆i1
, à çàòåì è (Ri)1 â ðÿä ïî ñòåïåíÿì

ìàëîãî ïàðàìåòðà ri/r1. Áóäåì èìåòü

(Ri)1 = G m1
1

r1

[
1 +

(
ri
r1

)2(
3

2
cos2 H1i −

1

2

)
+ ...

]
,

ãäå íåâûïèñàííûå ÷ëåíû èìåþò áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê ìàëîñòè,
÷åì ( rir1 )

2.
Âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ Ri âõîäèò â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òîëü-

êî ïîä çíàêîì ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî xi, yi, zi. Ïðîèçâîäíûå
îò ïåðâîãî ñëàãàåìîãî äàäóò íóëü. Ïîýòîìó åãî ìîæíî îïóñòèòü.
Îñòàâëÿÿ òîëüêî ñàìîå ñóùåñòâåííîå ñëàãàåìîå â ðàçëîæåíèè, ïî-
ëó÷èì

(Ri)1 = G m1
r2i
r31

(
3

2
cos2 H1i −

1

2

)
.

Òîãäà, ïðåíåáðåãàÿ ìàññîé ñïóòíèêà mi ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé
ïëàíåòû m0, ñëàãàåìîå â âåëè÷èíå Ri

Vi
, îáóñëîâëåííîå ïðèòÿæåíè-

åì Ñîëíöà, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå(
Ri

Vi

)
1

=
m1

m0

r3i
r31

(
3

2
cos2 H1i −

1

2

)
.
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Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìàññà Ñîëíöà m1 âî ìíîãî ðàç áîëüøå ìàññû
ïëàíåòû m0, îòíîøåíèå (Ri

Vi
)1 äëÿ ñïóòíèêîâ ïëàíåò îêàçûâàåòñÿ

ìàëîé âåëè÷èíîé çà ñ÷åò òîãî, ÷òî ðàññòîÿíèÿ ñïóòíèêîâ äî ïëàíå-
òû ri ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿíèåì r1 ïëàíåòû äî Ñîëíöà.
Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíèå âòîðîãî óñëîâèÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ
òåîðèè âîçìóùåíèé â ñïóòíèêîâîé çàäà÷å îáåñïå÷èâàåòñÿ ìàëîñòüþ
ìàññ ñïóòíèêîâ m2,m3, ...,mn ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé ïëàíåòû m0,
à òàêæå ìàëîñòüþ ðàññòîÿíèé ñïóòíèêîâ äî ïëàíåòû ïî ñðàâíåíèþ
ñ ðàññòîÿíèåì ïëàíåòû äî Ñîëíöà. Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé âîçìó-
ùåííîãî äâèæåíèÿ (3.26) â ñïóòíèêîâîé çàäà÷å èñïîëüçóþòñÿ ñëå-
äóþùèå ìàëûå ïàðàìåòðû:

ε′j =
m1

m0

r3j
r31

(j = 2, 3, ..., n).

Çäåñü ðàññòîÿíèÿ rj (j = 2, 3, ..., n) èçìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè. ×òîáû
ïàðàìåòðû áûëè äåéñòâèòåëüíî ïîñòîÿííûìè, èçìåíÿþùèåñÿ ðàñ-
ñòîÿíèÿ çàìåíÿþò íà ïðèáëèæåííûå èõ çíà÷åíèÿ, ðàâíûå áîëüøèì
ïîëóîñÿì êåïëåðîâñêèõ îðáèò, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ êàê íóëåâîå
ïðèáëèæåíèå ìîäåëè äâèæåíèÿ. Ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü ñðåä-
íèå äâèæåíèÿ êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ. Òîãäà ìàëûìè ïàðàìåòðà-
ìè áóäóò

ε′j =
m1

m0

a3j
a31

=
n2
1

n2
j

(j = 2, 3, ..., n),

ãäå a1, aj — áîëüøèå ïîëóîñè, à n1, nj — ñðåäíèå äâèæåíèÿ.
Çàäà÷à î äâèæåíèè ñïóòíèêà íåñôåðè÷íîé ïëàíåòû.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðèìåð äâèæåíèÿ â çàäà÷å äâóõ òåë, êîãäà

îäíî èç òåë (ñïóòíèê) ìîæíî ñ÷èòàòü ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé, à äðó-
ãîå (ïëàíåòà) ñîçäàåò ãðàâèòàöèîííîå ïîëå, îòëè÷íîå îò ãðàâèòàöè-
îííîãî ïîëÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè èëè øàðà ñî ñôåðè÷åñêèì ðàñïðå-
äåëåíèåì ïëîòíîñòè. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà â ýòîì ñëó÷àå
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

d2x

dt2
=

∂(V +R)

∂x
,

d2y

dt2
=

∂(V +R)

∂y
,

d2z

dt2
=

∂(V +R)

∂z
, (3.30)

ãäå

V =
G m

r
, R =

G m

r
J X(x, y, z),

x, y, z — ïëàíåòîöåíòðè÷åñêèå ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû ñïóòíè-
êà, m — ìàññà ïëàíåòû, G — óíèâåðñàëüíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ïî-
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ñòîÿííàÿ, r ïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì r =
√

x2 + y2 + z2, J — ïî-
ñòîÿííûé ïàðàìåòð, à X(x, y, z) — íåêîòîðàÿ èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ.
Ïîñëåäíèìè äâóìÿ âåëè÷èíàìè ìîæíî ðàñïîðÿäèòüñÿ òàê, ÷òîáû
ôóíêöèÿ X(x, y, z) â îáëàñòè äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ïðèíèìàëà çíà-
÷åíèÿ, íåìíîãî îòëè÷àþùèåñÿ îò åäèíèöû. Ïàðàìåòð J â ýòîì ñëó-
÷àå áóäåò õàðàêòåðèçîâàòü îòëè÷èå ïëàíåòû îò øàðà ñ êîíöåíòðè-
÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ïëîòíîñòè. Èçâåñòíûå ãðàâèòàöèîííûå ïî-
ëÿ Çåìëè, äðóãèõ ïëàíåò è ìíîãèõ åñòåñòâåííûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò
ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò ïîëÿ ïðèòÿæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Ïîýòî-
ìó óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé â äàííîì
ñëó÷àå òàêæå âûïîëíÿþòñÿ, à J ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðíûì ìàëûì ïà-
ðàìåòðîì.

Ôîðìû áîëüøèõ ïëàíåò è èõ îñíîâíûõ ñïóòíèêîâ áëèçêè ê ôîð-
ìå ñæàòîãî îñåñèììåòðè÷íîãî òåëà. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà
J áåðåòñÿ êîýôôèöèåíò ïðè âòîðîé çîíàëüíîé ãàðìîíèêå ðàçëîæå-
íèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì
ôóíêöèÿì.

Äðóãèå ñëó÷àè ïðèìåíåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé.

Ðàññìîòðåííûå âûøå êîíôèãóðàöèè íåáåñíûõ òåë ÿâëÿþòñÿ
ëèøü ïðèìåðàìè ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèìåíåíèé òåîðèè âîçìóùåíèé
â íåáåñíîé ìåõàíèêå. Îòìåòèì çäåñü åùå òîëüêî îäíó ãðóïïó çàäà÷,
êîãäà â êà÷åñòâå íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñò-
íîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Âîçìóùåííîå äâèæåíèå ïðîèñ-
õîäèò âáëèçè ýòîãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ. Ìàëûå ïàðàìåòðû â òàêèõ çà-
äà÷àõ õàðàêòåðèçóþò ðàçíîñòè êîîðäèíàò â âîçìóùåííîì è íåâîç-
ìóùåííîì äâèæåíèÿõ, à äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè
òåîðèè âîçìóùåíèé ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíåíèå ìàëîñòè ýòèõ ðàçíîñòåé
ïî êðàéíåé ìåðå íà èññëåäóåìîì èíòåðâàëå âðåìåíè.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ðàçëè÷íûõ ìàëûõ ïàðàìåòðîâ â çàäà÷àõ íåáåñ-
íîé ìåõàíèêè ñëåäóåò âûäåëÿòü ïàðàìåòðû, êîòîðûå õàðàêòåðèçó-
þò ìàëîñòü âîçìóùàþùåé ôóíêöèè. Âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò
ðàçëàãàòüñÿ â ðÿäû ïî ñòåïåíÿì òàêæå è äðóãèõ ìàëûõ ïàðàìåòðîâ.
Ýòî ÷àñòî äåëàåòñÿ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âîçìîæíîñòè ðåøåíèÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ â ôîðìå (3.26).

Îòìåòèì åùå ñëó÷àè, êîãäà ñèëû, äåéñòâóþùèå íà íåáåñíîå òå-
ëî, íå èìåþò ñèëîâîé ôóíêöèè. Ïðèìåðîì òàêèõ ñèë ñëóæàò ñèëû,
âûçâàííûå ïðèëèâíîé äåôîðìàöèåé âÿçêî-óïðóãèõ òåë ïëàíåòû è
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ñïóòíèêà. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ èñõîäíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ïðÿìî-
óãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

d2x

dt2
= Vx +Rx,

d2y

dt2
= Vy +Ry,

d2z

dt2
= Vz +Rz, (3.31)

ãäå ñëàãàåìûå Vx, Vy, Vz äîëæíû âûáèðàòüñÿ òàê, ÷òîáû ìîæíî áû-
ëî íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïðè îòáðàñûâàíèè
ñëàãàåìûõ Rx, Ry, Rz . Ýòè ïîñëåäíèå ñëàãàåìûå íàçûâàþòñÿ êîì-
ïîíåíòàìè âîçìóùàþùåãî óñêîðåíèÿ. Äëÿ âîçìîæíîñòè ïðèìåíå-
íèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé íåîáõîäèìî, ÷òîáû Rx, Ry, Rz áûëè ìàëû
ïî ñðàâíåíèþ ñ êîìïîíåíòàìè îñíîâíîãî óñêîðåíèÿ Vx, Vy, Vz .

3.7.3. Óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé
îðáèòû

Óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ íåáåñíîãî òåëà â òåîðèè
âîçìóùåíèé â îáùåì âèäå óæå áûëè ïîñòðîåíû âûøå. ×òîáû èç-
ëîæåíèå áûëî íåïðåðûâíûì, áóäåì èñõîäèòü ñíîâà èç óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ

Äëÿ ïðîñòîòû ïîíèìàíèÿ îáùåé ñõåìû òåîðèè âîçìóùåíèé
îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì äâèæåíèÿ îäíîãî íåáåñíîãî òåëà ïîä äåéñòâè-
åì ñèë, èìåþùèõ ñèëîâóþ ôóíêöèþ.

Èñõîäíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ
èìåþò îáùèé âèä

d2x

dt2
=

∂V

∂x
+

∂R

∂x
,

d2y

dt2
=

∂V

∂y
+

∂R

∂y
,

d2z

dt2
=

∂V

∂z
+

∂R

∂z
, (3.32)

ãäå V è R ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò êîîðäèíàò x, y, z è âðåìåíè t.
Ñîãëàñíî òåîðèè âîçìóùåíèé ñëàãàåìîå V âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû
ìîæíî áûëî íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé íåâîçìóùåííîãî äâè-
æåíèÿ

d2x

dt2
=

∂V

∂x
,

d2y

dt2
=

∂V

∂y
,

d2z

dt2
=

∂V

∂z
. (3.33)

Òîãäà R íàçûâàåòñÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèåé.

Âîñïðîèçâåäåì çäåñü äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ ïîâòîðíî íåêîòî-
ðûå ñîîòíîøåíèÿ èç îáùåé ñõåìû òåîðèè âîçìóùåíèé.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèé (3.33) íàéäåíî â ôîðìå

x = x(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),

y = y(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),

z = z(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),

ẋ = ẋ(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),

ẏ = ẏ(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),

ż = ż(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6),

(3.34)

ãäå c1, c2, c3, c4, c5, c6 — ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ.
Íà ýòîì âñïîìîãàòåëüíàÿ ðîëü óðàâíåíèé (3.33) çàêàí÷èâàåòñÿ.

Äîñòàòî÷íî òîãî, ÷òî îíè ïîðîäèëè íàì ñîîòíîøåíèÿ (3.34). Äà-
ëåå ýòè ñîîòíîøåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ôîðìóëû ïðåîáðàçîâà-
íèÿ, ñâÿçûâàþùèå êîîðäèíàòû è êîìïîíåíòû ñêîðîñòè òåëà â âîç-
ìóùåííîì äâèæåíèè ñ íåêîòîðûìè íîâûìè íåèçâåñòíûìè ôóíê-
öèÿìè âðåìåíè c1, c2, c3, c4, c5, c6. Ñîîòíîøåíèÿ (3.34) èñïîëüçóþò
êàê ôîðìóëû çàìåíû ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèÿõ (3.32) îò ïåðåìåí-
íûõ x, y, z, ẋ, ẏ, ż ê ïåðåìåííûì c1, c2, c3, c4, c5, c6. Òàêèì îáðàçîì
ïîëó÷àþòñÿ íîâûå óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ

dci
dt

= Ci(t, c1, c2, c3, c4, c5, c6) (i = 1, 2, 3, 4, 5, 6), (3.35)

ïðåèìóùåñòâà êîòîðûõ â òîì, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ óðàâíåíèé
îáðàùàþòñÿ â íóëè, åñëè â èñõîäíûõ óðàâíåíèÿõ (3.32) ïîëîæèòü
R = 0. Ýòî ïîçâîëÿåò ðåøàòü èõ ìåòîäîì ìàëîãî ïàðàìåòðà.

Ôîðìóëû (3.34), åñëè â íèõ c1, c2, c3, c4, c5, c6 ñ÷èòàþòñÿ çà-
äàííûìè ïîñòîÿííûìè, îïðåäåëÿþò çàêîí äâèæåíèÿ, êîòîðûé íà-
çûâàþò ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòîé. Ñàìè ýòè ôîðìóëû íàçûâàþòñÿ
ôîðìóëàìè ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû. Óðàâíåíèÿ (3.35) íàçûâàþòñÿ
óðàâíåíèÿìè äëÿ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû.

Óñïåõ äàëüíåéøèõ äåéñòâèé ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òîãî, êàê
âûáðàíû ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå c1, c2, c3, c4, c5, c6 . Âûáèðàòü
èõ ìîæíî áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñïîñîáîâ. Â ïðàêòèêå èññëåäîâàòå-
ëåé çà ïîñëåäíèå òðè ñòîëåòèÿ áûëè ðàññìîòðåíû è óñïåøíî ïðè-
ìåíÿëèñü ìíîæåñòâî âàðèàíòîâ. Ðàññìîòðèì çäåñü îäèí èç íèõ, êî-
òîðûé èìåë áîëüøîå ÷èñëî ïðèìåíåíèé.

Â êà÷åñòâå ñèëîâîé ôóíêöèè íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ V âû-
áèðàåì ñèëîâóþ ôóíêöèþ çàäà÷è äâóõ òåë, ðàññìàòðèâàåìûõ çäåñü
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êàê ìàòåðèàëüíûå òî÷êè. Òàêîé âûáîð îáóñëîâëåí îáùåé èåðàðõè-
åé â äâèæåíèè òåë Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Äâèæåíèå êàæäîé ïëàíå-
òû ïðîèñõîäèò ïîä äåéñòâèåì ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà. Âëèÿíèå äðóãèõ
ïëàíåò îòíîñèòåëüíî ñëàáî. Ñïóòíèê ïîòîìó è ÿâëÿåòñÿ ñïóòíèêîì
ïëàíåòû, ïîñêîëüêó äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì åå ïðèòÿæåíèÿ. Äðó-
ãèå ñïóòíèêè è äàæå Ñîëíöå ëèøü ñëåãêà èñêàæàþò äâèæåíèå.

Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ðàññìîòðåíèè ìû èìååì

V =
µ

r
, (3.36)

ãäå µ — ïîñòîÿííàÿ, à r — ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òåëàìè. ×àùå
âñåãî íà÷àëî êîîðäèíàò ïîìåùàþò â îäíî èç òåë, êîòîðîìó ïðèñâî-
èì íîìåð 0. Òîãäà µ = G(m0 +m1), ãäå G — óíèâåðñàëüíàÿ ãðàâè-
òàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, à m0 +m1 — ñóììà ìàññ òåë. Â ñëó÷àå, êî-
ãäà íà÷àëî êîîðäèíàò ðàñïîëàãàåòñÿ â áàðèöåíòðå äâóõ òåë, èìååì
µ = G

m3
0

(m0+m1)2
.

Ðåøåíèå çàäà÷è äâóõ òåë îïèñûâàåò äâèæåíèå, êîòîðîå íàçûâà-
åòñÿ êåïëåðîâñêèì, ïîñêîëüêó ïðîèñõîäèò ïî çàêîíàì Êåïëåðà. Ïî-
ñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì äâèæåíèå òåë Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû, èìå-
þùåå îïðåäåëåííóþ èåðàðõèþ, îãðàíè÷èìñÿ ýëëèïòè÷åñêèì òèïîì
äâèæåíèÿ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ êåïëåðîâñêèì äâèæåíèåì âûáèðàþò è
ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ êåïëåðîâñêèìè îð-
áèòàëüíûìè ýëåìåíòàìè. Ïåðå÷èñëèì çäåñü êåïëåðîâñêèå ýëåìåí-
òû, à òàêæå ñâÿçàííûå ñ íèìè ìîìåíòû âðåìåíè.

n — ñðåäíåå äâèæåíèå, ðàçìåðíîñòü ðàäèàí/åä. âðåìåíè;

e — ýêñöåíòðèñèòåò, áåçðàçìåðíûé;

i — íàêëîí (äâóãðàííûé óãîë ìåæäó ïëîñêîñòüþ îðáèòû
è îñíîâíîé ïëîñêîñòüþ Oxy), ðàä.;

M0 — ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ â ýïîõó ( çíà÷åíèå ñðåäíåé àíîìà-
ëèèM â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè — ýïîõó ), ðàä.;

ω — óãëîâîå ðàññòîÿíèå ïåðèöåíòðà îò âîñõîäÿùåãî óçëà
îðáèòû, ðàä.;

Ω — äîëãîòà âîñõîäÿùåãî óçëà îðáèòû (óãîë â ïëîñêîñòè
Oxy ìåæäó îñüþ x è ëèíèåé óçëîâ), ðàä.;

t0 — íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè — ýïîõà ýëåìåíòîâ;

t — òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè, íà êîòîðûé âû÷èñëÿþòñÿ
êîîðäèíàòû òåëà.
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Íàðÿäó ñî ñðåäíèì äâèæåíèåì n â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà îðáèòû
áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêæå áîëüøóþ ïîëóîñü îðáèòû a, ñâÿçàííóþ
ñ n òðåòüèì çàêîíîì Êåïëåðà

n =

√
µ

a3
.

Çàìåíó ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèÿõ (3.32) äåëàþò ñ ïîìîùüþ ôîð-
ìóë êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ. Ýòè ôîðìóëû îïèñàíû â ïðåäûäó-
ùèõ ðàçäåëàõ. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò âîçìóùàþùåé ôóíêöèè R

ïî êîîðäèíàòàì âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî êåïëå-
ðîâñêèì ýëåìåíòàì. Ïðîöåäóðà òàêîé çàìåíû ïîäðîáíî îïèñàíà â
êíèãå (Äóáîøèí, 1975). Ïðîöåäóðà íàçûâàåòñÿ «îñíîâíîé îïåðàöè-
åé».

Ïðèìåíåíèå òåîðèè âîçìóùåíèé îêàçûâàåòñÿ ïðîùå, åñëè â êà-
÷åñòâå íîâûõ èñêîìûõ ôóíêöèé âçÿòü âåëè÷èíû a, e, i,M, ω,Ω. Âìå-
ñòî ñðåäíåé àíîìàëèè â ýïîõóM0 âçÿòà ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿM , êîòî-
ðàÿ â êåïëåðîâñêîì äâèæåíèè ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíîé ëèíåéíîé ôóíê-
öèåé âðåìåíè

M = M0 + n(t− t0) .

Äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè óðàâíåíèé äëÿ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé
îðáèòû ñäåëàåì ïðîñòûå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ:

α1 = a, α2 = e, α3 = i, β1 = M, β2 = ω, β3 = Ω. (3.37)

Â ðåçóëüòàòå çàìåíû ïåðåìåííûõ óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâè-
æåíèÿ íåáåñíîãî òåëà ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì îáùåì âèäå:

dαi

dt
=

3∑
j=1

aij
∂R

∂βj
,

dβi

dt
= ni −

3∑
j=1

aji
∂R

∂αj
(3.38)

(i = 1, 2, 3) .

Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ ni, aij — ôóíêöèè, çàâèñÿùèå òîëüêî îò îò ýëå-
ìåíòîâ α1, α2, α3 è ïîñòîÿííîé µ. Â ñëó÷àå êåïëåðîâñêîé ïðîìå-
æóòî÷íîé îðáèòû n1, n2 , à òàêæå íåêîòîðûå èç äåâÿòè ôóíêöèé
aij , ðàâíû íóëþ. Îäíàêî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íå óïðîùàåò ðåøåíèå
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óðàâíåíèé. Çàïèñü óðàâíåíèé (3.38) â òàêîì îáùåì âèäå ïîçâîëÿåò
ïðèìåíÿòü èõ òàêæå äëÿ íåêîòîðûõ íåêåïëåðîâñêèõ ïðîìåæóòî÷-
íûõ îðáèò. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé ðàññìîòðåíû â ñëåäó-
þùèõ ðàçäåëàõ.

Çàìåòèì, ÷òî â óðàâíåíèÿõ (3.38) âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ R îáî-
çíà÷åíà òîé æå áóêâîé, ÷òî è â óðàâíåíèÿõ (3.32). Îäíàêî çäåñü îíà
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò ýëåìåíòîâ α1, α2, α3, β1, β2, β3 è âðåìåíè t.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ÿâíûé âèä óðàâíåíèé äëÿ ýëåìåíòîâ ïðîìå-
æóòî÷íîé îðáèòû â ñëó÷àå ýëåìåíòîâ (3.37)

da

dt
=

2

na

∂R

∂M
,

de

dt
=

1− e2

ena2
∂R

∂M
−

√
1− e2

ena2
∂R

∂ω
, (3.39)

di

dt
=

cos i

na2
√
1− e2 sin i

∂R

∂ω
− 1

na2
√
1− e2 sin i

∂R

∂Ω
,

dM

dt
= n− 2

na

∂R

∂a
− 1− e2

ena2
∂R

∂e
,

dω

dt
=

√
1− e2

ena2
∂R

∂e
− cos i

na2
√
1− e2 sin i

∂R

∂i
, (3.40)

dΩ

dt
=

1

na2
√
1− e2 sin i

∂R

∂i
.

Ìíîæèòåëè â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé ìîæíî çàìåíèòü ñîãëàñíî
ñîîòíîøåíèÿì

1

na2
=

na

µ
,

1

na
=

na2

µ
. (3.41)

Â ïðàêòè÷åñêîé íåáåñíîé ìåõàíèêå ïðèìåíÿþòñÿ è äðóãèå âà-
ðèàíòû ýëåìåíòîâ êåïëåðîâñêîé ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû. Îñîáîãî
âíèìàíèÿ çàñëóæèâàþò äâà èç íèõ. Îðáèòû ìíîæåñòâà åñòåñòâåí-
íûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè êðóãîâûìè è ëåæàò âáëèçè
ïëîñêîñòè ýêâàòîðà ïëàíåòû. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ïîëîæåíèå ñïóòíè-
êà íà îðáèòå â ïåðâóþ î÷åðåäü îïðåäåëÿåòñÿ ñðåäíåé äîëãîòîé λ, à
îðèåíòàöèÿ îðáèòû — äîëãîòîé ïåðèöåíòðà ϖ. Ýòè âåëè÷èíû ñâÿ-
çàíû ñ M,ω,Ω ñîîòíîøåíèÿìè

λ = M + ω +Ω , ϖ = ω +Ω . (3.42)
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Äëÿ îáðàòíûõ îðáèò âìåñòî ñóììû ω è Ω èñïîëüçóåòñÿ èõ ðàçíîñòü.
Óðàâíåíèÿ ñîñòàâëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé λ, ϖ è Ω. Ýëåìåí-
òàìè ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû ñ÷èòàþòñÿ ϖ, Ω è λ0 — ñðåäíÿÿ äîëãî-
òà â ýïîõó t0 . Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî óðàâíåíèé (3.39), (3.40) íóæíî
ðåøàòü óðàâíåíèÿ

da

dt
=

2

na

∂R

∂λ
,

de

dt
= − e

√
1− e2

na2(1 +
√
1− e2)

∂R

∂λ
−

√
1− e2

ena2
∂R

∂ϖ
, (3.43)

di

dt
= −

tg i
2

na2
√
1− e2

(
∂R

∂ϖ
+

∂R

∂λ

)
− 1

na2
√
1− e2 sin i

∂R

∂Ω
,

dλ

dt
= n− 2

na

∂R

∂a
+ e

√
1− e2

na2(1 +
√
1− e2)

∂R

∂e
+

tg i
2

na2
√
1− e2

∂R

∂i
,

dϖ

dt
=

√
1− e2

ena2
∂R

∂e
+

tg i
2

na2
√
1− e2

∂R

∂i
, (3.44)

dΩ

dt
=

1

na2
√
1− e2 sin i

∂R

∂i
.

Ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèÿ äëÿ i è Ω èìåþò îñîáåííîñòè ïðè i = 0,
à ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé äëÿ e è ω èìåþò îñîáåííîñòè ïðè e = 0.
Ýòè îáñòîÿòåëüñòâà òðåáóþò îñîáîãî âíèìàíèÿ ïðè ðåøåíèè óðàâ-
íåíèé.

Çàìåòèì, ÷òî âî ìíîãèõ ðóññêîÿçû÷íûõ ïóáëèêàöèÿõ è ó÷åáíè-
êàõ âìåñòî ϖ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ äîëãîòû ïåðèöåíòðà èñïîëüçóåòñÿ
áóêâà π.

Òåïåðü ðàññìîòðèì âàðèàíò ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû,
ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèÿ íå èìåþò îñîáåííîñòåé ïðè ýêñöåíòðèñè-
òåòå è íàêëîíå îðáèòû, ðàâíûõ íóëþ. Òàêèå ýëåìåíòû ïðèäóìàë
Ëàãðàíæ äëÿ èçó÷åíèÿ âåêîâûõ âîçìóùåíèé ïëàíåò. Îíè òåïåðü
òàê è íàçûâàþòñÿ — ýëåìåíòû Ëàãðàíæà. Óðàâíåíèÿ äëÿ a è λ íå
èìåþò îñîáåííîñòåé, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû íóæíî çàìåíèòü. Îáû÷-
íî ýëåìåíòû Ëàãðàíæà îáîçíà÷àþòñÿ â ëèòåðàòóðå ÷åðåç h, k, p, q. Ñ
ðàññìîòðåííûìè âûøå ýëåìåíòàìè îíè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

h = e sinϖ, k = e cosϖ , (3.45)

p = tg i sinΩ, q = tg i cosΩ . (3.46)
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Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ óðàâíåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ Ëàãðàíæà áó-
äóò èìåòü âèä

dh

dt
=

√
1− e2

na2

(
∂R

∂k
− h

1 +
√
1− e2

∂R

∂λ

)
+

k tg i
2

na2
√
1− e2

∂R

∂i
,

dk

dt
=

√
1− e2

na2

(
−∂R

∂h
− k

1 +
√
1− e2

∂R

∂λ

)
− (3.47)

−
h tg i

2

na2
√
1− e2

∂R

∂i
,

dp

dt
=

sec3 i

na2
√
1− e2

∂R

∂q
− p

2na2
√
1− e2 cos i cos2 i

2

(
∂R

∂ϖ
+

∂R

∂λ

)
,

dq

dt
= − sec3 i

na2
√
1− e2

∂R

∂p
− (3.48)

− q

2na2
√
1− e2 cos i cos2 i

2

(
∂R

∂ϖ
+

∂R

∂λ

)
.

Äëÿ ïîëíîãî ñîñòàâà ê íèì íóæíî äîáàâèòü óæå ïðèâåäåííûå âûøå
óðàâíåíèÿ

da

dt
=

2

na

∂R

∂λ
,

dλ

dt
= n− 2

na

∂R

∂a
+ e

√
1− e2

na2(1 +
√
1− e2)

∂R

∂e
+

tg i
2

na2
√
1− e2

∂R

∂i
.(3.49)

Â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé (3.47), (3.48), (3.49) ñîäåðæàòñÿ ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå îò âîçìóùàþùåé ôóíêöèè ïî âåëè÷èíàì, êîòîðûå íå
ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè ôóíêöèÿìè â ýòèõ óðàâíåíèÿõ. Ýòî íîðìàëü-
íî. Òàê ñëåäóåò îñòàâèòü. Äåëî â òîì, ÷òî âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ
ïîëó÷àåòñÿ ñíà÷àëà, êàê ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííûõ a, e, i, λ,ϖ,Ω. Ïî-
ýòîìó ëó÷øå ñíà÷àëà åå ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïî ýòèì ýëåìåíòàì,
à ïîòîì ïåðåõîäèòü ê ïåðåìåííûì h, k, p, q óæå â ïîëó÷åííûõ ïðî-
èçâîäíûõ.

Çàìåòèì, ÷òî â ïóáëèêàöèÿõ âñòðå÷àþòñÿ íåñêîëüêî âàðèàíòîâ
ââåäåíèÿ â ðàññìîòðåíèå ýëåìåíòîâ Ëàãðàíæà â çàâèñèìîñòè îò æå-
ëàåìîãî ýôôåêòà. Âûøå â ðàçäåëå 3.2.5 ìû ðàññìîòðåëè îäèí èç òà-
êèõ âàðèàíòîâ, â äàííîì ðàçäåëå — äðóãîé.
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3.7.4. Ðåøåíèå óðàâíåíèé äëÿ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé
îðáèòû. Ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà

Ðàññìîòðèì ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (3.38). Ýòî íàèáîëå ÷àñòî
ïðèìåíÿåìûå óðàâíåíèÿ. Â ñëó÷àÿõ èñïîëüçîâàíèÿ äðóãèõ âàðèàí-
òîâ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû ñïóòíèêà ðåøåíèå ñòðîèòñÿ
àíàëî÷è÷íî.

Ìåòîä ðåøåíèÿ îñíîâàí íà ìàëîñòè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè R

ïî ñðàâíåíèþ ñ ôóíêöèåé V , ïîýòîìó îí íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ìàëî-
ãî ïàðàìåòðà. Â ëèòåðàòóðå ýòîò ìåòîä íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ìàëîãî
ïàðàìåòðà À. Ïóàíêàðå.

Äëÿ èçëîæåíèÿ ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà íóæíî ââåñòè ïîíÿ-
òèå ïîðÿäêà ìàëîñòè. Ââåäåíèå ïîðÿäêà ìàëîñòè íåîäíîçíà÷íî. Äå-
ëî â òîì, ÷òî íà ïðàêòèêå âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ R, âûðàæåííàÿ
÷åðåç ýëåìåíòû ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû, ñîäåðæèò ìíîæåñòâî ÷ëå-
íîâ — ñëàãàåìûõ, ðàçíûõ ïî âåëè÷èíå. Äëÿ âûðàæåíèÿ âîçìóùàþ-
ùåé ôóíêöèè ïðèìåíÿþò ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû ïî ñòåïåíÿì ðàçëè÷-
íûõ ìàëûõ ïàðàìåòðîâ.

Ïðèñâîåíèå êàæäîìó ñëàãàåìîìó òîãî èëè èíîãî ïîðÿäêà ìà-
ëîñòè ÿâëÿåòñÿ èíîãäà óñëîâíûì. Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ ìíîãî-
êðàòíî ïåðåìíîæàþòñÿ âåëè÷èíû ðàçíûõ ïîðÿäêîâ ìàëîñòè. ×àùå
âñåãî çàðàíåå ïîëàãàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ó÷èòûâàåìûé ïîðÿäîê ìà-
ëîñòè. Â êàæäîé êîíêðåòíîé òåîðèè äâèæåíèÿ èìåþòñÿ ñâîè îñî-
áåííîñòè. Âåëè÷èíû ìàëûõ ïàðàìåòðîâ îïðåäåëÿþòñÿ êàê ôèçè÷å-
ñêèìè ñâîéñòâàìè íåáåñíûõ òåë, òàê è ñîîòíîøåíèÿìè ìåæäó èõ
âçàèìíûìè ðàññòîÿíèÿìè.

Äëÿ îáùåãî èçëîæåíèÿ ìåòîäà ìû ïðèìåì, ÷òî ìàëîñòü âîçìó-
ùàþùåé ôóíêöèè îáåñïå÷èâàåòñÿ íåêîòîðûì ìàëûì ïàðàìåòðîì,
ñîäåðæàùèìñÿ â íåé êàê îáùèé ìíîæèòåëü. Áóäåì ñ÷èòàòü ýòîò ïà-
ðàìåòð ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè. Íà ïðàêòèêå âîçìóùàþùàÿ ôóíê-
öèÿ îêàçûâàåòñÿ ðàçëîæåííîé ïî ñòåïåíÿì ýòîãî è äðóãèõ ìàëûõ
ïàðàìåòðîâ. Òàêèì îáðàçîì, åå ðàçëîæåíèå íà÷íåòñÿ ñ ÷ëåíà ïåðâî-
ãî ïîðÿäêà ìàëîñòè.

Äëÿ êðàòêîñòè èçëîæåíèÿ íå áóäåì âûïèñûâàòü ÿâíî ñàìè ìà-
ëûå ïàðàìåòðû. Îäíàêî êàæäîé âåëè÷èíå áóäåò ïðèñâîåí îïðåäå-
ëåííûé ïîðÿäîê ìàëîñòè. Ýòîò ïîðÿäîê áóäåì çàïèñûâàòü ñ ïîìî-
ùüþ âåðõíåãî èíäåêñà âåëè÷èíû â êðóãëûõ ñêîáêàõ. Òåïåðü ðàçëî-
æåíèå âîçìóùàþùåé ôóíêöèè áóäåò èìåòü âèä

R = R(1) +R(2) +R(3) + ... . (3.50)
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Ââåäåì åùå îáîçíà÷åíèÿ

Ai =

3∑
j=1

aij
∂R

∂βj
,

Bi = −
3∑

j=1

aji
∂R

∂αj
(3.51)

(i = 1, 2, 3) .

Òåïåðü óðàâíåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû çàïèøåì
â âèäå

dαi

dt
= A

(1)
i +A

(2)
i + ... ,

dβi

dt
= n

(0)
i + n

(1)
i + ...+B

(1)
i +B

(2)
i + ... , (3.52)

(i = 1, 2, 3) .

Çàìåòèì, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå êåïëåðîâñêîé ïðîìåæóòî÷íîé îðáè-
òû n2 = n3 = 0 è n

(s)
1 = 0 ïðè s > 1. Â ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿõ ïðà-

âûå ÷àñòè çàâèñÿò îò èñêîìûõ ôóíêöèé α1, α2, α3, β1, β2, β3 è ÿâíî
îò âðåìåíè.

Êàæäîå èç ñëàãàåìûõ A(j)
i , B

(j)
i (i = 1, 2, 3, j = 1, 2, ...) çàâèñèò îò

âñåõ øåñòè ýëåìåíòîâ α1, α2, α3, β1, β2, β3. Ñëàãàåìûå n
(0)
i +n

(1)
i + ...

çàâèñÿò òîëüêî îò α1, α2, α3.
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèé (3.52) â âèäå ðÿäîâ ïî ñòåïå-

íÿì ìàëûõ ïàðàìåòðîâ, ò.å.

αi = α
(0)
i + α

(1)
i + α

(2)
i + ... ,

βi = β
(0)
i + β

(1)
i + β

(2)
i + ... , (3.53)

(i = 1, 2, 3) .

Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì ïîñòðîåíèå ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Äîêà-
çàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ðåøåíèÿ è ñõîäèìîñòè ïîñòðîåí-
íûõ ðÿäîâ ìîæíî íàéòè â êíèãàõ (Äóáîøèí, 1975; Ñóááîòèí, 1968).

Èòàê, ïîäñòàâèì ðÿäû (3.53) â óðàâíåíèÿ (3.52). Çàòåì ïðèðàâ-
íÿåì â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ óðàâíåíèé ÷ëåíû îäèíàêîâîãî ïîðÿä-
êà ìàëîñòè. Êàæäîå èç ñëàãàåìûõ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ óðàâíåíèé
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ïðèäåòñÿ ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà.
Ðàçëîæåíèå äåëàåòñÿ ïî ñõåìå

f(a+ ε) = f(x)|x=a +
1

1!

(
df

dx

)
x=a

ε+
1

2!

(
d2f

dx2

)
x=a

ε2 + ...,

ãäå a — çíà÷åíèå àðãóìåíòà ôóíêöèè f(x), îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî
îòñ÷èòûâàåòñÿ ìàëîå ïðèðàùåíèå ε. Òàêèì îáðàçîì, â àðãóìåíòàõ
ôóíêöèé A

(j)
i , B

(j)
i , n

(j)
i (i = 1, 2, 3, j = 1, 2, ...) ïðèðàùåíèÿìè áóäóò

áåñêîíå÷íûå ñóììû α
(1)
i + α

(2)
i + ... , β(1)

i + β
(2)
i + ... .

Äëÿ ÷ëåíîâ íóëåâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïîëó÷èì

dα
(0)
i

dt
= 0 ,

dβ
(0)
i

dt
= (n

(0)
i )0 . (3.54)

Çäåñü è äàëåå ñèìâîëû (...)0 îáçíà÷àþò çíà÷åíèÿ ôóíêöèé ïðè çíà-
÷åíèÿõ ýëåìåíòîâ αi = α

(0)
i , βi = β

(0)
i .

Ðåøåíèå óðàâíåíèé (3.54) òðèâèàëüíî:

α
(0)
i = α

(0)
i0 , β

(0)
i = (n

(0)
i )0(t− t0) + β

(0)
i0 . (3.55)

Çäåñü α(0)
i0 , β

(0)
i0 (i = 1, 2, 3) — ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå èíòåãðèðî-

âàíèÿ. Ïðè ýòîì ïîñòîÿííûå (n(0)
i )0 çàâèñÿò îò α

(0)
i0 . Ðåøåíèå (3.55)

îïèñûâàåò ïðîìåæóòî÷íîå íåâîçìóùåííîå äâèæåíèå.
Òåïåðü âûäåëèì è ïðèðàâíÿåì â ïðàâûõ è ëåâûõ ÷àñòÿõ óðàâíå-

íèé (3.52) ÷ëåíû ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ñ ó÷åòîì (3.53). Ïîëó-
÷èì

dα
(1)
i

dt
= (A

(1)
i )0 ,

dβ
(1)
i

dt
= (B

(1)
i )0 + (n

(1)
i )0 +

3∑
j=1

(
∂n

(0)
i

∂αj

)
0

α
(1)
j (3.56)

(i = 1, 2, 3) .

Çäåñü (A
(1)
i )0, (B

(1)
i )0 ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè t

â ñèëó ïîäñòàíîâîê αi = α
(0)
i , βi = β

(0)
i è ðàâåíñòâ (3.55). Çàìåòèì,

÷òî ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå α
(0)
i , β

(0)
i0 âõîäÿò ñþäà áóêâåííî, èõ

çíà÷åíèÿ ïîêà íå îïðåäåëåíû.
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Ðåøåíèå ïåðâûõ òðåõ èç øåñòè óðàâíåíèé (3.56) èìååò âèä

α
(1)
i =

∫
(A

(1)
i )0dt+ α

(1)
i0 (3.57)

(i = 1, 2, 3) ,

ãäå α(1)
i0 — íîâûå ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ. Ìîæ-

íî îñòàâèòü ýòè ïîñòîÿííûå â ðåøåíèè ïðèñóòñòâîâàòü áóêâåííî è
ðàñïîðÿäèòüñÿ èõ çíà÷åíèÿìè ïîçæå. Îäíàêî îíè èçëèøíè, è èõ
ìîæíî ñðàçó ïîëîæèòü ðàâíûìè íóëþ. Èìåííî òàê ìû è ïîñòóïèì
äëÿ äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé.

×òîáû ïîñòðîèòü ðåøåíèå, íóæíî âçÿòü íåîïðåäåëåííûé èíòå-
ãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (3.57). Äëÿ ýòîãî â êîíêðåòíûõ
ñëó÷àÿõ ðàçðàáàòûâàþòñÿ ñïåöèàëüíûå ìåòîäû ðàçëîæåíèÿ âîçìó-
ùàþùåé ôóíêöèè. Äîïóñòèì, ÷òî ýòî óäàëîñü. Òîãäà α

(1)
i è ïðà-

âûå ÷àñòè îñòàëüíûõ òðåõ óðàâíåíèé (3.56) ñòàíîâÿòñÿ èçâåñòíû-
ìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè. Òåïåðü ðåøåíèå äëÿ β

(1)
i âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë

β
(1)
i =

∫ (B(1)
i )0 + (n

(1)
i )0 +

3∑
j=1

(
∂n

(0)
i

∂αj

)
0

α
(1)
j

 dt+ β
(1)
i0 (3.58)

(i = 1, 2, 3) .

Çäåñü ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ β
(1)
i0 ìîæíî ïîëî-

æèòü ðàâíûìè íóëþ.
Àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ ðåøåíèå äëÿ ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ìà-

ëîñòè. Ñíà÷àëà íàõîäèì

α
(2)
i =

∫ (A(2)
i )0 +

3∑
j=1

(
∂A

(1)
i

∂αj

)
0

α
(1)
j +

+

3∑
j=1

(
∂A

(1)
i

∂βj

)
0

β
(1)
j

 dt+ α
(2)
i0 (3.59)

(i = 1, 2, 3) .

Ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå α(2)
i0 ïîëàãàåì ðàâíûìè íóëþ. Ïîäûíòå-

ãðàëüíîå âûðàæåíèå â (3.59) îêàçûâàåòñÿ èçâåñòíîé ôóíêöèåé âðå-
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ìåíè t. Äîïóñòèì, ÷òî ýòó ôóíêöèþ óäàëîñü ïðîèíòåãðèðîâàòü. Òî-
ãäà ðåøåíèå äëÿ β

(2)
i âûðàæàåòñÿ â âèäå

β
(2)
i =

∫ (B(2)
i )0 +

3∑
j=1

(
∂B

(1)
i

∂αj

)
0

α
(1)
j +

+

3∑
j=1

(
∂B

(1)
i

∂βj

)
0

β
(1)
j +

3∑
j=1

(
∂n

(1)
i

∂αj

)
0

α
(1)
j + (3.60)

+
1

2

3∑
j=1

3∑
k=1

(
∂2n

(0)
i

∂αj∂αk

)
0

α
(1)
j α

(1)
k

 dt+ β
(2)
i0

(i = 1, 2, 3) .

Ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå β(2)
i0 òàêæå ïîëàãàåì ðàâíûìè íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèòñÿ ðåøåíèå äëÿ ÷ëåíîâ
ñëåäóþùèõ ïîðÿäêîâ ìàëîñòè. Âñÿêèé ðàç íóæíî èíòåãðèðîâàòü íî-
âóþ èçâåñòíóþ ôóíêöèþ âðåìåíè, à íîâûå èçëèøíèå ïðîèçâîëüíûå
ïîñòîÿííûå ïîëàãàòü ðàâíûìè íóëþ. Òàê êàê ïðè ïîëó÷åíèè ïîäûí-
òåãðàëüíûõ âûðàæåíèé â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé äåëàëèñü ïîä-
ñòàíîâêè αi = α

(0)
i , βi = β

(0)
i , òî ñ ó÷åòîì (3.55) âñå ñëàãàåìûå ðÿ-

äîâ (3.53) îêàçûâàþòñÿ çàâèñèìûìè îò ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ
α
(0)
i0 , β

(0)
i0 (i = 1, 2, 3). Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì ðåøåíèå óðàâíå-

íèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ êàê ôóíêöèè âðåìåíè t è øåñòè íåçà-
âèñèìûõ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ

αi = αi(α
(0)
10 , α

(0)
20 , α

(0)
30 , β

(0)
10 , β

(0)
20 , β

(0)
30 ) ,

βi = βi(α
(0)
10 , α

(0)
20 , α

(0)
30 , β

(0)
10 , β

(0)
20 , β

(0)
30 ) (3.61)

(i = 1, 2, 3) .

3.7.5. Ðåøåíèå óðàâíåíèé äëÿ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé
îðáèòû. Ñïîñîá Ïóàññîíà

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà â òîì ïîðÿäêå, êàê îïè-
ñàíî âûøå, ïðèâîäèò ê íåêîòîðûì ïðèíöèïèàëüíûì óñëîæíåíèÿì,
êîòîðûå ñëåäóþò èç ñâîéñòâ ðàçëîæåíèÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèè.
Ýòèõ óñëîæíåíèé ìîæíî èçáåæàòü, åñëè ïðèìåíèòü ïðèåì, ïðåäëî-
æåííûé åùå ôðàíöóçñêèì ìàòåìàòèêîì Ïóàññîíîì. Ïðîáëåìà âîç-
íèêàåò íà ýòàïå ïîëó÷åíèÿ âîçìóùåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ìåòîäîì
ìàëîãî ïàðàìåòðà Ïóàíêàðå.
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Óðàâíåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû ìû ðàññìàò-
ðèâàåì â âèäå (3.52). Ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé èùåì â âèäå ðÿäîâ
ïî ñòåïåíÿì ìàëûõ ïàðàìåòðîâ (3.53).

Âîçìóùåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà â ýëåìåíòàõ αi íàõîäÿòñÿ ïî ôîð-
ìóëàì (3.59). Ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå α(2)

i0 ìîæíî ïîëîæèòü ðàâ-
íûìè íóëþ, òàê êàê îíè âõîäÿò â ðåøåíèå óðàâíåíèé (3.52) àä-
äèòèâíî âìåñòå ñ ïðîèçâîëüíûìè ïîñòîÿííûìè, ïîÿâëÿþùèìèñÿ
â ÷ëåíàõ äðóãèõ ïîðÿäêîâ ìàëîñòè. Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â
(3.59) îêàçûâàåòñÿ èçâåñòíîé ôóíêöèåé âðåìåíè. Åñëè ýòó ôóíê-
öèþ óäàëîñü ïðîèíòåãðèðîâàòü, òî âîçìóùåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà â
ýëåìåíòàõ βi íàéäóòñÿ ïî ôîðìóëå (3.60).

Ðàññìîòðèì â ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèÿõ ïîñëåäíèõ äâóõ
ôîðìóë ñëàãàåìûå(

∂A
(1)
i

∂βj

)
0

β
(1)
j ,

(
∂B

(1)
i

∂βj

)
0

β
(1)
j (i, j = 1, 2, 3) . (3.62)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â óðàâíåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îð-
áèòû âîçìóùàþùåé ôóíêöèè â ôîðìå (3.65) (ñì. íèæå) ñòàíîâèò-
ñÿ ÿñíî, ÷òî ëåâûå ñîìíîæèòåëè â âûðàæåíèÿõ (3.62) ìîãóò ñîäåð-
æàòü òîëüêî ïåðèîäè÷åñêèå ÷ëåíû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû ïîëó÷èëè
ðàíåå, ÷òî â âîçìóùåíèÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà β

(1)
j ìîãóò ñîäåðæàòüñÿ

êàê ïåðèîäè÷åñêèå, òàê è âåêîâûå, ò.å. ëèíåéíûå ïî âðåìåíè ÷ëåíû.
Ïðîèçâåäåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ÷ëåíîâ íà âåêîâûå äàñò â ïîäûíòå-
ãðàëüíîì âûðàæåíèè ñìåøàííûå ÷ëåíû, ÷òî ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ
ïðèâåäåò ê ïîÿâëåíèþ â ðåøåíèè ñìåøàííûõ ÷ëåíîâ â âîçìóùå-
íèÿõ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ñìåøàííûìè ÷ëåíàìè ìû íàçûâàåì ïðîèç-
âåäåíèÿ âèäà t sin at , ãäå t — âðåìÿ, à a — ïîñòîÿííàÿ. Ïîÿâëåíèå
òàêèõ âûðàæåíèé â âîçìóùåíèÿõ âòîðîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ ñëåä-
ñòâèåì ïðèìåíÿåìîãî ìåòîäà. Ýòî íå îçíà÷àåò íåèçáåæíîãî íåîãðà-
íè÷åííîãî âîçðàñòàíèÿ âîçìóùåíèé âî âðåìåíè, òàê êàê òàêèì îá-
ðàçîì ìû ïîëó÷àåì òîëüêî íà÷àëüíûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ âîçìóùå-
íèé ïî ñòåïåíÿì ìàëûõ ïàðàìåòðîâ. Ïîëíûé ðÿä, ïðåäñòàâëÿþùèé
âîçìóùåíèÿ, ìîæåò îêàçàòüñÿ ðàçëîæåíèåì îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè
íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè.

Îêàçûâàåòñÿ, ñóùåñòâóåò ñïîñîá, îñíîâíàÿ èäåÿ êîòîðîãî áûëà
ïðåäëîæåíà åùå ôðàíöóçñêèì ìàòåìàòèêîì Ïóàññîíîì, ïîçâîëÿþ-
ùèé èñêëþ÷èòü â ðåøåíèè ñìåøàííûå ÷ëåíû ïî êðàéíåé ìåðå âòî-
ðîãî, à âîçìîæíî è áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ìàëîñòè. Ðàññìîòðèì
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ýòîò ñïîñîá â ïðèëîæåíèè ê óðàâíåíèÿì âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ
(3.52).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå âîçìóùåíèÿ ýëåìåíòîâ αi íå ñîäåðæàò âå-
êîâûõ è ñìåøàííûõ ÷ëåíîâ è âñå âîçìóùåíèÿ ýëåìåíòîâ βi íå ñî-
äåðæàò ñìåøàííûõ ÷ëåíîâ ïî êðàéíåé ìåðå äî íåêîòîðîãî ïîðÿäêà
ìàëîñòè. Îäíàêî âîçìóùåíèÿ ýëåìåíòîâ αi ìîãóò ñîäåðæàòü ïåðèî-
äè÷åñêèå, à ýëåìåíòîâ βi — ïåðèîäè÷åñêèå è âåêîâûå ÷ëåíû ëþáûõ
ïîðÿäêîâ. Îáîçíà÷èì ñóììû âåêîâûõ ÷ëåíîâ äàííîãî ïîðÿäêà ìà-

ëîñòè k ÷åðåç α
(k)
i , β

(k)

i à ñóììû ïåðèîäè÷åñêèõ ÷ëåíîâ ïîðÿäêà k

÷åðåç α̃
(k)
i , β̃(k)

i . Òåïåðü ïðåäñòàâèì ðàçëîæåíèå èñêîìîãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ â âèäå

αi = α
(0)
i + α̃

(1)
i + α̃

(2)
i + ...,

βi = β
(0)

i + β
(1)

i + β
(2)

i + ...+ β̃
(1)
i + β̃

(2)
i + ..., (3.63)

(i = 1, 2, 3) .

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ïî êðàéíåé ìåðå α(1)
i = 0 äëÿ i = 1, 2, 3 è

âîçìóùåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà âñåõ ýëåìåíòîâ íå ñîäåðæàò ñìåøàí-
íûõ ÷ëåíîâ.

Ïî ìåòîäó ìàëîãî ïàðàìåòðà íóæíî äåëàòü ðàçëîæåíèå ïðàâûõ
÷àñòåé óðàâíåíèé ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà ïî ñõåìå

f(a+ ε) = f(x)|x=a +
1

1!

(
df

dx

)
x=a

ε+
1

2!

(
d2f

dx2

)
x=a

ε2 + ...,

ãäå a — çíà÷åíèå àðãóìåíòà ôóíêöèè f(x), îòíîñèòåëüíî êîòîðî-
ãî îòñ÷èòûâàåòñÿ ìàëîå ïðèðàùåíèå ε. Ñîãëàñíî ñïîñîáó Ïóàññî-
íà öåíòðàìè ðàçëîæåíèÿ (a) ñ÷èòàþòñÿ α

(0)
i è áåñêîíå÷íûå ñóììû

β
(0)

i + β
(1)

i + β
(2)

i + ... âåêîâûõ ÷ëåíîâ, à ïðèðàùåíèÿìè (ε) — áåñ-
êîíå÷íûå ñóììû α̃

(1)
i + α̃

(2)
i + ... , β̃(1)

i + β̃
(2)
i + ... ïåðèîäè÷åñêèõ

ñëàãàåìûõ.
Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ âìåñòî âûðàæåíèé (3.62), âõîäÿùèõ

â ôîðìóëû äëÿ âîçìóùåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, ìû áóäåì èìåòü(
∂A

(1)
i

∂βj

)
0

β̃
(1)
j ,

(
∂B

(1)
i

∂βj

)
0

β̃
(1)
j (i, j = 1, 2, 3) . (3.64)

Ýòè âûðàæåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîèçâåäåíèÿ ñóìì ïåðèîäè-
÷åñêèõ ÷ëåíîâ. Òàêèì îáðàçîì, â âîçìóùåíèÿõ âòîðîãî ïîðÿäêà èñ-
êëþ÷åíû ñìåøàííûå ÷ëåíû.
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Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè âñå âîçìóùåíèÿ ýëåìåíòîâ αi íå ñîäåð-
æàò âåêîâûõ è ñìåøàííûõ ÷ëåíîâ è âñå âîçìóùåíèÿ ýëåìåíòîâ βi

íå ñîäåðæàò ñìåøàííûõ ÷ëåíîâ ïî êðàéíåé ìåðå äî ïîðÿäêà ìàëî-
ñòè (k − 1) âêëþ÷èòåëüíî, òî âñå âîçìóùåíèÿ ïîðÿäêà k íå áóäóò
ñîäåðæàòü ñìåøàííûõ ÷ëåíîâ, íî ìîãóò áûòü âåêîâûå.

3.8. Ðàçëîæåííèå âîçìóùàþùåé ôóíêöèè
îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû
ñïóòíèêà ïëàíåòû

Âî âñåõ ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ ðàññìàò-
ðèâàëàñü êàê ôóíêöèÿ îò êîîðäèíàò íåáåñíîãî òåëà. Òåïåðü äëÿ ïðè-
ìåíåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé è ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà íåîáõîäè-
ìî âûðàçèòü åå ÷åðåç ýëåìåíòû ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû. Ïðè ýòîì
âûðàæåíèå äîëæíî èìåòü òàêîé âèä, ÷òîáû èíòåãðàëû ïî âðåìåíè,
âîçíèêàþùèå â òåîðèè âîçìóùåíèé, ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü â àíàëè-
òè÷åñêîì âèäå. Îáùèé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïðèâåñòè
ðåçóëüòàòû èíòåãðèðîâàíèÿ ê âèäó∫

cos(α t+ β)dt =
1

α
sin(α t+ β),

ãäå α, β — ïîñòîÿííûå.
Äëÿ êàæäîãî òèïà âîçìóùàþùèõ ôàêòîðîâ ýòî ðàçëîæåíèå èìå-

åò ñïåöèàëüíûé âèä. Ðàññìîòðèì çäåñü ðàçëîæåíèÿ âîçìóùàþùåé
ôóíêöèè â òåîðèè äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ïëàíåòû äëÿ îñíîâíûõ ôàê-
òîðîâ — ïðèòÿæåíèÿ äðóãèõ òåë è íåñôåðè÷íîñòè ïëàíåòû. Âûâî-
äû òàêèõ ðàçëîæåíèé ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíû è îáúåìíû. Ìû âîçäåð-
æèìñÿ îò òîãî, ÷òîáû äåìîñòðèðîâàòü ýòè âûâîäû çäåñü. Íèæå äàíû
ññûëêè íà ðàáîòû, ãäå ìîæíî íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèå âûêëàäêè è
ðåçóëüòàòû. Ïðèâåäåì çäåñü ñàìûé îáùèé âèä ðàçëîæåíèÿ âîçìó-
ùàþùåé ôóíêöèè

R = R+
∑(

R
(s)
k1k2k3j1j2...jn

sinDk1k2k3j1j2...jn+

+R
(c)
k1k2k3j1j2...jn

cosDk1k2k3j1j2...jn

)
, (3.65)

ãäå

Dk1k2k3j1j2...jn = k1M + k2ω + k3Ω+ j1λ1 + j2λ2 + ...+ jnλn.
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Ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî èíäåêñàì k1, k2, k3, j1, j2, ... jn. Çäåñü êî-
ýôôèöèåíòû R, R(s)

k1k2k3j1j2...jn
, R(c)

k1k2k3j1j2...jn
çàâèñÿò îò ýëåìåíòîâ

a, e, i è íå çàâèñÿò îò M , ω, Ω è âðåìåíè t. Âåëè÷èíû λ1, λ2, ..., λn

ñóòü èçâåñòíûå ëèíåéíûå ôóíêöèè âðåìåíè. Ñëàãàåìîå R íàçûâà-
åòñÿ âåêîâûì ÷ëåíîì ðàçëîæåíèÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèè. Âñå ýòè
êîýôôèöèåíòû è âåëè÷èíû ñîäåðæàò ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå
âîçìóùàþùèå ôàêòîðû. Â ÷àñòíîñòè, λ1, λ2, ... λn îïèñûâàþò îðáè-
òàëüíûå äâèæåíèÿ èëè âðàùåíèÿ äðóãèõ òåë.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïîäñòàâëÿÿ â òàêîì âèäå âîçìóùàþùóþ
ôóíêöèþ â óðàâíåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé, êîòîðûå ðàñìîòðåíû
âûøå, ïîëó÷àþùèåñÿ èíòåãðàëû ïî âðåìåíè áóäóò «áåðóùèìèñÿ».
Â âîçìóùåíèÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè áóäóò ïîëó÷àòüñÿ òîëüêî
âåêîâûå è ïåðèîäè÷åñêèå ÷ëåíû, íî â âîçìóùåíèÿõ áîëåå âûñîêèõ
ïîðÿäêîâ ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ òàêæå ñìåøàííûå ÷ëåíû âèäà

t cos(α t+ β).

Â òåîðèè äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ïëàíåòû ó÷èòûâàåòñÿ ïðèòÿæåíèå
äðóãèõ ñïóòíèêîâ ýòîé æå ïëàíåòû, à òàêæå è ïðèòÿæåíèå Ñîëíöà.
Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ
èìååò òîò æå âèä, áåðåòñÿ ëè â êà÷åñòâå äîìèíèðóþùåãî ïðèòÿãèâà-
þùåãî òåëà Ñîëíöå èëè ïëàíåòà. Ïîýòîìó â òåîðèè äâèæåíèÿ ñïóò-
íèêà ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî Ñîëíöå äâèæåòñÿ âîêðóã ïëàíåòû, êàê è äðó-
ãèå ñïóòíèêè. Ïðèòÿæåíèå äðóãèõ ïëàíåò ó÷åñòü â àíàëèòè÷åñêîé
òåîðèè ãîðàçäî ñëîæíåå. Ìû çäåñü ýòîò âåñüìà ñëàáûé ýôôåêò íå
ðàññìàòðèâàåì.

Ðàññìîòðèì çäåñü âîçìóùàþùóþ ôóíêöèþ, îáóñëîâëåííóþ íå-
ñôåðè÷íîñòüþ ïëàíåòû. Âîñïîëüçóåìñÿ âûâîäîì è ðåçóëüòàòàìè
ðàáîòû (Áðóìáåðã, 1967).

Ïðè âûâîäå ôîðìóëû èñõîäÿò èç âûðàæåíèÿ âîçìóùàþùåé
ôóíêöèè ÷åðåç êîîðäèíàòû, êîòîðîå äàíî âûøå (3.17). Ïðè ýòîì
ñèñòåìà ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò ñâÿçàíà ñ òåëîì ïëàíåòû, îñíîâ-
íàÿ ïëîñêîñòü — ñ ýêâàòîðîì ïëàíåòû, êîòîðàÿ â ðåàëüíûõ ñëó÷àÿõ
áîëüøèõ ïëàíåò áëèçêà ê îñåñèììåòðè÷íîìó òåëó. Ôàêòè÷åñêè îñü
z áåðåòñÿ ñîâïàäàþùåé ñ îñüþ äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè. Âûðàæå-
íèå (3.17) ñîäåðæèò óãîë âðàùåíèÿ ïëàíåòû S.

Íà ïðàêòèêå áåñêîíå÷íûé ïðåäåë â ïåðâîé ñóììå çàìåíÿþò íà
êîíå÷íîå ÷èñëî N . Òàêèì îáðàçîì ïðåíåáðåãàþò âëèÿíèåì ãàðìî-
íèê áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Ïðè âûðàæåíèè ôóíêöèè ÷åðåç ýëå-
ìåíòû êåïëåðîâñêîé ïðîìåæóòî÷åíîé îðáèòû ïðèõîäèòñÿ äåëàòü
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ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ýêñöåíòðèñèòåòà e. Ïðè ýòîì ïðåíåáðåãà-
þò ÷ëåíàìè, ñîäåðæàùèìè e â áîëåå âûñîêîé ñòåïåíè, ÷åì çàäàííîå
÷èñëî K .

Ðàññìîòðèì îäíó ìîäèôèêàöèþ ðàçëîæåíèÿ âîçìóùàþùåé ôóíê-
öèè, îáóñëîâëåííîé íåöåíòðàëüíîñòüþ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ïëà-
íåòû, èìåþùóþ ïðåèìóùåñòâà íà ïðàêòèêå è ïðè àíàëèçå âîçìóùå-
íèé â äâèæåíèè ñïóòíèêà. Â ôîðìóëå èç ðàáîòû (Áðóìáåðã, 1967)
èçìåíèì ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ òàê, ÷òîáû âûäåëèòü ÷ëåíû ñ îäè-
íàêîâûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè M,ω, (Ω− S). Ïîëó÷èì

R =

q′′∑
q=q′

j′′∑
j=j′

N∑
k=0

(Aqjk cosDqjk +Bqjk sinDqjk), (3.66)

ãäå
Dqjk = qM + jω + k(Ω− S),

Aqjk =

p′′∑
p=p′

Gm
rn0

an+1
Fnkp(i) X

−n−1,j
q (e)C ′

nk, (3.67)

Bqjk =

p′′∑
p=p′

Gm
rn0

an+1
Fnkp(i) X

−n−1,j
q (e)S′

nk, (3.68)

C ′
nk =

{
Cnk ïðè n− k – ÷åò

−Snk ïðè n− k – íå÷åò
,

S′
nk =

{
Snk ïðè n− k – ÷åò

Cnk ïðè n− k – íå÷åò
,

n = j + 2p.

Çäåñü è äàëåå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìàññîé ñïóòíèêà ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ìàññîé ïëàíåòû ïðåíåáðåãàþò, ìàññà ïëàíåòû îáîçíà÷åíà ÷å-
ðåçm. Êàê è âûøå,G— óíèâåðñàëüíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Ïðåäåëû ñóììèðîâàíèÿ q′, q′′, j′, j′′, p′, p′′ îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîò-
íîøåíèé

q′ = −K −N, q′′ = K +N,

j′ = max{q −K,−N}, j′′ = min{q +K,N},

p′ = −E

(
−1

2
max{0,−2j, 2− j, k − j}

)
, p′′ = E

(
N − j

2

)
.
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Çäåñü ôóíêöèÿ E(...) îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà, òî åñòü áëèæàé-
øåå öåëîå, íå ïðåâûøàþùåå çàäàííîå. ×åðåç Snk, Cnk îáîçíà÷åíû,
êàê è âûøå, êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿ-
æåíèÿ ïëàíåòû, îäíàêî äîïîëíèòåëüíî ïðèíÿòî, ÷òî

Cn0 = −Jn, Sn0 = 0.

Â ôîìóëàõ (3.67), (3.68) ôèãóðèðóþò ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè
íåáåñíîé ìåõàíèêè: Fnkp(i) — ôóíêöèè íàêëîíà è X−n−1,j

q (e) —
ôóíêöèè ýêñöåíòðèñèòåòà, êîòîðûå â äàííîì ðàçëîæåíèè íàçûâàþò
åùå êîýôôèöèåíòàìè Ãàíçåíà. Ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé
îïèñàíû â êíèãàõ (Àêñåíîâ, 1986; Êàóëà, 1970) è â ñòàòüå (Áðóì-
áåðã, 1967). Çäåñü òîëüêî îòìåòèì íåêîòîðûå èõ ñâîéñòâà. Ïðè çíà-
÷åíèè èíäåêñà q = 0 êîýôôèöèåíòû Ãàíçåíà âûðàæàþòñÿ â êîíå÷-
íîì âèäå êàê ôóíêöèè îò ýêñöåíòðèñèòåòà. Êðîìå òîãî äëÿ âñåõ äî-
ïóñòèìûõ çíà÷åíèé èíäåêñîâ ìîæíî çàïèñàòü ðàçëîæåíèå

X l,j
q (e) = e|q−j|

∞∑
s=0

X l,j
q,se

2s, (3.69)

ãäå X l,j
q,s — íåêîòîðûå ÷èñëà, à ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ e < 1. Ôóíê-

öèè íàêëîíà è ôóíêöèè ýêñöåíòðèñèòåòà äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé
èíäåêñîâ ïðèâåäåíû â ÿâíîì âèäå â Ïðèëîæåíèè 3.

Ïîñêîëüêó â ðàçëîæåíèè ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ áîëü-
øèõ ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû ïðåâàëèðóåò âòîðàÿ çîíàëüíàÿ ãàð-
ìîíèêà, òî ïðèíÿòî ñ÷èòàòü ìàëûì ïàðàìåòðîì ïåðâîãî ïîðÿäêà
ìàëîñòè âåëè÷èíó êîýôôèöèåíòà J2. Îñòàëüíûå ãàðìîíèêè èìåþò
çíà÷èòåëüíî ìåíüøóþ âåëè÷èíó. Èõ âêëàä â âîçìóùåíèÿ ýëåìåí-
òîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû ñïóòíèêà ñ÷èòàåòñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé
âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðàçëîæåíèå âîçìóùàþùåé ôóíêöèè, îáó-
ñëîâëåííîé ïðèòÿæåíèåì âíåøíèõ òåë. Äëÿ äàëåêèõ ñïóòíèêîâ
ïëàíåò ãëàâíûì èç òàêèõ âíåøíèõ òåë ÿâëÿåòñÿ Ñîëíöå. Ðàçëîæå-
íèå â óäîáíîì äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé âèäå âïåðâûå ïîÿâ-
ëÿåòñÿ â ðàáîòå (Kaula, 1962). Èçÿùíûé âûâîä ýòîãî ðàçëîæåíèÿ
ñäåëàí òàêæå â ðàáîòå (Áðóìáåðã, 1967). Ðàçëîæåíèå ïðèâîäèòñÿ
òàêæå â êíèãå (Ìþððåé , Äåðìîòò, 2010).

Âîñïðîèçâåäåì çäåñü ðàçëîæåíèå âîçìóùàþùåé ôóíêöèè, îáó-
ñëîâëåííîé ïðèòÿæåíèåì âíåøíèõ òåë, ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèíÿ-
òûõ â ýòîé ãëàâå îáîçíà÷åíèé äëÿ êåïëåðîâñêèõ ýëåìåíòîâ a, e, i,
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M , ω, Ω, à òàêæå äðóãèõ ñâÿçàííûõ ñ íèìè âåëè÷èí n, λ = M+ω+Ω,
ϖ = ω + Ω. Òàêèå æå âåëè÷èíû, íî îòíîñÿùèåñÿ ê âîçìóùàþùåìó
òåëó, áóäåì îáîçíà÷àòü òåìè æå áóêâàìè, íî ñî øòðèõîì. Ãðàâèòà-
öèîííûé ïàðàìåòð âîçìóùàþùåãî òåëà (ïðîèçâåäåíèå óíèâåðñàëü-
íîé ãðàâèòàöèîííîé ïîñòîÿííîé íà ìàññó) îáîçíà÷èì ÷åðåç µ′. Â
ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ðàçëîæåíèå èìååò âèä

R =
µ′

a

∞∑
k=2

k∑
m=0

k∑
p=0

k∑
p′=0

∞∑
q=−∞

∞∑
q′=−∞

(2− δm,0)
( a

a′

)k+1 (k −m)!

(k +m)!
×

×Fkmp(i)Fkmp′(i′)Xk,k−2p
k−2p+q(e)X

k,k−2p′

k−2p′+q′(e
′)× (3.70)

× cos[(k−2p+q)M−(k−2p′+q′)M ′+(k−2p)ω−(k−2p′)ω′+m(Ω−Ω′)]

Çäåñü àðãóìåíò ïîä çíàêîì êîñèíóñà ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç
ñðåäíèå äîëãîòû è äîëãîòû ïåðèöåíòðîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(k−2p+q)M−(k−2p′+q′)M ′+(k−2p)ω−(k−2p′)ω′+m(Ω−Ω′) =

= (k−2p+q)λ−(k−2p′+q′)λ′−qϖ+q′ϖ′+(m−k+2p)Ω−(m−k+2p′)Ω′.

Âåëè÷èíà δm,0 ðàâíà åäèíèöå ïðè m = 0 è íóëþ â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå.

Âõîäÿùèå â ðàçëîæåíèå ôóíêöèè íàêëîíà Fkmp(i) è ôóíêöèè
ýêñöåíòðèñèòåòà Xk,k−2p

k−2p+q(e) ðàññìîòðåíû â Ïðèëîæåíèè 3. Äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ ìîäåëåé äâèæåíèÿ è àíàëèçà âîçìóùåíèé ñïóòíèêîâ âàæ-
íû ñëåäóþùèå òðè ñâîéñòâà ýòèõ ôóíêöèé.

1. Ïðè íàêëîíàõ îðáèò ìàëûõ èëè áëèçêèõ ê 180 ãðàäóñàì ñïðà-
âåäëèâî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî (Áðóìáåðã, 1967):

Fkmp(i) = O

(
(sin

i

2
)|k−2p−m|, (cos

i

2
)|k−2p−m|

)
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè âûáðàòü îñíîâíóþ ïëîñêîñòü ñèñòåìû
êîîðäèíàò, ñîâïàäàþùåé ñ ïëîñêîñòüþ îðáèòû âíåøíåãî òåëà, òî
â ðàçëîæåíèè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè îñòàíóòñÿ òîëüêî òå ÷ëåíû,
ïðè êîòîðûõ |k − 2p′ −m| = 0.

2. Ïðè íóëåâîì ýêñöåíòðèñèòåòå îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî òå
ôóíêöèè ýêñöåíòðèñèòåòà Xk,k−2p

k−2p+q(e), ïðè êîòîðûõ q = 0. Ýòî ñëå-
äóåò èç ïðèâåäåííîé âûøå ôîðìóëû (3.69). Ïîýòîìó äëÿ êðóãî-
âûõ îðáèò ñïóòíèêà â ðàçëîæåíèè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè îñòàþò-
ñÿ òîëüêî ÷ëåíû ñ q = 0, à ïðè êðóãîâûõ îðáèòàõ âíåøíåãî òåëà
îñòàþòñÿ òîëüêî ÷ëåíû ñ q′ = 0.
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3. Ïðè k− 2p+ q = 0 ôóíêöèè Xk,k−2p
k−2p+q(e) âûðàæàþòñÿ â êîíå÷-

íîì âèäå áåç èñïîëüçîâàíèÿ ðàçëîæåíèé â ðÿäû ïî ñòåïåíÿì ýêñ-
öåíòðèñèòåòà.

Â Ïðèëîæåíèè 3 äàíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ ôóíê-
öèé íàêëîíà è ôóíêöèé ýêñöåíòðèñèòåòà.

Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííîå ðàçëîæåíèå âîçìóùàþùåé ôóíêöèè
(3.70) c ó÷åòîì óêàçàííûõ ñâîéñòâ ôóêíêöèé íàêëîíà è ôóíêöèé
ýêñöåíòðèñèòåòà ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè ýâîëþöèè
îðáèò ñïóòíèêîâ. Ýòîìó ïîñâÿùåíà ñïåöèàëüíàÿ ãëàâà êíèãè. Ðàç-
ëîæåíèå (3.70) áûëî èñïîëüçîâàíî òàêæå ïðè ïîñòðîåíèè àíàëè-
òè÷åñêîé òåîðèè äâèæåíèÿ ñïóòíèêà Íåïòóíà Òðèòîí (Emelyanov,
Samorodov, 2015). Êàê ýòî äåëàëîñü, îïèñàíî íèæå â ñïåöèàëüíîì
ðàçäåëå.

3.9. Îïðåäåëåíèå âîçìóùåíèé ýëåìåíòîâ
ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû ñïóòíèêà ïëàíåòû

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå àñïåêòû ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé òåî-
ðèè äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ìåòîäàìè òåîðèè âîçìóùåíèé.

Åñòåñòâåííî, íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò âåêîâûå âîçìó-
ùåíèÿ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû ñïóòíèêà. Ïî êðàéíåé ìå-
ðå èìåííî ñ íèõ íà÷èíàþò âûâîä âñåõ âîçìóùåíèé â òåîðèè. Èç
âûøåïðèâåäåííûõ ôîðìóë âèäíî, ÷òî âåêîâûå âîçìóùåíèÿ, îáó-
ñëîâëåííûå íåñôåðè÷íîñòüþ ïëàíåòû, ñîçäàþòñÿ òîëüêî ÷åòíûìè
çîíàëüíûìè ãàðìîíèêàìè ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè, ò. å. ïðè
k = 0 è n — ÷åòíîì.

Ïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ ýëåìåíòîâ ìîãóò èìåòü ïåðèîäû,
ðàâíûå

2π

qṀ + jω̇ + k(Ω̇− Ṡ)
, (3.71)

ãäå áóêâû ñ âåðõíåé òî÷êîé îçíà÷àþò ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ âåëè÷èí. Çäåñü ñðåäè àðãóìåíòîâ â çíàìåíàòåëå ìàêñè-
ìàëüíóþ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ èìååò M . Ïîýòîìó ïðè q ̸= 0 âîçìó-
ùåíèÿ èìåþò ìèíèìàëüíûé ïåðèîä è íàçûâàþòñÿ êîðîòêîïåðèîäè-
÷åñêèìè.

Âåêîâûå âîçìóùåíèÿ.
Âîçâðàùàÿñü ê âåêîâûì âîçìóùåíèÿì, èõ ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîä-

ñòàíîâêîé âåêîâûõ ÷ëåíîâ â óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà îòíîñèòåëüíî ýëå-
ìåíòîâ è èíòåãðèðîâàíèåì èõ ñíà÷àëà äëÿ âîçìóùåíèé ïåðâîãî ïî-
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ðÿäêà. Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ ìîãóò îêàçàòüñÿ ñóùåñòâååíûìè òàêæå
âåêîâûå âîçìóùåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà.

Äëÿ ñïóòíèêîâ áîëüøèõ ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû â ðàçëîæå-
íèè ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû ñðåäè çîíàëüíûõ ãàð-
ìîíèê ìàêñèìàëüíóþ âåëè÷èíó èìååò âòîðàÿ ãàðìîíèêà (n = 2).
Ñëåäóþùàÿ ïî çíà÷èìîñòè îêàçûâàåòñÿ ÷åòâåðòàÿ çîíàëüíàÿ ãàð-
ìîíèêà (n = 4). Âåêîâûå âîçìóùåíèÿ ñîäàþòñÿ òàêæå ïðèòÿæå-
íèåì âíåøíèõ òåë — Ñîëíöà è äðóãèõ ñïóòíèêîâ. Ïðèâåäåì çäåñü
ôîðìóëû äëÿ óïîìÿíóòûõ âåêîâûå âîçìóùåíèé.

Ïðè îïðåäåëåíèè âåêîâûõ âîçìóùåíèé ïîëàãàåì

M = M0 + n1(t− t0), ω = ω0 + n2(t− t0), Ω = Ω0 + n3(t− t0) .

Âåëè÷èíû a, e, i, M0, ω0, Ω0 ñ÷èòàþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè ïîñòîÿííû-
ìè èíòåãðèðîâàíèÿ. Åñëè îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî âîçìóùåíèÿ ïåð-
âîãî ïîðÿäêà, òî êîýôôèöèåíòû n1, n2, n3 íàéäóòñÿ êàê çíà÷åíèÿ
ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé Ëàãðàíæà îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ M , ω,
Ω, ñîîòâåòñòâåííî, ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íèõ çíà÷åíèé ïîñòîÿííûõ
çíà÷åíèé a, e, i. Àíàëîãè÷íûé âèä áóäóò èìåòü è âåêîâûå âîçìóùå-
íèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà.

×òîáû ðàçëè÷èòü ìåæäó ñîáîé âåêîâûå ÷ëåíû ðàçíûõ ïîðÿäêîâ,
îáóñëîâëåííûå ðàçëè÷íûìè âîçìóùàþùèìè ôàêòîðàìè, ïðåäñòà-
âèì n1, n2, n3 â ñëåäóþùåì âèäå:

n1 = n[1 + ν1(J2) + ν1(J
2
2 ) + ν1(J4) + ν1(m

′)],

n2 = n[ν2(J2) + ν2(J
2
2 ) + ν2(J4) + ν2(m

′)],

n3 = n[ν3(J2) + ν3(J
2
2 ) + ν3(J4) + ν3(m

′)],

ãäå νj(J2) è νj(J
2
2 ) (j = 1, 2, 3)— ÷ëåíû ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ,

îáóñëîâëåííûå âòîðîé çîíàëüíîé ãàðìîíèêîé â ðàçëîæåíèè ñèëî-
âîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû, νj(J4) (j = 1, 2, 3) — ÷ëåíû
ïåðâîãî ïîðÿäêà, îáóñëîâëåííûå ÷åòâåðòîé çîíàëüíîé ãàðìîíèêîé,
νj(m

′) (j = 1, 2, 3) — ÷ëåíû, îáóñëîâëåííûå ïðèòÿæåíèåì âíåøíå-
ãî òåëà (Ñîëíöå, äðóãîé ñïóòíèê).

Âåêîâûå âîçìóùåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî êîýôôè-
öèåíòà J2 ïðè âòîðîé çîíàëüíîé ãàðìîíèêå ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé
ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â
âîçìóùàþùåé ôóíêöèè áåðåì òîëüêî âåêîâóþ ÷àñòü, ïîäñòàâëÿåì
åå â óðàâíåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû. Èíòåãðèðó-
åì óðàâíåíèÿ, ñ÷èòàÿ a, e, i ïîñòîÿííûìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r0 —
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ñðåäíèé ýêâàòîðèàëüíûé ðàäèóñ ïëàíåòû è ïîëîæèì s = sin i. Òà-
êèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

ν1(J2) =
3

4
J2

(r0
a

)2 2− 3s2

(1− e2)3/2
, (3.72)

ν2(J2) =
3

4
J2

(r0
a

)2 4− 5s2

(1− e2)2
, (3.73)

ν3(J2) = −3

2
J2

(r0
a

)2 cos i
(1− e2)2

. (3.74)

Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ íåîáõîäèìî ñðàçó âû÷èñëÿòü ñóììó

ν1(J2) + ν2(J2) + ν3(J2) =

=
3

4
J2

(r0
a

)2 4− 5s2 +
√
1− e2(2− 3s2)− 2 cos i
(1− e2)2

. (3.75)

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àþòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ν1(J4), ν2(J4), ν2(J4) :

ν1(J4) = − 45

128
J4

(r0
a

)4
e2

8− 40s2 + 35s4

(1− e2)7/2
,

ν2(J4) = − 15

128
J4

(r0
a

)4 4(16− 62s2 + 49s4) + 9e2(8− 28s2 + 21s4)

(1− e2)4
,

ν3(J4) =
15

32
J4

(r0
a

)4 cos i(4− 7s2)(2 + 3e2)

(1− e2)4
.

Âåêîâûå âîçìóùåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà íàõîäÿòñÿ áîëåå ñëîæíû-
ìè äåéñòâèÿìè. Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè Áðàó-
ýðîì (Brower, 1959). Â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ èìååì

ν1(J
2
2 ) =

3

128
J2
2

(r0
a

)4 1

(1− e2)7/2
{−15 + 16

√
1− e2 + 25(1− e2)+

+[30− 96
√
1− e2 − 90(1− e2)] cos2 i+

+[105 + 144
√
1− e2 + 25(1− e2)] cos4 i} ,

ν2(J
2
2 ) =

3

128
J2
2

(r0
a

)4 1

(1− e2)4
{−35 + 24

√
1− e2 + 25(1− e2)+
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+[90− 192
√
1− e2 − 126(1− e2)] cos2 i+

+[385 + 360
√
1− e2 + 45(1− e2)] cos4 i} ,

ν3(J
2
2 ) =

3

32
J2
2

(r0
a

)4 cos i
(1− e2)4

{−5 + 12
√

1− e2 + 9(1− e2)−

−[35 + 36
√
1− e2 + 5(1− e2)] cos2 i} .

Äëÿ îðáèò ñ ìàëûìè íàêëîíàìè è ýêñöåíòðèñèòåòàìè óäîáíåå
ïîëüçîâàòüñÿ äðóãèì âèäîì ýòèõ ôîðìóë

ν1(J
2
2 ) =

3

128
J2
2

(r0
a

)4 1

(1− e2)7/2
[3(40− 80s2 + 35s4)+

+16(4− 12s2 + 9s4)
√

1− e2 + 5(−8 + 8s2 + 5s4)(1− e2)] ,

ν2(J
2
2 ) =

3

128
J2
2

(r0
a

)4 1

(1− e2)4
[5(88− 172s2 + 77s4)+

+24(8− 22s2 + 15s4)
√

1− e2 + (−56 + 36s2 + 45s4)(1− e2)] ,

ν3(J
2
2 ) =

3

32
J2
2

(r0
a

)4 cos i
(1− e2)4

[5(−8 + 7s2)+

+12(−2 + 3s2)
√
1− e2 + (4 + 5s2)(1− e2)] .

Ïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ.
Ïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáè-

òû, îáóñëîâëåííûå íåñôåðè÷íîñòüþ ïëàíåòû, èìåþò íåáîëüøèå àì-
ïëèòóäû. Ïîýòîìó âîçìóùåííîå äâèæåíèå ñïóòíèêà ñæàòîé îñå-
ñèììåòðè÷íîé ïëàíåòû ìîæíî ïðåäñòàâèòü, êàê äâèæåíèå âáëèçè
íåêîòîðîãî ýëëèïñà, ïëîñêîñòü êîòîðîãî ïðåöåññèðóåò ïðè ïîñòîÿí-
íîì íàêëîíå âîêðóã îñè ñèììåòðèè ïëàíåòû ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ
Ω̇ â íàïðàâëåíèè, îáðàòíîì îðáèòàëüíîìó äâèæåíèþ. Ïðè ýòîì ëè-
íèÿ àïñèä ïðåöåññèðóåò â ïëîñêîñòè îðáèòû ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ
ω̇. Íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ ëèíèè àïñèä îïðåäåëåòñÿ çíàêîì âûðà-
æåíèÿ 4 − 5 sin2 i. Äîáàâîê ∆Ṁ ê óãëîâîé ñêîðîñòè îðáèòàëüíîãî
äâèæåíèÿ íå èçìåíÿåò õàðàêòåð äâèæåíèÿ.

Îòìåòèì ëþáîïûòíûé ôàêò â òåîðèè âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ
ñïóòíèêà ñæàòîé ïëàíåòû. Ïîïûòàåìñÿ îïðåäåëèòü ïåðèîäè÷åñêèå
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âîçìóùåíèÿ ýëåìåíòîâ, ïîðîæäàåìûå ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ âîçìó-
ùàþùåé ôóíêöèè ïðè q = 0, k = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî ñêîðîñòü ïðåöåñ-
ñèè ëèíèè àïñèä ω̇ èìååò ìàëóþ âåëè÷èíó ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè.
Ñîîòâåòñâóþùèé ýòèì âîçìóùåíèÿì ïåðèîä ïî ôîðìóëå (3.71) ïî-
ëó÷àåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ñðåäè ïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèé. Ïîýòî-
ìó ýòè âîçìóùåíèÿ íàçûâàþòñÿ äîëãîïåðèîäè÷åñêèìè. ßñíî, ÷òî
âòîðàÿ çîíàëüíàÿ ãàðìîíèêà ïðè n = 2 ñ êîýôôèöèåíòîì J2 áó-
äåò òàêæå ïîðîæäàòü äîëãîïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ â ýëåìåí-
òàõ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû ñïóòíèêà. Ïîñêîëüêó J2 èìååò ïåðâûé
ïîðÿäîê ìàëîñòè, ñëåäóåò îæèäàòü ïîëó÷åíèÿ äîëãîïåðèîäè÷åñêî-
ãî âîçìóùåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé
Ëàãðàíæà äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ âîçìóùàþùåé
ôóíêöèè â çíàìåíàòåëü âûðàæåíèÿ ïîñòóïàåò âåëè÷èíà ω̇, èìåþùàÿ
ïåðâûé ïîðÿäîê ìàëîñòè. Â èòîãå ïîëó÷àåì âîçìóùåíèå íóëåâîãî
ïîðÿäêà ìàëîñòè. Íà ïåðâûé âçãëÿä ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ìåòîä ìàëîãî
ïàðàìåòðà äàåò îòêàç â ïîïûòêàõ îïèñàòü âîçìóùåííîå äâèæåíèå
ñïóòíèêà ñæàòîé ïëàíåòû. Ñèòóàöèþ ñïàñàåò «ïîäàðîê ïðèðîäû».
Èñêîìîå äîëãîïåðèîäè÷åñêîå âîçìóùåíèå ïðè n = 2, q = 0, k = 0

ñîäåðæèò ôóíêöèè ýêñöåíòðèñèòåòà, ðàâíûå íóëþ, ò. å.

X−3,2
0 (e) = X−3,−2

0 (e) = 0

ïðè âñåõ e < 1. Ïî ýòîé ïðè÷èíå äîëãîïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ,
îáóñëîâëåííûå âòîðîé çîíàëüíîé ãàðìîíèêîé ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé
ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû, ïðîñòî îòñóòñòâóþò. Äîëãîïåðèîäè-
÷åñêèå âîçìóùåíèÿ, îáóñëîâëåííûå äðóãèìè ãàðìîíèêàìè ðàçëî-
æåíèÿ, áóäóò ìàëûìè, ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû
èìåþò âòîðîé ïîðÿäîê ìàëîñòè.

Îòìåòèì âàæíîå ñâîéñòâî âîçìóùåíèé ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷-
íîé îðáèòû ñïóòíèêà íåñôåðè÷íîé ïëàíåòû. Ïðèìåíÿÿ ìåòîä ìà-
ëîãî ïàðàìåòðà, êàê îïèñàíî âûøå, ìû áóäåì ïîëó÷àòü âåêîâûå, ïå-
ðèîäè÷åñêèå, à òàêæå, âîçìîæíî, ñìåøàííûå âîçìóùåíèÿ. Ïðèñóò-
ñòâèå âåêîâûõ âîçìóùåíèé â ýëåìåíòàõ a, e, i ìîãëî áû ïðèâîäèòü
ê êàòàñòðîôè÷åñêèì ïîñëåäñòâèÿì — ïîòåðåé ïëàíåòîé ñâîèõ ñïóò-
íèêîâ. Ñìåøàííûå âîçìóùåíèÿ ïðèâåëè áû ê âûâîäó î íåñîñòîÿ-
òåëüíîñòè òåîðèè. Îäíàêî, êàê äîêàçàíî â ðàáîòå (Àêñåíîâ, 1966),
â âîçìóùåíèÿõ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû ñïóòíèêà, îáó-
ñëîâëåííûõ íåñôåðè÷íîñòüþ ïëàíåòû, â ýëåìåíòàõ a, e, i îòñóòñòâó-
þò âåêîâûå, à âî âñåõ øåñòè ýëåìåíòàõ a, e, i, M , ω, Ω îòñóòñòâóþò
ñìåøàííûå âîçìóùåíèÿ âñåõ ïîðÿäêîâ ìàëîñòè. Ýòî ìîæíî äîêà-
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çàòü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ïðèìåíÿÿ åãî ê ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè âîçìóùåíèé êàæäîãî ñëåäóþùåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè.

Îïðåäåëåíèå âîçìóùåíèé, îáóñëîâëåííûõ ïðèòÿæåíèåì äðóãèõ
òåë, à èìåííî äðóãèõ ñïóòíèêîâ è Ñîëíöà, âûçûâàåò îñîáûå ïðî-
áëåìû.

Îáðàòèìñÿ ê îáùåìó âèäó ðàçëîæåíèÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèè
(3.65). Êàê ïðåäïèñàíî ìåòîäàìè òåîðèè âîçìóùåíèÿ, ñíà÷àëà îïðå-
äåëÿþòñÿ âåêîâûå âîçìóùåíèÿ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû.
Ýëåìåíòû ω, Ω, ïîñòîÿííûå â êåïëåðîâñêîì äâèæåíèè, òåïåðü ñòà-
íóò ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè ñ êîýôôèöèåíòîì ïðè âðåìå-
íè, ïðîïîðöèîíàëüíûì ìàëîìó ïàðàìåòðó âîçìóùàþùåé ôóíêöèè.
Çàòåì íàõîäÿòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ÷ëåíû. Ïðè ýòîì âñòðåòÿòñÿ ñëà-
ãàåìûå, ñîäåðæàùèå òîëüêî ω, Ω ïîä çíàêîì òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé Ëàãðàíæà ïî âðåìåíè,
ìàëûé ïàðàìåòð îêàæåòñÿ â çíàìåíàòåëå è ñîêðàòèòñÿ ñ ìàëûì ïà-
ðàìåòðîì â âîçìóùàþùåé ôóíêöèè. Çäåñü ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè
ìåòîäîì ìàëîãî ïàðàìåòðà âîçíèêàåò ïðîòèâîðå÷èå: ìàëûå âîçìó-
ùåíèÿ ôàêòè÷åñêè îêàçûâàþòñÿ íå ìàëûìè. Òàêèå âîçìóùåíèÿ îêà-
çûâàþòñÿ âåñüìà äîëãîïåðèîäè÷åñêèìè. Åñëè òàêàÿ òåîðèÿ ïðèìå-
íÿåòñÿ íà êîðîòêîì èíòåðâàëå âðåìåíè, òî òàêèå âîçìóùåíèÿ ìîæ-
íî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûìè. Îíè ôàêòè÷åñêè áóäóò ó÷òåíû ïðè îïðå-
äåëåíèè ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ èç íàáëþäåíèé. Îäíàêî íà áîëüøèõ
èíòåðâàëàõ âðåìåíè òàê òåîðèþ ïîñòðîèòü íåëüçÿ. Ïîýòîìó äëÿ äà-
ëåêèõ ñïóòíèêîâ áîëüøèõ ïëàíåò ïðèåìëåìûõ àíàëèòè÷åñêèõ òåî-
ðèé äâèæåíèÿ òàê è íå áûëî äî ñèõ ïîð ïîñòðîåíî. Â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ, êîãäà âåêîâûå âîçìóùåíèÿ îò ñæàòèÿ ïëàíåòû ïðåâàëè-
ðóþò, òî ïðè óêàçàííîì âûøå èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé Ëàãðàí-
æà äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèè
â çíàìåíàòåëü ïîñòóïàåò íå ñòîëü ìàëàÿ âåëè÷èíà, êàê ìàëûé ïà-
ðàìåòð, îáóñëîâëåííûé ïðèòÿæåíèåì äðóãîãî òåëà. Ïðèìåð òàêîé
áëàãîïðèÿòíîé ñèòóàöèè ðàññìîòðåí íèæå. Òàê áûëà óñïåøíî ïî-
ñòðîåíà àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ äâèæåíèÿ ãëàâíîãî ñïóòíèêà Íåïòó-
íà Òðèòîí (Emelyanov, Samorodov, 2015).

Åùå îäíà ïðîáëåìà ó÷åòà ïðèòÿæåíèÿ äðóãèõ ñïóòíèêîâ ñâÿ-
çàíà ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðàçëàãàòü âîçìóùàþùóþ ôóíêöèþ ïî ñòå-
ïåíÿì îòíîøåíèÿ áîëüøèõ ïîëóîñåé îðáèò âîçìóùàåìîãî è âîçìó-
ùàþùåãî òåë. Ýòî ðàçëîæåíèå ïðåäñòàâëåíî â êíèãå (Ìþððåé, Äåð-
ìîòò, 2010). Ïðè îïðåäåëåíèè âîçìóùåíèé, îáóñëîâëåííûõ âçàèì-
íûì ïðèòÿæåíèåì ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà, Ñàòóðíà è Óðàíà,
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îáû÷íûì ìåòîäîì òåîðèè âîçìóùåíèÿ ïîñòðîèòü àíàëèòè÷åñêóþ
òåîðèþ íå óäàåòñÿ. Ïðèìåðû ñïåöèàëüíûõ òåîðèé äëÿ ýòèõ ñïóò-
íèêîâ êðàòêî ðàññìîòðåíû íèæå â ñïåöèàëüíîì ðàçäåëå.

3.10. Ïîñòîÿííîå âîçìóùåíèå áîëüøîé ïîëóîñè
îðáèòû ñïóòíèêà

Âåêîâûå âîçìóùåíèÿ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû ñïóò-
íèêà ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè âîçìóùåíèÿìè ïðè ðàññìîòðåíèè äâè-
æåíèÿ íà èíòåðâàëàõ âðåìåíè, çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàþùèõ ïåðèîä
îáðàùåíèÿ ñïóòíèêà. Ïî îïðåäåëåíèþ âåêîâûå âîçìóùåíèÿ ïîëó-
÷àþòñÿ îò âåêîâîé ÷àñòè ðàçëîæåíèÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèè. Ëåã-
êî âèäåòü â óðàâíåíèÿõ Ëàãðàíæà, ÷òî âåêîâûå âîçìóùåíèÿ ïåðâîãî
ïîðÿäêà â ýëåìåíòàõ a — áîëüøàÿ ïîëóîñü, e — ýêñöåíòðèñèòåò, i —
íàêëîí îòñóòñòâóþò.

Êàê áûëî ïîëîæåíî âûøå, áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû a ñâÿçàíà ñ
íåâîçìóùåííûì çíà÷åíèåì ñðåäíåãî äâèæåíèÿ n ñîîòíîøåíèåì

n =

√
Gm

a3
, (3.76)

ãäå G — óíèâåðñàëüíàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, à m — ìàññà
ïëàíåòû.

Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ó÷åò âåêîâûõ âîçìóùåíèé â ýëåìåí-
òàõM , ω, Ω äàåò ïðèåìëåìóþ ìîäåëü äâèæåíèÿ ñïóòíèêà, ïîñêîëü-
êó ïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ, ïðîïîðöèíàëüíûå ìàëîìó ïàðàìåò-
ðó âîçìóùàþùåé ôóíêöèè, ìàëû. Íà ñàìîì äåëå òàêàÿ ìîäåëü âåêî-
âûõ âîçìóùåíèé íå áóäåò íàèëó÷øåé ïðè ñîãëàñîâàíèè ñ íàáëþäå-
íèÿìè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè n ñ íàáëþäåíèÿìè
ëó÷øå ñîãëàñóåòñÿ äðóãîå çíà÷åíèå áîëüøîé ïîëóîñè. Äåëî â òîì,
÷òî êîìáèíàöèÿ êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèé â ýêñöåíòðè-
ñèòåòå e è ñðåäíåé àíîìàëèè M äàåò ïîñòîÿííûé ÷ëåí â âîçìóùå-
íèÿõ öåíòðàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ñïóòíèêà r. Îäíàêî â òåîðèè âåêî-
âûõ âîçìóùåíèé êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ îòáðîøåíû.

Ëó÷øàÿ ìîäåëü âåêîâûõ âîçìóùåíèé ïîëó÷èòñÿ, åñëè â êà÷åñòâå
áîëüøîé ïîëóîñè âìåñòî a âçÿòü çíà÷åíèå a, âû÷èñëÿåìîå ïî ôîð-
ìóëå

a = a+ δr , (3.77)

ãäå δr — ïîñòîÿííàÿ ÷àñòü âîçìóùåíèé öåíòðàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå δr ïðîèçâåäåì çäåñü äëÿ ñëó÷àÿ âîçìóùåíèé, îáó-
ñëîâëåííûõ âòîðîé çîíàëüíîé ãàðìîíèêîé ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé
ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû. Êðîìå òîãî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
ýêñöåíòðèñèòåò îðáèòû ñïóòíèêà e íàñòîëüêî ìàë, ÷òî â ðàçëîæåíè-
ÿõ ïî ñòåïåíÿì ýêñöåíòðèñèòåòà ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ÷ëåíîì íàè-
íèçøåãî ïîðÿäêà. Òî åñòü ìû ïðåíåáðåãàåì âåëè÷èíîé ýêñöåíòðè-
ñèòåòà ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé.

Ñ ïðèíÿòîé òî÷íîñòüþ ìîæíî çàïèñàòü

δr = (1− e cosM)δa− a cosMδe+ ea sinMδM, (3.78)

ãäå δa, δe, δM — âîçìóùåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ.
Âîçüìåì ðàçëîæåíèå âîçìóùàþùåé ôóíêöèè ñîãëàñíî ïðèâå-

äåííûì âûøå ôîðìóëàì (3.66), (3.67), (3.68). Îñòàâèì â ðàëîæå-
íèè òîëüêî ÷ëåíû, ñîîòâåòñòâóþùèå âòîðîé çîíàëüíîé ãàðìîíèêå
ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû. Ïîëó÷èì

R = Gm
r20
a3

C20

2∑
p=0

F2,0,p(i)

∞∑
q=−∞

X−3,2−2p
q (e) cos[qM + (2− 2p)ω] ,

ãäå C20 — êîýôôèöèåíò ïðè âòîðîé çîíàëüíîé ãàðìîíèêå, à r0 —
ñðåäíèé ýêâàòîðèàëüíûé ðàäèóñ ïëàíåòû, ïðèíÿòûé ïðè îïðåäåëå-
íèè C20. Ïðè ýòîì C20 = −J2. Â ïîñëåäíåé ñóììå îêàæóòñÿ òîëüêî
÷åòûðå êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèõ ñëàãàåìûõ íàèíèçøåãî ïîðÿäêà îò-
íîñèòåëüíî ìàëîãî ýêñöåíòðèñèòåòà, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ñëåäó-
þùèì êîìáèíàöèÿì çíà÷åíèé èíäåêñîâ ñóììèðîâàíèÿ
p = 0, q = 1,
p = 1, q = 1,
p = 1, q = −1,
p = 2, q = −1.
Îñòàâëÿÿ â ñóììå òîëüêî ýòè ñëàãàåìûå, íàéäåì

R = Gm
r20
a3

C20×[
F200(i)X

−3,2
1 (e) cos(M + 2ω) + F201(i)X

−3,0
1 (e) cosM+

F201(i)X
−3,0
−1 (e) cos(−M) + F202(i)X

−3,−2
−1 (e) cos(−M − 2ω)

]
.

Âõîäÿùèå ñþäà ôóíêöèè íàêëîíà è ôóíêöèè ýêñöåíòðèñèòåòà ñ
ïðèíÿòîé òî÷íîñòüþ èìåþò âèä

F200(i) = F202(i) = −3

8
sin2 i, F201(i) =

3

4
(i) sin2 i− 1

2
,
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X−3,2
1 (e) = X−3,−2

−1 (e) = −1

2
e, X−3,0

1 (e) = X−3,0
−1 (e) =

3

2
e .

Ïîäñòàâëÿÿ èõ â ïðåäûäóùåå âûðàæåíèå äëÿ âîçìóùàþùåé ôóíê-
öèè, áóäåì èìåòü

R = Gm
r20
a3

C203e

[(
3

4
sin2 i− 1

2

)
cosM +

1

8
sin2 i cos(M + 2ω)

]
.

Òåïåðü âûïèøåì íåîáõîäèìûå çäåñü óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî
äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî êåïëåðîâñêèõ ýëåìåíòîâ a, e è ôóíêöèè
M :

da

dt
=

2

na

∂R

∂M
,

de

dt
=

1− e2

ena2
∂R

∂M
−

√
1− e2

ena2
∂R

∂ω
,

dM

dt
= n− 2

na

∂R

∂a
− 1− e2

ena2
∂R

∂e
.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûâåäåííîãî âûøå óïðîùåííîãî âûðàæåíèÿ
äëÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèè óðàâíåíèÿ ïðèìóò âèä

da

dt
= −Gm

r20
a3

C20
6e

na

[(
3

4
sin2 i− 1

2

)
sinM +

1

8
sin2 i sin(M + 2ω)

]
,

de

dt
= −Gm

r20
a3

C20
3

na2

[(
3

4
sin2 i− 1

2

)
sinM − 1

8
sin2 i sin(M + 2ω)

]
,

dM

dt
= −Gm

r20
a3

C20
3

ena2

[(
3

4
sin2 i− 1

2

)
cosM+

+
1

8
sin2 i cos(M + 2ω)

]
.

Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé ìåòîäîì ìàëîãî ïàðàìåòðà äàåò ñëå-
äóþùèå âîçìóùåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòà
C20:

δa = r20C20
6e

a

[(
3

4
sin2 i− 1

2

)
cosM +

1

8
sin2 i cos(M + 2ω)

]
,

δe = r20C20
3

a2

[(
3

4
sin2 i− 1

2

)
cosM − 1

8
sin2 i cos(M + 2ω)

]
,

δM = −r20C20
3

ea2

[(
3

4
sin2 i− 1

2

)
sinM +

1

8
sin2 i sin(M + 2ω)

]
.
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â ôîðìóëó (3.78), íàéäåì îñíîâíûå
êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ öåíòðàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ

δr = r20C20
1

a2
6ea

[(
3

4
sin2 i− 1

2

)
(1− e cosM) cosM+

+
1

8
sin2 i (1− e cosM) cos(M + 2ω)

]
−

−r20C20
1

a2
3a

[(
3

4
sin2 i− 1

2

)
cos2 M − 1

8
sin2 i cos(M + 2ω) cosM

]
−

−r20C20
1

a2
3a

[(
3

4
sin2 i− 1

2

)
sin2 M +

1

8
sin2 i sin(M + 2ω) sinM

]
.

Âûäåëèì îáðàçóþùóþñÿ çäåñü ïîñòîÿííóþ ÷àñòü âîçìóùåíèÿ
íàèíèçøåãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ýêñöåíòðèñèòåòà

δr =
3

4

r20
a2

C20a(2− 3 sin2 i).

Â èòîãå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè çàäàííîì ñðåäíåì äâèæåíèè ñïóòíèêà
n âîçìóùåííîå ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå áîëüøîé ïîëóîñè (3.77) ñëå-
äóåò îïðåäåëÿòü ïî ôîðìóëå

a = a

[
1 +

3

4

r20
a2

C20(2− 3 sin2 i)
]
, (3.79)

ãäå a íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (3.76).
Çàìåòèì, ÷òî èç íàáëþäåíèé îáû÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âîçìóùåííîå

çíà÷åíèå ñðåäíåãî äâèæåíèÿ n1. Òîãäà íåâîçìóùåííîå çíà÷åíèå n

íàõîäÿò èòåðàöèÿìè èç ñîîòíîøåíèÿ

n1 = n[1 + ν1(J2)],

ãäå ν1(J2) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (3.72), à íåâîçìóùåííîå çíà÷å-
íèå áîëüøîé ïîëóîñè a íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

n2a3 = Gm.

Ïðè ìàëûõ íàêëîíàõ è ýêñöåíòðèñèòåòàõ ëó÷øå âñåãî èç íàáëþ-
äåíèé îïðåäåëÿåòñÿ âîçìóùåííîå ñðåäíåå äâèæåíèå â äîëãîòå n. Â
ýòîì ñëó÷àå n íàõîäèòñÿ èòåðàöèÿìè èç ñîîòíîøåíèÿ

n = n[1 + ν1(J2) + ν2(J2) + ν3(J2)], (3.80)
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ãäå ν2(J2) è ν3(J2) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (3.73), (3.74).
Ðàññìîòðèì ñïåöèàëüíî ñëó÷àé ìàëûõ ýêñöåíòðèñèòåòîâ è íà-

êëîíîâ îðáèòû ñïóòíèêà ñæàòîé ïëàíåòû. Ïðåíåáðåãàÿ ýêñöåíòðè-
ñèòåòîì è íàêëîíîì â ñîîòíîøåíèÿõ (3.79) è (3.80), ïîëó÷èì

n = n

(
1 + 3J2

r20
a2

)
, (3.81)

a = a

(
1− 3

2
J2

r20
a2

)
. (3.82)

Â èòîãå ó÷åò îñíîâíûõ âîçìóùåíèé, îáóñëîâëåííûõ ñæàòèåì
ïëàíåòû, ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ñïóòíèê, îáðàùàþùèéñÿ ñ ÷àñòî-
òîé n ïî îðáèòå ðàäèóñà a. Òàêàÿ ìîäåëü íàèëó÷øèì îáðàçîì áóäåò
ñîîòâåòñòâîâàòü íàáëþäåíèÿì. Òðåòèé çàêîí Êåïëåðà, ìîäèôèöè-
ðîâàííûé â ñèëó âîçìóùåíèé, ïðèìåò âèä

a3n2 = Gm

(
1 +

3

2
J2

r20
a2

)
. (3.83)

Ñîîòíîøåíèå
Gm = n2a3

èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàññû ïëàíåòû ïî íàáëþäåíèÿì
ñïóòíèêîâ. Êàê ñëåäóåò èç ôîðìóëû (3.83) â ñëó÷àå ñæàòîé ïëàíå-
òû èç íàáëþäåíèé ôàêòè÷åñêè ïîëó÷àåòñÿ çíà÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè
ýòîé ôîðìóëû. Äëÿ ó÷åòà ñæàòèÿ ïëàíåòû â ýòîì ñëó÷àå ïðèõîäèò-
ñÿ ëèáî ïðèíèìàòü êàêèå-íèáóäü ãèïîòåçû îòíîñèòåëüíî âåëè÷èíû
äèíàìè÷åñêîãî ñæàòèÿ, ëèáî ïûòàòüñÿ îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíò J2
èç íàáëþäåíèé.

3.11. Ìîäåëü ïðåöåññèðóþùåãî ýëëèïñà
Äëÿ èçó÷åíèÿ äèíàìèêè ñïóòíèêà ïëàíåòû ñòðîèòñÿ òà èëè èíàÿ

ìîäåëü äâèæåíèÿ íà îñíîâå íàáëþäåíèé. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ âàæíî
óâèäåòü îñíîâíûå ñâîéñòâà äâèæåíèÿ, ïðåíåáðåãàÿ ìàëûìè âîçìó-
ùåíèÿìè. Èíîãäà òðåáóåòñÿ ïðèáëèæåííàÿ ýôåìåðèäà. Äëÿ íåêî-
òîðûõ ñïóòíèêîâ òî÷íîñòü íàáëþäåíèé îêàçûâàåòñÿ íåâûñîêîé, è
ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ ìîæåò äàòü õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå ñ
ðåçóëüòàòàìè íàáëþäåíèé. Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ ïðèãîäíà íåêîòî-
ðàÿ ïðèáëèæåííàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ, íàçûâàåìàÿ ïðåöåññèðóþùèì
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ýëëèïñîì. Â ýòîé ìîäåëè ñïóòíèê äâèæåòñÿ ïî íåêîòîðîìó ýëëèï-
ñó, ïëîñêîñòü êîòîðîãî ïðåöåññèðóåò ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðî-
ñòüþ ïðè ïîñòîÿííîì íàêëîíå ê íåêîòîðîé îñíîâíîé íåïîäâèæíîé
ïëîñêîñòè. Ëèíèÿ àïñèä ýëëèïñà âðàùàåòñÿ â ïëîñêîñòè îðáèòû ñ
ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Äâèæåíèå ñïóòíèêà ïî ïðåöåññèðó-
þùåìó ýëëèïñó ïðîèñõîäèò ïî çàêîíàì çàäà÷è Êåïëåðà, îäíàêî ïî-
ñòîÿííîå ñðåäíåå äâèæåíèå îòëè÷àåòñÿ îò òîãî, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ
èç áîëüøîé ïîëóîñè îðáèòû ñîãëàñíî èçâåñòíîìó ñîîòíîøåíèþ.

Èç ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ ÿñíî, ÷òî òàêàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü ñî-
çäàíà â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äâèæåíèÿ ïó-
òåì ó÷åòà âåêîâûõ âîçìóùåíèé, îáóñëîâëåííûõ îñíîâíûìè âîçìó-
ùàþùèìè ôàêòîðàìè. Ïîëó÷àåòñÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå òî÷íûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ øåñòîãî ïîðÿäêà. Ïîýòî-
ìó ýòî ðåøåíèå ñîäåðæèò øåñòü ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ èíòå-
ãðèðîâàíèÿ.

Íà ïðàêòèêå îïðåäåëåíèå âåêîâûõ âîçìóùåíèé áûâàåò çàòðóä-
íèòåëüíûì, íåòî÷íûì èëè âîîáùå íåâîçìîæíûì èç-çà òîãî, ÷òî ïà-
ðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå âîçìóùàþùèå ôàêòîðû, íåòî÷íû èëè
íåèçâåñòíû. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ïîñòóïàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èç-
ìåíåíèÿ ôóíêöèè M è ýëåìåíòîâ ω è Ω çàäàþò ëèíåéíûìè ôóíê-
öèÿìè âðåìåíè

M = M0 + n̄(t− t0), ω = ω0 + ω̇(t− t0), Ω = Ω0 + Ω̇(t− t0), (3.84)

ãäå M0, n̄, ω0, ω̇, Ω0, Ω̇ — ïîñòîÿííûå. Ýëåìåíòû êåïëåðîâñêîé îð-
áèòû ñïóòíèêà e, i òîæå ñ÷èòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Áîëüøàÿ ïîëóîñü,
íåïîñðåäñòâåííî âõîäÿùàÿ â ôîðìóëû êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ, çà-
äàåòñÿ íåçàâèñèìî îò ïàðàìåòðà n̄. Ïîñêîëüêó ýòè ïàðàìåòðû óæå íå
áóäóò ñâÿçàíû çàêîíàìè êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ, îáîçíà÷èì áîëü-
øóþ ïîëóîñü ÷åðåç ā.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò èñïîëüçóþòñÿ ôîðìóëû êåïëåðîâ-
ñêîãî äâèæåíèÿ. Ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿM è ýëåìåíòû ω, Ω âû÷èñëÿþò-
ñÿ ïî ôîðìóëàì (3.84), ïàðàìåòðû ā, e, i íåçàâèñèìî ïîäñòàâëÿþòñÿ
â ôîðìóëû êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ.

Â èòîãå äåâÿòü ïîñòîÿííûõ ïàðàìåòðîâ ā, n̄, e, i, M0, ω0, ω̇, Ω0,
Ω̇, ôîðìóëû (3.84) è ôîðìóëû êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ ïîëíîñòüþ
îïèñûâàþò ìîäåëü äâèæåíèÿ. Îñíîâíàÿ ïëîñêîñòü, îòíîñèòåëüíî
êîòîðîé îòñ÷èòûâàþòñÿ íàêëîí i, äîëãîòà âîñõîäÿùåãî óçëà Ω è óã-
ëîâîå ðàññòîÿíèå ïåðèöåíòðà îò âîñõîäÿùåãî óçëà îðáèòû, çàäàåòñÿ
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òàê, ÷òîáû â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èçìåíåíèÿ íàêëîíà, ïîëó÷àå-
ìûå èç íàáëþäåíèé, áûëè ìèíèìàëüíû.

Âñå äåâÿòü ïàðàìåòðîâ óòî÷íÿþòñÿ èç íàáëþäåíèé òàê, ÷òîáû
ñîãëàñîâàíèå ìîäåëè ñ íàáëþäåíèÿìè áûëî íàèëó÷øèì. Â òàêîé
ìîäåëè ó÷èòûâàþòñÿ âñå âåêîâûå âîçìóùåíèÿ, âûçâàííûå ëþáûìè
âîçìîæíûìè ïðè÷èíàìè.

Ìîäåëü ïðåöåññèðóþùåãî ýëëèïñà èñïîëüçóåòñÿ òàêæå äëÿ ïðè-
áëèæåííîé àïïðîêñèìàöèè áîëåå òî÷íîé ìîäåëè äâèæåíèÿ ñïóòíè-
êà, îñíîâàííîé íà àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè, èëè ïîñòðîåííîé ìåòîäîì
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ.

Ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ìîäåëè ïðåöåññèðóþùåãî ýëëèïñà äëÿ
÷åòûðåõ áëèçêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà îïèñàí â ðàáîòå (Åìåëüÿíîâ,
2015). Ïàðàìåòðû ìîäåëè áûëè îïðåäåëåíû ïî ýôåìåðèäàì ñïóò-
íèêîâ, âû÷èñëåííûì íà îñíîâå äâóõ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ â ñâîþ î÷åðåäü áûëà ïîñòðîåíà íà îñíîâå íàáëþäåíèé ïó-
òåì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

3.12. Âîçìóùåííîå äâèæåíèå ïðè ìàëûõ
ýêñöåíòðèñèòåòàõ îðáèò

3.12.1. Ôîðìóëèðîâêà ïðîáëåìû

Â êëàññè÷åñêîì ïîäõîäå ê òåîðèè âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ, êî-
ãäà óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ êåïëåðîâñêîé îð-
áèòû ðåøàþòñÿ ìåòîäîì ìàëîãî ïàðàìåòðà Ïóàíêàðå, âñòðå÷àþòñÿ
ìàëî èññëåäîâàííûå ñëó÷àè, ïðèâîäÿùèå èíîãäà ê íåïðèâû÷íûì
âûâîäàì. Ê òàêèì ñëó÷àÿì îòíîñèòñÿ âîçìóùåííîå äâèæåíèå ïðè
ìàëûõ ýêñöåíòðèñèòåòàõ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû.

Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé Ëàãðàíæà â ïåðâóþ î÷åðåäü íåîáõî-
äèìî íàéòè âåêîâûå âîçìóùåíèÿ, ïîñêîëüêó èìåííî îíè íàèáîëåå
ñóùåñòâåííû êàê â êîëè÷åñòâåííîì, òàê â êà÷åñòâåííîì àñïåêòàõ
îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ. Âåêîâûå âîçìóùåíèÿ îáû÷íî ïîëó÷àþòñÿ ïó-
òåì ðàçëîæåíèÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèè è îòáðàñûâàíèÿ â ïðàâûõ
÷àñòÿõ óðàâíåíèé Ëàãðàíæà ïåðèîäè÷åñêèõ ÷ëåíîâ. Òàê áûëà ñîçäà-
íà è ñòàëà øèðîêî ïðèìåíÿòüñÿ ìîäåëü ïðåöåññèðóþùåãî ýëëèïñà.
Äëÿ âîçìóùåíèé, îáóñëîâëåííûõ íåñôåðè÷íîñòüþ îñåñèììåòðè÷-
íîãî öåíòðàëüíîãî òåëà, íàïðèìåð, ñæàòîé áîëüøîé ïëàíåòû, ïëîñ-
êîñòü îðáèòû áóäåò ïðåöåññèðîâàòü âîêðóã îñè ñèììåòðèè òåëà ñ
ïîñòîÿííûì íàêëîíîì.
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Íåâîçìóùåííàÿ êåïëåðîâñêàÿ îðáèòà ìîæåò áûòü âûðîæäåíà â
êðóãîâóþ îðáèòó, à íàêëîí â íåâîçìóùåííîì äâèæåíèè îïðåäåëåí
òîëüêî âûáîðîì ñèñòåìû ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò. Åñòåñòâåííûì
ïàðàìåòðîì, îïèñûâàþùèì âûðîæäåíèå îðáèòû â êðóãîâóþ, ÿâëÿ-
åòñÿ ýêñöåíòðèñèòåò. Äëÿ êðóãîâîé îðáèòû îí ïðîñòî ðàâåí íóëþ.
Ìîæíî áûëî áû îæèäàòü, ÷òî è äëÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ, êîãäà
ýêñöåíòðèñèòåò èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè, åãî áëèçîñòü èëè ðàâåíñòâî
íóëþ äîëæíû ïðèâîäèòü ê âûðîæäåíèþ îðáèòû â êðóãîâóþ. Íà ñà-
ìîì äåëå ýòî ñîâñåì íå òàê.

Ïåðâîå óïîìèíàíèå î ñóùåñòâîâàíèè êðóãîâîãî âîçìóùåííîãî
äâèæåíèÿ ñ íåíóëåâûì ýêñöåíòðèñèòåòîì ìû îáíàðóæèëè â ðàáîòå
Â. Â. Áåëåöêîãî (Áåëåöêèé, 1962). Â ýòîé ðàáîòå óêàçàíî ÷àñòíîå
ðåøåíèå óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ êåïëåðîâñêîãî äâèæå-
íèÿ, ïðè êîòîðîì êðóãîâàÿ îðáèòà â îñêóëèðóþùèõ ýëåìåíòàõ îïè-
ñûâàåòñÿ ýëëèïñîì, âðàùàþùèìñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ îáðàùåíèÿ
ñïóòíèêà âîêðóã öåíòðàëüíîãî òåëà, ïðè÷åì ñïóòíèê âñåãäà íàõî-
äèòñÿ â ïåðèöåíòðå ýòîãî ýëëèïñà.

Âïðî÷åì, â ðàáîòå Â. Â. Áåëåöêîãî çàìå÷åíî, ÷òî äàííûé ïðèìåð
ïðèíàäëåæèò Ò. Ì. Ýíååâó.

Øèðîêî ïðèìåíÿåìàÿ íà ïðàêòèêå ìîäåëü ïðåöåññèðóþùåãî ýë-
ëèïñà ñ ïðîèçâîëüíûì ïîñòîÿííûì è ñêîëü óãîäíî ìàëûì ýêñöåí-
òðèñèòåòîì íàõîäèòñÿ â ïðîòèâîðå÷èè ñ ïðèìåðîì, ïðèâåäåííûì
â ðàáîòå (Áåëåöêèé, 1962). Èíòåðåñíî âûÿñíèòü, êàê ñîîòíîñÿòñÿ
ìåæäó ñîáîé ýòè äâå ìîäåëè. Âàæíî èìåòü ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî
ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ äëÿ êðóãîâîãî âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ñ
íåíóëåâûì ýêñöåíòðèñèòåòîì. Áûëî áû ïîëåçíî íàéòè äîñòàòî÷íî
ïðîñòîå ðåøåíèå, àäåêâàòíî îïèñûâàþùåå âîçìóùåííîå äâèæåíèå
ïðè ìàëûõ ýêñöåíòðèñèòåòàõ.

Òàêîå èññëåäîâàíèå áûëî âûïîëíåíî â ðàáîòå (Åìåëüÿíîâ, 2015).
Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïðèâåäåì îñíîâíûå âûêëàäêè è âûâîäû èç
ýòîé ðàáîòû.

3.12.2. Ïîñòðîåíèå ìîäåëè êðóãîâîãî âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â öåíòðàëüíîì ïîëå
ïðèòÿæåíèÿ ñ ñèëîâîé ôóíêöèåé âèäà

U =
µ

r
[1 + f(r)],

ãäå r — öåíòðàëüíîå ðàññòîÿíèå, µ — ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð, à
f(r) — íåêîòîðàÿ äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíàÿ áåçðàçìåðíàÿ ôóíêöèÿ.
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Ðàçëîæèì ñèëîâóþ ôóíêöèþ íà äâà ñëàãàåìûõ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

U = V +R, V =
µ

r
, R =

µ

r
f(r),

ãäå V — ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è Êåïëåðà, à R — âîçìóùàþùàÿ
ôóíêöèÿ. Äâèæåíèå ïðè R = 0 íàçûâàþò íåâîçìóùåííûì.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì îãðàíè÷åíèè íà ôóíêöèþ f(r)

óðàâíåíèÿ ñ ñèëîâîé ôóíêöèåé U áóäóò èìåòü ÷àñòíîå ðåøåíèå,
ñîîòâåòñòâóþùåå êðóãîâîìó äâèæåíèþ. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå âîç-
ìóùåííûå äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, áëèçêèå ê êðóãîâîìó.

Ïîïûòàåìñÿ ïîñòðîèòü ïðèáëèæåííûå àíàëèòè÷åñêèå ìîäåëè
äâèæåíèÿ ðåàëüíûõ ñïóòíèêîâ ïëàíåò ïðè ìàëûõ ýêñöåíòðèñèòå-
òàõ îðáèò. Äëÿ ïðèìåðà âîçüìåì ÷åòûðå áëèçêèõ ñïóòíèêà Þïèòå-
ðà.

Ïîñêîëüêó ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ, òðà-
åêòîðèÿ äâèæåíèÿ ëåæèò â íåêîòîðîé íåèçìåííîé ïëîñêîñòè, â êî-
òîðîé çàäàäèì íåâðàùàþùóþñÿ ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxy ñ íà÷àëîì
O â ïðèòÿãèâàþùåì öåíòðå. Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

d2x

dt2
= −µx

r3
[1 + F (r)],

d2y

dt2
= −µy

r3
[1 + F (r)], (3.85)

ãäå áåçðàçìåðíàÿ ôóíêöèÿ F (r) çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

F (r) = f(r)− rf ′(r),

à øòðèõ çäåñü îçíà÷àåò ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ ïî r. Ïðè ýòîì r =√
x2 + y2.
Â îáëàñòè, â êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå F (r) > −1, ñóùåñòâó-

þò ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ñîîòâåòñòâó-
þùèå êðóãîâûì äâèæåíèÿì òî÷êè âîêðóã ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà
íà ëþáîì ðàññòîÿíèè r ñ ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ Vc, çàâèñÿùåé îò r.

Öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå òî÷êè, äâèæóùåéñÿ ïî îêðóæ-
íîñòè ðàäèóñà r ñ ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ Vc, íåçàâèñèìî îò ïðè÷èíû
óñêîðåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

V 2
c

r
.

Ïðè÷èíîé äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè ÿâëÿåòñÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ñè-
ëà, ñîçäàþùàÿ óñêîðåíèå

µ

r2
[1 + F (r)].
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Ïðèðàâíèâàÿ ýòè äâà âûðàæåíèÿ äëÿ óñêîðåíèÿ, ïîëó÷èì

V 2
c =

µ

r
[1 + F (r)]. (3.86)

Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè çàäà÷è, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè t0 òî÷êà íàõîäèòñÿ íà îñè x. Òîãäà ÷àñòíîå
ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ êðóãîâîãî äâèæåíèÿ â
êîîðäèíàòàõ áóäåò èìåòü âèä

x = r cosnc(t− t0), y = r sinnc(t− t0), (3.87)

ãäå ÷àñòîòà îáðàùåíèÿ òî÷êè nc îïðåäåëèòñÿ ôîðìóëîé

nc =
Vc

r
.

Ýòî áóäåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ÷àñòíûõ ðåøåíèé. Â êà-
÷åñòâå ïàðàìåòðà ýòîãî ñåìåéñòâà ìîæíî âçÿòü r èëè nc.

Ïîñòàâèì çàäà÷ó íàéòè ýëåìåíòû êåïëåðîâñêîé îñêóëèðóþùåé
îðáèòû êàê ôóíêöèè âðåìåíè äëÿ êðóãîâîãî äâèæåíèÿ, ðàññìàòðè-
âàÿ óðàâíåíèÿ (3.85), êàê óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî êåïëåðîâñêî-
ãî äâèæåíèÿ. Äëÿ ýòîãî íóæíî ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ èñêî-
ìûõ ôóíêöèé x, y íà ýëåìåíòû êåïëåðîâñêîé îñêóëèðóþùåé îð-
áèòû êàê ôóíêöèè âðåìåíè è ïîäñòàâèòü â ôîðìóëû çàìåíû ïåðå-
ìåííûõ âìåñòî x, y ÷àñòíîå ðåøåíèå (3.87). Êðîìå òîãî, æåëàòåëü-
íî ðàññìîòðåòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, âûðàæåííûå â êåïëåðîâñêèõ
ýëåìåíòàõ, òî åñòü óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà, è ïðîâåðèòü, óäîâëåòâîðÿ-
þò ëè ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ êåïëåðîâñêèõ ýëåìåíòîâ ýòèì
óðàâíåíèÿì.

3.12.3. Ïåðåõîä ê ýëåìåíòàì êåïëåðîâñêîé îðáèòû

Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì çäåñü ïëîñêîå äâèæåíèå, íàì äî-
ñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ÷åòûðå êåïëåðîâ-
ñêèõ ýëåìåíòà: a — áîëüøàÿ ïîëóîñü, ðàçìåðíîñòü åäèíèöà äëèíû;
e— ýêñöåíòðèñèòåò, áåçðàçìåðíûé;M — ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ, ðàä; ω —
óãëîâîå ðàññòîÿíèå ïåðèöåíòðà îò âîñõîäÿùåãî óçëà îðáèòû, ðàä.

Íàðÿäó ñ áîëüøîé ïîëóîñüþ a â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà îðáèòû áó-
äåì ðàññìàòðèâàòü òàêæå ïàðàìåòð n, íàçûâàåìûé ñðåäíèì äâèæå-
íèåì è ñâÿçàííûé ñ a çàêîíîì

n =

√
µ

a3
.
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Ðàçìåðíîñòü ñðåäíåãî äâèæåíèÿ n — ðàäèàíû â åäèíèöó âðåìåíè.
Ñâÿçü ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò è êîìïîíåíò ñêîðîñòè ñ ýëå-

ìåíòàìè êåïëåðîâñêîé îðáèòû ìîæíî íàéòè â êíèãàõ (Äóáîøèí,
1975; Ñóááîòèí, 1968).

Â êåïëåðîâñêîì äâèæåíèè ñêîðîñòü V è ðàññòîÿíèå r ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì

V 2 = µ

[
2

r
− 1

a

]
, (3.88)

ãäå a — ïîñòîÿííàÿ.
Â ñëó÷àå êðóãîâîãî êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ ïðè e = 0 èìååì

r = a è
V 2
c =

µ

r
,

÷òî îòëè÷àåòñÿ îò (3.86). Ïîýòîìó îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÷àñòíîå ðåøå-
íèå óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ (3.85) íå ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíî ýëåìåíòàìè êåïëåðîâñêîé îñêóëèðóþùåé îðáèòû ñ ïîñòî-
ÿííûì íóëåâûì ýêñöåíòðèñèòåòîì. Â çàâèñèìîñòè îò çíàêà F (r)

èìååòñÿ âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâèòü âîçìóùåííîå êðóãîâîå äâèæåíèå
îäíèì èç äâóõ ñïîñîáîâ. Åñëè F (r) > 0, òî, ïîëîæèì

M = 0, r = a(1− e), ω = nc(t− t0),

à ýëåìåíòû a è e áóäåì ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûìè. Ñðàâíèâàÿ (3.86) è
(3.88), íàéäåì

e = F (r).

Òîãäà îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà âñåãäà íàõîäèòñÿ â ïå-
ðèöåíòðå îðáèòû, à ëèíèÿ àïñèä âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ nc.
Èñòèííàÿ v è ýêñöåíòðè÷åñêàÿ E àíîìàëèè ïîñòîÿííû è ðàâíû íó-
ëþ. Ýëåìåíò a íàéäåòñÿ ïî ôîðìóëå

a =
r

1− e
.

×àñòîòà nc îáðàùåíèÿ òî÷êè âîêðóã ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà âûðà-
çèòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòû êåïëåðîâñêîé îñêóëèðóþùåé îðáèòû ôîðìó-
ëîé

nc =

√
µ

a3

√
1 + e

(1− e)3/2
. (3.89)

Â ñëó÷àå −1 < F (r) < 0 ñëåäóåò ïîëîæèòü

M = π, r = a(1 + e),
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ãäå
e = −F (r).

Â ýòîì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òî÷êà âñåãäà íàõîäèòñÿ â àïîöåíòðå
îðáèòû, à ëèíèÿ àïñèä âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ nc. Èñòèííàÿ
è ýêñöåíòðè÷åñêàÿ àíîìàëèè v è E ïîñòîÿííû è ðàâíû π. Áîëüøàÿ
ïîëóîñü îðáèòû a è ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ëèíèè àïñèä íàéäóòñÿ ïî
ôîðìóëàì

a =
r

1 + e
, nc =

√
µ

a3

√
1− e

(1 + e)3/2
.

Çäåñü ìû íàøëè âûðàæåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ îñêóëèðóþùåé êåïëå-
ðîâñêîé îðáèòû êàê ôóíêöèé âðåìåíè äëÿ ÷àñòíûõ ðåøåíèé óðàâ-
íåíèé äâèæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êðóãîâûì îðáèòàì ìàòåðèàëü-
íîé òî÷êè âîêðóã ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà. Ôîðìóëû ïîëó÷åíû ïðè
ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f(r) ïðè óñëîâèè F (r) > −1. Ðàññìîòðèì
÷àñòíûé ñëó÷àé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ.

Ïóñòü äâèæåíèå òî÷êè ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòè ýêâàòîðà îñå-
ñèììåòðè÷íîé ïëàíåòû ïîä äåéñòâèåì åå ïðèòÿæåíèÿ. Â ðàçëîæå-
íèè ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì
ôóíêöèÿì âîçüìåì òîëüêî ãëàâíûé ÷ëåí è âòîðóþ çîíàëüíóþ ãàð-
ìîíèêó. Äëÿ áîëüøèõ ïëàíåò òàêèì îáðàçîì ó÷èòûâàåòñÿ äèíàìè-
÷åñêîå ñæàòèå ïëàíåòû â äâèæåíèè åå ñïóòíèêà. Òîãäà èìååì

R =
1

2
µJ2r

2
0

1

r3
, f(r) =

1

2
J2r

2
0

1

r2
, F (r) =

3

2
J2r

2
0

1

r2
.

Çäåñü âñåãäà F (r) > 0, è êðóãîâîå äâèæåíèå íà ëþáîì çàäàííîì
ðàññòîÿíèè r ïðåäñòàâëåíî êåïëåðîâñêîé îñêóëèðóþùåé îðáèòîé ñ
âðàùàþùåéñÿ ëèíèåé àïñèä, à òî÷êà íàõîäèòñÿ ïîñòîÿííî â ïåðè-
öåíòðå îðáèòû. Ýêñöåíòðèñèòåò è áîëüøàÿ ïîëóîñü òàêîé îðáèòû
îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

e =
3

2
J2r

2
0

1

r2
, a =

r

1− e
, (3.90)

à ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ëèíèè àïñèä íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå (3.89).
Ïîïûòàåìñÿ ñðàâíèòü ïîñòðîåííóþ çäåñü ìîäåëü êðóãîâîãî âîç-

ìóùåííîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ñ ìîäåëüþ êðóãîâîãî âîçìóùåííîãî
äâèæåíèÿ, ðàññìîòðåííîãî â ðàçäåëå 3.10. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ âîçìó-
ùåíèÿ îáóñëîâëåíû âòîðîé çîíàëüíîé ãàðìîíèêîé â ðàçëîæåíèè
ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû. Â ðàçäåëå 3.10 ðàäèóñ êðó-
ãîâîé îðáèòû ïîëó÷àëñÿ ðàâíûì âîçìóùåííîìó çíà÷åíèþ áîëüøîé
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ïîëóîñè a, à ÷àñòîòà îáðàùåíèÿ ñïóòíèêà áûëà ðàâíà âîçìóùåííî-
ìó çíà÷åíèþ ñðåäíåãî äâèæåíèÿ n. Ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâèè ñ ìî-
äåëüþ êðóãîâîãî äâèæåíèÿ, ïîñòðîåííîé çäåñü âûøå, ìû äîëæíû
ïîëîæèòü

a = r, n = nc.

Âûðàçèì òåïåðü ëåâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (3.83), èñïîëüçóÿ âû-
ðàæåíèå (3.89) äëÿ nc è ïðèâåäåííîå âûøå âûðàæåíèå r = a(1− e)

äëÿ r. Ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

a3n2 = µ

(
1 +

3

2
J2r

2
0

1

a2

)
,

÷òî â òî÷íîñòè âîñïðîèçâîäèò ñîîòíîøåíèå (3.83). Çäåñü òàê æå, êàê
è â ðàçäåëå 3.10, ìû ïðåíåáðåãëè ìàëûìè âåëè÷èíàìè ïîðÿäêà J2

2

ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé.
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ïîëíîå ñîîòâåòñòâèå äâóõ ðàññìîò-

ðåííûõ ìîäåëåé êðóãîâîãî âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêà.

3.12.4. Îñêóëèðóþùèå êåïëåðîâñêèå ýëåìåíòû îðáèòû ñïóòíèêà
â âîçìóùåííîì äâèæåíèè ïðè ìàëûõ ýêñöåíòðèñèòåòàõ

Â ÷àñòî èñïîëüçóåìîé ìîäåëè ïðåöåññèðóþùåãî ýëëèïñà ïðè
ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû, âêëþ÷àÿ ðàâíîå íóëþ,
ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ èçìåíÿåòñÿ ëèíåéíî ïî âðåìåíè. Ýòî íàõîäèòñÿ â
ïðîòèâîðå÷èè ñ âûâîäîì î òîì, ÷òî âîçìóùåííîå äâèæåíèå ïî êðó-
ãîâîé îðáèòå âîçìîæíî òîëüêî ïðè íåêîòîðîì íåíóëåâîì çíà÷åíèè
ýêñöåíòðèñèòåòà è ñðåäíåé àíîìàëèè ïîñòîÿííîé è ðàâíîé íóëþ.
Èíòåðåñíî áûëî áû âûÿñíèòü, êàê èçìåíÿþòñÿ ýëåìåíòû êåïëåðîâ-
ñêîé îñêóëèðóþùåé îðáèòû ïðè äâèæåíèè ñïóòíèêà ïîä äåéñòâè-
åì ïðèòÿæåíèÿ ñæàòîé ïëàíåòû. Ïîñêîëüêó òî÷íîãî àíàëèòè÷åñêî-
ãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íå íàéäåíî, àíàëèç ìîæíî âûïîëíèòü òîëü-
êî ïî ðåçóëüïàòàì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñíîâà äâèæåíèå ñïóòíèêà îñåñèììåòðè÷íîé ïëàíå-
òû â ïëîñêîñòè ýêâàòîðà. Âîçüìåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (3.85) ñ ñè-
ëîâîé ôóíêöèåé

U =
µ

r
+

1

2
µJ2

r20
r3

.

Çäåñü èç ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû âçÿòû
îñíîâíîé ÷ëåí è âòîðàÿ çîíàëüíàÿ ãàðìîíèêà.
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Àâòîðîì áûëî âûïîëíåíî ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ýòèõ óðàâ-
íåíèé (3.85) è ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò x, y è êîìïîíåíò ñêî-
ðîñòè ñïóòíèêà ẋ, ẏ äëÿ ðÿäà ìîìåíòîâ âðåìåíè ñ ïîñòîÿííûì øà-
ãîì. Çàòåì, íåçàâèñèìî îò âîçìîæíûõ ïðèáëèæåííûõ àíàëèòè÷å-
ñêèõ ðåøåíèé, â ïîëó÷åííîì òî÷íîì ðåøåíèè ñäåëàåì çàìåíó ïå-
ðåìåííûõ x, y, ẋ, ẏ íà ïåðåìåííûå a(t), e(t),M(t), ω(t) ïî ôîðìóëàì
êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ. Ïîñìîòðèì, êàê èçìåíÿþòñÿ ýòè ïåðåìåí-
íûå âî âðåìåíè ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

Tàêèå âû÷èñëåíèÿ áûëè ñäåëàíû, ïðèâîäèì çäåñü ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû. Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð µ è
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ áûëè âçÿòû ïðèáëèçèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùè-
ìè áëèçêîìó ñïóòíèêó Þïèòåðà Àäðàñòåÿ. Äëÿ Þïèòåðà µ =

126712763.92 êì3/ñ2, J2 = 0.014736, r0 = 71398.0 êì. Íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ ìû âçÿëè òàê, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè êîîð-
äèíàòà y ðàâíà íóëþ, à âåêòîð íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ïåðïåíäèêó-
ëÿðåí îñè x. Çíà÷åíèå íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ x0, ïðèìåðíî ñî-
îòâåòñòâóþùåå ñïóòíèêó Þïèòåðà Àäðàñòåÿ, áûëî âçÿòî ðàâíûì
127748.2879217545 êì. Âû÷èñëåíèÿ ñäåëàíû äëÿ ðÿäà çíà÷åíèé íà-
÷àëüíîé ñêîðîñòè V . Â ïåðâîì âàðèàíòå çíà÷åíèå ñêîðîñòè áûëî
âçÿòî ñîîòâåòñòâóþùèì êðóãîâîìó äâèæåíèþ, V = Vc (3.86). Â ñëå-
äóþùèõ âàðèàíòàõ âû÷èñëåíèÿ áûëè ñäåëàíû äëÿ V > Vc. Èíòåð-
âàë âðåìåíè èíòåãðèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâîâàë äâóì îáîðîòàì ñïóò-
íèêà âîêðóã ïëàíåòû.

Ðåçóëüòàòû èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè îñêóëèðóþùèõ ýëåìåíòîâM ,
ω ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3.2-3.5. Ñïëîøíîé òîíêîé ëèíèåé ïîêàçàíû
çíà÷åíèÿ ñðåäíåé àíîìàëèèM , øòðèõîâîé ëèíèåé — çíà÷åíèÿ ω, à
æèðíîé ëèíèåé — çíà÷åíèÿ ñóììû M +ω, òî åñòü ñðåäíåé äîëãîòû
â îðáèòå. Íà ðèñ. 3.2 âèäíî, ÷òî ïðè V = Vc (êðóãîâîå äâèæåíèå)
ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ M îñòàåòñÿ ðàâíîé íóëþ, à ãðàôèê ω ñëèâàåòñÿ
ñ ãðàôèêîì ñðåäíåé äîëãîòû M + ω è ïîêàçûâàåò ëèíåéíîå âðàùå-
íèå ëèíèè àïñèä ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ îáðàùåíèÿ ñïóòíèêà âîêðóã
ïëàíåòû. Ïðè ñëåäóþùåì áîëüøåì çíà÷åíèè íà÷àëüíîé ñêîðîñòè íà
ðèñ. 3.3 âèäíî, ÷òî íà èçìåíåíèÿM è ω íàêëàäûâàþòñÿ ñèëüíûå êî-
ëåáàíèÿ â ïðîòèâîôàçå äðóã äðóãó, à ñðåäíÿÿ äîëãîòà ïî-ïðåæíåìó
ëèíåéíî âîçðàñòàåò âî âðåìåíè. Äëÿ ñëåäóþùåãî çíà÷åíèÿ íà÷àëü-
íîé ñêîðîñòè íà ðèñ. 3.4 íàñòóïàåò êðèòè÷åñêèé õàðàêòåð èçìåíå-
íèÿ ýëåìåíòîâ. Êîëåáàíèÿ ýëåìåíòîâ M è ω èìåþò àìïëèòóäó äî
ïîëîâèíû îáîðîòà. Ïðè ýòîì äîëãîòà ïî-ïðåæíåìó ëèíåéíî âîçðàñ-
òàåò âî âðåìåíè. Äëÿ ñëåäóþùåãî çíà÷åíèÿ íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ãðà-
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Ðèñ. 3.2. Èçìåíåíèå ñðåäíåé àíîìàëèèM , óãëîâîãî ðàññòîÿíèÿ ïåðèöåíòðà
îò óçëà îðáèòû ω è M + ω äëÿ íà÷àëüíîé ñêîðîñòè êðóãîâîãî äâèæåíèÿ.
Ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ ðàâíà íóëþ. Ëèíèÿ àïñèä âðàùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðî-

ñòüþ îáðàùåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè âîêðóã öåíòðàëüíîãî òåëà.

ôèêè íà ðèñ. 3.5 ïîêàçûâàþò, ÷òî M è ω îáìåíÿëèñü õàðàêòåðàìè
èçìåíåíèÿ. Òåïåðü â ñðåäíåé àíîìàëèèM íà ëèíåéíîå âîçðàñòàíèå
âî âðåìåíè íàêëàäûâàþòñÿ êîëåáàíèÿ, à ω èìååò ïåðèîäè÷åñêîå èç-
ìåíåíèå ñ íåáîëüøèì ëèíåéíûì õîäîì.

×òîáû ðàçëè÷àòü äâà êà÷åñòâåííûõ õàðàêòåðà èçìåíåíèÿ ñðåä-
íåé àíîìàëèè, ìû áóäåì íàçûâàòü ìîíîòîííîå âîçðàñòàíèå ñðåäíåé
àíîìàëèè öèðêóëÿöèîííûì èçìåíåíèåì. Ñëó÷àè, êîãäà ñðåäíÿÿ àíî-
ìàëèÿ èñïûòûâàåò êîëåáàíèÿ îòíîñèòåëüíî íóëåâîãî çíà÷åíèÿ, áó-
äåì íàçûâàòü ëèáðàöèîííûì èçìåíåíèåì.

Èç ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðîâ âèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå
ñåïàðàòðèñíîå çíà÷åíèå íà÷àëüíîé ñêîðîñòè V = Vs, ðàçäåëÿþùåå
äâà ðàçëè÷íûõ ïî õàðàêòåðó ñåìåéñòâà ðåøåíèé.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èçìåíåíèå ýêñöåíòðèñèòåòà â ðàññìîòðåí-
íûõ ñåìåéñòâàõ ðåøåíèé. Íà ðèñ. 3.6 òî÷êàìè íà êîíöåíòðè÷åñêèõ
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Ðèñ. 3.3. Èçìåíåíèå ñðåäíåé àíîìàëèè M , óãëîâîãî ðàññòîÿíèÿ ïåðèöåí-
òðà îò óçëà îðáèòû ω èM +ω äëÿ íà÷àëüíîé ñêîðîñòè, íåçíà÷èòåëüíî ïðå-
âûøàþùåé ñêîðîñòü êðóãîâîãî äâèæåíèÿ. Ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ êîëåáëåòñÿ
îòíîñèòåëüíî íóëåâîãî çíà÷åíèÿ ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì ïåðèîäó îáðàùåíèÿ.

îêðóæíîñòÿõ ïîêàçàíû ãðàôèêè èçìåíåíèÿ ýêñöåíòðèñèòåòà e è
ñðåäíåé àíîìàëèè M äëÿ ðÿäà çíà÷åíèé íà÷àëüíîé ñêîðîñòè. Ïî
îñè àáñöèññ îòëîæåíû çíà÷åíèÿ e cosM , à ïî îñè îðäèíàò çíà÷åíèÿ
e sinM . Òàêèì îáðàçîì, ðàññòîÿíèå òî÷êè îò íà÷àëà êîîðäèíàò (0, 0)
íà ãðàôèêàõ äàåò íàì çíà÷åíèå ýêñöåíòðèñèòåòà, à óãîë ìåæäó öåí-
òðàëüíûì íàïðàâëåíèåì è îñüþ àáñöèññ — çíà÷åíèå ñðåäíåé àíîìà-
ëèè M . Ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå êðóãîâîìó äâèæåíèþ (V = Vc),
ïîêàçàíî íà ãðàôèêå òî÷êîé, â êîòîðîé M = 0, à ýêñöåíòðèñèòåò e

èìååò çíà÷åíèå, âû÷èñëÿåìîå ïî ôîðìóëå (3.90). Íà ðèñ. 3.6 âèä-
íû äâà ðåøåíèÿ ïðè çíà÷åíèÿõ V , áîëüøèõ Vc , â êîòîðûõ ñðåä-
íÿÿ àíîìàëèÿM èñïûòûâàåò êîëåáàíèÿ âîçëå íóëÿ, à ýêñöåíòðèñè-
òåò èçìåíÿåòñÿ â íåáîëüøèõ ïðåäåëàõ. Çíà÷êîì «s» ïîêàçàíî íåêî-
òîðîå ÷àñòíîå ðåøåíèå, â êîòîðîì ýêñöåíòðèñèòåò èçìåíÿåòñÿ îò
íåêîòîðîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ äî íóëÿ, à ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ
êîëåáëåòñÿ â ïðåäåëàõ (−π, π). Íà ãðàôèêàõ ïîêàçàíû òàêæå äâà ðå-
øåíèÿ, â êîòîðûõ ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿM èìååò öèðêóëÿöèîííûé õà-
ðàêòåð äâèæåíèÿ, ïðè ýòîì ýêñöåíòðèñèòåò èçìåíÿåòñÿ â íåêîòîðûõ
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Ðèñ. 3.4. Êðèòè÷åñêèé õàðàêòåð èçìåíåíèÿ ñðåäíåé àíîìàëèè M , óãëîâîãî
ðàññòîÿíèÿ ïåðèöåíòðà îò óçëà îðáèòû ω è ñðåäíåé àíîìàëèè M + ω ïðè
íåêîòîðîì ÷àñòíîì çíà÷åíèè íà÷àëüíîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ. Ñðåäíÿÿ àíî-
ìàëèÿ è óãëîâîå ðàññòîÿíèå ïåðèöåíòðà îò óçëà èñïûòûâàþò êîëåáàíèÿ â

ïðîòèâîôàçå ñ áîëüøîé àìïëèòóäîé.

íåáîëüøèõ ïðåäåëàõ. ×àñòíîå ðåøåíèå «s» ðàçäåëÿåò äâà ñåìåéñòâà
ðåøåíèé ñ ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè èçìåíåíèé ýêñöåíòðèñèòåòà è
ñðåäíåé àíîìàëèè. Ðåøåíèå ñ òàêèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ìû
íàçûâàåì ñåïàðàòðèñíûì.

Íà ðèñ. 3.6 òîíêèìè ëèíèÿìè èçîáðàæåíî åùå îäíî ñåìåéñòâî
èçìåíåíèé ýëåìåíòîâ. Ýòî ñåìåéñòâî ïîëó÷åíî íà îñíîâå àíàëèòè-
÷åñêîãî ðåøåíèÿ îáîáùåííîé çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ,
ðàññìîòðåíííîé âûøå â ñïåöèàëüíîì ðàçäåëå. Íà ðèñóíêå âèäíî,
÷òî ýòî ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðî-
âàíèÿ ïî êðàéíå ìåðå ñ òî÷íîñòüþ èçîáðàæåíèÿ ëèíèé íà ãðàôèêàõ.

Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò âûâîä î òîì, ÷òî ìîäåëü
ïðåöåññèðóþùåãî ýëëèïñà ñ ïîñòîÿííûì ýêñöåíòðèñèòåòîì êàê âà-
ðèàíò ïðèáëèæåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íå îòðàæàåò êà÷å-
ñòâåííóþ êàðòèíó ñåìåéñòâ ðåøåíèé.

Â ðàáîòå (Åìåëüÿíîâ, 2015) âûâåäåíû ïåðâûå èíòåãðàëû äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å. Îíè
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Ðèñ. 3.5. Èçìåíåíèÿ ñðåäíåé àíîìàëèèM , óãëîâîãî ðàññòîÿíèÿ ïåðèöåíòðà
îò óçëà îðáèòû ω è ñðåäíåé äîëãîòûM+ω ïðè íà÷àëüíîé ñêîðîñòè, ïðåâû-
øàþùåé êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò

ñî âðåìåíåì.

ïîìîãëè íàéòè òàêèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, êîòîðûå ðàçäåëÿþò äâà
ñåìåéñòâà ðåøåíèé ñ ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè èçìåíåíèé ýêñöåí-
òðèñèòåòà è ñðåäíåé àíîìàëèè, ò.å. íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñåïàðàòðèñ-
íîãî ðåøåíèÿ.

Â ýòîé öèòèðóåìîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî â ñåïàðàòðèñíîì äâè-
æåíèè ðàññòîÿíèå èçìåíÿåòñÿ îò íåêîòîðîãî ìèíèìàëüíîãî çíà÷å-
íèÿ, ïðè êîòîðîì ýêñöåíòðèñèòåò ìàêñèìàëåí, äî ìàêñèìàëüíîãî
çíà÷åíèÿ, êîãäà ýêñöåíòðèñèòåò ðàâåí íóëþ.

Îòìåòèì, ÷òî â ñåïàðàòðèñíîì ðåøåíèè â ìîìåíòû, êîãäà èñòèí-
íàÿ àíîìàëèÿ ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå ïðè íóëåâîì ýêñöåíòðè-
ñèòåòå, ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ òîæå ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå.

Íà ïðèìåðå äâèæåíèÿ ñïóòíèêà Þïèòåðà, ðàññìîòðåííîãî âû-
øå, â ðàáîòå (Åìåëüÿíîâ, 2015) ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå òî÷íîñòè
ïðåäñòàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ñæàòîé ïëàíåòû äâóìÿ ðàññìîò-
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Ðèñ. 3.6. Èçìåíåíèÿ ñðåäíåé àíîìàëèè M è ýêñöåíòðèñèòåòà e â òî÷íîì
ðåøåíèè (òî÷êè), â óòî÷íåííîé ìîäåëè, îñíîâàííîé íà ðåøåíèè îáîáùåí-
íîé çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ (îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùèå ïî òî÷-
êàì) è â ìîäåëè ïðåöåññèðóþùåãî ýëëèïñà (êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè

ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò).

ðåííûìè ìîäåëÿìè: ìîäåëüþ ïðåöåññèðóþùåãî êåïëåðîâñêîãî ýë-
ëèïñà (ÏÝ) è ìîäåëüþ, îñíîâàííîé íà ðåøåíèè îáîáùåííîé çàäà÷è
äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ, è êîòîðóþ áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâàìè
ÓÌ (óòî÷íåííàÿ ìîäåëü). Â êà÷åñòâå îïîðíûõ ðåøåíèé áûëî âçÿòî
ñåìåéñòâî ðåøåíèé, ïîëó÷åííîå ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì óðàâ-
íåíèé äâèæåíèÿ ñæàòîé ïëàíåòû íà èíòåðâàëå âðåìåíè äâóõ îáîðî-
òîâ ñïóòíèêà âîêðóã ïëàíåòû. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ïîçâîëÿþò
ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû. Ïîãðåøíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ òî÷íîãî
ðåøåíèÿ ìîäåëüþ ðåøåíèÿ îáîáùåííîé çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ
öåíòðîâ â 120 ðàç ìåíüøå, ÷åì ïîãðåøíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ìîäåëüþ
ïðåöåññèðóþùåãî ýëëèïñà, äëÿ âñåõ âàðèàíòîâ íà÷àëüíûõ óñëîâèé.
Äëÿ îáåèõ ìîäåëåé ïîãðåøíîñòü óáûâàåò ïðè ïðèáëèæåíèè òðàåê-
òîðèè ê êðóãîâîé.

Â ðàáîòå (Åìåëüÿíîâ, 2015) ñäåëàíà òàêæå ïîïûòêà ïðåäñòàâèòü
äâóìÿ ðàññìîòðåííûìè àëèòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè ÏÝ è ÓÌ ýôåìå-
ðèäû ÷åòûðåõ áëèçêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà, ïîñòðîåííûå ñ ïîìî-
ùüþ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íà îñíîâå
èìåþùèõñÿ íàáëþäåíèé. Ïðè ïîñòðîåíèè ýòèõ ýôåìåðèä ó÷èòû-
âàëèñü âîçìóùåíèÿ îò ïðèòÿæåíèÿ Ãàëèëååâûõ ñïóòíèêîâ Þïèòå-
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ðà, âîçìóùàþùåå äåéñòâèå êîòîðûõ çíà÷èòåëüíî è íå ó÷èòûâàåòñÿ
â àíàëèòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ. Ïîñêîëüêó ðàññîãëàñîâàíèÿ, âûçâàííûå
ïðåíåáðåæåíèåì ýòèìè âîçìóùàþùèìè ôàêòîðàìè, ïðåâàëèðóþò,
òî ðàññîãëàñîâàíèÿ îêàçàëèñü ëèøü íåìíîãî ìåíüøå ïðè èñïîëü-
çîâàíèè ìîäåëè, îñíîâàííîé íà ðåøåíèè îáîáùåííîé çàäà÷è äâóõ
íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ, ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîäåëüþ ïðåöåññèðóþùåãî
ýëëèïñà. Îáå ìîäåëè ñ ïî÷òè îäèíàêîâîé òî÷íîñòüþ ïðåäñòàâëÿþò
äâèæåíèå óïîìÿíóòûõ âûøå ñïóòíèêîâ Þïèòåðà.

3.13. Ïîñòðîåííûå àíàëèòè÷åñêèå òåîðèè äâèæåíèÿ
ñïóòíèêîâ ïëàíåò

3.13.1. Àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà Íåïòóíà
Òðèòîí

Áîëåå ïîäðîáíî ðàññìîòðèì àíàëèòè÷åñêóþ òåîðèþ äâèæå-
íèÿ ñïóòíèêà Íåïòóíà Òðèòîí, ïîñòðîåííóþ â ðàáîòå (Emelyanov,
Samorodov, 2015). Êî âðåìåíè âûïîëíåíèÿ ýòîé ðàáîòû óæå ñóùå-
ñòâîâàëè íåñêîëüêî âåðñèé ìîäåëè äâèæåíèÿ ýòîãî ñïóòíèêà, îñ-
íîâàííûõ íà ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé äâèæåíèÿ. Îäíàêî î÷åíü âûãîäíîå ñîîòíîøåíèå âîçìóùàþ-
ùèõ ôàêòîðîâ è ïîäõîäÿùèå ñâîéñòâà îðáèòû Òðèòîíà ïîçâîëèëè
àâòîðàì ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ïðåèìóùåñòâà àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè
ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ñèñòåìà Òðèòîí –Íåïòóí õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè ïðèáëè-
æåííûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ (Jacobson, Riedel, Taylor, 1991).
Ýêâàòîðèàëüíûé ðàäèóñ Íåïòóíà ñîñòàâëÿåò 25225 êì, ðàäèóñ Òðèòî-
íà ðàâåí 1350 êì. Îòíîøåíèå ìàññû ñïóòíèêà ê ìàññå ïëàíåòû ñî-
ñòàâëÿåò 0.0002089.

Òðèòîí îáðàùàåòñÿ âîêðóã ïëàíåòû ïî ïî÷òè êðóãîâîé îðáèòå
ñ ïåðèîäîì 5.87685244989 ñóòîê íà ðàññòîÿíèè 354700 êì. Íàêëîí
îðáèòû ê ýâàòîðó ïëàíåòû ðàâåí ïðèìåðíî 156.66 ãðàäóñîâ. Ïðÿìîå
âîñõîæäåíèå è ñêëîíåíèå ñåâåðíîãî ïîëþñà Íåïòóíà ðàâíû ïðè-
áëèçèòåëüíî 299.5 è 43.6 ãðàäóñîâ, ñîîòâåòñòâåííî. Íà äâèæåíèå
ñïóòíèêà âëèÿåò äèíàìè÷åñêîå ñæàòèå Íåïòóíà è ãðàâèòàöèîííîå
ïðèòÿæåíèå Ñîëíöà. Ïðèòÿæåíèå äðóãèõ ñïóòíèêîâ Íåïòóíà ïðå-
íåáðåæèìî ìàëî.

Êðèòåðèåì íåîáõîäèìîñòè ó÷åòà òåõ èëè èíûõ âîçìóùåíèé ÿâ-
ëÿåòñÿ òî÷íîñòü íàáëþäåíèé. Ïîýòîìó áûë ïðîâåäåí àíàëèç âñåõ
âîçìîæíûõ âîçìóùåíèé â ýëåìåíòàõ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû Òðè-
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òîíà. ×ëåíû ðàçëîæåíèÿ âîçìóùàþùåé ôóíêöèè, êîòîðûå äàþò
âêëàä â âèäèìûå êîîðäèíàòû ñïóòíèêà, íå ïðåâûøàþùèå òî÷íîñòü
íàáëþäåíèé, áûëè îòáðîøåíû. Èç ïðåäøåñòâóþùèõ ðàáîò äðóãèõ
àâòîðîâ áûëî ÿñíî, ÷òî ýêñöåíòðèñèòåò îðáèòû Òðèòîíà ïðåíåáðå-
æèìî ìàë. Ïîýòîìó îðáèòà çàðàíåå ïðèíèìàëàñü êðóãîâîé. Ñäåëàí-
íûå àâòîðàìè ñòàòüè (Emelyanov, Samorodov, 2015) îöåíêè êîðîò-
êîïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèé â ýëåìåíòàõ êðóãîâîé êåïëåðîâñêîé
îðáèòû ïîêàçàëè, ÷òî èõ ó÷èòûâàòü íå íóæíî. Îñòàåòñÿ íåîáõîäè-
ìûì ó÷åò òîëüêî âåêîâûõ è äîëãîïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèé ïåð-
âîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè.

Èç óðàâíåíèé Ëàãðàíæà (3.39) ñëåäóåò, ÷òî äîëãîïåðèîäè÷åñêèõ
âîçìóùåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà â áîëüøîé ïîëóîñè îðáèòû íå áóäåò.
Îíè ìîãóò ïîðîæäàòüñÿ òîëüêî ÷ëåíàìè âîçìóùàþùåé ôóíêöèè, íå
ñîäåðæàùèìè ñðåäíþþ àíîìàëèþM , à òàêèå ÷ëåíû ïðè ïîäñòàíîâ-
êå â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî áîëüøîé ïîëóîñè äàþò
íóëü. Ïîýòîìó â öèòèðóåìîé ðàáîòå (Emelyanov, Samorodov, 2015)
áîëüøàÿ ïîëóîñü a ïðèíèìàëàñü ïîñòîÿííîé.

Òðèòîí ñâîèì ïðèòÿæåíèåì âëèÿåò íà âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå
Íåïòóíà. Ïîýòîìó îñü âðàùåíèÿ ïëàíåòû ïðåöåññèðóåò ñèíõðîííî
ñ äâèæåíèåì ïëîñêîñòè îðáèòû Òðèòîíà âîêðóã âåêòîðà ñóììàð-
íîãî ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ïëàíåòû è ñïóòíèêà. Ïîñòîÿí-
íûé óãîë ìåæäó ýòèìè îñÿìè ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 0.506 ãðàäóñà
(Jacobson, 2009). Óãëû íàêëîíà îðáèòû îòíîñèòåëüíî îñè âðàùå-
íèÿ ïëàíåòû è îòíîñèòåëüíî âåêòîðà ñóììàðíîãî ìîìåíòà êîëè÷å-
ñòâà äâèæåíèÿ òàêæå îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Êàê ïîêàçàíî â ðà-
áîòå (Jacobson, 2009), òàêàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ ïëàíåòû è ñïóòíèêà
íàèáîëåå áëèçêà ê äåéñòâèòåëüíîñòè. Íåáîëüøèå îòêëîíåíèÿ îò íåå
ìîãóò âûçâàòü ëèøü âîçìóùåíèÿ îò ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà.

Ðàññìîòðèì ïðèíÿòûå â ýòîé òåîðèè ñèñòåìû êîîðäèíàò. Îñ-
íîâíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ñâÿçàíà ñ íåïîäâèæíûì âåêòîðîì ñóì-
ìàðíîãî ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ïëàíåòû è ñïóòíèêà. Îñü z

ñèñòåìû íàïðàâëåíà âäîëü ýòîãî âåêòîðà, îñü x — ïî ëèíèè ïåðå-
ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè xy ñ ïëîñêîñòüþ ãåîýêâàòîðà òàê, ÷òîáû îñü y

áûëà íàêëîíåíà ê ïëîñêîñòè ãåîýêâàòîðà ïîä îñòðûì óãëîì. Áóäåì
íàçûâàòü â äàëüíåéøåì òàêóþ ñèñòåìó îðáèòàëüíîé ñèñòåìîé êî-
îðäèíàò.

Ðàñïîëîæåíèå ïëîñêîñòåé îðáèò Òðèòîíà è Ñîëíöà, à òàêæå
ïëîñêîñòè ãåîýêâàòîðà â îðáèòàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïîêàçàíî
íà ðèñ. 3.7.
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Ðèñ. 3.7. Ðàñïîëîæåíèå îñíîâíûõ ïëîñêîñòåé â òåîðèè äâèæåíèÿ Òðèòîíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç xg , yg , zg îñè ïëàíåòîöåíòðè÷åñêîé ãåîýêâàòî-
ðèàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ñâÿçü ýòèõ êîîðäèíàò ñ êîîðäèíàòà-
ìè îðáèòàëüíîé ñèñòåìû çàäàåòñÿ ïðÿìûì âîñõîæäåíèåì α0 è ñêëî-
íåíèåì δ0 îñè z. Ïåðåõîä ê êîîðäèíàòàì xg , yg , zg îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëàì

xg = − sinα0 x− cosα0 sin δ0 y + cosα0 cos δ0 z,

yg = cosα0 x− sinα0 sin δ0 y + sinα0 cos δ0 z,

zg = cos δ0 y + sin δ0 z.

(3.91)

Ïàðàìåòðû α0, δ0 çàðàíåå íåèçâåñòíû. Èõ ìîæíî îïðåäåëèòü òîëüêî
èç íàáëþäåíèé äâèæåíèÿ ñïóòíèêà.

Îñíîâíîé ôàêòîð íåñôåðè÷íîñòè Íåïòóíà — ýòî âòîðàÿ çîíàëü-
íàÿ ãàðìîíèêà ðàçëîæåíèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ. Äîëãî-
ïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ýòîò ôàêòîð âûçâàòü
íå ìîæåò. Îñü ñèììåòðèè Íåïòóíà îñòàåòñÿ íåïîäâèæíîé â îðáè-
òàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò è îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè îðáèòû Òðè-
òîíà. Â èòîãå, â ýëåìåíòàõ êåïëåðîâñêîé îñêóëèðóþùåé îðáèòû íå
ìîæåò áûòü äîëãîïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèé, âûçâàííûõ íåñôå-
ðè÷íîñòüþ ïëàíåòû. Åñëè ïðåíåáðå÷ü âîçìóùåíèÿìè îò ïðèòÿæå-
íèÿ Ñîëíöà, òî äâèæåíèå ñïóòíèêà äîëæíî ïðîèñõîäèòü ïî ïëîñêîé
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îðáèòå, ïðåöåññèðóþùåé ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ è ïîñòî-
ÿííûì íàêëîíîì ê îñíîâíîé ïëîñêîñòè.

Â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ðàäèóñ îðáèòû a, íàêëîí I , àðãóìåíò
øèðîòû u, äîëãîòà âîñõîäÿùåãî óçëà Ω çàäàþò ïîëîæåíèå ñïóòíè-
êà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ïëàíåòû â îðáèòàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
Òðè èç ýòèõ âåëè÷èí ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âðåìåíè

I = I0 + δI(t),

u = u0 + u̇(t− t0) + δu(t),

Ω = Ω0 + Ω̇(t− t0) + δΩ(t),

(3.92)

ãäå I0, u0, u̇, Ω0, Ω̇ — ïîñòîÿííûå, t0 — íåêîòîðàÿ çàäàííàÿ íà÷àëü-
íàÿ ýïîõà, à δI(t), δu(t), δΩ(t) — äîëãîïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ.

Â ñèëó ïðèíÿòûõ óïðîùåíèé ôîðìóëû êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ
âûðîæäàþòñÿ â ñëåäóþùèå ïðîñòûå ñîîòíîøåíèÿ

x = a (cosu cosΩ− sinu sinΩ cos I),

y = a (cosu sinΩ+ sinu cosΩ cos I),

z = a sinu sin I.

(3.93)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè äâèæåíèÿ Òðèòîíà ïðè ñäåëàííûõ äî-
ïóùåíèÿõ îñòàåòñÿ îïðåäåëèòü äîëãîïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ
δI(t), δu(t), δΩ(t), îáóñëîâëåííûå ïðèòÿæåíèåì Ñîëíöà.

Ðàçëîæåíèå âîçìóùàþùåé ôóíêöèè R′ áûëî âçÿòî èç êíèãè
(Ìþððåé, Äåðìîòò, 2010). Ýòî ðàçëîæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðÿä
ïî ñòåïåíÿì îòíîøåíèÿ a/a′, ãäå a′ — áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáè-
òû Ñîëíöà âîêðóã ïëàíåòû. Ðÿä íà÷èíàåòñÿ ñ ÷ëåíà, ñîäåðæàùåãî
(a/a′)2.

Ñäåëàíû äîïîëíèòåëüíûå îáîñíîâàííûå óïðîùåíèÿ. Òàê êàê
áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû Òðèòîíà a = 354700 êì, à ñðåäíåå ðàñ-
ñòîÿíèå Íåïòóíà îò Ñîëíöà ñîñòàâëÿåò 4504449760 êì, òî a/a′ =

0.000078757455.
Â òåîðèè äâèæåíèÿ Òðèòîíà ïðåíåáðåãàåì áîëåå âûñîêèìè ñòå-

ïåíÿìè ýòîãî îòíîøåíèÿ è îñòàâëÿåì â ðàçëîæåíèè òîëüêî ÷ëåíû
ñ (a/a′)2. Êðîìå òîãî ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Ñîëíöå äâèæåòñÿ ïî êðóãî-
âîé îðáèòå â íåèçìåííîé ïëîñêîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç i′ è Ω′ íàêëîí
è äîëãîòó âîñõîäÿùåãî óçëà îðáèòû Ñîëíöà â îðáèòàëüíîé ñèñòåìå
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Òàáëèöà 3.2. Ïàðàìåòðû ìîäåëè äâèæåíèÿ Ñîëíöà ïî ñðåäíèì ýëåìåí-
òàì èç ðàáîòû (Simon et al., 1994) è îïðåäåëåííûå ñ ïîìîùüþ ýôåìåðèä

INPOP10.

Ïàðàìåòð Ïî ñðåäíèì Ïî ýôåìåðèäå

ýëåìåíòàì INPOP 10

a′, êì 4504449760 4499478064

i′, ãðàä 27.923658 27.923678

Ω′, ãðàä 200.788305 200.788181

u′
0, ãðàä 258.329018 258.727508

u̇′, ãðàä/ñóò 0.00598182615 0.00598084154

êîîðäèíàò. Ïîëàãàåì, ÷òî i′ è Ω′ ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûìè ïîñòîÿííû-
ìè âåëè÷èíàìè, à àðãóìåíò øèðîòû Ñîëíöà u′ åñòü èçâåñòíàÿ ëè-
íåéíàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè u′ = u′

0 + u̇′(t − tS), ãäå tS — íåêîòîðàÿ
çàäàííàÿ ýïîõà. Âåëè÷èíû i′ è Ω′, u′

0, u̇
′ ìîæíî îïðåäåëèòü, èñïîëü-

çóÿ ñðåäíèå ýëåìåíòû îðáèòû Íåïòóíà, êîòîðûå ìîæíî âçÿòü, íà-
ïðèìåð, èç ðàáîòû (Simon et al., 1994). Îäíàêî â ðàáîòå (Emelyanov,
Samorodov, 2015) ïàðàìåòðû ìîäåëè äâèæåíèÿ Ñîëíöà áûëè îïðå-
äåëåíû ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïî ãåëèîöåíòðè÷åñêèì êî-
îðäèíàòàì Ñîëíöà, âû÷èñëåííûì íà ðÿä ìîìåíòîâ âðåìåíè ñ øà-
ãîì 10 ñóòîê íà èíòåðâàëå âðåìåíè ñ 1800 ïî 2200 ãîä ñ ïîìîùüþ
ýôåìåðèä INPOP10 (Fienga et al., 2011). Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ äà-
íû â òàáë. 3.2. Äëÿ íà÷àëüíîé ýïîõè tS ïàðàìåòðà u′

0 âçÿò ìîìåíò
JD=2451545.0 (TT).

Â èòîãå ñäåëàííûõ óïðîùåíèé âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ ïðèíè-
ìàåò âèä

R′ =
Gm′

a′

( a

a′

)2 2∑
k=0

(2− δ0,k)
(2− k)!

(2 + k)!

2∑
p′=0

′

F2k1(I)F2kp′(i′)×

× cos[(2− 2p′)u′ + k(Ω′ − Ω)] ,

ãäå m′ — ìàññà Ñîëíöà, ñèìâîë Êðîíåêåðà δ0,k = 1 ïðè k = 0 è
δ0,k = 0 ïðè k ̸= 0, à øòðèõ ó çíàêà âòîðîé ñóììû îçíà÷àåò, ÷òî
ïðîïóùåíî ñëàãàåìîå ïðè k = 0 è p′ = 1, ñîîòâåòñòâóþùåå âåêîâî-
ìó ÷ëåíó. ×åðåç F2k1(I) îáîçíà÷åíû ôóíêöèè íàêëîíà. Â ðåçóëüòàòå
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âûðàæåíèå ñîäåðæèò 8 ñëàãàåìûõ, äâà èç êîòîðûõ ðàâíû ìåæäó ñî-
áîé, ïîñêîëüêó F200(i

′) = F202(i
′). Íåîáõîäèìûå ôóíêöèè íàêëîíà

ìîæíî âçÿòü èç êíèãè (Êàóëà, 1970).
Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà îòíîñèòåëüíî δI(t), δu(t), δΩ(t) ðåøàëèñü

ìåòîäîì ìàëîãî ïàðàìåòðà. Îïðåäåëÿëèñü âîçìóùåíèÿ ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà îòíîñèòåëüíî ìàëîãî ïàðàìåòðà (m′/m)(a/a′)3. Êðîìå òîãî,
ïðèíèìàëîñü âî âíèìàíèå òî, ÷òî âåêîâûå âîçìóùåíèÿ îò âòîðîé
çîíàëüíîé ãàðìîíèêè ñ êîýôôèöèåíòîì J2 â ýëåìåíòàõ u, Ω çàâèñÿò
îò ýëåìåíòà I(t), êîòîðûé ïîäâåðæåí äîëãîïåðèîäè÷åñêèì âîçìó-
ùåíèÿì. Çäåñü ôàêòè÷åñêè îïðåäåëÿëèñü âîçìóùåíèÿ âòîðîãî ïî-
ðÿäêà â ìåòîäå ìàëîãî ïàðàìåòðà Ïóàíêàðå ïî ñïîñîáó Ïóàññîíà,
êàê ïðåäïèñàíî âûøå. Ýòè âîçìóùåíèÿ ñîäåðæàòñÿ â îáùèõ ôîð-
ìóëàõ (3.60), (3.64). Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàëèñü òàêæå êîìáèíèðî-
âàííûå âîçìóùåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíûå (m′/m)(a/a′)3J2.

Äîëãîïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ îò Ñîëíöà îïðåäåëÿëèñü ñíà-
÷àëà â àíàëèòè÷åñêîì âèäå. Çàòåì â ïîëó÷åííûå ôîðìóëû áûëè
ïîäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ ïðèâåäåííûõ âûøå ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ
Ñîëíöà, à òàêæå íàéäåííûå èç íàáëþäåíèé çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ
äâèæåíèÿ Òðèòîíà. Â èòîãå îêàçàëîñü, ÷òî âîçìóùåíèÿ â ýëåìåí-
òàõ íà çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî ñëåäóþùèì
ïðîñòûì ôîðìóëàì:

δI(t) =
7∑

i=1

K
(i)
I cos

[
k
(i)
1 u′ + k

(i)
2 (Ω′ − Ω)

]
,

δu(t) =
7∑

i=1

K
(i)
u sin

[
k
(i)
1 u′ + k

(i)
2 (Ω′ − Ω)

]
,

δΩ(t) =
7∑

i=1

K
(i)
Ω sin

[
k
(i)
1 u′ + k

(i)
2 (Ω′ − Ω)

]
,

(3.94)

ãäå

u′ = u′
0 + u̇′(t− tS), Ω = Ω0 + Ω̇(t− t0). (3.95)

Âõîäÿùèå â ýòè ôîðìóëû êîýôôèöèåíòû äàíû â Òàáë. 3.3.
Ãðàôèêè èçìåíåíèé äîëãîïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèé îò ïðèòÿ-

æåíèÿ Ñîëíöà â ýëåìåíòàõ îðáèòû Òðèòîíà I , u, Ω íà èíòåðâàëå
âðåìåíè ñ 1800 ïî 2200 ãîä ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.8.

Â èòîãå áûëà ïîñòðîåíà àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèè äâèæåíèÿ ñïóò-
íèêà Íåïòóíà Òðèòîí. Ïðîèçâîëüíûìè ïîñòîÿííûìè òåîðèè áûëè
ïàðàìåòðû I0, u0, u̇, Ω0, Ω̇. Ïàðàìåòðû òåîðèè áûëè îïðåäåëåíû â
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Òàáëèöà 3.3. Êîýôôèöèåíòû â ôîðìóëàõ äëÿ äîëãîïåðèîäè÷åñêèõ âîçìó-
ùåíèé, îáóñëîâëåííûõ ïðèòÿæåíèåì Ñîëíöà.

i K
(i)
I , ãðàä K

(i)
u , ãðàä K

(i)
Ω , ãðàä k

(i)
1 k

(i)
2

1 0.0 -0.00012327 0.00063339 2 0

2 0.00096486 -0.00279450 -0.00178905 2 1

3 0.00664661 -0.04335622 -0.01560091 0 1

4 0.00004687 -0.00017215 -0.00009186 -2 1

5 0.00095976 -0.00233686 -0.00218071 2 2

6 -0.00037627 0.00096231 -0.00037627 0 2

7 -0.00000225 0.00000730 0.00000536 -2 2

Ðèñ. 3.8. Äîëãîïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ îò ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà â ýëå-
ìåíòàõ îðáèòû Òðèòîíà.

ðàáîòå (Emelyanov, Samorodov, 2015) ïî âñåì èìåþùèìñÿ íàáëþäå-
íèÿì, âûïîëíåííûì íà èíòåðâàëå âðåìåíè 165 ëåò ñ 1847 ïî 2012
ãîä. Ïðè ýòîì â ÷èñëî îïðåäåëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ áûëè âêëþ÷åíû
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òàêæå ãåîýêâàòîèàëüíûå êîîðäèíàòû îñè z îðáèòàëüíîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò α0, δ0. Ýôåìåðèäà Òðèòîíà, îñíîâàííàÿ íà ðàññìîòðåí-
íîé àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè, íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ýôåìåðèä
äðóãèõ àâòîðîâ. Îòëè÷èÿ îáóñëîâëåíû ðàçíûì ñîñòàâîì èñïîëüçî-
âàííûõ íàáëþäåíèé.

Òàêèì îáðàçîì áûëî ïîêàçàíî ïðåèìóùåñòâî àíàëèòè÷åñêîé
òåîðèè ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîäåëÿìè äâèæåíèÿ, îñíîâàííûìè íà ÷èñ-
ëåííîì èíòåãðèðîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

Áîëåå ïîäðîáíî ñ ðàññìîòðåííîé çäåñü òåîðèåé ìîæíî ïîçíàêî-
ìèòüñÿ â ïóáëèêàöèè (Emelyanov, Samorodov, 2015).

3.13.2. Ìîäåëè ïðåöåññèðóþùèõ ýëëèïñîâ äëÿ áëèçêèõ
ñïóòíèêîâ Þïèòåðà

×åòûðå áëèçêèõ ñïóòíèêà Þïèòåðà äâèæóòñÿ âîêðóã ïëàíå-
òû ïî÷òè â ïëîñêîñòè ýêâàòîðà è ïî ïî÷òè êðóãîâûì îðáèòàì.
Â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ áîëüøèõ ïîëóîñåé îðáèò ýòî ñïóòíèêè Ìå-
òèñ, Àäðàñòåÿ, Àìàëüòåÿ è Òåáà. Â âîçìóùåíèÿõ êåïëåðîâñêèõ îð-
áèò ñïóòíèêîâ ïðåâàëèðóåò âëèÿíèå ñæàòèÿ Þïèòåðà. Çíà÷èòåëü-
íî ìåíüøèå âîçìóùåíèÿ îêàçûâàåò ïðèòÿæåíèå ìàññèâíûõ Ãàëèëå-
åâûõ ñïóòíèêîâ. Äåéñòâèå ïðèòÿæåíèÿ Ñîëíöà âåñüìà ìàëî. Â ðà-
áîòå (Jacobson, 1997) ñîîáùàëîñü î ïîñòðîåíèè òåîðèè äâèæåíèÿ
áëèçêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà. Ïðèìåíåíû ìîäåëè ïðåöåññèðóþùèõ
ýëëèïñîâ ñ ó÷åòîì âåêîâûõ âîçìóùåíèé îò íåñôåðè÷íîñòè Þïè-
òåðà, ïðèòÿæåíèÿ Ãàëèëååâûõ ñïóòíèêîâ è Ñîëíöà. Ñêîðîñòè ïðå-
öåññèè ω̇, Ω̇ îïðåäåëåíû ïî òåîðèè âîçìóùåíèé. Èññëåäîâàòåëè èç
Òîìñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (ÒÃÓ) Â. À. Àâäþøåâ è
Ì. À. Áàíüùèêîâà (Àâäþøåâ, Áàíüùèêîâà, 2008) ïîñòðîèëè íîâóþ
ìîäåëü äâèæåíèÿ ÷åòûðåõ áëèçêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà. Óðàâíå-
íèÿ äâèæåíèÿ ðåøàëèñü ìåòîäîì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïà-
ðàìåòðû äâèæåíèÿ óòî÷íåíû íà îñíîâå âñåõ èìåâøèõñÿ ê 2008 ãî-
äó íàçåìíûõ íàáëþäåíèé. Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî â çàäà÷å èìååòñÿ
íåñêîëüêî ðåøåíèé, ïðèìåðíî îäèíàêîâî õîðîøî ïðåäñòàâëÿþùèõ
íàáëþäåíèÿ. Âûáðàíî îäíî èç ðåøåíèé. Íà åãî îñíîâå ïîñòðîåíû
ýôåìåðèäû íà èíòåðâàëå âðåìåíè ñ 1954 ïî 2034 ãîä. Ýôåìåðèäû
ïðåäñòàâëåíû â ôîðìå ðàçëîæåíèé ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàíåòîöåíòðè-
÷åñêêèõ êîîðäèíàò ñïóòíèêîâ â ðÿäû ïî ïîëèíîìàì ×åáûøåâà.

Â ñîâðåìåííîé ðàáîòå (Jacobson, 2013) îáúÿâëåíî î ñîçäàíèè
ýôåìåðèä Ãàëèëååâûõ è áëèçêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà ñ ïîìîùüþ
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íà îñíîâå âñåõ
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èìåþùèõñÿ íàçåìíûõ íàáëþäåíèé è íàáëþäåíèé ñ ïîìîùüþ êîñ-
ìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ. Ýòè ýôåìåðèäû ñïóòíèêîâ äîñòóïíû ÷åðåç
Èíòåðíåò â ñëóæáå Äàííûå Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû JPL (Jet Propulsion
Laboratory, NASA, USA). Ñëóæáà îïèñàíà â ñòàòüå (Giorgini et al.,
1997).

Â ðàáîòå àâòîðà (Åìåëüÿíîâ, 2015) ñäåëàíî ïðåäñòàâëåíèå ýôå-
ìåðèä JPL (Jacobson, 2013) è ýôåìåðèä (Àâäþøåâ, Áàíüùèêîâà,
2008) äâóìÿ ìîäåëÿìè: ïðåöåññèðóþùèì ýëëèïñîì (ÏÝ) è ìîäå-
ëüþ, îñíîâàííîé íà ðåøåíèè îáîáùåííîé çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæ-
íûõ öåíòðîâ è ó÷èòûâàþùåé ïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ, êîòîðóþ
ìû îáîçíà÷èëè áóêâàìè ÓÌ (óòî÷íåííàÿ ìîäåëü). Ýôåìåðèäû (Àâ-
äþøåâ, Áàíüùèêîâà, 2008), ïðåäñòàâëåíûå â ôîðìå ðàçëîæåíèé
ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàíåòîöåíòðè÷åñêêèõ êîîðäèíàò ñïóòíèêîâ â ðÿ-
äû ïî ïîëèíîìàì ×åáûøåâà, áûëè ïåðåäàíû àâòîðó ðàáîòû (Åìå-
ëüÿíîâ, 2015).

Ñ ïîìîùüþ êàæäîãî èç äâóõ âàðèàíòîâ ýôåìåðèä áûëè ñîñòàâëå-
íû òàáëèöû ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàíåòîöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ÷åòû-
ðåõ áëèçêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà íà èíòåðâàëå âðåìåíè ñ 1 àâãóñòà
2014 ãîäà ïî 1 ÿíâàðÿ 2016 ãîäà ñ øàãîì 0.1 ñóòîê. Ýôåìåðèäû JPL
áûëè ïîëó÷åíû ÷åðåç Èíòåðíåò 3 àïðåëÿ 2014 ãîäà. Ïî ýòèì äàííûì
ìåòîäîì äèôôåðåíöèàëüíîãî óòî÷íåíèÿ áûëè íàéäåíû ïàðàìåòðû
êàæäîé èç äâóõ ìîäåëåé. Â ÷èñëî îïðåäåëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ áû-
ëè âêëþ÷åíû òàêæå ãåîýêâàòîðèàëüíûå êîîðäèíàòû α0, δ0 ïîëþñà
Þïèòåðà. Ýòè êîîðäèíàòû ôàêòè÷åñêè îïðåäåëÿþò òó îñü, âîêðóã
êîòîðîé ïðåöåññèðóåò ïëîñêîñòü îðáèòû ñ ïîñòîÿííûì íàêëîíîì
ê ýêâàòîðó ïëàíåòû. Äëÿ êàæäîãî èç ÷åòûðåõ ñïóòíèêîâ îòäåëüíî
îïðåäåëÿëèñü α0, δ0. Ïðè ýòîì ãåîýêâàòîð ñ÷èòàëñÿ íåïîäâèæíûì
è çàäàííûì íà ýïîõó J2000.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ìîäåëè ïðåöåññèðóþùåãî ýëëèïñà ôàê-
òè÷åñêè ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî âåêîâûå âîçìóùåíèÿ. Â ìîäåëè, îñ-
íîâàííîé íà ðåøåíèè îáîáùåííîé çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåí-
òðîâ, ó÷èòûâàþòñÿ òàêæå êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ ïåð-
âîãî ïîðÿäêà, îáóñëîâëåííûå âòîðîé çîíàëüíîé ãàðìîíèêîé ðàçëî-
æåíèÿ ñèëîâîé ôóíêöèè ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû. Â îïîðíûõ ìîäåëÿõ
JPL è ÒÃÓ ó÷èòûâàþòñÿ òàêæå è äðóãèå âîçìóùåíèÿ îò íåñôåðè÷-
íîñòè Þïèòåðà, îò ïðèòÿæåíèÿ Ãàëèëååâûõ ñïóòíèêîâ è Ñîëíöà.
Ïîýòîìó ðàññîãëàñîâàíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ ðåçóëüòàòàìè
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ îáóñëîâëåíû ðàçëè÷èÿìè â ó÷èòûâàå-
ìûõ âîçìóùàþùèõ ôàêòîðàõ.
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Òàáëèöà 3.4. Ñîãëàñîâàíèå ïðåäñòàâëåíèÿ ýôåìåðèä JPL (Jacobson, 2013)
è ÒÃÓ (Àâäþøåâ, Áàíüùèêîâà, 2008) äâóìÿ ïðèáëèæåííûìè ìîäåëÿìè:
ÏÝ — ìîäåëü ïðåöåññèðóþùåãî ýëëèïñà, ÓÌ — óòî÷íåííàÿ ìîäåëü, îñíî-

âàííàÿ íà ðåøåíèè îáîáùåííîé çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ.

JPL ÒÃÓ

Ñïóòíèê a σ̄ (ÏÝ) σ̄ (ÓÌ) σ̄ (ÏÝ) σ̄ (ÓÌ)

êì êì êì êì êì

Ìåòèñ 127978.9 0.49 0.47 0.64 0.48

Àäðàñòåÿ 128979.9 0.49 0.48 1.87 0.58

Àìàëüòåÿ 181365.5 2.82 2.71 2.89 2.73

Òåáà 221888.2 12.98 12.55 12.98 12.62

Â ðåçóëüòàòå äëÿ ÷åòûðåõ ñïóòíèêîâ íà îñíîâå êàæäîãî èç äâóõ
èñòî÷íèêîâ ýôåìåðèä, JPL è ÒÃÓ, ïî äâóì ìîäåëÿì äâèæåíèÿ áû-
ëè îïðåäåëåíû 11 ïàðàìåòðîâ: äåâÿòü ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ïðåöåñ-
ñèðóþùåãî ýëëèïñà ā, n̄, e, i , M0, ω0, ω̇, Ω0, Ω̇ è ïàðàìåòðû α0, δ0.
Â ïðîöåññå óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ îïðåäåëÿëàñü ñðåäíåêâàäðàòè÷-
íàÿ âåëè÷èíà σ̄ îòêëîíåíèé ìîäåëüíûõ êîîðäèíàò îò îïîðíûõ, âû-
÷èñëåííûõ èç ýôåìåðèä. Îòêëîíåíèå äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè
ýôåìåðèä âû÷èñëÿëîñü êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó ìîäåëüíûìè è ýôå-
ìåðèäíûìè ïîëîæåíèÿìè è èçìåðÿëîñü â êèëîìåòðàõ.

Âåëè÷èíà σ̄ ïîêàçûâàåò òî÷íîñòü ñîãëàñîâàíèÿ àíàëèòè÷åñêîé
ìîäåëè ñ îïîðíîé ìîäåëüþ, îñíîâàííîé íà ÷èñëåííîì èíòåãðèðî-
âàíèè. Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ñïóòíèêîâ äàíû â òàáë. 3.4. Â ýòîé
òàáëèöå ïðèâîäÿòñÿ òàêæå çíà÷åíèÿ áîëüøîé ïîëóîñè a, ïîëó÷åí-
íûå äëÿ ìîäåëè ïðåöåññèðóþùåãî ýëëèïñà èç ýôåìåðèä JPL.

Ðåçóëüòàòû, äàííûå â òàáë. 3.4, ïîêàçûâàþò, ÷òî ðàññîãëàñîâà-
íèå àíàëèòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ ýôåìåðèäàìè òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå
áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû. Ýòî ëåãêî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî ïðè óâåëè-
÷åíèè áîëüøîé ïîëóîñè îðáèòû áëèçêîãî ñïóòíèêà äâèæåíèå ïðî-
èñõîäèò âñå áëèæå ê îðáèòàì Ãàëèëååâûõ ñïóòíèêîâ, âîçìóùàþ-
ùåå äåéñòâèå êîòîðûõ çíà÷èòåëüíî è íå ó÷èòûâàåòñÿ â àíàëèòè÷å-
ñêèõ ìîäåëÿõ. Ïîñêîëüêó ðàññîãëàñîâàíèÿ, âûçâàííûå ðàçëè÷èÿìè
â ó÷èòûâàåìûõ âîçìóùàþùèõ ôàêòîðàõ, ïðåâàëèðóþò, âåëè÷èíà σ̄

ëèøü íåìíîãî ìåíüøå â ìîäåëè, îñíîâàííîé íà ðåøåíèè îáîáùåí-
íîé çàäà÷è äâóõ íåïîäâèæíûõ öåíòðîâ, ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîäåëüþ
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ïðåöåññèðóþùåãî ýëëèïñà. Îáå ìîäåëè ñ ïî÷òè îäèíàêîâîé òî÷íî-
ñòüþ ïðåäñòàâëÿþò äâèæåíèå áëèçêèõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà.

×òîáû îöåíèòü íàéäåííûå ðàññîãëàñîâàíèÿ ìîäåëåé â ìàñøòà-
áå ãåîöåíòðè÷åñêèõ óãëîâûõ êîîðäèíàò ñïóòíèêîâ ñëåäóåò ó÷èòû-
âàòü, ÷òî 1 ñåêóíäà äóãè ñîîòâåòñòâóåò 3800 êì íà ñðåäíåì ðàññòî-
ÿíèè Þïèòåðà îò Çåìëè. Ðàññîãëàñîâàíèå â 12 êì íà îðáèòå ñïóò-
íèêà ñîîòâåòñòâóåò ðàçíîñòè ãåîöåíòðè÷åñêèõ óãëîâûõ êîîðäèíàò â
0.003 ñåêóíäû äóãè. Òàêàÿ ðàçíîñòü ïî êðàéíåé ìåðå â 50 ðàç ìåíü-
øå òî÷íîñòè èìåþùèõñÿ íàçåìíûõ íàáëþäåíèé áëèçêèõ ñïóòíèêîâ
Þïèòåðà.

Ïàðàìåòðû ïðåöåññèðóþùèõ ýëëèïñîâ, êîòîðûå áûëè îïðåäåëå-
íû ïî ýôåìåðèäàì JPL è ÒÃÓ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ýôåìåðèä ïî ïðîñòûì ôîðìóëàì êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ íà ëþáîé
ìîìåíò âðåìåíè. Äëÿ ýòîãî â òàáë. 3.5, 3.6 ìû ïðèâîäèì íàéäåííûå
çíà÷åíèÿ ñ íåîáõîäèìûì ÷èñëîì çíà÷àùèõ öèôð äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ýôåìåðèä. Ïàðàìåòðû ðàçëè÷àþòñÿ äëÿ ðàçíûõ ìîäåëåé è ðàçíûõ
îïîðíûõ ýôåìåðèä, îäíàêî êàæäûé íàáîð ïàðàìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ ñà-
ìîñîãëàñîâàííûì.

Êîîðäèíàòû ïîëþñàÞïèòåðà α0, δ0, ïîëó÷åííûå ïî ýôåìåðèäàì
JPL, îêàçàëèñü ïî÷òè îäèíàêîâûìè äëÿ ÷åòûðåõ ñïóòíèêîâ è äâóõ
ìîäåëåé, à èìåííî α0 = 268.057 ãðàä, δ0 = 64.497 ãðàä. Ïî ýôåìå-
ðèäàì ÒÃÓ êîîðäèíàòû ïîëþñà Þïèòåðà ïîëó÷èëèñü ñëåäóþùèìè:
α0 = 268.049 ãðàä, δ0 = 64.489 ãðàä.

Â ðàáîòå (Åìåëüÿíîâ, 2015) ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñïóòíèêîâ Ìåòèñ
è Àäðàñòåÿ ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ èìååò ëèáðàöèîííûé õàðàêòåð èç-
ìåíåíèÿ âî âðåìåíè. Èçìåíåíèå ñðåäíåé àíîìàëèè ñïóòíèêà Òåáà
èìååò öèðêóëÿöèîííûé õàðàêòåð. Äëÿ ñïóòíèêà Àìàëüòåÿ èçìåíå-
íèå ýêñöåíòðèñèòåòà è ñðåäíåé àíîìàëèè ïî÷òè ñîâïàäàåò ñ ñåïàðà-
òðèñíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

3.13.3. Ñïåöèàëüíûå àíàëèòè÷åñêèå òåîðèè ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ
áîëüøèõ ïëàíåò, ó÷èòûâàþùèå âçàèìíîå ïðèòÿæåíèå
ñïóòíèêîâ

Âçàèìíîå ïðèòÿæåíèå ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ â èçâåñòíûõ àíàëè-
òè÷åñêèõ òåîðèÿõ ñïóòíèêîâ ó÷èòûâàëîñü ñïåöèàëüíûìè ìåòîäàìè
òåîðèè âîçìóùåíèé. Íå âäàâàÿñü â ïîäðîáíîñòè ýòèõ ìåòîäîâ, êðàò-
êî îïèøåì, ÷òî áûëî ñäåëàíî.

Äëÿ Ãàëèååâûõ ñïóòíèêîâÞïèòåðà àíãëèéñêèì èññëåäîâàòåëåì
Samspon R.A. â 1921 ãîäó (Sampson, 1921) áûë ïðåäëîæåí íåêîòî-
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Òàáëèöà 3.5. Ïàðàìåòðû ïðåöåññèðóþùåãî ýëëèïñà äëÿ ñïóòíèêîâ Þïè-
òåðà Ìåòèñ è Àäðàñòåÿ, ïîëó÷åííûå ïî ýôåìåðèäàì JPL (Jacobson, 2013)
è ÒÃÓ (Àâäþøåâ, Áàíüùèêîâà, 2008). Íà÷àëüíàÿ ýïîõà ýëåìåíòîâ (øêàëà

TT) 0 ÷àñîâ 1 àâãóñòà 2014 ã. (MJD=56870.0).

Ïàðàìåòð JPL ÒÃÓ

Ìåòèñ

ā, êì 127978.860 127978.870

e 0.000504857 0.001274382

i, ðàä 0.000213446 0.000348744

M0 , ðàä 3.813296566 0.527952271

ω0, ðàä 0.169346010 0.312420298

Ω0, ðàä 5.753821299 2.603426115

n̄, ðàä/ñóò 21.164087429 21.164083095

ω̇, ðàä/ñóò 0.300596369 0.300600575

Ω̇, ðàä/ñóò -0.149768271 -0.149770172

Àäðàñòåÿ

ā, êì 128979.903 128979.840

e 0.000180935 0.005415531

i, ðàä 0.000225599 0.007701531

M0 , ðàä 2.545515933 1.724761655

ω0, ðàä 3.034354065 2.395080996

Ω0, ðàä 5.712371588 0.919577232

n̄, ðàä/ñóò 20.919404709 20.919415107

ω̇, ðàä/ñóò 0.292385013 0.292382363

Ω̇, ðàä/ñóò -0.145685219 -0.145690358

ðûé ýâðèñòè÷åñêèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äâè-
æåíèÿ ñïóòíèêîâ. Ñèñòåìà êîîðäèíàò ïðèíèìàëàñü öèëèíäðè÷å-
ñêîé, îñíîâíàÿ ïëîñêîñòü — ïëîñêîñòü ýêâàòîðà Þïèòåðà. Ðåøå-
íèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ÷åòûðåõ Ãàëèëååâûõ
ñïóòíèêîâ íàõîäèëîñü â âèäå ðÿäîâ Ïóàññîíà ñ ïîëèíîìèàëüíûìè
è òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè àðãóìåíòàìè. Ïðèìåíÿëèñü ðàçëîæåíèÿ â
ðÿäû ïî ñòåïåíÿì ìàëûõ ïàðàìåòðîâ, ìàëîñòü êîòîðûõ îáåñïå÷èâà-
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Òàáëèöà 3.6. Ïàðàìåòðû ïðåöåññèðóþùèõ ýëëèïñîâ áëèçêèõ ñïóòíèêîâ
Þïèòåðà Àìàëüòåÿ è Òåáà, ïîëó÷åííûå ïî ýôåìåðèäàì JPL (Jacobson,
2013) è ÒÃÓ (Àâäþøåâ, Áàíüùèêîâà, 2008). Íà÷àëüíàÿ ýïîõà ýëåìåíòîâ

(øêàëà TT) 0 ÷àñîâ 1 àâãóñòà 2014 ã. (MJD=56870.0).

Ïàðàìåòð JPL ÒÃÓ

Àìàëüòåÿ

ā, êì 181365.552 181365.561

e 0.003426003 0.004079207

i, ðàä 0.006565694 0.005659253

M0 , ðàä 3.839867712 4.038848183

ω0, ðàä 4.598920930 4.476760700

Ω0, ðàä 4.630652745 4.556545020

n̄, ðàä/ñóò 12.568437183 12.568436283

ω̇, ðàä/ñóò 0.087582088 0.087583381

Ω̇, ðàä/ñóò -0.043716407 -0.043716439

Òåáà

ā, êì 221888.173 221888.157

e 0.017531954 0.016117934

i, ðàä 0.018706263 0.019443802

M0 , ðàä 1.526572934 1.603754238

ω0, ðàä 4.294075517 4.238345375

Ω0, ðàä 4.125853541 4.115550534

n̄, ðàä/ñóò 9.293210969 9.293215547

ω̇, ðàä/ñóò 0.043193094 0.043188124

Ω̇, ðàä/ñóò -0.021577028 -0.021574888

ëàñü ìàëûìè ýêñöåíòðèñèòåòàìè è íàêëîíàìè îðáèò. Âïîñëåäñòâèè
ýòà òåîðèÿ áûëà ðàçâèòà â ðàáîòå (Lieske, 1977) ñ ïðèìåíåíèåì ìå-
òîäîâ êîìïüþòåðíîé àëãåáðû. Ôîðìóëû ýòîé òåîðèè ñîäåðæàëè 49
ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå óòî÷íÿëèñü èç âñåõ èìåâøèõñÿ òî-
ãäà íàáëþäåíèé. Â ðàáîòå (Arlot, 1982) ïàðàìåòðû òåîðèè áûëè çà-
íîâî ïåðåóòî÷íåíû íà îñíîâå âñåõ ïðåäûäóùèõ è íîâûõ ê òîìó âðå-
ìåíè íàáëþäåíèé.
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Äëÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Ñàòóðíà àíàëèòè÷åñêèå òåîðèè ñòðîè-
ëèñü ìåòîäàìè òåîðèè âîçìóùåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëîæåíèé
ïî ñòåïåíÿì ðàçëè÷íûõ ìàëûõ ïàðàìåòðîâ (Harper, Taylor, 1993).
Çàñëóæèâàåò îñîáîãî âíèìàíèÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ ãëàâíûõ ñïóòíè-
êîâ Ñàòóðíà ïîñòðîåííàÿ â ðàáîòå (Vienne, Duriez, 1995). Â ýòîé
ðàáîòå îñíîâíûå ÷àñòîòû òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ, ïðåäñòàâëÿ-
þùèõ âîçìóùåíèÿ ýëåìåíòîâ ïðîìåæóòî÷íîé îðáèòû ñïóòíèêîâ,
íàõîäèëèñü ìåòîäàìè àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè, à àìïëèòóäû óòî÷íÿ-
ëèñü ïî ìîäåëè äâèæåíèÿ, ïîñòðîåííîé ìåòîäîì ÷èñëåííîãî èíòå-
ãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Òåîðèÿ ïîëó÷èëà íàçâàíèå «ñèí-
òåòè÷åñêîé».

Äëÿ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Óðàíà àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ áûëà ïî-
ñòðîåíà ìåòîäîì âåêîâûõ âîçìóùåíèé Ëàãðàíæà – Ëàïëàñà. Ýòîò
ìåòîä îïèñàí â êíèãàõ (Äóáîøèí, 1975; Ñóááîòèí, 1968), à ïîñòðî-
åííàÿ òåîðèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ — â ðàáîòå (Laskar, Jacobson,
1987).

3.14. Âëèÿíèå ïðèëèâîâ â âÿçêî-óïðóãèõ òåëàõ
ïëàíåòû è ñïóòíèêà íà åãî îðáèòàëüíîå
äâèæåíèå

3.14.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î âëèÿíèè ïðèëèâîâ

Çàäà÷à î âëèÿíèè ïðèëèâîâ â âÿçêî-óïðóãèõ òåëàõ ïëàíåòû è
ñïóòíèêà íà åãî îðáèòàëüíîå äâèæåíèå â ïîñëåäíåå âðåìÿ ñòàëà
âåñüìà àêòóàëüíîé. Òî÷íîñòü íàáëþäåíèé ãëàâíûõ ñïóòíèêîâÞïè-
òåðà, Ñàòóðíà, Óðàíà è Íåïòóíà âîçðîñëà. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì óâåëè÷èëñÿ èíòåðâàë âðåìåíè íàáëþäåíèé. Ýòîò
ïðîãðåññ ñòàë îñíîâàíèåì äëÿ ïîïûòîê îïðåäåëåíèÿ èç íàáëþäåíèé
ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïëàíåò è ñïóòíèêîâ, îò êîòîðûõ çàâèñÿò ñè-
ëû ïðèëèâíîãî òðåíèÿ. Ïðèëèâíîé ãîðá äâèæåòñÿ â íåáåñíîì òåëå,
ñîçäàâàÿ ìîìåíò ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ñïóòíèê. Äâèæåíèå ñïóòíè-
êà çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ ïðèëèâíûõ äåôîðìàöèé. Ïîýòîìó ìîæíî
ðåøàòü îáðàòíóþ çàäà÷ó: îðåäåëÿòü ýòè ïàðàìåòðû ïî íàáëþäåíèÿì
äâèæåíèÿ ñïóòíèêà. Ñèëà ïðîïîðöèîíàëüíà îòíîøåíèþ k2/Q, ãäå
k2 — ÷èñëî Ëÿâà, õàðàêòåðèçóþùåå äåôîðìèðóåìîñòü òåëà, à Q —
âåëè÷èíà, íàçûâàåìàÿ äîáðîòíîñòüþ, õàðàêòåðèçóåò âÿçêîñòü âåùå-
ñòâà. Èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïî íàáëþäåíèÿì íåëüçÿ
ïîëó÷èòü îòäåëüíî k2 è Q, à òîëüêî èõ îòíîøåíèå k2/Q.
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Â ðàáîòå (Lainey et al., 2009) ïî âñåì èìåþùèìñÿ ê òîìó âðåìå-
íè àñòðîìåòðè÷åñêèì íàáëþäåíèÿì Ãàëèëååâûõ ñïóòíèêîâ Þïèòå-
ðà áûëè îïðåäåëåíû îòíîøåíèÿ k2/Q äëÿ Þïèòåðà è äëÿ åãî ñïóò-
íèêà Io. Äëÿ Þïèòåðà ïîëó÷åíî k2/Q = (1.102 ± 0.203) · 10−5, äëÿ
Èî k2/Q = 0.015± 0.003.

Â ðàáîòå (Lainey et al., 2012) òàêæå íà îñíîâå àñòðîìåòðè÷åñêèõ
íàáëþäåíèé ïîëó÷åíî íîâîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà âÿçêîñòè Ñàòóðíà
êîòîðîå ïðèìåðíî â 10 ðàç áîëüøå, ÷åì îáû÷íî ïðèíèìàåìîå çíà-
÷åíèå, óñòàíîâëåííîå èç òåîðåòè÷åñêèõ ïðåäïîñûëîê. Ïóáëèêóåòñÿ
ñëåäóþùåå çíà÷åíèå: k2/Q = (2.3± 0.7) · 10−4.

Â ýòîé æå ðàáîòå (Lainey et al., 2012) ïîëó÷åíî íåîæèäàííî âû-
ñîêîå çíà÷åíèå âåêîâîãî óñêîðåíèÿ ñïóòíèêà Ìèìàñ, îáóñëîâëåí-
íîå ïðèëèâàìè â òåëå ñïóòíèêà.

Ïðè îïðåäåëåíèè ïàðàìåòðîâ èç íàáëþäåíèé îáû÷íî âûïîëíÿ-
þò ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â ïðÿìîóãîëü-
íûõ êîîðäèíàòàõ. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî âûðàæåíèå äëÿ âîçìóùàþ-
ùåãî óñêîðåíèÿ, îáóñëîâëåííîãî ïðèëèâíûìè ñèëàìè. Òàêèå óðàâ-
íåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû óæå äàâíî íåñêîëüêèìè àâòîðàìè. Íèæå öè-
òèðóþòñÿ ñîîòâåñòâóþùèå ðàáîòû.

Ýâîëþöèþ îðáèòû ñïóòíèêà ïîä äåéñòâèåì ïðèëèâíûõ ñèë
óäîáíî èçó÷àòü ïî èçìåíåíèþ äâóõ êëþ÷åâûõ ïàðàìåòðîâ: áîëüøîé
ïîëóîñè a è ýêñöåíòðèñèòåòó e îðáèòû. Èçìåíåíèÿ èìåííî ýòèõ
äâóõ ïàðàìåòðîâ îïðåäåëÿþò ñóäüáó ñïóòíèêà: îí ëèáî ïàäàåò íà
ïëàíåòó, ëèáî óäàëÿåòñÿ îò íåå. Ñ ýòîé öåëüþ â ðÿäå ðàáîò âûâå-
äåíû äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ýòèõ ýëåìåíòîâ.
Ïðåíåáðåãàÿ ìàëûìè êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèìè âîçìóùåíèÿìè, ïî-
ëó÷àþò äâà óðàâíåíèÿ âèäà

da

dt
=

k2
Q
Aa(a, e),

de

dt
=

k2
Q
Ae(a, e).

Òàêèå óðàâíåíèÿ ñîñòàâëÿþòñÿ îòäåëüíî äëÿ çàäà÷è ó÷åòà ïðèëè-
âîâ â òåëå ïëàíåòû è çàäà÷è ó÷åòà ïðèëèâîâ â òåëå ñïóòíèêà. Â
äâóõ ýòèõ çàäà÷àõ óðàâíåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûìè. Îäíàêî ìîæ-
íî ñîâìåñòíî ó÷åñòü îáà ýôôåêòà â îäíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé.

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ êåïëå-
ðîâñêîé îðáèòû â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å âñòðå÷àþòñÿ â ðàíåå
îïóáëèêîâàííûõ ðàáîòàõ. Â ÷àñòíîñòè, îíè ïðèâîäÿòñÿ â ðàáîòå
(Lainey et al., 2012) ñî ññûëêîé íà èñòî÷íèê ôîðìóë (Kaula, 1964) â
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ñëó÷àå ïðèëèâîâ â òåëå ïëàíåòû è íà èñòî÷íèê (Peale, Cassen, 1978)
â ñëó÷àå ïðèëèâîâ â òåëå ñïóòíèêà.

Â öèòèðîâàííûõ çäåñü ðàáîòàõ óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ýëåìåí-
òîâ îðáèòû âûâîäÿòñÿ îòäåëüíî îò óðàâíåíèé â ïðÿìîóãîëüíûõ êî-
îðäèíàòàõ, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé, êàê
ôóíêöèé îò a è e.

Ñ öåëüþ ðàçâèòèÿ ìåòîäîâ, âûÿñíåíèÿ âîçìîæíîñòåé îïðåäå-
ëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ïðèëèâíîãî òðåíèÿ èç íàáëþäåíèé è èçó÷åíèÿ
ýâîëþöèè îðáèò áûëî áû èíòåðåñíî ñðàâíèòü ìåæäó ñîáîé ðåøå-
íèå óðàâíåíèé â êîîðäèíàòàõ è ðåøåíèå óðàâíåíèé â ýëåìåíòàõ
êåïëåðîâñêîé îðáèòû. Èìåííî òàêàÿ öåëü áûëà ïîñòàâëåíà â ðàáî-
òå (Emelyanov, 2018). Â ýòîé ðàáîòå çàíîâî âûâåäåíû äèôôåðåí-
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå èçìåíåíèÿ áîëüøîé ïîëóîñè
è ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû ñïóòíèêà, îáóñëîâëåííûå ïðèëèâàìè â
âÿçêî-óïðóãèõ òåëàõ ïëàíåòû è ñïóòíèêà. Ðàññìîòðèì çäåñü âûâî-
äû è ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå (Emelyanov, 2018).

3.14.2. Óðàâíåíèÿ â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ

Âîçüìåì äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ïëà-
íåòû â ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàíåòîöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, èñïîëü-
çóÿ ðåçóëüòàòû ðÿäà ðàáîò.

Óðàâíåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, áûëè âûâå-
äåíû â ðàáîòå (Mignard, 1979). Ðàññìàòðèâàëîñü âëèÿíèå ïðèëè-
âîâ â âÿçêî-óïðóãîì òåëå Çåìëè íà äâèæåíèå Ëóíû. Âîñïîëüçóåì-
ñÿ ôîðìóëîé (5) èç ýòîé ðàáîòû. Äàëåå ðàññìàòðèâàåìàÿ òåîðèÿ áû-
ëà ðàçâèòà â ðàáîòå (Mignard, 1980).

Ïîçæå çàäà÷à î âëèÿíèè ïðèëèâîâ â òåëå Ìàðñà íà äâèæåíèå
Ôîáîñà áûëà ðåøåíà â ðàáîòå (Lainey, Dehant, Patzold, 2007). Àâ-
òîðû ýòîé ðàáîòû âîñïðîèçâåëè è èñïîëüçîâàëè óðàâíåíèÿ äâèæå-
íèÿ ñïóòíèêà â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ ñî ññûëêîé íà ðàáîòó
(Mignard, 1980). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ èäåíòè÷íàÿ ôîðìóëà â ðàáîòå
(Lainey, Dehant, Patzold, 2007) èìååò íîìåð (3).

Àâòîðû ðàáîòû (Lainey et al., 2009a) îáîáùèëè ôîðìóëû äëÿ
âîçìóùàþùåãî óñêîðåíèÿ ñî ñòîðîíû ïðèëèâîâ â òåëå ïëàíåòû íà
ñëó÷àé âëèÿíèÿ ïðèëèâîâ â âÿçêî-óïðóãîì òåëå ñïóòíèêà íà åãî îð-
áèòàëüíîå äâèæåíèå. Ïîäðîáíîãî âûâîäà ñäåëàíî íå áûëî. Ôîðìó-
ëû ïðîñòî áûëè îáúÿâëåíû è ïðèâåäåíû â Äîïîëíèòåëüíîì ìàòå-
ðèàëå ê ýòîé ðàáîòå áåç îáúÿñíåíèé (Lainey et al., 2009b). Ýòî ôîð-
ìóëû ñ íîìåðàìè (1) è (2). Îíè èìåþò îáùèé âèä äëÿ âëèÿíèÿ
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ïðèëèâîâ â òåëå ïëàíåòû è äëÿ âëèÿíèÿ ïðèëèâîâ â òåëå ñïóòíè-
êà. Ïîçæå ýòè æå óðàâíåíèÿ â èäåíòè÷íîì âèäå áûëè äàíû òàêæå â
ðàáîòå (Lainey et al., 2012). Òàì îíè òàêæå èìåþò íîìåðà (1) è (2).

Âîñïîëüçóåìñÿ îáùèì âèäîì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñïóòíèêà
ïëàíåòû, ïðèâåäåííûì â ðàáîòàõ (Lainey et al., 2009) è (Lainey et
al., 2012). Ââåäåì ïàðó óïðîùåíèé, îñòàâëÿÿ â ôîðìóëàõ òîëüêî ÷ëå-
íû, ïðèíöèïèàëüíî âàæíûå äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà. Âî-ïåðâûõ,
îñòàâèì â óðàâíåíèÿõ òîëüêî ãëàâíûé ÷ëåí, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðè-
òÿæåíèþ ïëàíåòû, êàê ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, è ÷ëåíû, îïèñûâàþ-
ùèå ðàññìàòðèâàåìûå ïðèëèâíûå ýôôåêòû. Âo-âòîðûõ, ïðåíåáåæåì
ìàññîé ñïóòíèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé ïëàíåòû. Ýòî ïðåäïîëîæå-
íèå áëèçêî ê ðåàëüíîñòè: ìàññû ñïóòíèêîâ äåéñòâèòåëüíî ìàëû ïî
ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé ïëàíåòû. Äëÿ ôèãóðèðóþùèõ â ôîìóëàõ âå-
ëè÷èí áóäåì èñïîëüçîâàòü èíûå îáîçíà÷åíèÿ, ÷åì â öèòèðóåìûõ
çäåñü ðàáîòàõ. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, êàê è â öèòèðîâàííûõ âûøå
ðàáîòàõ, çàïèøåì îòíîñèòåëüíî ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò ñïóòíè-
êà â ïëàíåòîöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìå. Äëÿ óäîáñòâà ðàññìîòðåíèÿ çà-
ïèøåì óðàâíåíèÿ îòäåëüíî äëÿ äâóõ çàäà÷: çàäà÷à î äâèæåíèè ñïóò-
íèêà ïîä äåéñòâèåì ïðèëèâîâ â âÿçêî-óïðóãîì òåëå ïëàíåòû è çàäà-
÷à î äâèæåíèè ñïóòíèêà ïîä äåéñòâèåì ïðèëèâîâ â âÿçêî-óïðóãîì
òåëå ñàìîãî ñïóòíèêà.

Â âûâîäèìûõ äàëåå ôîðìóëàõ ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáî-
çíà÷åíèÿ.
R — ðàäèóñ ïëàíåòû,
Rs — ðàäèóñ ñïóòíèêà,
GM — ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð ïëàíåòû,
Gs — ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð ñïóòíèêà,
a — áîëüøàÿ ïîëóîñü îðáèòû ñïóòíèêà,
n — ñðåäíåå äâèæåíèå ñïóòíèêà,
k2 — ÷èñëî Ëÿâà ïëàíåòû (áåçðàçìåðíûé),
k
(s)
2 — ÷èñëî Ëÿâà ñïóòíèêà,

∆tp — временно́е çàïàçäûâàíèå ïðèëèâà â òåëå ïëàíåòû,
∆ts — временно́е çàïàçäûâàíèå ïðèëèâà â òåëå ñïóòíèêà,
Qp — ïàðàìåòð âÿçêîñòè ïëàíåòû,
Qs — ïàðàìåòð âÿçêîñòè ñïóòíèêà,
ΩΩΩ — âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïëàíåòû,
ΩΩΩs — âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ñïóòíèêà.
Âåëè÷èíû ∆tp, ∆ts ñ÷èòàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè. Äëÿ ñïóòíèêà áó-
äåì çàäàâàòü âåêòîð ïîëîæåíèÿ r è âåêòîð ñêîðîñòè v.

3.14. Влияние приливов в вязко-упругих телах планеты и спутника 101



Ñîãëàñíî îáùèì ôîðìóëàì (1) è (2) ðàáîò (Lainey et al., 2009)
è (Lainey et al., 2012) ïðè ñäåëàííûõ äîïóùåíèÿõ è â ïðèíÿòûõ
çäåñü îáîçíà÷åíèÿõ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïóò-
íèêà èìåþò âèä:
– â ñëó÷àå ïðèëèâîâ â òåëå ïëàíåòû

d2r
dt2

= −GM

r3
r− 3k2GsR

5

r8
∆tp

[
2r(r v)
r2

+ [r ΩΩΩ] + v
]
, (3.96)

– â ñëó÷àå ïðèëèâîâ â òåëå ñïóòíèêà

d2r
dt2

= −GM

r3
r− 3k

(s)
2 GMR5

s

r8
GM

Gs
∆ts

[
2r(r v)
r2

+ [r ΩΩΩs] + v
]
. (3.97)

Çäåñü âûðàæåíèÿ [r ΩΩΩ], [r ΩΩΩs] ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âåêòîðíûå ïðî-
èçâåäåíèÿ, à âûðàæåíèå (r v) — ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ.

Äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ ââåäåì åùå íåñêîëü-
êî íîâûõ îáîçíà÷åíèé è ñëåãêà ïðåîáðàçóåì ïîëó÷åííûå óðàâíå-
íèÿ. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íåêîòîðóþ ïðîèçâîëüíóþ âåëè÷èíó ā,
çíà÷åíèå êîòîðîé äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé ëó÷øå âûáðàòü ðàâíûì
íåêîòîðîìó ñðåäíåìó çíà÷åíèþ áîëüøîé ïîëóîñè îðáèòû ñïóòíè-
êà. Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì ñîîòíîøåíèåì äëÿ ýëåìåíòîâ êåïëå-
ðîâñêîé îðáèòû

n2a3 = GM .

Ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû Kp, Ks ñ ïîìî-
ùüþ âûðàæåíèé

Kp =
3R5

ā5
Gs

GM
, (3.98)

Ks =
3R5

s

ā5
GM

Gs
. (3.99)

Âëèÿíèå âÿçêî-óïðóãèõ ïðèëèâîâ íà îðáèòàëüíîå äâèæåèå ñïóò-
íèêà îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâîì äåôîðìèðóåìîñòè òåëà è ñâîéñòâîì
çàïàçäûâàíèÿ ïðèëèâíîé âîëíû. Äëÿ òåëà ïëàíåòû è òåëà ñïóòíè-
êà âëèÿíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ êîýôôèöèåíòàìè

K
(p)
2 = k2∆tp, (3.100)

K
(s)
2 = k

(s)
2 ∆ts, (3.101)

ñîîòâåòñòâåííî.
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Òåïåðü ñ íîâûìè îáîçíà÷åíèÿìè óðàâíåíèÿ ïðèìóò âèä:
– â ñëó÷àå ïðèëèâîâ â òåëå ïëàíåòû

d2r
dt2

= −GM

r3
r−K

(p)
2 Kp

ā5a3

r8
n2

[
2r(r v)
r2

+ [r ΩΩΩ] + v
]
, (3.102)

– â ñëó÷àå ïðèëèâîâ â òåëå ñïóòíèêà

d2r
dt2

= −GM

r3
r−K

(s)
2 Ks

ā5a3

r8
n2

[
2r(r v)
r2

+ [r ΩΩΩs] + v
]
. (3.103)

Â öèòèðóåìûõ âûøå ðàáîòàõ îáúÿñíåíî, êàê âðåìåíà çàïàçäû-
âàíèÿ ïðèëèâîâ ñâÿçàíû ñ ïàðàìåòðàìè âÿçêîñòè. Ñîãëàñíî ýòèì
îáúÿñíåíèÿì èìååì

∆tp =
1

2Qp(|ΩΩΩ| − n)
, ∆ts =

1

Qsn
. (3.104)

Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïëàíåòà âðàùàåòñÿ áûñòðåå, ÷åì ñïóòíèê
ïî îðáèòå. Â ýòîì ñëó÷àå ∆tp > 0.

Â ðàáîòå (Lainey et al., 2012) îòìå÷åíî, ÷òî âðåìåíà çàïàçäûâà-
íèÿ ïðèëèâîâ ∆tp, ∆ts çàâèñÿò îò òàê íàçûâàåìîé ïðèëèâíîé ÷à-
ñòîòû, ò.å. ñêîðîñòè ïðîáåãàíèÿ ïðèëèâíîé âîëíû ïî ïîâåðõíîñòè.
Çäåñü âîçìîæíû äâà âàðèàíòà ïðåäïîëîæåíèé. Ïåðâûé — ñ÷èòàåò-
ñÿ, ÷òî íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè ïîñòîÿííûìè îñòàþòñÿ
∆tp, ∆ts. Âî âòîðîì âàðèàíòå ïðåäïîëàãàþòñÿ ïîñòîÿííûìè êîýô-
ôèöèåíòû k2/Qp, k

(s)
2 /Qs. Îäíàêî ðàññìàòðèâàÿ ýâîëþöèþ îðáèò íà

óìåðåííûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè, âñå ýòè âåëè÷èíû ìîæíî ñ÷èòàòü
ïîñòîÿííûìè.

Â íàøèõ äàëüíåéøèõ àíàëèòè÷åñêèõ âûêëàäêàõ ìû íå ôèêñèðó-
åì, êàê êîýôôèöèåíòû K

(p)
2 , K(s)

2 çàâèñÿò îò ñêîðîñòè ïðîáåãàíèÿ
ïðèëèâíîé âîëíû.

Çàìåòèì, ÷òî â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ âìåñòî ïàðàìåòðà âÿçêîñòè Q

èñïîëüçóåòñÿ ïàðàìåòð arctanQ èëè arcsinQ. Òàêàÿ çàìåíà ïàðàìåò-
ðîâ â äàííîì èññëåäîâàíèè íå ñóùåñòâåííà.

3.14.3. Ðåøåíèå óðàâíåíèé â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ

Ðåøåíèå ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé íà äîñòàòî÷íî áîëüøîì èíòåð-
âàëå âðåìåíè ìîæåò äàòü íàì ïðåäñòàâëåíèå îá èçìåíåíèÿõ ïàðà-
ìåòðîâ îðáèòû ñïóòíèêà, âûçâàííûõ ïðèëèâàìè â âÿçêî-óïðóãèõ
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òåëàõ ïëàíåòû è ñïóòíèêà. Ýòî èìåííî òî, ÷òî èíòåðåñóåò èññëå-
äîâàòåëåé â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å. Ïîïûòàåìñÿ ïîëó÷èòü èñêî-
ìûå ñâîéñòâà äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ. Òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå
â äàííîì ñëó÷àå íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ ïðèìåíÿòü ìå-
òîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ìû âûïîëíèëè èíòåãðèðîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ (3.102), (3.103) íà íåêîòîðîì äîñòàòî÷íî áîëüøîì èíòåð-
âàëå âðåìåíè, âûäàâàÿ ïëàíåòîöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû è âåêòîð
ñêîðîñòè ñïóòíèêà íà ðÿä ìîìåíòîâ âðåìåíè, ðàñïðåäåëåííûõ ñ ïî-
ñòîÿííûì øàãîì. Íà êàæäûé òàêîé ìîìåíò ìû âû÷èñëÿëè îñêóëè-
ðóþùèå ýëåìåíòû êåïëåðîâñêîé îðáèòû. Âû÷èñëåíèÿ âûïîëíÿëèñü
äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà êîýôôöèåíòû K

(p)
2 , K(s)

2 ñ÷èòàþòñÿ ïî-
ñòîÿííûìè. Èçìåíåíèå ýëåìåíòîâ âî âðåìåíè áûëî ãëàâíîé öåëüþ
ïðîâîäèìûõ âû÷èñëåíèé. Íàñ èíòåðåñóåò ïðåæäå âñåãî èçìåíåíèå
áîëüøîé ïîëóîñè a è ýêñöåíòðèñèòåòà e.

Îðáèòû ðåàëüíûõ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà, Ñàòóðíà, Óðàíà
è Íåïòóíà èìåþò íåáîëüøèå íàêëîíû ê ïëîñêîñòÿì ýêâàòîðîâ ïëà-
íåò. Ðàññìîòðèì çäåñü íåêîòîðûé ãèïîòåòè÷åñêèé ñëó÷àé, áëèçêèé
ê ðåàëüíîìó, êîãäà äâèæåíèå ñïóòíèêà ïðîèñõîäèò â íåèçìåííîé
ïëîñêîñòè, à îñè âðàùåíèé ïëàíåòû è ñïóòíèêà ïåðïåíäèêóëÿðíû
ýòîé ïëîñêîñòè. Òîãäà âåêòîðû [r ΩΩΩ], [r ΩΩΩs] ëåæàò â ïëîñêîñòè äâè-
æåíèÿ. Â èòîãå, âñå äåéñòâóþùèå ñèëû ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, è
äâèæåíèå ñïóòíèêà äåéñòâèòåëüíî áóäåò ïëîñêèì. Ïîýòîìó ïðè ðå-
øåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3.102), (3.103) ìîæíî îãðà-
íè÷èòüñÿ ìîäåëèðîâàíèåì äâóìåðíîãî äâèæåíèÿ.

Ïðè ïðîâåäåíèè âû÷èñëåíèé íåîáõîäèìî ðåøèòü, êàê âûáèðàòü
çíà÷åíèå óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ñïóòíèêàΩΩΩs. Ïîëíîé ÿñíîñòè
â ýòîì âîïðîñå íåò. Â äàííîì èññëåäîâàíèè ìû íå èçó÷àåì âðàùå-
íèå ñïóòíèêà. Îñòàåòñÿ ïðèíÿòü òó èëè èíóþ ãèïîòåçó. Âîçìîæíû
äâà âàðèàíòà. Â ïåðâîé ãèïîòåçå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â ðåçóëüòà-
òå âîçäåéñòâèÿ ïëàíåòû íà ïðèëèâíóþ âîëíó â âÿçêî-óïðóãîì òåëå
ñïóòíèêà îí ïîñòîÿííî ñîõðàíÿåò ðåæèì ñèíõðîííîãî âðàùåíèÿ, â
êîòîðîì óãëîâàÿ ñêîðîñòü ðàâíà ñðåäíåìó äâèæåíèþ îðáèòàëüíîãî
äâèæåíèÿ. Êàê âèäíî èç îïèñàííûõ íèæå èññëåäîâàíèé, èìåííî òà-
êàÿ ãèïîòåçà íåÿâíî ïðèíèìàåòñÿ â ðàçíûõ ðàáîòàõ ïî ðàññìàòðè-
âàåìîé çàäà÷å. Âòîðàÿ ãèïîòåçà ñîñòîèò â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî óã-
ëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ñïóòíèêà íå îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé â ïðî-
öåññå ýâîëþöèè îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ è ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ìî-
æåò îòëè÷àòüñÿ îò ñðåäíåãî äâèæåíèÿ. Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå,
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ðåçóëüòàò ïðèíÿòèÿ ýòîé âòîðîé ãèïîòåçû ïðîòèâîðå÷èò ðåçóëüòà-
òàì ðàáîò ïî ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å. Â íàøèõ âû÷èñëåíèÿõ ìû
ïðèíèìàëè ïåðâóþ ãèïîòåçó î ïîñòîÿííîì ñèíõðîííîì âðàùåíèè
ñïóòíèêà.

Ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû áûëè âçÿòû áëèçêèìè ê ïàðàìåòðàì
äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ Óðàíà. Äëÿ ïëàíåòû ïðèíÿòû ñëåäóþùèå çíà-
÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ:
GM = 5793939.3 êì3/ñ2, Ω = 501.1600928 ãðàä3/ñóò2.

Êîýôôèöèåíòû â óðàâíåíèÿõ ïðèíÿòû ñëåäóþùèìè:
Kp = 0.1 · 10−6,
Ks = 10.0 · 10−6.
Ýòè çíà÷åíèÿ íå ñîîòâåòñòâóþò ðåàëüíûì âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì
ïàðàìåòðîâ âÿçêîñòè Óðàíà è åãî ñïóòíèêîâ. Îäíàêî òàêèå ïðåóâå-
ëè÷åííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîçâîëèëè óâèäåòü îñîáåííî-
ñòè ðåøåíèÿ. ×òîáû êîýôôèöèåíòû â óðàâíåíèÿõ áûëè áåçðàçìåð-
íûìè, ââåäåíà ïîñòîÿííàÿ ā. Åå çíà÷åíèå âûáèðàëîñü ðàâíûì íà-
÷àëüíîìó çíà÷åíèþ áîëüøîé ïîëóîñè îðáèòû ñïóòíèêà.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ áûëè âçÿòû â äâóõ âàðèàíòàõ:
âàðèàíò 1 — a = 190940.453 êì ,
âàðèàíò 2 — a = 114820.064 êì .
Íà÷àëüíûé ýêñöåíòðèñèòåò â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàâåí 0.002. Ïåðâûé
âàðèàíò ïàðàìåòðîâ îðáèòû î÷åíü áëèçîê ê ïàðàìåòðàì ñïóòíèêà
Óðàíà Àðèýëü. Âûáîð âòîðîãî âàðèàíòà îáóñëîâëåí ðàññìîòðåííîé
íèæå îñîáåííîñòüþ ýâîëþöèè îðáèòû â ýòîì ñëó÷àå. Ïðè èíòåãðè-
ðîâàíèè ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ñïóòíèê ñòàðòóåò èç ïåðèöåíòðà îðáè-
òû.

×òîáû óâèäåòü õàðàêòåð è âåëè÷èíó êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèõ èç-
ìåíåíèé îñêóëèðóþùèõ ýëåìåíòîâ, áûëè âûâåäåíû çíà÷åíèÿ áîëü-
øîé ïîëóîñè è ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû ñíà÷àëà íà èíòåðâàëå 8 ñó-
òîê ñ øàãîì ïî âðåìåíè 0.01. Èìåííî ýòè èçìåíåíèÿ äëÿ âòîðîãî
âàðèàíòà íà÷àëüíûõ óñëîâèé â çàäà÷å ó÷åòà ïðèëèâíîé äèññèïàöèè
â òåëå ïëàíåòû ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.9, 3.10. Êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèõ
êîëåáàíèé áîëüøîé ïîëóîñè íà ãðàôèêå íå âèäíî èç-çà ñèëüíîãî
âåêîâîãî èçìåíåíèÿ. Îäíàêî äëÿ ýêñöåíòðèñèòåòà õîðîøî âèäíû
ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì ïåðèîäó îáðàùåíèÿ
ñïóòíèêà. Ðåçóëüòàòû íà ãðàôèêàõ ïîêàçûâàþò, ÷òî êîðîòêîïåðè-
îäè÷åñêèå èçìåíåíèÿ îñêóëèðóþùèõ ýëåìåíòîâ a è e ÷ðåçâû÷àé-
íî ìàëû è íå ìîãóò õàðàêòåðèçîâàòü ïðèëèâíóþ ýâîëþöèþ îðáèòû.
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Ðèñ. 3.9. Èçìåíåíèå áîëüøîé ïîëóîñè îðáèòû ñïóòíèêà íà èíòåðâàëå âðå-
ìåíè 8 ñóòîê èç-çà ïðèëèâíîãî òðåíèÿ â òåëå ïëàíåòû. Âàðèàíò 2 íà÷àëü-

íûõ óñëîâèé.

Àíàëîãè÷íûå ìàëûå àìïëèòóäû êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèõ èçìåíåíèé
ýëåìåíòîâ ìû ïîëó÷èëè âî âñåõ îñòàëüíûõ èññëåäóåìûõ ñëó÷àÿõ.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýâîëþöèè îðáèòû èíòåãðèðîâàíèå âûïîëíÿ-
ëîñü íà èíòåðâàëå âðåìåíè 80200.0 ñóòîê, ÷òî ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî
220 ëåò. Ðåçóëüòàòû âûâîäèëèñü íà ïå÷àòü ñ øàãîì 100 ñóòîê. Íèæå
ïðèâîäÿòñÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Íà ðèñ. 3.11-3.14 ïîêàçàíû èçìåíåíèÿ áîëüøîé ïîëóîñè è ýêñ-
öåíòðèñèòåòà îðáèòû ñïóòíèêà, âûçâàííûå ïðèëèâíûì òðåíèåì â
òåëå ïëàíåòû, äëÿ äâóõ âàðèàíòîâ íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âîçìóùàþùåì âëèÿíèè ïðèëèâîâ â òåëå ïëà-
íåòû â âàðèàíòå 2 ýêñöåíòðèñèòåò â íà÷àëå èíòåðâàëà îñòàåòñÿ ïî-
÷òè ïîñòîÿííûì, à çàòåì âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì áîëüøîé ïîëóîñè. Â
ýòîì ðåøåíèè íà÷àëüíîå çíà÷åíèå áîëüøîé ïîëóîñè áûëî âûáðàíî
ñïåöèàëüíî òàê, ÷òîáû ïîêàçàòü îñîáåííîñòü ðåøåíèÿ â ýòîì ñëó-
÷àå. Êàê âûáèðàëîñü òàêîå çíà÷åíèå, ïîÿñíÿåòñÿ íèæå.

Íà ðèñ. 3.15-3.18 ïîêàçàíû èçìåíåíèÿ áîëüøîé ïîëóîñè è ýêñ-
öåíòðèñèòåòà îðáèòû ñïóòíèêà, âûçâàííûå ïðèëèâíûì òðåíèåì â
òåëå ñïóòíèêà, äëÿ äâóõ âàðèàíòîâ íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå è èçîáðàæåííûå íà ãðàôèêàõ èçìåíå-
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Ðèñ. 3.10. Èçìåíåíèå ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû ñïóòíèêà íà èíòåðâàëå âðå-
ìåíè 8 ñóòîê èç-çà ïðèëèâíîãî òðåíèÿ â òåëå ïëàíåòû. Âàðèàíò 2 íà÷àëü-

íûõ óñëîâèé.

íèÿ áîëüøîé ïîëóîñè è ýêñöåíòðèñèòåòà îòðàæàþò èìåííî ðåàëü-
íóþ ýâîëþöèþ îðáèòû â ðåçóëüòàòå âîçäåéñòâèÿ ïðèëèâîâ â âÿçêî-
óïðóãèõ òåëàõ ïëàíåòû è ñïóòíèêà. Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ îñ-
íîâàíà íà äîñòîâåðíîñòè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ïëàíåòû â
ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ, âçÿòûõ èç öèòèðîâàííûõ âûøå ðàáîò.

3.14.4. Ïåðåõîä ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì îòíîñèòåëüíî
ýëåìåíòîâ êåïëåðîâñêîé îðáèòû

Ïðè èçó÷åíèè äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ ïëàíåò íà áîëüøèõ èíòåð-
âàëàõ âðåìåíè íàñ èíòåðåñóåò ïðåæäå âñåãî ïîâåäåíèå áîëüøîé ïî-
ëóîñè a è ýêñöåíòðèñèòåòà e îðáèòû. Èìåííî ýòè ïàðàìåòðû îïè-
ñûâàþò ñóäüáó ñïóòíèêîâ. Èç-çà ïðèëèâíîé äèññèïàöèè ìåõàíè÷å-
ñêîé ýíåðãèè a è e ìîãóò èçìåíèòüñÿ òàê, ÷òî â ðåçóëüòàòå ñïóòíèê
ìîæåò óïàñòü íà ïëàíåòó èëè óäàëèòüñÿ îò íåå. Ïîýòîìó âî ìíîãèõ
ðàáîòàõ ïðè èçó÷åíèè ýâîëþöèè îðáèò ñîñòàâëÿþòñÿ äèôôåðåíöè-
àëüíûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî áîëüøîé ïîëóîñè è ýêñöåíòðèñè-
òåòà. Ìû ñäåëàëè ïîïûòêó ñîñòàâèòü è ðåøèòü òàêèå óðàâíåíèÿ.
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Ðèñ. 3.11. Èçìåíåíèå áîëüøîé ïîëóîñè îðáèòû ñïóòíèêà íà èíòåðâàëå âðå-
ìåíè 80200 ñóòîê (220 ëåò) èç-çà ïðèëèâíîãî òðåíèÿ â òåëå ïëàíåòû. Âà-

ðèàíò 1 íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Ïîñêîëüêó â äàííîé çàäà÷å áåç íàðóøåíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü ïëîñêèå äâèæåíèÿ, â çàäà÷å íå áóäóò ôèãóðèðîâàòü íà-
êëîí è äîëãîòà âîñõîäÿùåãî óçëà îðáèòû. Î÷åâèäíî, ÷òî äîëãîòà
ïåðèöåíòðà è ñðåäíÿÿ àíîìàëèÿ â ýïîõó íå îïðåäåëÿþò èíòåðå-
ñóþùóþ íàñ ýâîëþöèþ îðáèòû ñïóòíèêà. Ïî ýòèì ïðè÷èíàì ìû
îãðàíè÷èëèñü ïîñòðîåíèåì òîëüêî óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî áîëü-
øîé ïîëóîñè a è ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû e.

Äëÿ âûâîäà èñêîìûõ óðàâíåíèé âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèÿìè îò-
íîñèòåëüíî a è e, äàííûìè â êíèãå (Ñóááîòèí, 1968). Îíè èìåþò
âèä

da

dt
=

2

n
√
1− e2

[
e sin f R+

a(1− e2)

r
T

]
, (3.105)

de

dt
=

√
1− e2

na
[sin f R+ (cos f + cosE) T ], (3.106)

ãäå f —èñòèííàÿ àíîìàëèÿ,E — ýêñöåíòðè÷åñêàÿ àíîìàëèÿ,R— ðà-
äèàëüíàÿ êîìïîíåíòà âîçìóùàþùåãî óñêîðåíèÿ, T — åãî òðàíñâåð-
ñàëüíàÿ êîìïîíåíòà. Âîçìóùàþùåå óñêîðåíèå ïðåäñòàâëåíî ñîîò-
âåòñòâóþùèìè ÷ëåíàìè ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé (3.102), (3.103).
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Ðèñ. 3.12. Èçìåíåíèå ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû ñïóòíèêà íà èíòåðâàëå âðå-
ìåíè 80200 ñóòîê (220 ëåò) èç-çà ïðèëèâíîãî òðåíèÿ â òåëå ïëàíåòû. Âà-

ðèàíò 1 íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Èñêîìûå óðàâíåíèÿ áóäåì âûâîäèòü îòäåëüíî äëÿ ñëó÷àÿ ïðèëèâîâ
â òåëå ïëàíåòû è ñëó÷àÿ ïðèëèâîâ â òåëå ñïóòíèêà.

Ñíà÷àëà çàéìåìñÿ ïåðâîé çàäà÷åé. Èç óðàâíåíèé (3.102) äëÿ
êîìïîíåíò âîçìóùàþùåãî óñêîðåíèÿ ïîëó÷èì

R(p) = −KpK
(p)
2

ā5a3

r8
n2

[
2r(r v)
r2

+ [r ΩΩΩ] + v
](p)
R

, (3.107)

T (p) = −KpK
(p)
2

ā5a3

r8
n2

[
2r(r v)
r2

+ [r ΩΩΩ] + v
](p)
T

. (3.108)

Çäåñü âåðõíèé èíäåêñ (p) îçíà÷àåò ïðèíàäëåæíîñòü ê çàäà÷å ñ ïðè-
ëèâàìè â òåëå ïëàíåòû, à íèæíèå èíäåêñû R, T çäåñü è äàëåå ðàç-
ëè÷àþò äâå êîìïîíåíòû âåêòîðîâ.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ èìå-
åò òîëüêî ðàäèàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ, âòîðîå ñëàãàåìîå — òîëüêî
òðàíñâåðñàëüíóþ, à òðåòüå — îáå êîìïîíåíòû. Ìû ïðåäïîëîæèëè,
÷òî ïëîñêîñòü îðáèòû ñïóòíèêà ïåðïåíäèêóëÿðíà âåêòîðó óãëîâîé
ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ïëàíåòû ΩΩΩ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð [r ΩΩΩ] ëå-
æèò â ïëîñêîñòè îðáèòû, ïåðïåíäèêóëÿðåí âåêòîðó r è íàïðàâëåí â
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Ðèñ. 3.13. Èçìåíåíèå áîëüøîé ïîëóîñè îðáèòû ñïóòíèêà íà èíòåðâàëå âðå-
ìåíè 80200 ñóòîê (220 ëåò) èç-çà ïðèëèâíîãî òðåíèÿ â òåëå ïëàíåòû. Âà-

ðèàíò 2 íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà. Ðà-
äèàëüíàÿ êîìïîíåíòà ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà V ìîæåò áûòü ïîëó-
÷åíà îïåðàöèåé (V r)/r.

Èç ôîðìóë êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ èìååì

r =
a(1− e2)

1 + e cos f
, vR =

an√
1− e2

e sin f, vT =
an√
1− e2

(1 + e cos f),

(r v) =
ane√
1− e2

r sin f.

Ó÷èòûâàÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷àåì[
2r(r v)
r2

+ [r ΩΩΩ] + v
](p)
R

= 3
nae√
1− e2

sin f, (3.109)

[
2r(r v)
r2

+ [r ΩΩΩ] + v
](p)
T

=
na√
1− e2

(1 + e cos f)− a(1− e2)

1 + e cos f
|ΩΩΩ|.

(3.110)
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Ðèñ. 3.14. Èçìåíåíèå ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû ñïóòíèêà íà èíòåðâàëå âðå-
ìåíè 80200 ñóòîê (220 ëåò) èç-çà ïðèëèâíîãî òðåíèÿ â òåëå ïëàíåòû. Âà-

ðèàíò 2 íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü ñîîòíîøåíèÿ (3.109),(3.110) â (3.107),(3.108), à
çàòåì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â (3.105), (3.106), íàéäåì

da

dt
= KpK

(p)
2

ā5

a5
na

2
√
1− e2

(1− e2)8
(1 + e cos f)8×

×
[
|ΩΩΩ| − n

(1− e2)3/2
(1 + 2e cos f + 3e2 − 2e2 cos2 f)

]
, (3.111)

de

dt
= KpK

(p)
2

ā5

a5
n

√
1− e2

(1− e2)8
(1 + e cos f)8×

×
{
|ΩΩΩ| 1− e2

1 + e cos f
(cos f + cosE)− (3.112)

− n√
1− e2

[3e sin2 f + (cos f + cosE)(1 + e cos f)]
}
.

Âûâåäåííûå çäåñü óðàâíåíèÿ â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóþò èñõîä-
íûì óðàâíåíèÿì (3.102), (3.103) îòíîñèòåëüíî ïðÿìîóãîëüíûõ êî-
îðäèíàò. Èõ ðåøåíèå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíè-
ÿìè îòíîñèòåëüíî àðãóìåíòà ïåðèöåíòðà ω è ñðåäíåé àíîìàëèè M .
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Ðèñ. 3.15. Èçìåíåíèå áîëüøîé ïîëóîñè îðáèòû ñïóòíèêà íà èíòåðâàëå âðå-
ìåíè 80200 ñóòîê (220 ëåò) èç-çà ïðèëèâíîãî òðåíèÿ â òåëå ñïóòíèêà. Âà-

ðèàíò 1 íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Òàêîå ðåøåíèå â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâîâàëî áû ðåøåíèþ óðàâíåíèé
â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ. Ýëåìåíòû îðáèòû è âåêòîðû ïîëî-
æåíèÿ è ñêîðîñòè îñòàþòñÿ ñâÿçàííûìè ôîðìóëàìè êåïëåðîâñêîãî
äâèæåíèÿ.

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ïîñëå ïåðåõîäà â ðåøåíèè óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò îò êîîðäèíàò è âåêòîðà ñêîðîñòè ê êåïëå-
ðîâñêèì ýëåìåíòàì èçìåíåíèÿ áîëüøîé ïîëóîñè è ýêñöåíòðèñèòå-
òà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìîíîòîííûå ýâîëþöèîííûå ôóíêöèè ñ íà-
ëîæåííûìè íà íèõ ìàëûìè êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèìè êîëåáàíèÿìè.
Ýòè êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ âåñüìà ìàëû, è ïðè àíàëèçå
ýâîëþöèè îðáèòû ñïóòíèêà èìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Ìû ñäåëàëè ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïóòåì îñðåäíåíèÿ ïî âðåìåíè
ïðàâûõ ÷àñòåé ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé (3.111), (3.112) ðåøåíèå ýòèõ
óðàâíåíèé äàñò íàì ýâîëþöèîííûå èçìåíåíèÿ ýëåìåíòîâ, îñâîáîæ-
äåííûå îò êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Ïðîâåðèòü ïðåäïîëî-
æåíèå ìîæíî ïóòåì ñðàâíåíèÿ ðåøåíèé òî÷íûõ óðàâíåíèé (3.102),
(3.103) â êîîðäèíàòàõ ñ ðåøåíèåì îñðåäíåííûõ óðàâíåíèé îòíîñè-
òåëüíî ýëåìåíòîâ. Ñîâïàäåíèå îñðåäíåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â
êîîðäèíàòàõ ñ ðåøåíèåì îñðåäíåííûõ óðàâíåíèé â ýëåìåíòàõ äàëî
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Ðèñ. 3.16. Èçìåíåíèå ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû ñïóòíèêà íà èíòåðâàëå âðå-
ìåíè 80200 ñóòîê (220 ëåò) èç-çà ïðèëèâíîãî òðåíèÿ â òåëå ñïóòíèêà. Âà-

ðèàíò 1 íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

áû âîçìîæíîñòü èçó÷àòü ýâîëþöèþ îðáèò ñïóòíèêîâ ïîä äåéñòâèåì
ïðèëèâíîãî òðåíèÿ â òåëàõ ïëàíåòû è ñïóòíèêîâ íà áîëüøèõ èíòåð-
âàëàõ âðåìåíè, èñïîëüçóÿ òîëüêî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî a è e.

×òîáû âûïîëíèòü òàêóþ ïðîâåðêó, íóæíî ñíà÷àëà âûâåñòè îñðåä-
íåííûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ a, e, çàòåì ðåøèòü èõ
ìåòîäîì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ìû âûâåëè òàêèå óðàâíåíèÿ
è ïîëó÷èëè ðåøåíèå. Äàëåå íàñ èíòåðåñîâàëî ñðàâíåíèå äâóõ ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ ðåøåíèé.

Ïðè îñðåäíåíèè óðàâíåíèé (3.111), (3.112) íàì ïðèøëîñü âû-
ïîëíèòü òàêæå ðàçëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ýêñöåíòðèñèòåòà è
îñòâèòü òîëüêî ãëàâíûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèé, ïðåíåáðåãàÿ êâàäðàòîì
ýêñöåíòðèñèòåòà ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé. Òàêîå óïðîùåíèå äî-
ïóñòèìî, ïîñêîëüêó ðåøåíèå çàäà÷è ïðåäïîëîæèòåëüíî áóäåò ïðè-
ìåíÿòüñÿ ê ãëàâíûì ñïóòíèêàì áîëüøèõ ïëàíåò, îðáèòû êîòîðûõ
äåéñòâèòåëüíî èìåþò ìàëûå ýêñöåíòðèñèòåòû. Ó íàøèõ ìîäåëüíûõ
îðáèò òàêæå áûëè ìàëûå ýêñöåíòðèñèòåòû.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîöåäóðû, âûïîëíåííûå ïî óêàçàííîìó
ïëàíó.

3.14. Влияние приливов в вязко-упругих телах планеты и спутника 113



Ðèñ. 3.17. Èçìåíåíèå áîëüøîé ïîëóîñè îðáèòû ñïóòíèêà íà èíòåðâàëå âðå-
ìåíè 80200 ñóòîê (220 ëåò) èç-çà ïðèëèâíîãî òðåíèÿ â òåëå ñïóòíèêà. Âà-

ðèàíò 2 íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Îñðåäíåííûå ïî âðåìåíè âåëè÷èíû ìû îáîçíà÷àåì ÷åðòîé ñâåð-
õó. Ïðè îñðåäåíèè ìû ó÷ëè ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

cos f = −e, cosE = −e

2
, cos2 f =

1

2
+O(e2), cos f cosE =

1

2
+O(e2),

ãäå O(e2)— ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ýêñöåíòðèñèòåòà
e, èìåþùèå âòîðîé ïîðÿäîê ìàëîñòè. Êðîìå òîãî, ìû èñïîëüçîâàëè
ðàçëîæåíèÿ âèäà

(1 + e cos f)k = 1 + ke cos f +O(e2),

ãäå k — ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî, è îñòàâëÿëè â ýòîì ðàçëîæåíèè
òîëüêî ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ.

Íà ïðîìåæóòî÷íîì ýòàïå äåéñòâèé ìû ïðèâåëè óðàâíåíèÿ ê âè-
äó

da

dt
= 2Kp

ā5

a5
na×

×(1 + 8e cos f)
[
|ΩΩΩ| − n(1 + 2e cos f + 3e2 − 2e2 cos2 f)

]
, (3.113)

de

dt
= Kp

ā5

a5
n {|ΩΩΩ|(1 + 7e cos f)(cos f + cosE)−
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Ðèñ. 3.18. Èçìåíåíèå ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû ñïóòíèêà íà èíòåðâàëå âðå-
ìåíè 80200 ñóòîê (220 ëåò) èç-çà ïðèëèâíîãî òðåíèÿ â òåëå ñïóòíèêà. Âà-

ðèàíò 2 íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

− n√
1− e2

[3e sin2 f(1 + 8e cos f) + (cos f + cosE)(1 + 9e cos f)]
}
.

(3.114)
Ïîñëå îñðåäíåíèÿ îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èëè

da

dt
= 2KpK

(p)
2

ā5

a5
na(|ΩΩΩ| − n), (3.115)

de

dt
= KpK

(p)
2

1

2
· ā

5

a5
· (11|ΩΩΩ| − 18n)ne. (3.116)

Òåïåðü ðàññìîòðèì, êàê è êàêèå óðàâíåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ â ñëó-
÷àå âîçìóùàþùåãî âëèÿíèÿ ïðèëèâîâ â âÿçêî-óïðóãîì òåëå ñïóò-
íèêà. Èç äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3.103) íàõîäèì, ÷òî ðà-
äèàëüíàÿ è òðàíñâåðñàëüíàÿ êîìïîíåíòà âîçìóùàþùåãî óñêîðåíèÿ
áóäóò èìåòü âèä

R(s) = −KsK
(s)
2

ā5a3

r8
n2

[
2r(r v)
r2

+ [r ΩΩΩs] + v
](s)
R

, (3.117)

T (s) = −KsK
(s)
2

ā5a3

r8
n2

[
2r(r v)
r2

+ [r ΩΩΩs] + v
](s)
T

. (3.118)
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Çäåñü âåðõíèé èíäåêñ (s) îçíà÷àåò ïðèíàäëåæíîñòü ê çàäà÷å ñ ïðè-
ëèâàìè â òåëå ñïóòíèêà, à íèæíèå èíäåêñû R, T , êàê è âûøå, ðàç-
ëè÷àþò äâå êîìïîíåíòû âåêòîðîâ.

Çäåñü óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ñïóòíèêà ΩΩΩs ïî ïðåäïîëîæå-
íèþ ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè îðáèòû. Òîãäà àíàëîãè÷íî ïðåäû-
äóùåìó ñëó÷àþ èìååì[

2r(r v)
r2

+ [r ΩΩΩs] + v
](s)
R

= 3
nae√
1− e2

sin f, (3.119)

[
2r(r v)
r2

+ [r ΩΩΩs] + v
](s)
T

=
na√
1− e2

(1 + e cos f)− a(1− e2)

1 + e cos f
|ΩΩΩs|.

(3.120)
Ïîñêîëüêó ìû ïðèíÿëè ãèïîòåçó î ïîñòîÿííîì ñèíõðîííîì âðà-

ùåíèè ñïóòíèêà, òî â äàëüíåéøåì ìîæíî ïîëîæèòü |ΩΩΩs| = n. Ó÷è-
òûâàÿ ýòî îáñòîÿòåëüñòâî è ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (3.119), (3.120)
â ôîðìóëû (3.117), (3.118), à çàòåì â (3.105), (3.106), íàõîäèì

da

dt
= −KsK

(s)
2

ā5a3

r8
· 2n2a

1− e2
×

×
[
3e2 sin2 f + (1 + e cos f)2 − (1− e2)3/2

]
, (3.121)

de

dt
= −KsK

(s)
2

ā5a3

r8
n2×

×
{
3e sin2 f + (cos f + cosE)

[
1 + e cos f − (1− e2)3/2

1 + e cos f

]}
. (3.122)

Â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ òî÷íûõ óðàâíåíèé ìû ñäåëàëè çàòåì óïðîùå-
íèÿ ñîãëàñíî óêàçàííîìó âûøå ïëàíó: âûïîëíèëè ðàçëîæåíèÿ ïî
ñòåïåíÿì ýêñöåíòðèñèòåòà, îñòàâèëè â ðàçëîæåíèÿõ òîëüêî ãëàâíûå
÷ëåíû è óñðåäíèëè ïî âðåìåíè. Íà ïðîìåæóòî÷íîì ýòàïå ïîñëå ðàç-
ëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ýêñöåíòðèñèòåòà áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå
óðàâíåíèÿ:

da

dt
= −KsK

(s)
2

ā5

a5
2n2a(1 + 8e cos f)

(
9

2
e2 − 2e2 cos2 f + 2e cos f

)
,

(3.123)
de

dt
= −KsK

(s)
2

ā5

a5
n2e[3 sin2 f + 2 cos f(cos f + cosE)]. (3.124)
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Îñðåäíåíèå ïî âðåìåíè îêîí÷àòåëüíî äàëî

da

dt
= −19KsK

(s)
2

ā5

a5
n2ae2 , (3.125)

de

dt
= −7

2
KsK

(s)
2

ā5

a5
n2e. (3.126)

Ýòè óðàâíåíèÿ äîëæíû îïèñûâàòü ýâîëþöèþ ýëåìåíòîâ a è e,
îáóñëîâëåííóþ äèññèïàöèåé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè îðáèòàëüíîãî
äâèæåíèÿ ñïóòíèêà èç-çà ïðèëèâíîãî òðåíèÿ â âÿçêî-óïðóãîì òå-
ëå ñàìîãî ñïóòíèêà. Âûâåäåííûå è ïðèâåäåííûå âûøå óðàâíåíèÿ
(3.115), (3.116) îïèñûâàþò ýâîëþöèþ ýëåìåíòîâ a è e, îáóñëîâëåí-
íóþ ïðèëèâíûì òðåíèåì â âÿçêî-óïðóãîì òåëå ïëàíåòû.

Çàìåòèì, ÷òî ýòè ÷åòûðå óðàâíåíèÿ áûëè âûâåäåíû ïðè ïðîèç-
âîëüíîé çàâèñèìîñòè K

(p)
2 , K(s)

2 îò ñðåäíåãî äâèæåíèÿ n, òî åñòü
ïðè ïðîèçâîëüíîé ÷àñòîòíîé çàâèñèìîñòè çàïàçäûâàíèÿ ïðèëèâîâ.
Ïðåäïîëàãàÿ ñïðàâåäëèâûìè ñîîòíîøåíèÿ (3.104), ïðèâåäåì óðàâ-
íåíèÿ ê âèäó, â êîòîðîì îíè âñòðå÷àþòñÿ â ïóáëèêàöèÿõ. Â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷èì

da

dt
= Kp

k2
Qp

ā5

a5
na, (3.127)

de

dt
=

1

4
Kp

k2
Qp

· ā
5

a5
· 11|Ω

ΩΩ| − 18n

|ΩΩΩ| − n
ne, (3.128)

da

dt
= −19Ks

k
(s)
2

Qs

ā5

a5
nae2, (3.129)

de

dt
= −7

2
Ks

k
(s)
2

Qs

ā5

a5
ne. (3.130)

Òåïåðü ñëåäóåò ñâåðèòü ðåøåíèå óðàâíåíèé â ïðÿìîóãîëüíûõ êî-
îðäèíàòàõ, ïîëó÷åííîå è ïîêàçàííîå âûøå, ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèé
(3.115), (3.116) ïåðâîé çàäà÷è è ðåøåíèå óðàâíåíèé (3.125), (3.126)
— âî âòîðîé. Ìû âûïîëíèëè ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ïîñëåäíèõ
óðàâíåíèé ñ òåì æå ïðåäïîëîæåíèåì î ïîñòîÿíñòâå êîýôôèöèåíòîâ
K

(p)
2 , K(s)

2 è ñ òåìè æå íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, êîòîðûå áûëè çàäà-
íû ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñïóòíè-
êà â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ. Ýòè ðåøåíèÿ ïîêàçàíû ãðàôè-
÷åñêè íà òåõ æå ðèñ. 3.11-3.14 è ðèñ. 3.15-3.18, ñîîòâåòñòâóþùèõ
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ïåðâîé è âòîðîé çàäà÷àì. Ëèíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèé ïîëíî-
ñòüþ ñëèâàþòñÿ, ïîêàçûâàÿ òî÷íîå â ïðåäåëàõ òîëùèíû ëèíèé ñîâ-
ïàäåíèå äâóõ ðåøåíèé. Áîëåå òî÷íûé ÷èñëåííûé àíàëèç ïîêàçûâà-
åò, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ îðáèòû â òî÷-
íîñòè ðàâíû çíà÷åíèÿì ýëåìåíòîâ, ïîëó÷åííûì ïî ðåøåíèþ óðàâ-
íåíèé â êîîðäèíàòàõ è îñðåäíåííûõ îòíîñèòåëüíî êîðîòêîïåðèî-
äè÷åñêèõ êîëåáàíèé.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò äîêàçûâàåò ñäåëàííîå ïðåäïîëîæåíèå î
òîì, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèé (3.115), (3.116), (3.125), (3.126) â ýëå-
ìåíòàõ äîñòîâåðíî îïèñûâàåò ýâîëþöèþ îðáèòû ñïóòíèêà â äâóõ
ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ.

Çàìåòèì, ÷òî âî âòîðîì âàðèàíòå íà÷àëüíûõ óñëîâèé áîëüøàÿ
ïîëóîñü îðáèòû áûëà âûáðàíà èìåííî òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü
óñëîâèå

n =
11

18
|ΩΩΩ|.

Â ýòîì ñëó÷àå ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.116) â íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò ðàâíà íóëþ. Íà ñîîòâåòñòâóþùåì ðèñ. 3.12 âèäíî, ÷òî â íà-
÷àëå ïåðèîäà ñðåäíåå çíà÷åíèå ýêñöåíòðèñèòåòà ïî÷òè íå èçìåíÿ-
åòñÿ. Èìåííî òàêîå ïîâåäåíèå ýòîé ôóíêöèè ïîçâîëèëî óâèäåòü íà
ðèñ. 3.10 êîðîòêîïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ.

Ïðèíèìàåìàÿ íàìè ãèïîòåçà î ïîñòîÿííîì ñèíõðîííîì âðàùå-
íèè ñïóòíèêà ìîæåò áûòü ïîäâåðãíóòà ñîìíåíèþ. Ïî ýòîìó âîïðî-
ñó íåîáõîäèìû ñïåöèàëüíûå èññëåäîâàíèÿ. Ïðåäïîëîæåíèå î íåèç-
ìåííîé óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ñïóòíèêà, íåçàâèñèìîé îò îð-
áèòàëüíîãî äâèæåíèÿ, áûëî òàêæå ðàññìîòðåíî. Â ýòîì ñëó÷àå ñêî-
ðîñòü èçìåíåíèÿ áîëüøîé ïîëóîñè èç-çà ïðèëèâíîãî òðåíèÿ â òå-
ëå ñïóòíèêà óæå íå áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ýêñöåíòðè-
ñèòåòà, êàê ýòî ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (3.125). ×èñëåííîå èíòåãðè-
ðîâàíèå óðàâíåíèé â êîîðäèíàòàõ äëÿ çàäà÷è ó÷åòà âÿçêî-óïðóãèõ
ïðèëèâîâ â òåëå ñïóòíèêà áûëî âûïîëíåíî äëÿ ïåðâîãî âàðèàíòà
íà÷àëüíûõ óñëîâèé â ïðåäïîëîæåíèè ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðî-
ñòè âðàùåíèÿ ñïóòíèêà. Ðåçóëüòàò — èçìåíåíèå áîëüøîé ïîëóîñè
âî âðåìåíè ïîêàçàí íà ðèñ. 3.19. Íà ðèñóíêå âèäíî, ÷òî èçìåíåíèå
áîëüøîé ïîëóîñè èìååò èíîé õàðàêòåð ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì
ñèíõðîííîãî âðàùåíèÿ ñïóòíèêà. Èçìåíåíèå áîëåå çíà÷èòåëüíîå.
Èçìåíåíèå ýêñöåíòðèñèòåòà â ýòîì ñëó÷àå íå îòëè÷àåòñÿ îò åãî èç-
ìåíåíèÿ â ñëó÷àå ñèíõðîííîãî âðàùåíèÿ ñïóòíèêà. Ïîýòîìó ñîîò-
âåòñòâóþùèé ãðàôèê ìû íå ïðèâîäèì.
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Ðèñ. 3.19. Ñëó÷àé ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ñïóòíèêà. Ïîêà-
çàíî èçìåíåíèå áîëüøîé ïîëóîñè îðáèòû íà èíòåðâàëå âðåìåíè 80200 ñó-
òîê (220 ëåò) èç-çà ïðèëèâíîãî òðåíèÿ â òåëå ñïóòíèêà. Âçÿò âàðèàíò 1 íà-
÷àëüíûõ óñëîâèé. Æèðíîé ëèíèåé ïîêàçàíî èçìåíåíèå áîëüøîé ïîëóîñè
ïðè ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ñïóòíèêà. Òîíêîé ëèíèåé ïîêàçàíî èç-
ìåíåíèå áîëüøîé ïîëóîñè ïðè ñèíõðîííîì âðàùåíèè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå
êàæóùååñÿ ïîñòîÿíñòâî áîëüøîé ïîëóîñè ïðîÿâëÿåòñÿ èç-çà âûáðàííîãî

íà ãðàôèêå ìàñøòàáà.

3.14.5. Íåêîòîðûå âàæíûå âûâîäû î âëèÿíèè ïðèëèâíûõ
äåôîðìàöèé íà äèíàìèêó ñïóòíèêîâ

Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåííîé ðàáîòû (Emelyanov, 2018) ïîëó÷åíû
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ýâîëþöèîííûõ èçìåíåíèé áîëüøîé
ïîëóîñè è ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû ñïóòíèêà, îáóñëîâëåííûõ ïðè-
ëèâíûì òðåíèåì â òåëå ïëàíåòû è â òåëå ñïóòíèêà. Ìû èñõîäèëè èç
ñîîòâåòñòâóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ïðÿìîóãîëüíûõ
êîîðäèíàòàõ, îïóáëèêîâàííûõ â ðàáîòå (Lainey et al., 2012). Ïîêàçà-
íà èäåíòè÷íîñòü îñðåäíåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé â êîîðäèíàòàõ ñ
òî÷íûì ðåøåíèåìì âûâåäåííûõ â ðàáîòå (Emelyanov, 2018) îñðåä-
íåííûõ óðàâíåíèé â ýëåìåíòàõ.

Â çàäà÷å ó÷åòà âëèÿíèÿ ïðèëèâîâ â òåëå ïëàíåòû îáíàðóæåíî ñî-
îòíîøåíèå ìåæäó ñðåäíèì äâèæåíèåì ñïóòíèêà n è óãëîâîé ñêîðî-
ñòüþ âðàùåíèÿ ïëàíåòû |ΩΩΩ|, ïðè êîòîðîì ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ýêñ-

3.14. Влияние приливов в вязко-упругих телах планеты и спутника 119



öåíòðèñèòåòà ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé íóëþ (Emelyanov, 2018). Ýòî ïðè-
ñõîäèò ïðè n = 11

18 |ΩΩΩ|.
Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ðå-

çóëüòàòàìè äðóãèõ àâòîðîâ. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî àñïåêòîâ.
Ïðèëèâíàÿ ýâîëþöèÿ â òåñíûõ äâîéíûõ ñèñòåìàõ áûëà èçó÷åíà

â ðàáîòå (Hut, 1981). Âûâåäåííûå â ýòîé ðàáîòå äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ ñ
ó÷åòîì ïðèëèâíîãî âëèÿíèÿ âÿçêî-óïðóãîãî öåíòðàëüíîãî òåëà ñîâ-
ïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè, îïóáëèêîâàííûìè â ñòàüÿõ (Mignard, 1979,
1980; Lainey et al., 2009; Lainey et al., 2012). Óðàâíåíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþò ñëó÷àþ âîçìóùåíèé îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ïîä
äåéñòâèåì ïðèëèâîâ â âÿçêî-óïðóãîì òåëå ïëàíåòû. Àâòîð ðàáîòû
(Hut, 1981) ïðåîáðàçîâàë óðàâíåíèÿ ê ïåðåìåííûì áîëüøàÿ ïîëó-
îñü a, ýêñöåíòðèñèòåò e. Íàøè óðàâíåíèÿ (3.127), (3.128) â òî÷íîñòè
ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû (Hut, 1981).

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî áîëüøîé ïîëóîñè
è ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû ñïóòíèêà, îïèñûâàþùèå âëèÿíèå âÿçêî-
óïðóãèõ ïðèëèâîâ â òåëå ïëàíåòû è â òåëå ñïóòíèêà íà îðáèòàëüíîå
äâèæåíèå, îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå (Lainey et al., 2012). Ýòè óðàâíå-
íèÿ èìåþò òàêóþ æå ôîðìó, êàê è íàøè óðàâíåíèÿ (3.127), (3.128),
(3.129), (3.130). Îäíàêî òîëüêî äâà èç ÷åòûðåõ óðàâíåíèé â ðàáîòå
(Lainey et al., 2012) ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè (3.127), (3.130). Äðó-
ãèå äâà ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ. Ñîîòâåòñòâåííî îíè îòëè÷àþòñÿ
è îò ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû (Hut, 1981).

Áîëåå îáùàÿ òåîðèÿ, ÷åì ðàññìîòðåííàÿ çäåñü, äëÿ ó÷åòà ïðèëèâ-
íîãî âëèÿíèÿ íà îðáèòàëüíîå äâèæåíèå ñïóòíèêîâ ðàçâèòà â ðàáî-
òàõ (Efroimsky, Makarov, 2013; Makarov, Efroimsky, 2013; Makarov,
2015). Àâòîðû ññûëàþòñÿ íà ðàáîòû ïðåäøåñòâåííèêîâ. Ïîêàçàíî,
÷òî â òåëàõ ïëàíåòû è ñïóòíèêà êðîìå îñíîâíîé ïðèëèâíîé äåôîð-
ìàöèè, êîòîðàÿ ðàññìîòðåíà âûøå, âîçíèêàþò è äðóãèå âîëíû äå-
ôîðìàöèé, èìåþùèå äðóãèå ñêîðîñòè ïðîáåãàíèÿ ïî òåëàì è äðóãèå
çàïàçäûâàíèÿ ïî âðåìåíè. Ìíîæåñòâåííîñòü ýòèõ âîëí ïîðîæäåíà,
â îñíîâíîì, îòëè÷èåì îðáèòû ñïóòíèêà îò êðóãîâîé è åå íàêëîíîì
ê ïëîñêîñòè ýêâàòîðà ïëàíåòû.

Ïàðàìåòðû äèññèïàöèè ýíåðãèè îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóò-
íèêà îò ïðèëèâíûõ äåôîðìàöèé ìîæíî îïðåäåëèòü òîëüêî èç íà-
áëþäåíèé. Òî÷íîñòü íàáëþäåíèé îãðàíè÷åíà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ
òî÷íîñòè åäâà õâàòàåò, ÷òîáû îïðåäåëèòü ýòè ïàðàìåòðû äëÿ Þïè-
òåðà, Ñàòóðíà è èõ ãëàâíûõ ñïóòíèêîâ. ×òî êàñàåòñÿ âÿçêî-óïðóãèõ
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òåë Óðàíà è Íåïòóíà, òî ïîïûòîê îïðåäåëåíèÿ òàêèõ ïàðàìåòðîâ
ïîêà íå äåëàëîñü. Â ðàáîòå (Lainey, 2016) èññëåäîâàëîñü ñîîòíîøå-
íèå ìåæäó òî÷íîñòüþ íàáëþäåíèé è âîçìîæíûìè çíà÷åíèÿìè ïà-
ðàìåòðîâ ïðèëèâíûõ äåôîðìàöèé Óðàíà è Íåïòóíà. Íàéäåíû òà-
êèå ãèïîòåòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ îíè ìîãëè
áû áûòü îïðåäåëåíû èç íàáëþäåíèé. Ýòè çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþò
çíà÷èòåëüíîé ïðèëèâíîé äåôîðìàöèè.

Îòìåòèì çäåñü ðåçóëüòàòû îïðåäåëåíèÿ îðáèòàëüíîãî óñêîðå-
íèÿ ñïóòíèêà Ìàðñà Ôîáîñà. Îñîáåííîñòü äâèæåíèÿ ýòîãî ñïóòíè-
êà ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí îáðàùàåòñÿ ïî îðáèòå áûñòðåå âðàùåíèÿ
Ìàðñà. Ïðèëèâû â âÿçêî-óïðóãîì òåëå Ìàðñà, âûçâàííûå ïðèòÿ-
æåíèåì ñïóòíèêà, çàïàçäûâàþò îò íàïðàâëåíèÿ íà ñïóòíèê. Â ðå-
çóëüòàòå ýíåðãèÿ îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ òåðÿåòñÿ, è ñïóòíèê «ïà-
äàåò» íà Ìàðñ. Íàèáîëåå ðàçâèòàÿ òåîðèÿ îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ
Ôîáîñà è Äåéìîñà íà îñíîâå íàáëþäåíèé îïóáëèêîâàíà â ðàáîòå
(Lainey et al., 2007). Çíà÷åíèÿ îðáèòàëüíîãî óñêîðåíèÿ, âçÿòûå èç
ýòîé ðàáîòû è èç íåñêîëüêèõ áîëåå ðàííèõ ïóáëèêàöèé, ïðèâåäåíû
â Ïðèëîæåíèè 2.
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