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Ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ îðáèò íåáåñíûõ òåë èç àñòðîíîìè÷åñêèõ íàáëþäåíèé ïî-

ÿâèëàñü ôàêòè÷åñêè îäíîâðåìåííî ñ âîçíèêíîâåíèåì ñàìîé äèíàìè÷åñêîé àñòðîíî-

ìèè êàê åñòåñòâåííî-íàó÷íîé äèñöèïëèíû. È ïðîèçîøëî ýòî áëàãîäàðÿ Ýäìóíäó Ãàë-

ëåþ, óãîâîðèâøåìó ñâîåãî äðóãà Èñààêà Íüþòîíà ïîìî÷ü åìó âû÷èñëèòü îðáèòó êî-

ìåòû, èçâåñòíîé òåïåðü êàê çíàìåíèòàÿ êîìåòà Ãàëëåÿ. Â ðåçóëüòàòå âîçíèê ïåð-

âûé (ãåîìåòðè÷åñêèé ïî ôîðìå) ìåòîä ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è, ïî ïðàâó ñâÿçûâàåìûé

ñ èìåíåì ñàìîãî àâòîðà "Ìàòåìàòè÷åñêèõ íà÷àë íàòóðàëüíîé ôèëîñîôèè" (1687

ã.). Îäíàêî ïîäëèííûé òðèóìô äèíàìè÷åñêîé àñòðîíîìèè â êà÷åñòâå ýôôåêòèâíî-

ãî íàáîðà àíàëèòè÷åñêèõ ïðîöåäóð äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ äâèæåíèé íåáåñíûõ ñâåòèë

ïðèíÿòî ñâÿçûâàòü ñ èìåíåì Êàðëà Ôðèäðèõà Ãàóññà, âû÷èñëèâøåãî ïîèñêîâóþ ýôå-

ìåðèäó ïåðâîé ìàëîé ïëàíåòû Öåðåðû,ïîòåðÿííóþ åå ïåðâîîòêðûâàòåëåì Äæóçåïïå

Ïèàööè (1801 ã.), âñå óñèëèÿ êîòîðîãî îïðåäåëèòü ýëåìåíòû åå îðáèòû îêàçàëèñü

áåçóñïåøíûìè. Êñòàòè, Ê.Ãàóññ íå òîëüêî ïðåäëîæèë ìåòîä îïðåäåëåíèÿ îðáèòû,

èäåéíî áëèçêèé ïðåäëîæåííîììó Æîçåôîì-Ëóè Ëàãðàíæåì (1778 ã.). Áîëåå òîãî,

Ê.Ãàóññ ñâîé ìåòîä "äîâåë äî ÷èñëà". Òàê âîçíèê ìåòîä, âïîñëåäñòâèè ïîëó÷èâøèé

íàçâàíèå "ìåòîä Ëàãðàíæà-Ãàóññà" è ñòàâøèé çàòåì íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì â

ïðàêòèêå îïðåäåëåíèÿ îðáèò è âû÷èñëåíèÿ ýôåìåðèä. Òåì ñàìûì ìîëîäîé âûïóñêíèê

Ãåòòèíãåíñêîãî óíèâåðñèòåòà Êàðë Ôðèäðèõ Ãàóññ íå ïðîñòî ðåøèë àêòóàëüíåéøóþ

íàó÷íóþ çàäà÷ó, íî è çàëîæèë îñíîâû ïðèêëàäíîé è âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè,

áëàãîäàðÿ ÷åìó è ïîëó÷èë âñåîáùåå ïðèçíàíèå êàê "primas matematicus ò.å."êîðîëü

ìàòåìàòèêîâ". Ïîýòîìó íå ïîäëåæèò ñîìíåíèþ óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ìîãóùåñòâî

ñîâðåìåííîé ïðèêëàäíîé è âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè ãåíåòè÷åñêè ñâÿçàíî ñ ÷èñòî

àñòðîíîìè÷åñêîé ïðîáëåìîé ïðîãíîçèðîâàíèÿ äâèæåíèé íåáåñíûõ ñâåòèë.

Èç òåîðåòè÷åñêîé àñòðîíîìèè èçâåñòíî, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãåëèîöåíòðè÷å-

ñêîé îðáèòû êàêîãî-ëèáî òåëà, ïðèíàäëåæàùåãî Ñîëíå÷íîé ñèñòåìå, íåîáõîäèìî
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èìåòü â ñâîåì ðàñïîðÿæåíèè ïî êðàéíåé ìåðå òðè ïîëíûõ íàáîðà åãî íåáåñíûõ êî-

îðäèíàò, îõâàòûâàþùèõ, ê òîìó æå, äîñòàòî÷íî ïðîäîëæèòåëüíûé ïðîìåæóòîê âðå-

ìåíè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òî÷íîñòü âû÷èñëåííûõ çíà÷åíèé îðáèòàëüíûõ ýëåìåíòîâ

áóäåò íåóäîâëåòâîðèòåëüíîé. Îäíàêî óêàçàííûé âðåìåííîé èíòåðâàë íå äîëæåí áûòü

è ÷ðåçìåðíî áîëüøèì, òàê êàê èñïîëüçóåìûå ïðè ýòîì áåñêîíå÷íûå ðÿäû ïî âîçðàñ-

òàþùèì ñòåïåíÿì ìàëûõ ïàðàìåòðîâ, ðîëü êîòîðûõ âûïîëíÿþò êàê ðàç èíòåðâàëû

âðåìåíè ìåæäó ïàðàìè íàáëþäåíèé, áóäóò ñõîäèòüñÿ íåäîñòàòî÷íî áûñòðî.

À). Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðå÷ü èäåò î òîïîöåíòðè÷åñêèõ íåáåñíûõ êîîðäèíàòàõ

"ñâåòèëà" (ïðÿìûõ âîñõîæäåíèÿõ è ñêëîíåíèÿõ, ïðèâåäåííûõ ê ýêâàòîðó è ðàâ-

íîäåíñòâèþ îäíîé è òîé æå ýïîõè), èõ çíà÷åíèÿ äîëæíû áûòü åùå "ïðèâåäåíû ê

öåíòðó Çåìëè ÷òî ïðåäïîëàãàåò ââåäåíèå â êîîðäèíàòû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîïðàâîê

çà ñóòî÷íûé ïàðàëëàêñ.

Ïðåîáðàçîâàíèå îò òîïîöåòðè÷åñêèõ íåáåñíûõ êîîðäèíàò ê ãåîöåíòðè÷åñêèì îñó-

ùåñòâëÿåòñÿ ïî íèæåñëåäóþùèì ôîðìóëàì. Ïóñòü α0, δ0 - íàáëþäàåìûå òîïîöåíòðè-

÷åñêèå êîîðäèíàòû îáúåêòà, à α, δ - åãî ãåîöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Äàëåå ïóñòü ρ,

φ è s - ãåîöåíòðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå, ãåîöåíòðè÷åñêàÿ øèðîòà è çâåçäíîå âðåìÿ ìåñòà

íàáëþäåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ãåîöåíòðè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ñôåðè÷åñêèõ íåáåñíûõ

êîîðäèíàò α è δ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

α = α0 + pα,

δ = δ0 + pδ,

ãäå "ïàðàëëàêòè÷åñêèå ñìåùåíèÿ" pα è pδ ñâÿçàíû ñ "ïàðàëëàêòè÷åñêèìè ìíîæè-

òåëÿìè" Mα è Mδ ðàâåíñòâàìè:

Mα = ρ pα,

Mδ = ρ pδ,

ïðè÷åì ÷åðåç ρ îáîçíà÷åíî ãåîöåíòðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå îáúåêòà. Ïàðàëëàêòè÷åñêèå

ìíîæèòåëè îáû÷íî ïðèíÿòî ïóáëèêîâàòü âìåñòå ñ íàáëþäàåìûìè íåáåñíûìè êîîð-

äèíàòàìè è åñëè (íàïðèìåð, èç ýôåìåðèäû) èçâåñòíî ãåîöåíòðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ρ,

òî ïàðàëëàêòè÷åñêèå ñìåùåíèÿ pα è pδ ëåãêî îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë;

pα =
1

ρ
Mα,

pδ =
1

ρ
Mδ.

Îäíàêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïàðàëëàêòè÷åñêèå ìíîæèòåëèMα èMδ íå èçâåñòíû, îíè

ìîãóò áûòü ðàññ÷èòàíû ïî ôîðìóëàì:
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Mα = Cs sec δ0 sin(s− α0), Mδ = S
′′
cos δ0 − C

′′
sin δ0 cos(s− α0), (1)

ãäå

Cs = 0s.5867 ρ′ cosϕ′, C ′′ = 8′′.80 ρ′ cosϕ′, S ′′ = 8.′′80 ρ′ sinϕ′, (2)

ïðè÷åì îáå ÷àñòè ïåðâîãî èç ðàâåíñòâ (2) âûðàæåíû â ñåêóíäàõ âðåìåíè, à îñòàâ-

øèõñÿ äâóõ - â ñåêóíäàõ äóãè. Â Àñòðîíîìè÷åñêîì Åæåãîäíèêå ÑÑÑÐ ïðèâîäÿòñÿ

âñïîìîãàòåëüíûå òàáëèöû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ C è S ïî çàäàííûì çíà-

÷åíèÿì ãåîöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò (ðàññòîÿíèÿ ρ′ è øèðîòû ϕ′) îñíîâíûõ àñòðîíî-

ìè÷åñêèõ îáñåðâàòîðèé Çåìëè.

Á). Â ñëó÷àå òîëüêî ÷òî îòêðûòîãî (ò.å. âïåðâûå íàáëþäàâøåãîñÿ) íåáåñíîãî

òåëà îïèñàííûé âûøå (â ðàçäåëå À) ïóòü ("ïðèâåäåíèÿ ê öåíòðó Çåìëè") íåïðè-

ìåíèì, òàê êàê ãåîöåíòðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå âçÿòü íåîòêóäà (îíî íåèçâåñòíî ââèäó

îòñóòñòâèÿ ýôåìåðèäû òàêîãî îáúåêòà). Òîãäà ñëåäóåò ê íàáëþäàåìûì òîïîöåíòðè-

÷åñêèì êîîðäèíàòàì îáúåêòà äîáàâèòü òîïîöåíòðè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ

êîîðäèíàò Ñîëíöà, âû÷èñëåííûå ïî ãåîöåíòðè÷åñêèì ïðÿìîóãîëüíûì ýêâàòîðèàëü-

íûì êîîðäèíàòàì Ñîëíöà èç òàáëèö Àñòðîíîìè÷åñêîãî Åæåãîäíèêà ÑÑÑÐ (çà ãîä, ê

êîòîðîìó îòíîñÿòñÿ íàáëþäåíèÿ), ïóáëèêóåìûì íà íà÷àëî ñóòîê êàæäîé äàòû ãîäà.

ÀËÃÎÐÈÒÌ ËÀÃÐÀÍÆÀ-ÃÀÓÑÑÀ.

I. ÈÑÕÎÄÍÛÅ ÄÀÍÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÎÐÁÈÒÛ
ÀÑÒÅÐÎÈÄÀ.

à). Ìîìåíòû òðåõ íàáëþäåíèé àñòåðîèäà:

t1, t2, t3 (t1 < t < t2);

á).Íàáëþäåííûå ñôåðè÷åñêèå íåáåñíûå êîîðäèíàòû àñòåðîèäà:

(α1, δ1), (α, δ), (α2, δ2);

â).Äåêàðòîâû ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû Ñîëíöà:

(X1, Y1, Z1), (X, Y, Z), (X2, Y2, Z2),

ïîëó÷àåìûå èíòåðïîëèðîâàíèåì èç ñîîòâåòñòâóþùèõ òàáëèö Àñòðîíîìè÷åñêîãî

Åæåãîäíèêà ÑÑÑÐ (íà ãîä íàáëþäåíèé). Êîîðäèíàòû àñòåðîèäà è Ñîëíöà äîëæíû

áûòü âûðàæåíû â îäíîé è òîé æå ñèñòåìå êîîðäèíàò (ãåîöåíòðè÷åñêîé èëè òîïî-

öåíòðè÷åñêîé), à òàêæå äîëæíû áûòü îòíåñåíû ê íåáåñíîìó ýêâàòîðó è âåñåííåìó

ðàâíîäåíñòâèþ îäíîé è òîé æå ýïîõè.
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II. ÑÂÎÄÊÀ ÔÎÐÌÓË È ÏÎÐßÄÎÊ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÉ.

IIà). Â û ÷ è ñ ë å í è å ã å î ö å í ò ð è ÷ å ñ ê è õ ð à ñ ñ ò î ÿ í è é.

No 1. Âû÷èñëåíèå ýëåìåíòîâ ôóíäàìåíòàëüíîãî îïðåäåëèòåëÿ ,

òî åñòü íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ ðàäèóñ-âåêòîðà àñòåðîèäà îòíîñèòåëüíî îñåé âû-

áðàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïî åãî ñôåðè÷åñêèì íåáåñíûì ýêâàòîðèàëüíûì êîîðäè-

íàòàì:
λ1 = cosα1 cos δ1, λ = cosα cos δ, λ2 = cosα2 cos δ2,

µ1 = sinα1 cos δ1, µ = sinα cos δ, µ2 = sinα2 cos δ2,

ν1 = sin δ1, ν = sin δ, ν2 = sin δ2.

(3)

Â êà÷åñòâå êîíòðîëüíûõ ñîîòíîøåíèé èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå î÷åâèäíûå òîæ-

äåñòâà:

λ21 + µ2
1 + ν21 = 1, λ2 + µ2 + ν2 = 1, λ22 + µ2

2 + ν22 = 1.

No 2. Â û ÷ è ñ ë å í è å ê î í ñ ò à í ò ,

ñâÿçàííûõ ñ ôóíäàìåíòàëüíûì îïðåäåëèòåëåì D ìåòîäà Ëàãðàíæà-Ãàóññà, ïî

çíà÷åíèÿì íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ, âû÷èñëåííûì â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå:

à). Ô ó í ä à ì å í ò à ë ü í û é î ï ð å ä å ë è ò å ë ü D

âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî ôîðìóëå Ëàïëàñà (â ôîðìå ðàçëîæåíèÿ ïî ýëåìåíòàì åãî

ïåðâîãî ñòîëáöà):

D = λλ12 + µµ12 + νν12.

Çäåñü àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ ïåðâîãî ñòîëáöà îïðåäåëèòåëÿ D çàäàíû

âûðàæåíèÿìè

λ12 = µ1ν2 − µ2ν1,

µ12 = ν1λ2 − ν2λ1,

ν12 = λ1µ2 − λ2µ1.

×åðåç U1, U è U2 äàëåå îáîçíà÷åíû òàê íàçûâàåìûå "ïðîèçâîäíûå"îïðåäåëèòåëè

U1 = X1λ12 + Y1µ12 + Z1ν12,

U = Xλ12 + Y µ12 + Zν12,

U2 = X2λ12 + Y2µ12 + Z2ν12,

ïîëó÷àåìûå èç ôóíäàìåíòàëüíîãî îïðåäåëèòåëÿ D çàìåíîé ýëåìåíòîâ åãî ïåðâîãî

ñòîëáöà íà ïðÿìîóãîëüíûå ýêâàòîðèàëüíûå êîîðäèíàòû Ñîëíöà, ñîîòâåòñòâóþùèå

ìîìåíòàì òðåõ íàáëþäåíèé.
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á).Â û ÷ è ñ ë å í è å ï î ñ ò î ÿ í í û õ

R,C, S, cosψ,

îïðåäåëÿåìûõ ôîðìóëàìè:

R2 = X2 + Y 2 + Z2,

C = −(λX + µY + νZ),

S2 = R2 − C2,

cosψ =
C

R
.

Ê î í ò ð î ë ü â û ÷ è ñ ë å í è é : ñ ïîìîùüþ çíà÷åíèé âñïîìîãàòåëüíûõ êîíñòàíò

L, M è N , îïðåäåëÿåìûõ ðàâåíñòâàìè:

L = λ1 + λ+ λ2 +X1 +X +X2,

M = µ1 + µ+ µ2 + Y1 + Y + Y2,

N = ν1 + ν + ν2 + Z1 + Z + Z2,

à â êà÷åñòâå êîíòðîëüíîãî èñïîëüçóåòñÿ ñîîòíîøåíèå:

Lλ12 +Mµ12 +Nν12 = D + U1 + U + U2,

îáå ÷àñòè êîòîðîãî äîëæíû ñîâïàäàòü â ïðåäåëàõ çàäàííîé òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé.

No 3. Âû÷èñëåíèå ãåîöåíòðè÷åñêèõ ðàññòîÿíèé íåáåñíîãî îáúåêòà
ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.

Ï å ð â î å ï ð è á ë è æ å í è å .

No 3.1. Â û ÷ è ñ ë å í è å ï ð î ì å æ ó ò ê î â â ð å ì å í è

τ1, τ, τ2

ìåæäó ïàðàìè íàáëþäåíèé ïî ôîðìóëàì:

τ1 = k(t2 − t),

τ2 = k(t− t1),

τ = k(t2 − t1),

ãäå ÷åðåç k îáîçíà÷åíà ïîñòîÿííàÿ Ãàóññà

k = 0, 01720209895,
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à òàêæå îòíîøåíèé óêàçàííûõ âûøå ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè n1
0 è n2

0 :

n1
0 =

τ1
τ
,

n2
0 =

τ2
τ
,

è âåëè÷èí êîýôôèöèåíòîâ Ýíêå c1 è c2 ïî ôîðìóëàì:

c1 =
1

6
τ1τ2(1 + n1

0),

c2 =
1

6
τ1τ2(1 + n2

0).

Ê î í ò ð î ë ü í û ì ñ î î ò í î ø å í è å ì ñëóæèò ðàâåíñòâî:

1

3
(c1 + c2) =

1

6
τ1τ2,

îáå ÷àñòè êîòîðîãî äîëæíû ñîâïàäàòü â ïðåäåëàõ çàäàííîé òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé.

No 3.2. Ñ î ñ ò à â ë å í è å ó ð à â í å í è é Ë à ã ð à í æ à.

Â ýòîì ðàçäåëå ñîñòàâëÿåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Ëàãðàíæà, îïðåäåëÿþùàÿ ãåî-

öåíòðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ñâåòèëà ρ â ìîìåíò ñðåäíåãî èç òðåõ íàáëþäåíèé:

DP = U − n1
0U1 − n2

0U2,

DQ = c1U1 + c2U2.....(A)

ρ = P − Q

r3
,

r2 = (ρ+ C)2 + S2....(B)

Ê ð è ò å ð è é Î ï ï î ë ü ö å ð à åäèíñòâåííîñòè îðáèòû, ñîîòâåòñòâóþùåé

èñïîëüçóåìîìó íàáîðó íàáëþäàòåëüíûõ äàííûõ , ñîñòîèò â óäîâëåòâîðåíèè íåðàâåí-

ñòâà:

3Pcosψ > R.
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Åñëè ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íå óäîâëåòâîðÿåòñÿ, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èñïîëü-

çóåìîìó íàáîðó íàáëþäàòåëüíûõ äàííûõ ñîîòâåòñòâóåò äâîéíîå ðåøåíèå çàäà÷è

Ëàãðàíæà-Ãàóññà. Â òàêîì ñëó÷àå êàêîå-ëèáî îäíî èç òðåõ íàáëþäåíèé äîëæíî áûòü

èñêëþ÷åíî è çàìåíåíî äðóãèì, ÷òîáû íîâûé íàáîð òðåõ íàáëþäåíèé óäîâëåòâîðÿë

êðèòåðèþ Îïïîëüöåðà.

No 3.3. × è ñ ë å í í î å ð å ø å í è å ñèñòåìû (B)

ó ð à â í å í è é Ë à ã ð à í æ à.

Ñèñòåìà (Â) óðàâíåíèé Ëàãðàíæà - ýòî ñèñòåìà äâóõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ

äâóìÿ íåèçâåñòíûìè: ãåîöåíòðè÷åñêèì ðàññòîÿíèåì ρ è ãåëèîöåíòðè÷åñêèì ðàññòî-

ÿíèåì r èññëåäóåìîãî íåáåñíîãî òåëà. Ðåøåíèå òàêîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü íàéäåíî

ëèøü ïðèáëèæåííî, íàïðèìåð, êàêèì-ëèáî èç èòåðàöèîííûõ ñïîñîáîâ. Ýòî, ðàçóìå-

åòñÿ, ïðåäïîëàãàåò âûáîð ñòàðòîâîãî çíà÷åíèÿ äëÿ èñêîìîé ïåðåìåííîé ρ èç îáëàñòè

ñõîäèìîñòè ïðèìåíÿåìîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Ñ ýòîé öåëüþ èñïîëüçóåòñÿ ñëå-

äóþùåå îäíî óðàâíåíèå:

p = 1− (x⋆2 + 2x⋆ cosψ + 1)
−3
2 ... (a)

îòíîñèòåëüíî äðóãîé (áåçðàçìåðíîé) íåèçâåñòíîé x⋆, îïðåäåëÿåìîé ðàâåí-

ñòâîì:

x⋆ =
ρ

r
,

è ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè p , cosψ,, òàêèõ ÷òî

p =
R

P
,

à

cosψ =
C

R
.

Óðàâíåíèå (a) âûâîäèòñÿ èç ñèñòåìû (B) ïóòåì èñêëþ÷åíèÿ èç ïîñëåäíåé ãåëèî-

öåíòðè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ r ïðè óñëîâèè, ÷òî êîýôôèöèåíòû P è Q ñâÿ-

çàíû ïðèáëèæåííûì ñîîòíîøåíèåì
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Q ≃ PR3.

Âûøåóïîìÿíóòîå óðàâíåíèå (a) â ïðèíöèïå ïîçâîëÿåò íàéòè çíà÷åíèå èñêîìîé

âåëè÷èíû x⋆ ïî çàäàííûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ p è cosψ. Îäíàêî áåçðàçìåðíîå

ãåîöåíòðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå x⋆ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (à) êàê íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ

äâóõ àðãóìåíòîâ p è cosψ :

x⋆ = Φ(p, cosψ),

òàê ÷òî âû÷èñëåíèå ýòîé ïîñëåäíåé íåÿâíîé ôóíêöèè ñâÿçàíî ñ îïðåäåëåííûìè òðóä-

íîñòÿìè, ÷ðåâàòûìè ïîòåðåé òî÷íîñòè. Ýòè òðóäíîñòè ëåãêî ïðåîäîëèìû, åñëè îá-

ðàòèòü âíèìàíèå íà òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå x⋆ ìîæåò áûòü

ïîëó÷åíî èç òàáëèöû ñ äâóìÿ âõîäàìè äëÿ çíà÷åíèé p , âû÷èñëÿåìûõ íåïîñðåäñòâåí-

íî ïî ôîðìóëå (à) êàê ôóíêöèè x⋆ è cosψ:

p = Ψ(x⋆, cosψ).

Òàêàÿ òàáëèöà ñîäåðæèòñÿ â ìîíîãðàôèè: Ì.Ô.Ñóááîòèí."ÂÂÅÄÅÍÈÅ Â ÒÅÎ-

ÐÅÒÈ×ÅÑÊÓÞÀÑÒÐÎÍÎÌÈÞèçä."ÍàóêàÌ., 1968, cc. 780-783.ÒàáëèöàX. "Ïðè-

áëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé Ëàãðàíæà". Ýòà òàáëèöà ïîçâîëÿåò ëåãêî íàõîäèòü

çíà÷åíèå x⋆ äëÿ çàäàííûõ çíà÷åíèé p è cosψ . Òàêèì îáðàçîì, ñòàðòîâîå çíà÷åíèå

ãåîöåíòðè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ ρ(0) îïðåäåëÿåòñÿ ïðèáëèæåííî èç ðàâåíñòâà:

ρ(0) = x⋆R.

Ýòî ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ãåîöåíòðè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ ρ ïîäëåæèò óòî÷íåíèþ

ñ ïîìîùüþ êàêîãî-ëèáî èç èòåðàöèîííûõ ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé. Íàïðèìåð, äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà êàñàòåëüíûõ Íüþòîíà óðàâíåíèå (B) ñëåäóåò

ïðèâåñòè ê âèäó:

f(ρ) = 0,

ãäå äëÿ ëåâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå

f(ρ) = ρ− P +
Q

r3
,

òàê ÷òî åå ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′(ρ) ïðåäñòàâèìà ôîðìóëîé

f ′(ρ) = 1− 3Q(ρ+ C)

r5
.

Èòåðàöèè íà÷èíàþòñÿ ñî ñòàðòîâîãî çíà÷åíèÿ:

ρ(0) = x⋆R,
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ïðè÷åì èòåðàöèîííàÿ ñõåìà ìåòîäà êàñàòåëüíûõ Íüþòîíà ïðèîáðåòàåò âèä:

ρ(k+1) = ρ(k) − f(ρ(k))

f ′(ρ(k))
,

ãäå íîìåð èòåðàöèè k ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

k = 0, 1, 2, ...

Íàïðîòèâ,åñëè âìåñòî ìåòîäà êàñàòåëüíûõ Íüþòîíà äëÿ óòî÷íåíèÿ ãåîöåíòðè÷åñêîãî

ðàññòîÿíèÿ ρ èñïîëüýóåòñÿ êëààññè÷åñêèé ìåòîä èòåðàöèé, òî èòåðàöèîííàÿ ñõåìà

äëÿ ñèñòåìû (B) óðàâíåíèé Ëàãðàíæà òàêîâà:

ρ(k+1) = P − Q

(r(k))3,
,

(r(k))2 = [ρ(k) + C]2 + S2,

k = 0, 1, 2, ...,

ïðè÷åì ïî-ïðåæíåìó ÷åðåç ρ(0) îáîçíà÷åíî ñòàðòîâîå çíà÷åíèå èñêîìîãî ãåî-

öåíòðè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ ρ , îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì:

ρ(0) = x⋆R.

No 3.4.Âû÷èñëåíèå ã å î ö å í ò ð è ÷ å ñ ê è õ ð à ñ ñ ò î ÿ í è é ρ1 è ρ2 ,

ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîìåíòàì êðàéíèõ íàáëþäåíèé.

Ïðåæäå âñåãî ïî çíà÷åíèþ ãåëèîöåíòðè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ r , âû÷èñëåííîìó â

ïåðâîì ïðèáëèæåíèè (ñì. ïðåäûäóùèé ðàçäåë No 3.3), ïî ôîðìóëàì Ýíêå:

n
(1)
1 = n

(0)
1 +

c1
r3
,

n
(1)
2 = n

(0)
2 +

c2
r3
,
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âû÷èñëÿþòñÿ îòíîøåíèÿ ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ n
(1)
1 è n

(1)
2 . Çàòåì ãåî-

öåíòðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ρ1 âû÷èñëÿåòñÿ ïî òîìó èç òðåõ íèæåñëåäóþùèõ óðàâ-

íåíèé, ëåâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî èìååò íàèáîëüøèé êîýôôèöèåíò ïðè îïðåäåëÿåìîì

íåèçâåñòíîì ρ1 :

[n1λ12]ρ1 = (ν2µ− µ2ν)ρ− (ν2Y − µ2Z) + n1(ν2Y1 − µ2Z1) + n2(ν2Y2 − µ2Z2);

[n1µ12]ρ1 = (λ2ν − ν2λ)ρ− (λ2Z − ν2X) + n1(λ2Z1 − ν2X1) + n2(λ2Z2 − ν2X2);

[n1ν12]ρ1 = (µ2λ− λ2µ)ρ− (µ2X − λ2Y ) + n1(µ2X1 − λ2Y1) + n2(µ2X2 − λ2Y2... (C).

Òàê, íàïðèìåð, åñëè λ12 ïî ìîäóëþ ïðåâîñõîäèò êàê µ12, òàê è ν12:

:

|λ12| ≥ max(|µ12|, |ν12|),

òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ρ1 íàäî âûáðàòü ïåðâîå èç òðåõ ñîîòíîøåíèé (C).

×òî æå êàñàåòñÿ ãåîöåíòðè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ ρ2, îíî îïðåäåëÿåòñÿ èç òðåõ ñëå-

äóþùèõ ñîîòíîøåíèé, ïðåâðàùàþùèõñÿ (ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ρ è ρ1) â óðàâíåíèÿ ñ

îäíèì íåèçâåñòíûì ρ2:

(n2λ2)ρ2 = λρ− (n1λ1)ρ1 −X + n1X1 + n2X2;

(n2µ2)ρ2 = µρ− (n1µ1)ρ1 − Y + n1Y1 + n2Y2; ... (D)

(n2ν2)ρ2 = νρ− (n1ν1)ρ1 − Z + n1Z1 + n2Z2

Íàïðèìåð, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ, ÷òî λ2 ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ïðåâîñõîäèò

êàê µ2, òàê è ν2, ò.å.

|λ2| ≥ max(|µ2|, |ν2|),

ñ íàèáîëüøåé òî÷íîñòüþ ïîñëåäíåå ãåîöåíòðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ρ2 îïðåäåëÿåòñÿ òðå-

òüèì ñîîòíîøåíèåì (D).

No 3.5. Â û ÷ è ñ ë å í è å ã å ë è î ö å í ò ð è ÷ å ñ ê è õ ê î î ð ä è í à ò

è ð à ñ ñ ò î ÿ í è é î á ú å ê ò à .
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Çíà÷åíèÿ ãåëèîöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

x1 = λ1ρ1 −X1, x = λρ−X, x2 = λ2ρ2 −X2

y1 = µ1ρ1 − Y1, y = µρ− Y, y2 = λ2ρ2 + Y2

z1 = ν1ρ1 − Z1, z = νρ− Z, z2 = ν2ρ2 − Z2

(E)

ïîñëå ÷åãî âû÷èñëÿþòñÿ êâàäðàòû ãåëèîöåíòðè÷åñêèõ ðàññòîÿíèé

(r1)
2 = (x1)

2 + (y1)
2 + (z1)

2,

r2 = x2 + y2 + z2,

(r2)
2 = (x2)

2 + (y2)
2 + (z2)

2

Ê î í ò ð î ë ü . Âî-ïåðâûõ, âû÷èñëåííîå â ýòîì ðàçäåëå çíà÷åíèå âåëè÷èíû

r äîëæíî ñîâïàäàòü ñ åå çíà÷åíèåì, ïîëó÷åííûì â ïðîöåññå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

ñèñòåìû óðàâíåíèé Ëàãðàíæà (ñì. ðàçäåë No 3.3), òî åñòü äîëæíî áûòü âûïîëíåíî

óñëîâèå:

r = r(k),

ãäå ÷åðåç r(k) îáîçíà÷åíî çíà÷åíèå ïåðåìåííîé r èç ïîñëåäíåé èòåðàöèè (â ïðîöåñ-

ñå óòî÷íåíèÿ ãåîöåíòðè÷åñêèõ ðàññòîÿíèé). Âî-âòîðûõ, âû÷èñëííûå â ýòîì ðàçäåëå

çíà÷åíèÿ ãåëèîöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò íåáåñíîãî îáúåêòà äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü

(ðàçóìååòñÿ, â ïðåäåëàõ çàäàííîé òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé) òàêæå è ñîîòíîøåíèÿì:

x = n1x1 + n2x2,

y = n1y1 + n2y2,

z = n1z1 + n2z2.

Ï ð è ì å ÷ à í è å 1.

Äëÿ àñòåðîèäîâ èíîãäà îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî òîé òî÷íîñòè,êîòîðóþ äàåò

ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ãàóññîâîé ïðîöåäóðû îïðåäåëåíèÿ ãåîöåíòðè÷åñêèõ ðàññòîÿíèé.

Òàê, íàïðèìåð, ìîæíî ñðàçó ïåðåõîäèòü ê âû÷èñëåíèþ ýëåìåíòîâ îðáèòû, ïðåäíàçíà-

÷åííûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ òàê íàçûâàåìîé "ïîèñêîâîé"ýôåìåðèäû, ÷òîáû àñòðîíîìû-

íàáëþäàòåëè ñìîãëè ïðîäîëæèòü íàáëþäåíèÿ è, áëàãîäàðÿ åé, ñóìåëè íå ïîòåðÿòü

èíòåðåñóþùèé èõ íåáåñíûé îáúåêò.

No 3.6. Ó ÷ å ò ï ë à í å ò í î é à á å ð ð à ö è è .
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Ýôôåêò ïëàíåòíîé àáåððàöèè ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî îáñòîÿòåëüñòâà, ÷òî ñâåò

ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íå ìãíîâåííî, ò.å. ñêîðîñòü ñâåòà èìååò êîíå÷íîå çíà÷åíèå. Ïîýòî-

ìó çà òîò ïðîìåæóòîê âðåìåíè, ïîêà ñâåò ïðîõîäèò ðàññòîÿíèå îò èñòî÷íèêà ñâå-

òà äî íàáëþäàòåëÿ, ñàì ñâåòÿùèéñÿ îáúåêò óñïåâàåò ïåðåäâèíóòüñÿ â ïðîñòðàíñòâå

íà íîâîå ìåñòî. Òàêèì îáðàçîì, ôèêñèðóåìîå íàáëþäàòåëåì ïîëîæåíèå îáúåêòà íà

íåáåñíîé ñôåðå ñîîòâåòñòâóþò íå ìîìåíòó íàáëþäåíèÿ, à íåêîòîðîìó áîëåå ðàííå-

ìó ìîìåíòó âðåìåíè. Ñëåäîâàòåëüíî, âû÷èñëåííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ãåëèîöåí-

òðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ñâåòèëà: (x1, y1, z1), (x, y, z), (x2, y2, z2) äîëæíû îòíîñèòüñÿ,

ñîîòâåòñòâåííî, ê èñïðàâëåííûì ( çà ïëàíåòíóþ àáåððàöèþ) ìîìåíòàì âðåìåíè:

t1
∗ = t1 − Lρ1,

t∗ = t− Lρ,

t2
∗ = t2 − Lρ2,

ãäå

L = 0d.0057756

- ýòî òàê íàçûâàåìîå "ñâåòîâîå âðåìÿ"(â ñðåäíèõ ñîëíå÷íûõ ñóòêàõ), çà êîòîðîå ñâåò

ïðîõîäèò ðàññòîÿíèå, ðàâíîå îäíîé àñòðîíîìè÷åñêîé åäèíèöå.

No 4. Âòîðîå è ïîñëåäóþùèå ïðèáëèæåíèÿ â ãàóññîâîé ïðîöåäóðå

óòî÷íåíèÿ ðàññòîÿíèé.

No 4.1. Â ò î ð î å ï ð è á ë è æ å í è å

íà÷èíàåòñÿ ñ âû÷èñëåíèÿ íîâûõ çíà÷åíèé ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè ìåæäó ïàðàìè

íàáëþäåíèé (ñ èñïðàâëåííûìè çà ïëàíåòíóþ àáåððàöèþ ìîìåíòàìè íàáëþäåíèé) ïî

ôîðìóëàì:

τ1
∗ = k(t2

∗ − t∗),

τ2
∗ = k(t∗ − t1

∗),

τ ∗ = k(t2
∗ − t1

∗).

Çàòåì âû÷èñëÿþòñÿ íîâûå çíà÷åíèÿ îòíîøåíèé ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè ìåæäó ïà-

ðàìè íàáëþäåíèé:

n1
0 =

τ1
∗

τ ∗
,

n2
0 =

τ2
∗

τ ∗
.
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Äàëåå âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè âû÷èñëÿþòñÿ îòíîøåíèÿ ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ ïî

ôîðìóëàì Ãèááñà:

n1
(2) = n1

0 [1 +B1(r1)
−3]

(1−Br−3)
,

n2
(2) = n2

0 [1 +B2(r2)
−3]

(1−Br−3)
,

ãäå êîýôôèöèåíòû B, B1 è B2 ñóòü ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû,îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè:

B =
1

12
τ ∗2(1 + n1

0n2
0),

B1 =
1

12
τ ∗2(n2

0 − n1
0n1

0),

B2 =
1

12
τ ∗2(n1

0 − n2
0n2

0).

Ï ð è ì å ÷ à í è å 1.

Íå ñëåäóåò óïóñêàòü èç âèäó òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè çíà-

÷åíèÿ âåëè÷èí τ ∗, τ1
∗, τ2

∗, n1
0 è n2

0 ïðåäïîëàãàþòñÿ èñïðàâëåííûìè çà ïëàíåòíóþ

àáåððàöèþ (ò.å. ïåðåâû÷èñëåííûìè íà ìîìåíòû âðåìåíè t1
∗, t∗, t2

∗).

Äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ ïî óòî÷íåíèþ çíà÷åíèé ãåîöåíòðè÷åñêèõ ðàññòîÿíèé

ïðîèçâîäÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçäåëîì No 4.2.

Â ò ð å ò ü å ì ï ð è á ë è æ å í è è ( à òàêæå âî âñåõ ïîñëåäóþùèõ

ïðèáëèæåíèÿõ) îòíîøåíèÿ ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî ôîðìó-

ëàì Ãàóññà:

n
(k)
1 = n1

0 η

η1
,

n
(k)
2 = n2

0 η

η2
,

ãäå (k ≥ 3), ïðè÷åì n1
0, n2

0 âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

n1
0 =

τ̃1
τ̃
,

n2
0 =

τ̃2
τ̃

ñ èñïðàâëåííûìè çà ïëàíåòíóþ àáåððàöèþ ìîìåíòàìè íàáëþäåíèé

t̃1 = t1 − Lρ1,
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t̃ = t− Lρ,

t̃2 = t2 − Lρ2,

à òàêæå ñ ñîîòâåòñòâåííî èñïðàâëåííûìè çíà÷åíèÿìè ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè ìåæäó

ïàðàìè íàáëþäåíèé:

τ̃ = k(t̃2 − t̃1),

τ̃1 = k(t̃2 − t̃),

τ̃2 = k(t̃− t̃1).

Â ôîðìóëàõ Ãàóññà η, η1, η2 ñóòü îòíîøåíèÿ ïëîùàäåé ñåêòîðîâ ê ïëî-

ùàäÿì òðåóãîëüíèêîâ, îáðàçîâàííûõ ïàðàìè ãåëèîöåíòðè÷åñêèõ ðàäèóñ-âåêòîðîâ

îáúåêòà, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîìåíòàì èñïîëüçóåìûõ íàáëþäåíèé. Óêàçàííûå îòíî-

øåíèÿ ïëîùàäåé ñåêòîðîâ ê ïëîùàäÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ òðåóãîëüíèêîâ ïðåäñòàâëÿ-

þòñÿ öåïíûìè äðîáÿìè Ãàíçåíà.

Â ÷àñòíîñòè âåëè÷èíà η - ýòî îòíîøåíèå ïëîùàäè ýëëèïòè÷åñêîãî ñåêòîðà,

îáðàçîâàííîãî "êðàéíèìè" ðàäèóñ-âåêòîðàìè, ê ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàí-

íîãî òåìè æå ðàäèóñ-âåêòîðàìè è ñòÿãèâàþùåé èõ êîíöû õîðäîé, à âû÷èñëÿåòñÿ η

ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ôîðìóë:

η = 1 +
10

11
(

d

1 + d
1+ d

1+...

),

ãäå

d =
22τ̃ 2

κ2[6κ+ 9(r1 + r2)]
,

ïðè÷åì

κ2 = 2(r1r2 + x1x2 + y1y2 + z1z2).

Àíàëîãè÷íûé ñìûñë èìååò âåëè÷èíà η1 , òàêæå ïðåäñòàâëÿåìàÿ ñîîòâåòñòâóþùåé

ôîðìóëîé â ôîðìå öåïíîé äðîáè;

η1 = 1 +
10

11
(

d1

1 + d1
1+

d1
1+...

),

ãäå d1 è κ1 îïðåäåëÿþòñÿ äâóìÿ ñëåäóþùèì äàëåå ðàâåíñòâàìè:

d1 =
22τ̃1

2

κ12[6κ1 + 9(r2 + r)]
,

è

κ1
2 = 2(r2r + x2x+ y2y + z2z).
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Íàêîíåö, çíà÷åíèå âåëè÷èíû η2 òàêæå îïðåäåëÿåò ñîîòâåòñòâóþùàÿ öåïíàÿ äðîáü

Ãàíçåíà:

η2 = 1 +
10

11
(

d2

1 + d2
1+

d2
1+...

),

ãäå

d2 =
22τ̃2

2

κ22[6κ2 + 9(r1 + r)]
,

à

κ2
2 = 2(r1r + x1x+ y1y + z1z).

No 4.2. Ïîñëå âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ ( è âñåõ ïîñëåäóþùèõ ïðèáëèæåíèé) ñ óòî÷-

íåííûìè çíà÷åíèÿìè îòíîøåíèé ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ n1 è n2 âû÷èñëÿþòñÿ

ê î ý ô ô è ö è å í ò û Ý í ê å c1 è c2 ïî ôîðìóëàì:

c1 = (n1 − n1
0)r−3,

c2 = (n2 − n2
0)r−3,

ãäå â êà÷åñòâå n1
0 è n2

0 áåðóòñÿ èõ èñïðàâëåííûå çà ïëàíåòíóþ àáåððàöèþ

çíà÷åíèÿ, à

r = r(k),

ïðè÷åì ”(k)” îçíà÷àåò íîìåð ïîñëåäíåãî (èç îñóùåñòâëåííûõ) ïðèáëèæåíèé â ãàóñ-

ñîâîé ïðîöåäóðå óòî÷íåíèÿ ðàññòîÿíèé.

No 4.3. Òåïåðü ïî ôîðìóëàì (A) è (B) ðàçäåëà No 3.2 âû÷èñëÿþòñÿ íîâûå çíà÷å-

íèÿ ðàññòîÿíèé äî îáúåêòà (ãåîöåíòðè÷åñêîãî ”ρ” è ãåëèîöåíòðè÷åñêîãî ”r”),

ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîìåíòó ñðåäíåãî íàáëþäåíèÿ.

No 4.4. Ñ ïîìîùüþ òåõ æå ñàìûõ óðàâíåíèé èç ÷èñëà (C) è (D) ðàçäåëà No 3.3,

êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè äëÿ íàõîæäåíèÿ "êðàéíèõ" ãåîöåí-

òðè÷åñêèõ ðàññòîÿíèé, ïîñëå ïîäñòàíîâêè â âûøåóêàçàííûå óðàâíåíèÿ óòî÷íåííûõ

çíà÷åíèé âåëè÷èí n1, n2, îïðåäåëÿþòñÿ íîâûå çíà÷åíèÿ ρ1 è ρ2 , ñîîò-

âåòñòâóþùèå ìîìåíòàì êðàéíèõ íàáëþäåíèé.

No 4.5. Ïî ôîðìóëàì (E) âû÷èñëÿþòñÿ óòî÷íåííûå çíà÷åíèÿ ãåëèîöåíòðè÷åñêèõ

êîîðäèíàò xi, yi, zi (i = 1, 0, 2), ñîîòâåòñòâóþùèå ìîìåíòàì òðåõ íàáëþäåíèé

íåáåñíîãî îáúåêòà.

Ï ð è ì å ÷ à í è å 2.
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Åñëè íîâûå çíà÷åíèÿ ãåîöåíòðè÷åñêèõ ðàññòîÿíèé ρ1, ρ è ρ2 îòëè÷àþòñÿ

áîëåå ÷åì íà 0, 001a.e. îò òåõ, ÷òî áûëè óïîòðåáëåíû äëÿ èñïðàâëåíèÿ ìîìåíòîâ

íàáëþäåíèé çà ïëàíåòíóþ àáåððàöèþ, òî ñîîòâåòñòâóþùèå (àáåððàöèîííûå) ïîïðàâ-

êè èíîãäà áûâàåò íåîáõîäèìî óòî÷íèòü.

Ï ð è ì å ÷ à í è å 3.

Ïîñëåäóþùèå ïðèáëèæåíèÿ ãàóññîâîé ïðîöåäóðû óòî÷íåíèÿ ãåîöåíòðè÷åñêèõ

ðàññòîÿíèé èññëåäóåìîãî íåáåñíîãî îáúåêòà ïðîäîëæàþòñÿ äî ñîâïàäåíèÿ ïîñëåäó-

þùèõ çíà÷åíèé îòíîøåíèé ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ ñ èõ ïðåäûäóùèìè çíà÷åíèÿìè

(ðàçóìååòñÿ, â ïðåäåëàõ òîé òî÷íîñòè, ñ êîòîðîé âåäóòñÿ âû÷èñëåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé:

|nq
(k+1) − nq

(k)| ≤ ϵ∗ (q = 1, 2; k = 0, 1, 2, ..., n),

âñå ðàññòîÿíèÿ äî îáúåêòà ñ÷èòàþòñÿ âû÷èñëåííûìè ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ ε∗,

òàê ÷òî ìîæíî ïåðåõîäèòü ê ðåàëèçàöèè âòîðîãî ýòàïà ñòðàòåãèè Ëåîíàðäà Ýéëåðà,

òî åñòü ê âû÷èñëåíèþ ýëåìåíòîâ îðáèòû.

IIá). Â û ÷ è ñ ë å í è å ý ë å ì å í ò î â î ð á è ò û .

Â ìåòîäå Ëàãðàíæà-Ãàóññà ýëåìåíòû îðáèòû âû÷èñëÿþòñÿ èç êðàåâûõ óñëîâèé

íåâîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ îáúåêòà, â êà÷åñòâå êîòîðûõ âûáèðàþòñÿ ãåëèîöåíòðè÷å-

ñêèå êîîðäèíàòû , ñîîòâåòñòâóþùèå ìîìåíòàì äâóõ êðàéíèõ íàáëþäåíèé:

(t1, x1, y1, z1),

(t2, x2, y2, z2).

Ýòè çíà÷åíèÿ âûáèðàþòñÿ èç ðåçóëüòàòîâ ïîñëåäíåãî âûïîëíåííîãî ïðèáëèæåíèÿ

ãàóññîâîé ïðîöåäóðû óòî÷íåíèÿ ðàññòîÿíèé îò íàáëþäàòåëÿ äî îáúåêòà.

No 5.1. Â û ÷ è ñ ë å í è å ê â à ä ð à ò î â "êðàéíèõ" ãåëèîöåíòðè÷åñêèõ

ð à ñ ñ ò î ÿ í è é r1 è r2, à òàêæå âñïîìîãàòåëüíûõ âåëè÷èí σ, x0, y0,

z0 , r0 ïî íèæåïðèâåäåííûì ôîðìóëàì:

r1
2 = x1

2 + y1
2 + z1

2,

r2
2 = x2

2 + y2
2 + z2

2,
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σ = (x1x2 + y1y2 + z1z2)r1
−2,

x0 = x2 − σx1,

y0 = y2 − σy1,

z0 = z2 − σz1,

r0
2 = x0

2 + y0
2 + z0

2.

No 5.2. Â û ÷ è ñ ë å í è å ð à ç í î ñ ò è è ñ ò è í í û õ à í î ì à ë è é

(2f) = v2 − v1

â äâóõ êðàéíèõ ïîëîæåíèÿõ èññëåäóåìîãî îáúåêòà ïî ôîðìóëàì:

sin(2f) =
r0
r2
,

cos(2f) =
(x1x2 + y1y2 + z1z2)

r1r2
.

Êâàäðàíò åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ óãîë (2f),íàõîäèòñÿ ïî

çíàêàì sin(2f) è cos(2f), â òî âðåìÿ êàê ãëàâíîå çíà÷åíèå óãëà (2f) òî÷-

íåå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

(2f) = arctg[
r0r1

(x1x2 + y1y2 + z1z2)
].

Îñíîâíîå ê î í ò ð î ë ü í î å ñ î î ò í î ø å í è å òàêîâî:

(r0r1)
2 = (y1z2 − y2z1)

2 + (z1x2 − z2x1)
2 + (x1y2 − x2y1)

2.

Â öåëÿõ ä î ï î ë í è ò å ë ü í î ã î ê î í ò ð î ë ÿ çà âû÷èñëåíèÿìè

æåëàòåëüíî èñïîëüçîâàòü òàêæå ðàâåíñòâî:

arc sin(
r0
r2
) = arc cos

(x1x2 + y1y2 + z1z2)

r1r2
,

îáåñïå÷èâàþùåå ñîãëàñèå çíà÷åíèé ðàçíîñòè èñòèííûõ àíîìàëèé (2f), âûâîäèìûõ

èç äâóõ ïåðâûõ ôîðìóë ýòîãî ðàçäåëà.

No 5.3. Â û ÷ è ñ ë å í è å ô î ê à ë ü í î ã î ï à ð à ì å ò ð à "p" îðáèòû

ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ:
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√
p = η

(r1)(r0)

τ
,

ãäå ÷åðåç ”η” îáîçíà÷åíî îòíîøåíèå ïëîùàäè ñåêòîðà ê ïëîùàäè òðåóãîëüíè-

êà äëÿ ñðåäíåãî íàáëþäåíèÿ ( åãî çíà÷åíèå óæå âû÷èñëåíî ïîñëå îïåðàöèé ðàçäåëà

No 4.1., âûïîëíåííûõ â ïîñëåäíåì ïðèáëèæåíèè ãàóññîâîé ïðîöåäóðû óòî÷íåíèÿ ðàñ-

ñòîÿíèé äî îáúåêòà).

No 5.4. Îï ð å ä å ë å í è å è ñ ò è í í û õ à í î ì à ë è é ”v1” è ”v2” â

äâóõ êðàéíèõ ïîëîæåíèÿõ îáúåêòà, à òàêæå ýêñöåíòðèñèòåòà "e" åãî îðáèòû, äëÿ

÷åãî èñïîëüçóþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

e sin(v1 =
q1 cos(2f)− q2)

sin(2f)
,

e cos(v1) = q1,

v2 = v1 + (2f).

Çäåñü ÷åðåç ”q1” è ”q2” îáîçíà÷åíû âåëè÷èíû:

q1 =
p

r1
− 1, q2 =

p

r2
− 1.

Ê î í ò ð î ë ü âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðà îðáèòû, îïðåäåëåííîãî â ðàçäåëå No 5.3,

îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ:

p = r2[1 + e cos(v2)].

No 5.5. Â û ÷ è ñ ë å í è å á î ë ü ø î é ï î ë ó î ñ è "a" î ð á è ò û, à

òàêæå ýêñöåíòðè÷åñêèõ àíîìàëèé ”E1” è ”E2” â äâóõ êðàéíèõ ïîëîæåíèÿõ

îáúåêòà.

Äëÿ ýòîãî ñëóæàò ôîðìóëû:

e = sin(φ),

a =
p

(1− e)(1 + e)
=

p

cos2(φ)
,

ãäå

φ = arc sin(e)

-ýòî òàê íàçûâàåìûé �óãîë ýêñöåíòðèñèòåòà�.

Çíà÷åíèÿ E1 è E2 âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:
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tg(
E1

2
) =

√
1− e

1 + e
tg(

v1
2
),

tg(
E2

2
) =

√
1− e

1 + e
tg(

v2
2
).

Â öåëÿõ ê î í ò ð î ë ÿ â û ÷ è ñ ë å í è é èñïîëüçóåòñÿ ðàâåíñòâî:

b sin
(E2 − E1)

2
=

√
r1r2 sin

(v2 − v1)

2
,

ãäå ÷åðåç ”b” îáîçíà÷åíà ìàëàÿ ïîëóîñü ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòû, òàê ÷òî

b = a
√

(1− e2) = a cos(φ).

No 5.6. Â û ÷ è ñ ë å í è å ñ ð å ä í è õ à í î ì à ë è é ”M1” è ”M2”

íåáåñíîãî îáúåêòà, ñîîòâåòñòâóþùèõ åãî êðàéíèì íàáëþäåíèÿì:

M1 = E1 − e◦ sin(E1),

M2 = E2 − e◦ sin(E2),

ïðè÷åì ÷åðåç e◦ îáîçíà÷åíî çíà÷åíèå ýêñöåíòðèñèòåòà,âûðàæåííîå â ãðàäóñàõ

äóãè:

e◦ = 57◦.2957795e.

No 5.7. Î ï ð å ä å ë å í è å ñ ð å ä í å ã î ñóòî÷íîãî ä â è æ å í è ÿ ”n”

îáúåêòà è åãî ñðåäíåé àíîìàëèè ”M” "ýïîõè îñêóëÿöèè"t0 ïî ôîðìóëàì:

n =
(M2 −M1)

(t2 − t1)
,

M0 =M1 + n(t0 − t1),

ãäå â êà÷åñòâå "ýïîõè îñêóëÿöèè" t0 áåðåòñÿ ìîìåíò íà÷àëà ñóòîê âòîðîãî (òî

åñòü "ñðåäíåãî") íàáëþäåíèÿ:

t0 = [t].
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No. 5.8. Â û ÷ è ñ ë å í è å "âåêòîðíûõ ýëåìåíòîâ":

P⃗ = (Px, Py, Pz),

Q⃗ = (Qx, Qy, Qz).

Çíà÷åíèÿ ýòèõ øåñòè êîìïîíåíò âåêòîðîâ
−→
P è

−→
Q âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìî-

ùüþ ôîðìóë:

Px =
x1
r1

cos(v1)−
x0
r0

sin(v1),

Py =
y1
r1

cos(v1)−
y0
r0

sin(v1),

Pz =
z1
r1

cos(v1)−
z0
r0

sin(v1),

Qx =
x1
r1

sin(v1) +
x0
r0

cos(v1),

Qy =
y1
r1

sin(v1) +
y0
r0

cos(v1),

Qz =
z1
r1

sin(v1) +
z0
r0

cos(v1).

Â êà÷åñòâå ê î í ò ð î ë ü í û õ ñ î î ò í î ø å í è é èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå

òîæäåñòâåííûå ðàâåíñòâà:

(Ax)
2 + (Ay)

2 + (Az)
2 = a2,

(Bx)
2 + (By)

2 + (Bz)
2 = b2,

(Ax)(Bx) + (Ay)(By) + (A− z)(Bz) = 0,

ãäå

Ax = aPx, Ay = aPy, Az = aPz, Bx = bQx, By = bQy, bz = bQz,

à ÷åðåç a è b îáîçíà÷åíû ñîîòâåòñòâåííî áîëüøàÿ è ìàëàÿ îñè ýëëèïòè-

÷åñêîé îðáèòû àñòåðîèäà.
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No 5.9. Â û ÷ è ñ ë å í è å "ó ã ë î â û õ ý ë å ì å í ò î â"

î ð á è ò û (äîëãîòû âîñõîäÿùåãî óçëà Ω íà ýêëèïòèêå, íàêëîíåíèÿ

îðáèòû i ê ýêëèïòèêå è óãëîâîãî ðàññòîÿíèÿ ïåðèãåëèÿ ω îò âîñõîäÿùåãî

óçëà).

Ñ ýòîé öåëüþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ω è i èñïîëüçóþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

sin(i) sin(ω) = Pz cos ε− Py sin ε,

sin(i) cos(ω) = Qz cos ε−Qy sin ε,

îòêóäà ãëàâíîå çíà÷åíèå äëÿ ω îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

ω = arctg
(Pz cos ε− Py sin ε)

(Qz cos ε−Qy sin ε)
,

à ïî çíàêàì ëåâûõ ÷àñòåé âûøåóïîìÿíóòûõ äâóõ ðàâåíñòâ äëÿ óãëà ω óñòà-

íàâëèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé êâàäðàíò åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Â ñâîþ î÷åðåäü Ω

îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèé:

sinΩ = (Py cosω −Qy sinω) sec ε,

cosΩ = Px cosω −Qx sinω,

ïðè÷åì ãëàâíîå çíà÷åíèå Ω çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

Ω = arctg
(Pe cosω −Qy sinω) sec ε

(Px cosω −Qx sinω)
,

â òî âðåìÿ êàê ïî çíàêàì sinΩ è cosΩ óñòàíàâëèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé

óãëó Ω êâàäðàíò. Âî âñåõ âûøåïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèÿõ ÷åðåç ε îáîçíà÷åí

óãîë íàêëîíà ýêëèïòèêè ê ýêâàòîðó, çíà÷åíèå êîòîðîãî äîëæíî áðàòüñÿ äëÿ ýïîõè

óïîòðåáëÿåìûõ íåáåñíûõ êîîðäèíàò (íàïðèìåð,èç Àñòðîíîìè÷åñêîãî Åæåãîäíèêà çà

òîò ãîä, ê êîòîðîìó îòíåñåíû èñïîëüçóåìûå íàáëþäåíèÿ èññëåäóåìîãî îáúåêòà).
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Ê î í ò ð î ë ü âû÷èñëåíèÿ "ó ã ë î â û õ ý ë å ì å í ò î â" îñóùåñòâëÿåòñÿ:

âî-ïåðâûõ, ïî ñîâïàäåíèþ çíà÷åíèé óãëà Ω, âû÷èñëåííûõ ïî sinΩ è

cosΩ â îòäåëüíîñòè, òàê ÷òîáû ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ϵ∗ âûïîëíÿëîñü ðàâåí-

ñòâî:

arc sin[(Pz cosω −Qy sinω) sec ε] = arc cos(Px cosω −Qx sinω),

à âî-âòîðûõ, ïî óäîâëåòâîðåíèþ óñëîâèÿ

(Px) sinω + (Qx) cosω = − cos(i) sinΩ.

III. Ï ð å ä ñ ò à â ë å í è å í à á ë þ ä å í è é .

Íàèáîëåå ïîëíûé êîíòðîëü (ïðàâèëüíîñòè) âû÷èñëåííîé îðáèòû íåáåñíîãî îáúåê-

òà äàåò ïðîöåäóðà ïðåäñòàâëåíèÿ èñõîäíûõ íàáëþäåíèé ïðè ïîìîùè íàéäåííûõ îð-

áèòàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Îäíàêî èíîãäà ïðàêòè÷åñêè äîñòàòî÷íûì ñ÷èòàåòñÿ êîíòðîëü

, ñîñòîÿùèé â ïðåäñòàâëåíèè ñðåäíåãî íàáëþäåíèÿ, íåïîñðåäñòâåííî ïðè íàõîæäå-

íèè ýëåìåíòîâ îðáèòû íå èñïîëüçóåìîãî. ×òîáû âû÷èñëèòü íåáåñíûå êîîðäèíàòû

îáúåêòà, ñîîòâåòñòâóþùèå ìîìåíòó "t" ñðåäíåãî íàáëþäåíèÿ, èñïîëüçóþòñÿ ñëå-

äóþùèå ôîðìóëû:

t∗ = t− Lρ, L = 0d.0057756,

M =M0 + n(t∗ − t0),

E − e◦ sin(E) =M,

ãäå ÷åðåç t0, êàê è ðàíåå, îáîçíà÷åíà "ýïîõà îñêóëÿöèè òî åñòü ìîìåíò íà÷àëà

ñóòîê ñðåäíåãî èç òðåõ èñïîëüçîâàííûõ íàáëþäåíèé, à e◦ - ýòî ââåäåííîå óæå

ðàíåå çíà÷åíèå ýêñöåíòðèñèòåòà îðáèòû e, âûðàæåííîå â ãðàäóñíîé ìåðå:

e◦ = 57◦.2957795e.
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Íàêîíåö, âû÷èñëåííûå ãåîöåíòðè÷åñêèå íåáåñíûå êîîðäèíàòû ρ, αc, δc îáúåêòà

äîñòàâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé ñèñòåìû òðåõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè:

ρ cos(αc) cos(δc) = Ξ,

ρ sin(αc) cos(δc) = Φ,

ρ sin(δc) = Ψ,

ïðàâûå ÷àñòè êîòîðûõ çàäàíû âûðàæåíèÿìè:

Ξ = Ax[cos(E)− e] +Bx sin(E) +X,

Φ = Ay[cos(E)− e] +By sin(E) + Y,

Ψ = Az[cos(E)− e] +Bz sin(E) + Z.

Çäåñü èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðîâ

A⃗ = (Ax, Ay, Az)

è

B⃗ = (Bx, By, Bz)

, óæå âû÷èñëåííûå â ðàçäåëå No.5◦.8.

Ãåîöåíòðè÷åñêèå ýêâàòîðèàëüíûå êîîðäèíàòû Ñîëíöà X, Y , Z áåðóòñÿ íà

ìîìåíò ”t” ñðåäíåãî íàáëþäåíèÿ íåáåñíîãî îáúåêòà.

Ðåøåíèå ñèñòåìû òðåõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè äàåò ãëàâíûå çíà÷åíèÿ

íåáåñíûõ êîîðäèíàò îáúåêòà â ôîðìå:

αc = arc tan[
Ξ

Φ
],

δc = arc tan[sinαcΨ

Φ
],
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à ñîîòâåòñòâóþùèå êâàäðàíòû åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ çíàêàìè

ôóíêöèé Ξ, Φ, Ψ. Íàêîíåö, âû÷èñëåííîå çíà÷åíèå ãåîöåíòðè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ îïðå-

äåëÿåòñÿ âûðàæåíèÿìè:

ρ = Ψcsc(δc),

ρ = Ξ sec(αc) sec(δc),

ρ = Φcsc(αc) sec(δc).

Ñîâïàäåíèå çíà÷åíèé ρ, ïîëó÷åííûõ ïî òðåì ïîñëåäíèì ôîðìóëàì, ñëóæèò ñâè-

äåòåëüñòâîì îòñóòñòâèÿ ãðóáûõ îøèáîê â âû÷èñëåíèÿõ.

Àáåððàöèîííîå âðåìÿ (Lρ) ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì èíòåðïîëèðîâàíèÿ èëè ýêñòðà-

ïîëèðîâàíèÿ èç çíà÷åíèé, èìåþùèõñÿ äëÿ òðåõ èñõîäíûõ íàáëþäåíèé.

Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû ãåîöåíòðè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ ρ ïðàâèëüíîñòü

ïðèíÿòîãî çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû (Lρ) ïðîâåðÿåòñÿ è, â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè, âû-

÷èñëåíèå ïîâòîðÿåòñÿ.

(Â òîì ñëó÷àå, êîãäà èñõîäíûìè äàííûìè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ îðáèòû

àñòåðîèäà áûëè åãî òîïîöåíòðè÷åñêèå ýêâàòîðèàëüíûå êîîðäèíàòû,)

Ñðàâíèâàåìûå íåáåñíûå êîîðäèíàòû ñðåäíåãî íàáëþäåíèÿ èñïðàâëÿþòñÿ çà ñó-

òî÷íûé ïàðàëëàêñ.

Ï ð è ì å ÷ à í è å .

Òî÷íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ íåáåñíûõ êîîðäèíàò ñðåäíåãî íàáëþäåíèÿ îáúåêòà äîëæ-

íà áûòü íå õóæå 0”.1 , äëÿ ÷åãî âñå âû÷èñëåíèÿ äîëæíû âåñòèñü ñ 7 (ñåìüþ)

çíà÷àùèìè öèôðàìè. Ìîäóëè ðàçíîñòåé "O - C"

("Observatum minus Calculatum"):

∆(α) = α− αc,

∆(δ) = δ − δc

ïî ïðÿìîìó âîñõîæäåíèþ ïîðÿäêà

∆(α) = 0s.07
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è ïî ñêëîíåíèþ

∆(δ) = 0”.5

ñâèäåòåëüñòâóþò î íàëè÷èè â ïðîâåäåííûõ âû÷èñëåíèÿõ çíà÷èòåëüíûõ îøèáîê.

Âû÷èñëåííûå ýëåìåíòû îðáèòû ìîæíî ñ÷èòàòü óäîâëåòâîðèòåëüíî ïðåäñòàâëÿþùè-

ìè èñïîëüçóåìûå íàáëþäåíèÿ àñòåðîèäà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé:

|∆(α)| ≤ (0”.1),

|∆(δ)| ≤ (0”.1).

Çäåñü, êàê è ïðåæäå, ãåîöåíòðè÷åñêèå íåáåñíûå êîîðäèíàòû "ñâåòèëà" äëÿ

ìîìåíòà ñðåäíåãî íàáëþäåíèÿ îáîçíà÷åíû ÷åðåç α è δ, â òî âðåìÿ êàê ÷åðåç

αc è δc îáîçíà÷åíû èõ âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ.
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IV. Á ë î ê - ñ õ å ì à à ë ã î ð è ò ì à Ë à ã ð à í æ à - Ã à ó ñ ñ à .

Êîîðäèíàòû

îáúåêòà th, αh, δh

(h = 1, 2, .., n)

-

Âûáîð òðåõ

íàáëþäåíèé

ti, αi, δi(i = 1, 0, 2)

-

Êîîðäèíàòû Ñîëí-

öà Xi, Yi, Zi(i =

1, 0, 2)

?
Êîíñòàíòû

D,Ui(i =

1, 0, 2), R2, C, S2

Ðåøåíèå óðàâíåíèé

Ëàãðàíæà ìåòîäîì

èòåðàöèé. Âû÷èñ-

ëåíèå ðàññòîÿíèé

ρ, r

äà
�

Ïðîâåðêà êðè-

òåðèÿ Îïïîëü-

öåðà

3P cosψ−R > 0

6

Ñîñòàâëåíèå

óðàâíåíèé

Ëàãðàíæà (1-å

ïðèáëèæåíèå)

c1, c2, P,Q, n1, n2

�

?

Âû÷èñëåíèå

ρ1, ρ2, àáåð-

ðàöèîííûõ

ïîïðàâîê

Lρi(i = 1, 0, 2),

è xi, yi, zi, ri

?

-

Àáåððàöèîííàÿ

êîððåêöèÿ

ìîìåíòîâ

íàáëþäåíèé.

Âû÷èñëåíèå

n1 è n2

-

?

Ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ

óñëîâèé îêîí÷àíèÿ

ãàóññîâûõ èòåðàöèé

|(nh)
(k+1)−(nh)

(k)| < 10−7

(h=1,2; k=1,2,...)

?

Ïðåäñòàâëåíèå

ñðåäíåãî íà-

áëþäåíèÿ.

Âû÷èñëåíèå

"íåâÿçîê":

∆αè ∆δ

�

Âû÷èñëåíèå ýëå-

ìåíòîâ îðáèòû

a, e, i,Ω, ω,M0

Îáíîâëåíèå

óðàâíåíèé

Ëàãðàíæà.

Âû÷èñëåíèå

c1, c2, P,Q, n1, n2

â k- îì

ïðèáëèæåíèè

6
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